
Fig. 1. Maxwellian and two more test problems with regular kernels. Case 2: Loss of
accuracy due to numerical differentiation. Case 3: Non-conservative approach yields
higher accuracy.
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Fig. 2. Case 2
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Fig. 3. Case 3
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The Landau operator reads as(
Q(f, f)

)
(v) = ∂v ·

(
QC(f, f)

)
(v)

involving the operator

d = 2 ,(
QC(f, f)

)
(v)

=
∫

Ω
ϕ(v − w)

 (v2 − w2)2 − (v1 − w1) (v2 − w2)

− (v1 − w1) (v2 − w2) (v1 − w1)2


×

∂v1f(v) f(w)− f(v) ∂w1f(w)

∂v2f(v) f(w)− f(v) ∂w2f(w)

 dw , v ∈ Ω ,

d = 3 ,(
QC(f, f)

)
(v)

=
∫

Ω
ϕ(v − w)

×


(v2 − w2)2 + (v3 − w3)2 − (v1 − w1) (v2 − w2) − (v1 − w1) (v3 − w3)

− (v1 − w1) (v2 − w2) (v1 − w1)2 + (v3 − w3)2 − (v2 − w2) (v3 − w3)

− (v1 − w1) (v3 − w3) − (v2 − w2) (v3 − w3) (v1 − w1)2 + (v2 − w2)2



×


∂v1f(v) f(w)− f(v) ∂w1f(w)

∂v2f(v) f(w)− f(v) ∂w2f(w)

∂v3f(v) f(w)− f(v) ∂w3f(w)

 dw , v ∈ Ω .

Our pragmatic approach to deduce a first alternative representation relies on
expanding the integrand. In order to specify the resulting integrals, we found
it useful to employ the symbolic notation

d = 2 ,

Iw i1i2 ϕ 00 f j1j2(v) =
∫

Ω
wi1

1 w
i2
2 ϕ(v − w) ∂ j1

w1
∂ j2
w2
f(w) dw , v ∈ Ω ,

d = 3 ,

Iw i1i2i3 ϕ 000 f j1j2j3(v) =
∫

Ω
wi1

1 w
i2
2 w

i3
2 ϕ(v − w) ∂ j1

w1
∂ j2
w2
∂ j3
w3
f(w) dw , v ∈ Ω ,

which indicates the degrees of the monomials as well as the orders of the
derivatives of the density function.

Representation in two dimensions. In two dimensions, this yields the
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identity

d = 2 ,

(
QC(f, f)

)
(v) =


(
Q

(1)
C (f, f)

)
(v)(

Q
(2)
C (f, f)

)
(v)

 ,

(
Q

(1)
C (f, f)

)
(v)

=
(
Q

(1)
00 (f)

)
(v) f(v) +

(
Q

(1)
10 (f)

)
(v) ∂v1f(v) +

(
Q

(1)
01 (f)

)
(v) ∂v2f(v) ,(

Q
(2)
C (f, f)

)
(v)

=
(
Q

(2)
00 (f)

)
(v) f(v) +

(
Q

(2)
10 (f)

)
(v) ∂v1f(v) +

(
Q

(2)
01 (f)

)
(v) ∂v2f(v) ,

(
Q

(1)
00 (f)

)
(v)

= v1 v2 Iw 00ϕ 00 f 01(v)− v2
2 Iw 00ϕ 00 f 10(v)

− v1 Iw 01ϕ 00 f 01(v) + v2

(
2 Iw 01ϕ 00 f 10(v)− Iw 10ϕ 00 f 01(v)

)
− Iw 02ϕ 00 f 10(v) + Iw 11ϕ 00 f 01(v) ,(

Q
(2)
00 (f)

)
(v)

= − v2
1 Iw 00ϕ 00 f 01(v) + v1 v2 Iw 00ϕ 00 f 10(v)

v1

(
− Iw 01ϕ 00 f 10(v) + 2 Iw 10ϕ 00 f 01(v)

)
− v2 Iw 10ϕ 00 f 10(v)

− Iw 20ϕ 00 f 01(v) + Iw 11ϕ 00 f 10(v) ,(
Q

(1)
10 (f)

)
(v)

= v2
2 Iw 00ϕ 00 f 00(v)− 2 v2 Iw 01ϕ 00 f 00(v) + Iw 02ϕ 00 f 00(v) ,(

Q
(1)
01 (f)

)
(v)

= − v1 v2 Iw 00ϕ 00 f 00(v) + v1 Iw 01ϕ 00 f 00(v) + v2 Iw 10ϕ 00 f 00(v)

+ Iw 11ϕ 00 f 00(v) ,(
Q

(2)
10 (f)

)
(v)

= v1 v2 Iw 00ϕ 00 f 00(v) + v1 Iw 01ϕ 00 f 00(v) + v2 Iw 10ϕ 00 f 00(v)

+ Iw 11ϕ 00 f 00(v) ,(
Q

(2)
01 (f)

)
(v)

= v2
1 Iw 00ϕ 00 f 00(v)− 2 v1 Iw 10ϕ 00 f 00(v) + Iw 20ϕ 00 f 00(v) .

5



d = 3 ,

(
QC(f, f)

)
(v) =


(
Q

(1)
C (f, f)

)
(v)(

Q
(2)
C (f, f)

)
(v)(

Q
(3)
C (f, f)

)
(v)

 ,

(
Q

(1)
C (f, f)

)
(v)

=
(
Q

(1)
000(f)

)
(v) f(v)

+
(
Q

(1)
100(f)

)
(v) ∂v1f(v) +

(
Q

(1)
010(f)

)
(v) ∂v2f(v) +

(
Q

(1)
001(f)

)
(v) ∂v3f(v) ,(

Q
(2)
C (f, f)

)
(v)

=
(
Q

(2)
000(f)

)
(v) f(v)

+
(
Q

(2)
100(f)

)
(v) ∂v1f(v) +

(
Q

(2)
010(f)

)
(v) ∂v2f(v) +

(
Q

(2)
001(f)

)
(v) ∂v3f(v) ,(

Q
(3)
C (f, f)

)
(v)

=
(
Q

(3)
000(f)

)
(v) f(v)

+
(
Q

(3)
100(f)

)
(v) ∂v1f(v) +

(
Q

(3)
010(f)

)
(v) ∂v2f(v) +

(
Q

(3)
001(f)

)
(v) ∂v3f(v) ,
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(
Q

(1)
000(f)

)
(v)

= v1 v2 Iw 000ϕ 000 f 010(v) + v1 v3 Iw 000ϕ 000 f 001(v)−
(
v2

2 + v2
3

)
Iw 000ϕ 000 f 100(v)

− v1

(
Iw 010ϕ 000 f 010(v) + Iw 001ϕ 000 f 001(v)

)
+ v2

(
2 Iw 010ϕ 000 f 100(v)− Iw 100ϕ 000 f 010(v)

)
+ v3

(
2 Iw 001ϕ 000 f 100(v)− Iw 100ϕ 000 f 001(v)

)
− Iw 020ϕ 000 f 100(v)− Iw 002ϕ 000 f 100(v)

+ Iw 110ϕ 000 f 010(v) + Iw 101ϕ 000 f 001(v) ,(
Q

(2)
000(f)

)
(v)

= − v2
1 Iw 000ϕ 000 f 010(v) + v1 v2 Iw 000ϕ 000 f 100(v) + v2 v3 Iw 000ϕ 000 f 001(v)

− v2
3 Iw 000ϕ 000 f 010(v)

+ v1

(
− Iw 010ϕ 000 f 100(v) + 2 Iw 100ϕ 000 f 010(v)

)
− v2

(
Iw 100ϕ 000 f 100(v) + Iw 001ϕ 000 f 001(v)

)
+ v3

(
2 Iw 001ϕ 000 f 010(v)− Iw 010ϕ 000 f 001(v)

)
− Iw 200ϕ 000 f 010(v)− Iw 002ϕ 000 f 010(v)

+ Iw 110ϕ 000 f 100(v) + Iw 011ϕ 000 f 001(v) ,(
Q

(3)
000(f)

)
(v)

= −
(
v2

1 + v2
3

)
Iw 000ϕ 000 f 001(v) + v1 v3 Iw 000ϕ 000 f 100(v)

+ v2 v3 Iw 000ϕ 000 f 010(v)

+ v1

(
− Iw 001ϕ 000 f 100(v) + 2 Iw 100ϕ 000 f 001(v)

)
+ v2

(
− Iw 001ϕ 000 f 010(v) + 2 Iw 010ϕ 000 f 001(v)

)
− v3

(
Iw 010ϕ 000 f 010(v) + Iw 100ϕ 000 f 100(v)

)
− Iw 200ϕ 000 f 001(v)− Iw 020ϕ 000 f 001(v)

+ Iw 101ϕ 000 f 100(v) + Iw 011ϕ 000 f 010(v) ,
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(
Q

(1)
100(f)

)
(v)

=
(
v2

2 + v2
3

)
Iw 000ϕ 000 f 000(v)

− 2 v2 Iw 010ϕ 000 f 000(v)− 2 v3 Iw 001ϕ 000 f 000(v)

+ Iw 020ϕ 000 f 000(v) + Iw 002ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(1)
010(f)

)
(v)

= − v1 v2 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v1 Iw 010ϕ 000 f 000(v) + v2 Iw 100ϕ 000 f 000(v)

− Iw 110ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(1)
001(f)

)
(v)

= − v1 v3 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v1 Iw 001ϕ 000 f 000(v) + v3 Iw 100ϕ 000 f 000(v)

− Iw 101ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(2)
100(f)

)
(v)

= − v1 v2 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v1 Iw 010ϕ 000 f 000(v) + v2 Iw 100ϕ 000 f 000(v)

− Iw 110ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(2)
010(f)

)
(v)

=
(
v2

1 + v2
3

)
Iw 000ϕ 000 f 000(v)

− 2 v1 Iw 100ϕ 000 f 000(v)− 2 v3 Iw 001ϕ 000 f 000(v)

+ Iw 200ϕ 000 f 000(v) + Iw 002ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(2)
001(f)

)
(v)

= − v2 v3 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v2 Iw 001ϕ 000 f 000(v) + v3 Iw 010ϕ 000 f 000(v)

− Iw 011ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(3)
100(f)

)
(v)

= − v1 v3 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v1 Iw 001ϕ 000 f 000(v) + v3 Iw 100ϕ 000 f 000(v)

− Iw 101ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(3)
010(f)

)
(v)

= − v2 v3 Iw 000ϕ 000 f 000(v)

+ v2 Iw 001ϕ 000 f 000(v) + v3 Iw 010ϕ 000 f 000(v)

− Iw 011ϕ 000 f 000(v) ,(
Q

(3)
001(f)

)
(v)

=
(
v2

1 + v2
2

)
Iw 000ϕ 000 f 000(v)

− 2 v1 Iw 100ϕ 000 f 000(v)− 2 v2 Iw 010ϕ 000 f 000(v)

+ Iw 200ϕ 000 f 000(v) + Iw 002ϕ 000 f 000(v) .
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Simplification for constant kernel (similar to approach in non-conservative
form).
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