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Dieses Kompendium beruht vorwiegend auf Teilen der von Martin Burger verfaldten Skripten
Mathematische Modellierung (Wintersemester 2012/2013 bzw. 2006/2007).

Als zusitzliche Literatur zu theoretischen Grundlagen wird das von Lawrence Evans verfal3-
te Buch Partial Differential Equations, erschienen bei American Mathematical Society (AMS)
im Rahmen der Reihe Graduate Studies in Mathematics (Band 19, 2. Edition, 2010), empfoh-
len. Das von Wolfgang Arendt und Karsten Urban verfalSte einfiihrende Lehrbuch Partielle
Differenzialgleichungen, erschienen bei Spektrum Akademischer Verlag (Heidelberg, 2010),
behandelt sowohl analytische als auch numerische Aspekte.

Als weitere Quelle sei The (Unfinished) PDE Coffee Table Book, herausgegeben von Nick Tre-
fethen und Kristine Embree, erwdhnt. Diese mit farbenprédchtigen Illustrationen versehenen
Kurzdarstellungen verschiedener partieller Differentialgleichungen, beginnend mit der zwei-
dimensionalen Laplace-Gleichung bis zur Klein—-Gordon-Gleichung, sind frei verfiigbar.

Graphik. Eine fiir ihre charakteristische Musterbildung bekannte zeitabhingige nichtlinea-
re partielle Differentialgleichung ist die Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung, welche in einer
Raumdimension durch

alu(xr t) = 6xxxxu(x; t) - axxu(x; t) - u(x> t) axu(x’ t)) (x) t) € (_ay a) x (0’ T) )
gegeben ist; zusdtzlich werden periodische Randbedingungen und die Anfangsbedingung
u(x,0) :cos(%x)(l+sin(%x)), x€[-a,al,

vorgegeben. Die Graphik illustriert den Losungsverlauf fiir a = 167 und T = 150 (Ortsdiskre-
tisierung mittels des Fourier-Spektralverfahrens, Zeitdiskretisierung mittels eines exponenti-
ellen Integrators hoherer Ordnung).
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Teil 1

Grundlegende Konzepte und
erste einfache mathematische Modelle



Kapitel 1

Entwicklung mathematischer Modelle

Dynamische Prozesse. Eine wesentliche Aufgabe der Angewandten Mathematik ist es, ma-
thematische Modelle zur Beschreibung von verschiedenen dynamischen Prozessen zu ent-
wickeln und diese zu analysieren. Neben einem besseren Verstdndnis der grundlegenden
Mechanismen geht es meist um das gezielte Steuern von gewissen Einflullfaktoren und die
Optimierung von Abldufen.

Anwendungsgebiete. Zu den Anwendungsgebieten der mathematischen Modellierung
zéhlen in erster Linie die Bereiche Physik und Chemie sowie die Technischen Wissenschaf-
ten und die Geowissenschaften. Aufgrund des enormen Fortschrittes bei Rechnerleistungen,
wozu die Film- und Unterhaltungsindustrie wesentlich beigetragen hat, kénnen mathema-
tische Modelle auch vermehrt in den Biowissenschaften (Life sciences) wie Biologie, Medizin
und der Sportwissenschaft geniitzt werden. Weitere Anwendungsgebiete sind die Finanz- und
Wirtschaftswissenschaften sowie die Logistik.

Mathematische Modelle. Mathematische Modelle sind durch Funktionen, Gleichungen
und Ungleichungen gegeben, welche die fiir die betrachteten Prozesse wesentlichen Einfluf3-
groflen in Zusammenhang setzen.

Klassifizierungen. Ublicherweise werden mathematische Modelle in folgender Hinsicht
klassifizert:

* Quantitative Modelle versus qualitative Modelle (z.B. konkrete Berechnung der Werte
von EinflugréBen versus qualitative Aussagen zum Langzeitverhalten).

» Diskrete Modelle versus kontinuierliche Modelle (z.B. mikroskopische Beschreibung
eines Prozesses durch eine endliche Anzahl von Teilchen und deren Eigenschaften ver-
sus makroskopische Beschreibung durch Dichtefunktionen).



* Deterministische Modelle versus stochastische Modelle (z.B. Beschreibung von gewis-
sen Einflullfaktoren mittels Zufallsgrof3en).

Computersimulationen. Die Komplexitédt der in den Anwendungen auftretenden mathe-
matischen Modelle erfordert den Einsatz leistungsstarker Rechner. Computersimulationen
ermoglichen die Verifizierung mathematischer Modelle durch Vergleiche mit experimentel-
len Daten; sie dienen dazu, gewisse Aspekte genauer zu analysieren, und ersetzen teilweise
aufwendige Experimente.

Realisierbarkeit. Die Angabe von mathematischen Modellen, fiir welche mittels Compu-
tersimulationen in tiberschaubaren Zeitrdumen und mit praktikablem Aufwand Ndherungs-
l6sungen berechnet werden konnen, erfordert es, komplexe Prozesse zu abstrahieren und auf
einige wenige Aspekte zu reduzieren. Trotz der notwendigen Vereinfachungen sollen die ma-
thematischen Modelle jedoch die fiir die jeweiligen Anwendungen relevanten quantitativen
und qualitativen Eigenschaften von Prozessen wiedergeben.

Partielle Differentialgleichungen und numerische Losungsverfahren. In vielen Fillen,
insbesondere bei der Beschreibung physikalischer Phdanomene, beruhen mathematische Mo-
delle auf zeitabhdngigen nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen oder Erweiterun-
gen davon.! Eine grundlgende Aufgabe der Numerischen Mathematik ist die Konstruktion
und Analyse von numerischen Verfahren, die den verschiedenen Klassen von partiellen Diffe-
rentialgleichungen angepal’t sind und auch bei Langzeitintegrationen auf zuverldssige Ergeb-
nisse fithren. In Hinblick auf eine effiziente Losung ist auerdem eine optimale Abstimmung
der Implementierung auf die verwendete Soft- und Hardware wesentlich.

Allgemeine Form. Ein mathematisches Modell 1a(t sich in die allgemeine Form
y=A4(x(p),p), x(peZ, pe?P, ye¥,

bringen; dabei umfat x(p) € 2 die Eingabegréfen, welche von zusitzlichen (physikali-
schen) Parametern p € & abhingen, und y € % die gesuchten Ausgabegréflen. In den be-
trachteten Anwendungen erfordert die Berechnung von y = .# (x(p), p) die numerische L6-
sung einer gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichung.

Dimensionslose Formulierung mit geeigneten Skalierungen. In vielen Situationen ist es
sinnvoll, simtliche Eingabe- und Ausgabegrofen als von den gewdhlten physikalischen Ein-
heiten unabhédngige Gro8en zu formulieren

Yneu = j/neu(xneu(p), P); Xneu(P) € Znews, PEZ,  ¥neu € %heu,

Vgl. auch Delay-Differentialgleichungen, Differentialgleichungen mit zusitzlichen zeitlich nichtlokalen Ter-
men (memory terms), Gleichungen mit gebrochenen Zeitableitungen.



wobei (Znew | - | 2;,.,) und (Zew Il - l#,,) normierte Rdume bzw. Banachrdume bezeichnen.
In Hinblick auf numerische Berechnungen sollte man auerdem die Eingabe- und Ausga-
begrollen so skalieren, daR typische Werte wie etwa Durchschnittswerte oder Maximalwerte

nidherungsweise Einheitswerte haben

”x;eu(p) ”%neu = 1’ ”y;eu ” %eu ~ 1 )

Vereinfachte Modelle. Da realistische Anwendungen meist auf komplexe mathematische
Modelle fiihren, die in verschiedener Hinsicht eine Herausforderung darstellen, ist es sinn-
voll, zundchst vereinfachte Modelle zu betrachten, welche einzelne Aspekte eines Prozesses
wiedergeben. Solche vereinfachten Modelle konnen insbesondere zum Testen der verwende-
ten numerischen Verfahren geniitzt werden.

Sensitivititsanalyse und Modellreduktion. Die Sensitivitdtsanalyse eines mathematischen
Modelles dient dazu, die fiir einen Prozels wesentlichen EinfluBgrof3en zu bestimmen; dazu
untersucht man, wie sich kleine Anderungen der Eingabegroen und zusétzlicher Parame-
ter auf die Ausgabegroflen auswirken. Die Vernachldssigung unwesentlicher EinfluBgréfen
ermoglicht dann eine Reduktion des Modelles.

In Situationen, wo gewisse Regularitdtsforderungen erfiillt sind, niitzt man die folgenden
Uberlegungen; dabei bezeichnet F: (X, |- | x) — (Y, - lly) : x — F(x) eine reguldre Funktion
mit zugehoriger Fréchet-Ableitung F'(x) € £ (X, Y) und I den Identitdtsoperator.

(i) Sensitivitit. Eine Taylorreihenentwicklung gibt an, wie sich Anderungen des Argumen-
tes auf das Ergebnis auswirken (affin-lineare Approximation)

F(x+Ax) = F(x)+ F (x) Ax + O (Il AxII%) .

Bei Vernachlédssigung des Resttermes erhélt man folgende Naherung durch den Wert der
ersten Ableitung (Sensitivitit, Verwendung des Symbols =< bei alleiniger Angabe des fiih-
renden Termes)

|Fx+Ax)-F)|y

Ax] x

=|F@y_x-

(ii) Differentialgleichung und zugehorige Variationsgleichung. Zur Untersuchung der Sen-
sitivitdt der (unbekannten) Losung u: [0, T] — X eines Anfangswertproblemes der Form

{ (O =F(u®), te©T),

u(0) = uo,

beziiglich des vorgegebenen Anfangswertes 1y € X betrachtet man die zugehorige Va-
riationsgleichung fiir U(¢) = d,,,u(¢) (lineare nichtautonome Differentialgleichung)

U@=F(u®)Uw®, te@©7),
uo=1I.



Analoge Uberlegungen gelten fiir die Sensitivitdt der Losung einer Differentialgleichung
beziiglich eines Parameters.

Da die Sensitivitdtsanalyse eines komplexen Modelles mit hohem rechnerischen Aufwand
verbunden ist, versucht man oft, quantitative durch qualitative Aussagen zu ersetzen, und
analysiert anstelle des urspriinglichen Modelles ein vereinfachtes Modell.

Entwicklung mathematischer Modelle. Im Idealfall umfalt die Entwicklung und Wei-
terentwicklung mathematischer Modelle die folgenden, sich gegenseitig beeinflussenden,
grundlegenden Schritte:

Physikalischer Vorgang
!

Beobachtungen, Messungen, Erfassen der wesentlichen Mechanismen

!

Entwicklung eines mathematischen Modelles

!

Analyse des Modelles

!

Sensitivitdtsanalyse und eventuelle Modellreduktion

!

Entwicklung oder Weiterentwicklung geeigneter numerischer Verfahren

!

Implementierung der numerischen Verfahren

!

Simulationen

!

Darstellung und Interpretation der Ergebnisse

!

Vergleich mit experimentellen Daten, Vereinfachung oder Erweiterung des Modelles

!

Schlulfolgerungen fiir d4hnliche Prozesse, Steuerung von Prozessen

Auswahl an mathematischen Modellen. Aufgrund der gro8en Vielfalt von Anwendungen,
welche Differentialgleichungen zur mathematischen Modellierung verwenden, ist es nicht
moglich, das Thema Mathematische Modellierung mit Differentialgleichungen umfassend zu
behandeln, und auch nicht sinnvoll, allgemeingiiltige Aussagen zu treffen. Vielmehr sollen



einige wesentliche Differentialgleichungen angegeben werden und fiir spezielle Situationen
detailierter diskutiert und illustriert werden.

Erginzungen (Anwendungsgebiete)
Uberblick (Wissenschaftszweige).

(i) Einteilung der Wissenschaften. Die Wissenschaften werden meist in folgende Bereiche
eingeteilt:
Geisteswissenschaften
Medizinische Wissenschaften
Naturwissenschaften
Sozialwissenschaften
Technische Wissenschaften
(ii) Naturwissenschaften und Technische Wissenschaften. Bei den Naturwissenschaften wer-
den iiblicherweise die folgenden Hauptrichtungen unterschieden:
e Astronomie

¢ Biowissenschaften

Chemie

¢ Geowissenschaften

Informatik

Mathematik
Physik

Wesentliche Gebiete der Technischen Wissenschaften sind beispielsweise:

e Architektur
* Bauingenieurwesen
¢ Flektrotechnik
¢ Maschinenbau
(iii) Fachrichtungen. Als weitere Bereiche der Naturwissenschaften und der Medizinischen

Wissenschaften seien die folgenden Fachrichtungen (mit flieRenden Ubergingen) ge-
nannt und insbesondere die der Physik nahestehenden Gebiete hervorgehoben:?

2ygl. Wikipedia. Thematische Anordnung nach den Forschungsbereichen Universum, Erde, Okosystem,
Mensch, Lebensformen, Zelle, Molekiile, Atome, Atomkerne, Elementarteilchen.
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Kosmologie, Astrophysik, Exobiologie, Planetologie, Geophysik, Geoddsie, Physische
Geographie, Meteorologie, Klimatologie, Geologie, Mineralogie, Geochemie, Geogra-
phie, Kartografie, Geodkologie, Biogeographie, Umweltphysik, Umweltchemie, Mee-
reskunde, Okologie, Bodenkunde, Humanmedizin, Humanbiologie, Humangenetik,
Neurobiologie, Lebensmittelchemie, Archdologie, Verhaltensbiologie, Physiologie, Ge-
netik, Morphologie, Paldontologie, Zoologie, Botanik, Mykologie, Virologie, Bakterio-
logie, Bioinformatik, Mikrobiologie, Zellbiologie, Biochemie, Organische Chemie, Bio-
physik, Molekularbiologie, Supramolekulare Chemie, Physikalische Chemie, Moleku-
larphysik, Anorganische Chemie, Elektrodynamik, Physik der Kondensierten Materie,
Chemoinformatik, Quantenchemie, Thermodynamik, Quantenphysik, Radiochemie,
Kernphysik, Hochenergiephysik, Teilchenphysik

Mathematische Modellierung mittels Differentialgleichungen. Insbesondere in Fachrich-
tungen der Physik oder in Fachrichtungen, welche der Physik nahestehen und physikalische
Grundprinzipien beniitzen, finden mathematische Modelle mittels gewohnlicher und parti-
eller Differentialgleichungen Anwendung. Als eine kleine Auswahl seien folgende Beispiele
erwdhnt:

Newton’sche Bewegungsgleichungen (Modelle der Klassischen Mechanik)
Master-Gleichungen, Kontinuitdtsgleichungen (Modelle der Reaktionskinetik)

Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichungen (Modelle fiir Stromungsprozesse, Mo-
delle fiir Musterbildungsprozesse, Modelle der Meteorologie)

Schrédinger-Gleichungen (Modelle der Quantenphysik)

Weitere Beispiele aus dem Bereich der Biowissenschaften, der Medizinischen Wissenschaf-
ten, der Sportwissenschaften, der Finanzwissenschaften sowie der Logistik sind:

Populationsdynamik, Ausbreitung von Krankheiten (Lotka-Volterra-Modelle)

Blutkreislauf des Menschen, Entwicklung von Diagnose- und Therapieverfahren
(Herzinfarkt, Schlaganfall, Ultraschalluntersuchungen)

Belastung des menschlichen Korpers bei der Ausiibung von Sport, Optimierung von Be-
wegungen (Wintersport)

Aktienmodelle

Sichere Beforderung einer hohen Anzahl von Personen, Verkehrsplanung

11



Kapitel 2

Newton’sche Bewegungsgleichungen
(Ballwurf)

Inhalt. Zur Illustration der grundlegenden Konzepte
* dimensionslose Formulierung mit geeigneten Skalierungen,
* Sensitivitdtsanalyse und

¢ Modellreduktion

wird ein einfaches mathematisches Modell fiir den Wurf eines Balles behandelt. Entspre-
chend den Prinzipien der Klassischen Mechanik wird der Wurf eines Balles als spezielles Zwei-
korperproblem (Ball, Erde) modelliert; zuldssige Reduktionen des auf den Newton’schen Be-
wegungsgleichungen basierenden Modelles fiihren schliellich auf eine lineare gewdhnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit bekannter Losung.

Modell fiir Ballwurf.

(i) Vorbemerkung. Fiir zwei Korper der Massen m, my [kg] mit zugehorigen Koordinaten

q1, q» € R? [m] ist die auf den ersten Kérper wirkende Gravitationskraft durch
G HARULY) _
Fe=——"=(q1— [IN=kgms
6= T ) 8

gegeben, wobei G = 6.67384-107!! [m3 kg™! s72] die Gravitationskonstante bezeichnet.

2

(ii) Newton'sche Bewegungsgleichungen. Zur wesentlichen Vereinfachung der Modellierung
eines Ballwurfes wird die idealisierte Situation eines punktformigen Korpers der Mas-
se m [kg] angenommen; die Funktion

x(1)
qﬂaﬂ—~R%rM-qm:(ﬂn}ml
z(1)

12



gibt die Koordinaten des Balles in Abhzngigkeit von der Zeit an.! Mittels Newton’scher
Bewegungsgleichungen unter Einbeziehung der Gravitationskraft

Masse x Beschleunigung = Gravitationskraft [N =kgm s 2]

und bei Vorgabe von Anfangsbedingungen, dem Abwurfsort gy € R3 [m] und der An-
fangsgeschwindigkeit vy € R® [m s™1], ergibt sich folgendes Anfangswertproblem

"

q"(t) = q-Q), te(,1),

-
la-Q|?
q0) =qo, q'(0) = vy,

wobei M = 5.9736-10%* [kg] die Masse der Erde und Q € R3 [m] die fix gewdhlten Koor-
dinaten des Erdmittelpunktes bezeichnen; die Masse des Balles hat auf die Differential-
gleichung keinen Einfluf8. Gesucht ist die Bahn des Balles vom Zeitpunkt des Abwurfes
bis zum Wiedererreichen der Anfangshéhe

(t,q(1)) fiir €0, T>] mit T» >0 so bestimmt, daf z(T») = z(0) = z;

im Speziellen sollen die maximale Wurfh6he z(T;), bestimmt durch die Bedingung
Z'(Ty) = 0, sowie die Wurfweite berechnet werden, d.h. die gesuchten GréRen sind

z(T;) mit T; >0 so bestimmt, daB z'(T}) =0,
la(T2) - go -

(iii) Einflufsgrofsen. In der vorliegenden Situation ist es naheliegend, den Abwurfsort des Bal-
les und dessen Anfangsgeschwindigkeit als Eingabegréfen zu wihlen; obwohl die Masse
des Balles keinen Einflul$ auf die Differentialgleichung und somit auf die Bahn des Balles
hat, kann man sie als zusitzliche Eingabegrol3e betrachten, da sie sich auf den anfangli-
chen Impuls auswirkt und folglich auf die fiir den Abwurf des Balles aufzubringende ki-
netische Energie® und die entsprechende Kraft. Die gesuchten AusgabegréRen sind die
Bahn des Balles vom Zeitpunktes des Abwurfes bis zum Aufprall; insbesondere méchte
man die maximale Wurfhohe und die Wurfweite bestimmen, als weitere Informationen
werden auch die entsprechenden Zeitpunkte angegeben. Physikalische Parameter, die
in der Differentialgleichung auftreten und sich somit auf deren Losung auswirken, sind
die Masse der Erde, die Koordinaten des Erdmittelpunktes und die Gravitationskonstan-
te; sinnvollerweise setzt man den Abwurfsort des Balles mit dem Erdmittelpunkt und

IDie Ballhhe werde durch die z-Koordinate beschrieben. Eine geeignete Wahl des Koordinatensystemes wird
unten angegeben, vgl. Abschnitt zur Vereinfachung (ii).

2Impuls (Masse x Geschwindigkeit) p = muv. Kinetische Energie Eiin = 5= p?

2mp’
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dem Erdradius in Beziehung. Insgesamt ergibt sich die Zuordnung y = .Z (x(p), p) mit

Abwurfsort qo [m]

Masse des Balles m [kg]
x(p) = )
Anfangsgeschwindigkeit vy [m s™!]

Masse der Erde M [kg]
Koordinaten des Erdmittelpunktes Q [m]
Erdradius R [m] ’
Gravitationskonstante G [m3 kg'ls_z]

( Bahn des Balles (¢, q(1)) [(s,m)] fiir ¢ € [0, T>] )
y= .

Zeitpunkt der maximalen Wurfhéhe und maximale Hohe (T3, z(T1)) [(s, m)]
Zeitpunkt des Aufpralles und Wurfweite (T2, | ¢(T2) — goll) [(s, m)]

Dimensionslose Formulierung und Vereinfachung.

(i) Dimensionslose Formulierung. Die Einfiihrung von Groflen A € Rio [m] sowie T > 0 [s]
und der Ansatz

x(1)

(neu - [O» %] —R: Ineu — Gneu(lneu) = Qneu(%) =A"! qi)=1——|1,

wobei A = diag(A), fiihrt auf eine von den physikalischen Einheiten unabhingige
Formulierung. Mittels Kettenregel folgt ndmlich (wegen ftpey = % bzw. t = Tthey und

Gneu(fnew) = A71 G(£) bZW. (1) = A ey (fnew), Bezeichnungen ghe, = S22 und g’ = §9)

qr,leu(tneu) =7tA7! ql(t) ,
q;l/eu(tneu) = Tz A_1 q"(t)
2GM
= A (g0 -Q)
latn-Q|
2GM B
o ||A(61 (, )_A—lQ)Hs (qneu(tneu)—A Q),

was die folgende dimensionslose Formulierung des urspriinglichen Modelles ergibt
°GM

| A (Gneu(tea) - A Q)|)°

qneu(o) =A"! qo0, quleu(o) = TA_l vo.

(qneu(tneu) —-A7! Q) ) Ineu € (0, %) )

qu{eu(tneu) =-

14



(ii) Vereinfachte Formulierung. Eine ohne Einschriankung der Allgemeinheit giiltige verein-
fachte Formulierung des Anfangswertproblemes erhilt man, wenn man

0
Q= 0| [m]
-R

als Koordinaten des Erdmittelpunktes mit Erdradius R = 6371 - 10% [m] und als Anfangs-

bedingungen
0 Vox
go=|0|Iml, wo=|0 |ms™],
<0 Voz

wihlt.® AuRerdem ist es zweckmiRig, die Erdbeschleunigung g = %—ﬁ” ~ 9.8219 [m s~?]
einzufiihren. Wegen

xneu ( tneu)

Gneu(tneu) — A7! Q= Yneu(fneu) ,
Zneu(fneu) + /%

A1 Xneu(fneu)
A (qneu(tneu) —-A7! Q) = A2 Yneu(neu) )
A3 (Zneu(tneu) + %)

”A (Qneu(tneu) ~A! Q) ”2 = A% ((% xneu(tneu))z + (% J’neu(l‘neu))2 + (Zneu(tneu) + %)2) )

ergibt sich das Anfangswertproblem

xgeu (theu) 3
Vaeu(tnen) | = = TEE (4 neultnew)” + (2 Yneu(tnew))” + (zneutnen) + £)°)
Zneu (fneu)
Xneu(fneu)
) x| neultnew) |+ teu€(0,%),

Zneu(fneu) + ,1%
Xneu(0) 0 xllleu (0) T)l{%
Yneu(0) | =10 |, Ve [=1] 0
Zneu(0) % Zéleu (0) %

37zusitzliche Uberlegungen, welche die Erhaltung des Drehimpulses
L= gxp=4qx mq'

bei Zentralkriften verwenden, zeigen, daB die Bahn des Balles in diesem Fall in der (x, z)-Ebene verlduft, siehe
Bemerkung.

15



Zur numerischen Losung dieses Anfangswertproblemes fiir ein System gekoppelter
nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung kdénnen beispiels-
weise explizite Runge-Kutta Verfahren verwendet werden.

Modellreduktionen.

@

(i)

Erste Modellreduktion. Eine erste Reduktion des mathematischen Modelles basiert auf
den fiir einen Ballwurf sinnvollen Annahmen R >> x(t), y(t), genauer, auf den folgenden
Nédherungen

3
2 (2 2 (A 2 272
((A_; xneu(tneu)) + (/1_2 J/neu(tneu)) + (Zneu(tneu) + /1%) ) Xneu(tneu) << 1,

w

2 (A 2 A 2 272
PE ((A_; xneu(tneu)) + (/1_2 J’neu(tneu)) + (Zneu(tneu) + /1%) ) Yneu(lnew) << 1,
3

((% xneu(tneu))z + (% yneu(tneu))2 + (Zneu([neu) + /1%)2)_E = (Zneu(tneu) + %)_3 )

was auf das wesentlich vereinfachte Modell

xgeu (tnew) 0
ygeu(tneu) = - 0 ’ Ineu € (0, %) ’
Zprou (tnen) - % (Zneu(tneu) + /1%)_2
4
Xneu(0) 0 xgeu (0) T/l{%
YneuO) [=10 |, y{leu O®|=1 0 |,
Zneu(0) ) |32 Zheu(0) ) | T2

mit entkoppelten Differentialgleichungen fiihrt. Die ersten beiden Koordinaten kénnen
direkt bestimmt werden (aus dem Ansatz f(tpey) = f(0) + f(0) they folgt f'(then) = f'(0)
und weiters " (they) = 0)

T
Xneu(fneu) = %?x Ineu J’neu(tneu) =0, Ineu € [0; ?] .

Fiir das reduzierte Modell ist somit ein Anfangswertproblem fiir eine nichtlineare ge-
wohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung (ndherungsweise) zu losen

2 gR? R\—2 T
deu(tneu) == fs (Zneu(tneu) + /1—3) ) Ineu € (0» ?) )
3
z TV
Zneu(o) = A_(; ) Z}’]eu (0) = ng .

Zweite Modellreduktion. Unter der zusidtzlichen Annahme R >> z(1), genauer, der fol-

genden N'aiherung
ng R? z R\—2 ng
A3 /l_g ( Ileu(tneu) + /1_3) A3’
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ergibt sich eine weitere wesentliche Vereinfachung des Modelles. Man erhilt ein An-
fangswertproblem fiir eine lineare gew6hnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

72 T
deu(tneu) =- ng y Ineu € [Or ?);
Z
Zneu(o) = A_(; ) ZI,1eu (0) = TX(S)Z )

mit bekannter Lésung (aus dem Ansatz f(tneu) = f(0) + f'(0) theu + 3 "' (0) 12, folgt
f/(tneu) = f/ (0) + f”(o) Ineu Und weiters f”(tneu) = f”(o))

2
_ oz TV °g 2 T
Zneu(Ineu) = _/12, + ;ng Ineu — 23 Theur Ineu € [0; 7] .

Die Koordinaten des Balles sind somit durch

TUVUox

T Ineu
T
Gneu(thew) = 0 ’ Ineu € [O; T
2o Ty T8 2
A3 A3 ‘meu - 274 ‘neu

gegeben. Fiir den Zeitpunkt des Aufpralles, bestimmt durch die Forderung
Zneu(T2) = Zneu(0) = ¢ = L T (vo:~ 5 Tr) =0,

wobei T > 0 gelte, ergibt sich

2 Vox Yoz
Arg
2,
T = T_(gz : qneu(TZ) = 0 ,
0

und aus Symmetriegriinden folgt fiir den Zeitpunkt maximaler Wurfhéhe die Relation

Vox Voz

Mg
1 Voz . ' _ _
= 2 T = rlg : Zneu(Tl) =0, CIneu(Tl) = 0
<0 Yoz
Az " 2238

Sensitivititsanalyse.

(i) Vereinfachtes lineares Modell. Fiir das vereinfachte lineare Modell mit bekannter Losung

TUVUox

1, [neu
T
Gneu(tneu) = 0 ) Ineu € [0; =
24 Ty T°Z 0
A3 A3 “meu - 234 “neu

ist sofort ersichtlich, wie sich Anderungen der Anfangshéhe und der Anfangsgeschwin-
digkeit auf das Ergebnis auswirken; die Berechnung der partiellen Ableitungen

0 ALI Ineu 0
azo Gneu(theu) = (1) , al/()x Gneu(tneu) = 0 ) 61}02 Gneu(tneu) = 0 )
A3 0 /llg Iheu
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bestétigt etwa, dall die horizontale Komponente der Anfangsgeschwindigkeit nur die
Wurfweite und die vertikale Komponente nur die Wurthéhe beeinflul3t.

(ii) Vereinfachtes nichtlineares Modell. Fiir das vereinfachte nichtlineare Modell

T
Xneu(fneu) = %?x Ineu, ,Vneu(tneu) =0, Ineu € [0; T
2 RZ R\-2 T
neu(tneu) = %3 (Zneu(tneu) + ,1_3) ) Ineu € (0» ?) )
Zneu(0) =32, Zpey(0) = 3,

ist es bereits deutlich aufwendiger, beispielsweise die Sensitivitdt beziiglich der vertika-
len Komponente vy, zu untersuchen. Differentation der Differentialgleichung und der
Anfangsbedingungen bzgl. vy, fiihrt auf ein Anfangswertproblem fiir Z = 9, Zneu

2 R? -3
Z" (tneu) = Tg (zneu(tneu)u) Z(tnew),  heu€(0,%),

Z0)=0, Z'(O) =1

Falls man quantitative Aussagen beispielsweise zur Abhédngigkeit von 0, zneu bzgl. vo,
treffen mochte, ist es notwendig, die Variationsgleichung (ndherungsweise) zu lésen. Ist
man nur am qualitativen Verhalten der Losung interessiert, reicht es aus, die (formale)
Losungsdarstellung

Z(tnew) = Q1 (tnew) Z(0) + Q2 (thew) Z'(0), Ineu € [0; % )
zu verwenden; insbesondere folgt daraus

av()z Zneu(Ineu) # 0.

Geeignete Skalierungen (Lineares Modell). Aus den Forderungen, dall zu den Zeitpunkten
maximaler Wurfh6he bzw. maximaler Wurfweite ndherungsweise

2
= 3 = = Z v ~ _ 2voxVoz
= Togz S 2 L=2h =1, Zneu(T1) = O + 21032g =~ 1, Xneu(T2) = —;(L)ichZ =1,

gelte, ergeben sich folgende Skalierungen in Abhéngigkeit von der vorgegebenen Anfangsho-
he und der Anfangsgeschwindigkeit

2

UOZ_TUOX, 132Z0+ OZ—Z+

2”02 /1 ~ 2U0x
1 2g

Tl/()z
g’ g )

T =

Beziiglich dieser Wahl der Skalierungen ist fiir das lineare Modell die Wurfbahn des Balles
durch die einfache Darstellung

2
T= 1(;0z, A =T vox, /13:Z0+—TZOZ:
Ineu
— T
qneu(tneu) = 0 ’ Ineu € [0; T

4
Tz0+100, (ZO +7T Vo, tneu(l - tneu))
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mit T} = % sowie T» = 1 gegeben; da die Bahn des Balles durch die zwei Grof3en z, T vy, be-

stimmt ist, bezeichnet man diese auch als effektive Parameter. Im Spezialfall zy, = 0 folgt ins-
besondere

2o,
g’

M =Tvox, Az="3%:

20=0, 1= 1

tneu

Gneu(tneu) = ( 0 ) ) Iheu € [0,% .
4 tneu(l - tneu)

Bemerkungen.

(i) Mehrkdrperproblem. Das Zweikorperproblem wird durch die Newton'schen Bewe-

gungsgleichungen
Gmm
mqy (1) = - —— (1) - q2(1),
(FAGEY G
Gmim
maqy () = — L2 (qo(t) = qu (D),

a1 - g0

beschrieben. Bei Einfiihrung der Koordinaten des Schwerpunktes cqs = m;q; + ma2q-
(die Grofle ¢ habe die Einheit [kg]) sowie der Relativkoordinaten g = q; — g» ergeben
sich die Differentialgleichungen

_ G(my +my)
la]’

Analoge Aussagen gelten fiir das Mehrkoérperproblem (Sonnensystem).

qgi(=0, 4"()= q1).

(ii) Drehimpulserhaltung bei Zentralkrdiften. Falls die Bewegung eines punktférmigen Kor-
pers mit Koordinaten z: [0, T] — R3 durch eine Differentialgleichung der Form

2"(1) = f(l2(0)lIgs) z(2)
beschrieben wird, ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofle, d.h. es gilt
z() x 2 () = L(1) = L(0) = z(0) x 2 (0).

Mittels Differentiation folgt ndmlich (Einsetzen der Differentialgleichung, Verwendung
von w x w = 0 fiir w € R%)

CW=2Z0xZ@)+z)x2"(t) =2/ (1) x 2 () + f(I2(Dlgs) (2() x (1)) = 0.
Da weiters (wegen z(t) x z'(t) L z(1),z' (1))
(2(0)|2(0) x 2 (0)) gs = (2(D)|L(0)) gs = (2(D) |L(1)) s = (2(0)] 2(2) x 2’ (1)) s = O,

zeigt dies, daR die Bahn des Korpers in der durch die Anfangbedingungen z(0), z'(0) bzw.
den entsprechenden Normalvektor z(0) x z'(0) definierten Ebene verl4uft.
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Erginzungen (Hamilton-Systeme)

Als Illustrationen fiir Modelle der klassischen Mechanik, welche auf Hamilton-Systeme fiih-
ren, werden das mathematische Pendel sowie der harmonische Oszillator ergdnzt. Diese ein-
fachen Modelle dienen auerdem als Motivation fiir Schwingungsgleichungen und Wellen-
gleichungen.

Mathematisches Pendel, Harmonischer Oszillator

Mathematisches Pendel.

@

(i)

(iii)

Situation. Als idealisiertes Modell eines schwingenden Pendels wird ein punktférmiger
Korper der Masse m, welcher an einer masselosen Pendelschnur der Lange ¢ fixiert ist,
betrachtet. Es wird angenommen, dall die Pendelbewegung durch die Einwirkung der
Gravitationskraft bestimmt ist und der Einfluly von anderen Kriften wie etwa Reibungs-
kriften vernachldssigt werden kann.

Problemstellung. Gesucht sind die Koordinaten des Pendels in Abhdngigkeit von der
Zeit. Aufgrund der Drehimpulserhaltung bei Zentralkriften findet die Pendelbewegung
in einer Ebene statt; bei geeigneter Wahl des Koordinatensystemes ergibt sich somit eine
Reduktion auf zwei Komponenten

G:10,00) — R%: f— q(1) = (x(t)).

z(t)

Da die Pendelbewegung auf einer Kreisbahn verlduft, erhdlt man, wenn der Mittelpunkt
des Kreises gleich dem Ursprung des Koordinatensystemes gewdhlt wird, die Nebenbe-
dingung

la|=¢, tel0,00).

Newton'sche Bewegungsgleichungen. Bei der naheliegenden Wahl kartesischer Koordi-
naten und mittels der zuléssigen linearen Approximation an die Gravitationskraft* lau-
ten die Newton’schen Bewegungsgleichungen (Masse des Pendels hat keinen Einfluf§ auf
die Differentialgleichung)

Masse x Beschleunigung = Gravitationskraft,

(x”(t)

0
m{Srp) =ma'0=ro=(_ )

X"} _ (0
ZII(Z,) - _g .

4Vgl. reduziertes Modell fiir Ballwurf.
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(iv)

)

(vi)

Polarkoordinaten. Die vorgegebene Nebenbedingung legt die Einfiihrung von Polarko-
ordinaten mit zeitabhidngiger Funktion ¢ : [0,00) — R nahe

_(x®)) _ , (cos (D)
0= (zm) =t (sin (q)(t))) ’

b (XK@Y, (—sin(e(D)
q (1) = (Z'(t)) =l (1) ( cos (1) ) )

P £ ) N sin((p(t))) P g(cos((p(t)))
q (t)—(zl/(t))—g(p (1) ( COS((p(t)) [((p (t)) sm((p(t)) .

Pendelgleichung. In Polarkoordinaten lauten die Newton'schen Bewegungsgleichungen
unter der zusidtzlichen Nebenbedingung

v [—sin ((p(t))) 2 (cos ((p(t))) B (x”(t)) B ( 0 )
by (l‘)( cos (¢(1)) L") sin(p(®)) ") \-g/°
Aus der ersten Komponente folgt die Bedingung (sofern cos(¢(t)) # 0)

—¢sin (@) @" () = £ cos (o) (¢'(1)* = x" (1) =0,
(¢'(0)* = — tan (o) @" (1);

Einsetzen in zweite Komponente fiihrt auf (wegen sinZ+cos?=1)
2 cos (1) @"(t) - £ sin(p(0) (¢ (1) = 2" (1) = - g,
29" (1) (cos2 (p(D)) +sin” ((p(t))) =—gcos(p(1),
@" (1) =—£ cos(p(1)).

Alternative Herleitung (Drehimpuls). Eine alternative Herleitung der Pendelgleichung
niitzt die kompakte Schreibweise

e:(c95(p), ei:(_ Sm(p)Le,
sing cos @
g=te, qu=Cle, q=9¢'a, 4q'=¢"q.-(¢)q,
und die Betrachtung der Ableitung des Drehimpulses L = g x (m q’) bzw. von L= qgxq
(wegen g’ x qg' =0)
Glaxd)=axq".

Einsetzen der obigen Relation fiir g” sowie der Bewegungsgleichung (mit Standardba-
sisvektor e, Masse hat keinen Einflul})

i

q =—-§e

fithrt auf (wegen ex e =0, e x e; =det(e,e') =1, e x e, = cos )

9" gxqL- () axa=qgxq" =-gqxe,,

¢"=-% cosg.
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(vii)

(viii)

Mathematisches Pendel. Die iibliche Formulierung der mathematischen Pendelglei-
chung fiir die Auslenkung aus der Ruhelage erhédlt man nun mittels der Transformati-
on ¥ = 1/2 + ¢ und mit der Bezeichnung w? = % > 0 (Betrachtung des einschlieenden
Winkels mit negativer z-Achse, insbesondere gilt y = 0 fiir ¢ = — 7 und ¢ = 0 fiir v = 7,
Additionstheorem cos ¢ = cos(y — 7/2) = siny)

v'(t) = —0?sin(p(), tel0,00).

Equilibrium und Linearisierung. Fiir die mathematische Pendelgleichung ist der Ur-
sprung ¥ = 0 wegen

f@@)=-0’siny), fO=0, f@)=-w’cos@w), f(0)=-w"<0,
ein stabiles Equilibrium. Mittels f(y) = f(0) + f'(0)yw + r ergibt sich die Darstellung

Y1) = -’ sin(y (1) = -0’ Y1) + (1),
r(e) = wz(u/(t) — sin (1//(1?))) = ﬁ((w(t))g).

Harmonischer Oszillator.

(i)

(i)

Harmonischer Oszillator. Im Fall kleiner Auslenkungen ist die Vernachldssigung des
nichtlinearen Resttermes in der mathematischen Pendelgleichung zuldssig. Dies fiihrt
auf den harmonischen Oszillator

v'(H)=-0?y(), te[0,00),

mit bekannter Losung bei Vorgabe der Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit
(wegen /(1) = C; sin(wt) + C, cos(wt) und ¢/ (f) = — Cy w sin(wt) + C, w cos(wt))

w(1) =y(0) cos(wt) + 2 ¢'(0) sin(wr),  £€[0,00).

Lésungsdarstellung. Diese Losungsdarstellung erhdlt man auch durch Transformation
auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung

L ACII IR 20
(‘{”z(t)) - (—wz\Pl(t)) » 1el000),
Y1) =AY(1), A:(_(L)Uz (1)) t€[0,00),

und der Darstellung der exakten Losung mittels Matrix-Exponentialfunktion

Y(1) =e4w(0), r€[0,00).
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Mittels der leicht zu bestimmenden Eigenwertzerlegung (Eigenwerte +iw)
. . 1
A=VAVY, A:(”” 0 ) V:(.1 ! ) vl=_1 (”” )

0 -iw ivw —iw

folgt die angegebene Relation mittels Eulerscher Formel

cos(wt) % sin(wt)

_ tA y—-1 _
\P(t) =Ve %4 \P(O) - (—(1) sin(a)t) COS((Ut)

)‘I’(O), t€[0,00).

(iii) Grundlegende Eigenschaften. Aus der Losungsdarstellung mittels Sinus- uns Cosinus-
Funktion ist offensichtlich, dal$ alle Losungen des harmonischen Oszillators periodisch

mit Periode T = %” sind.?

Hamilton-Systeme.

(i) Allgemeine Form. Die allgemeine Form eines Hamilton-Systems mit zugehoriger
Hamilton-Funktion H: R? x R? — R lautet

q' (1) =0,H(p(1),q(n),
p'(t)=-04H(p(1),q(1),
Differentiation und Einsetzen der Differentialgleichung (mit d,, = 91, 94 = 0-)
L H(pn),q(0) =0,H(p®),q(1) p'(1) +04H(p(1), q(1) q' (1)

=-0,H(p(1),q(0)04H(p(1), q(1)) +34H(p(1),q(1))0,H(p(1), q(1))
=0

teO, 7).

zeigt, dall folgende GroLe erhalten bleibt
H(p(n,q(1) = H(p(0),4(0)), te[0,T].

(ii) Pendelgleichung als Hamilton-System. Die mathematische Pendelgleichung ist ein ein-
faches Beispiel eines Hamilton-Systems mit zugehoriger Hamilton-Funktion (mit g = v
sowie p =y)

H(p,q):%pzﬂuz(l—cosq), 0,H(p,q)=p, aqH(p,q):wzsinq.
Eine Umformulierung der mathematischen Pendelgleichung als ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung fiihrt ndmlich auf die folgenden Bedingungen (nahelie-
gender Zusammenhang mit kinetischer Energie Eyj, = %pz und potentieller Energie
Epot = ¢ — w? €08 )
0,H(p,q)=p, 0,H(p,q)=w’sing,
Hp,q)=3p*+C(@), Hp,q)=-w’cosq+C(p),

H(p,q):%pz—w2 cosq+C.

®Vgl. auch Phasendiagramme fiir das Mathematische Pendel und den Harmonischen Oszillator.
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Die zusitzliche Integrationskonstante ist so gewédhlt, daf3 fiir die Ruhelage g = v = 0 der
Minimalwert Epo; = ¢ — w* = 0 erreicht wird; fiir g = ¢ = 7 ergibt sich dann der Maximal-
wert Epot = ¢+ w* =2w2.°

(iii) Harmonischer Oszillator. Der Harmonische Oszillator entspricht der Hamilton-
Funktion (zuldssige Approximation 1 —cos g = % q* fiir kleine Auslenkungen)

H(p,q) =3 (p*+0° q°).

6In einem Phasendiagramm entspricht die Kurve (q(t), p(t)) einer durch den Anfangswert H(p(0), g(0)) be-
stimmten Niveaulinie von H.
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Kapitel 3

Master- und Kontinuitatsgleichungen
(Chemische Reaktionen)

Inhalt. Als weitere Illustration wird die Modellierung elementarer chemischer Reaktionen
behandelt. Um ein numerisch realisierbares mathematisches Modell zu entwickeln, sind ver-
schiedene Reduktionsschritte notwendig:

Stochastischer Prozel3

Differenzengleichung

Master-Gleichung

Kontinuitidtsgleichung

» System gewOhnlicher Differentialgleichungen

Die Modellierung der chemischen Reaktionen als stochastischer Prozel$ fithrt unter verein-
fachenden Zusatzannahmen auf eine Differenzengleichung. Durch einen Grenziibergang be-
ziiglich des Zeitinkrementes erhilt man eine Master-Gleichung; ein weiterer Grenziibergang
beziiglich der Anzahl der Molekiile fiihrt auf eine partielle Differentialgleichung in Form einer
Kontinuitédtsgleichung. Zur Analyse des Langzeitverhaltens ist es zweckmallig, eine Reduktion
auf ein System gewohnlicher Differentialgleichungen vorzunehmen.

Chemische Reaktionen. Fiir zwei verschiedene Arten von Molekiilen (bzw. Atomen) sowie
deren Verbindung werden die folgenden chemischen Reaktionen! betrachtet:

IDiese chemischen Reaktionen treten beispielsweise bei Verbindungen von Kohlenstoff- und Sauerstoffato-
men auf
CO+0 — COq, CO, — CO,0.
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e Verbindung. Ein Molekiil vom Typ A und ein Molekiil vom Typ B verbinden sich zu
einem Molekiil vom Typ AB
A+B — AB.

» Zerfall. Ein Molekiil vom Typ AB zerfillt in ein Molekiil vom Typ A und ein Molekiil
vom Typ B
AB — A,B.

Mathematische Modellierung.

@

(i)

(iii)

Ziel. Unter der Annahme, dal8 die Anfangsverteilung der Molekiile, d.h. die Anzahl der
Molekiile vom Typ A, B und AB zur Zeit t = 0, ndherungsweise bekannt ist, méchte man
ein mathematisches Modell entwickeln, welches den zeitlichen Verlauf der Verteilung
auf Molekiile vom Typ A, B und AB und damit die stattfindenden Reaktionen wiedergibt.
Meist interessiert man sich zudem fiir die Frage, ob asymptotisch, d.h. fiir t — oo, ein
stationdrer Zustand eintritt.

Realisierbarkeit. Da im Rahmen der chemischen Reaktionskinetik Prozesse mit einer
grollen Anzahl an Molekiilen
N>1

untersucht werden, wiirde die mathematische Modellierung der Trajektorie jedes ein-
zelnen Molekiils entsprechend der klassischen Mechanik oder der Quantenmechanik
zu einem Modell fiihren, dessen numerische Berechnung ein Ding der Unmoglichkeit
ware.

Stochastisches Modell. Als Ausgangspunkt wéhlt man deshalb anstelle eines determi-
nistischen Modelles ein stochastisches Modell, das auf einer Beschreibung der Reak-
tionen als stochastischer ProzeR basiert; Verteilungen zu Zeitpunkten ¢ € [0,00) werden
dabei als zuféllige Ereignisse interpretiert. Unter zusdtzlichen Annahmen wie jener der
Markov-Eigenschaft und durch Einschrankung des betrachteten Zeitintervalles (¢, f + 7]
kann man die Anzahl der moglichen chemischen Reaktionen stark reduzieren und er-
hilt eine vergleichsweise einfache Differenzengleichung, welche Wahrscheinlichkeiten
zu den aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ¢ und ¢ + 7 in Beziehung setzt; als Parame-
ter treten dabei die Raten fiir die Verbindung oder den Zerfall von Molekiilen auf. Bei
geeigneter Skalierung erhilt man durch den Grenziibergang

T—0
eine Master-Gleichung; der Grenziibergang
_1
6 - N - 0

fiihrt schlieRlich auf eine partielle Differentialgleichung in Form einer Kontinuitétsglei-
chung. Um das asymptotische Verhalten zu untersuchen, wird eine weitere Reduktion
auf ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, welches die zeitliche Entwicklung
von Erwartungswerten modelliert, vorgenommen.
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Modellierung als stochastischer ProzeR.

@

(i)

(iii)

(iv)

Poisson-Prozefs und Markov-Eigenschaft. Das betrachtete mathematisches Modell fiir
chemische Reaktionen basiert auf einem Zugang mittels Poisson-Prozessen. Inbesonde-
re niitzt man deren Markov-Eigenschaft, d.h. man setzt voraus, dal§ die Verteilung zum
Zeitpunkt ¢ + 7 nur von der Verteilung zum Zeitpunkt # und den im Zeitintervall (¢, £ + 7]
stattfindenden chemischen Reaktionen abhéngt. Einfliisse von Ereignissen zu fritheren
Zeitpunkten [0, t) werden somit als vernachldssigbar angesehen. Aullerdem wird ange-
nommen, da das Zeitinkrement 7 > 0 hinreichend klein gewéhlt ist, sodal der Einfluf$
von Beitridgen hoherer Ordnung vernachléssigt werden kann, weil etwa C72 << T.

Verbindungs- und Zerfallsrate. Da man von einem Poisson-Prozel3 ausgeht, ist die
Wahrscheinlichkeit, daf§ sich ein Molekiil vom Typ A und ein Molekiil vom Typ B in ei-
nem Zeitintervall (¢, £ + 7] verbinden, durch

Verbindung: 1,7+ 0(7%)

gegeben, wobei r;. > 0 die Reaktionsrate bezeichnet; entsprechend ist die Wahrschein-
lichkeit, da ein Molekiil vom Typ AB in ein Molekiil vom Typ A und ein Molekiil vom
Typ B zerfillt, gleich (wobei r_ > 0)

Zerfall: T+ 0 (12) )

Verteilungen und zugehdrige Wahrscheinlichkeiten. Fiir das Ereignis, dal zu einem Zeit-
punkt ¢ € [0,00) genau j(t) Molekiile vom Typ A, k(¢) Molekiile vom Typ B und ¢(t) Mo-
lekiile vom Typ AB vorhanden sind

Z() = (j(0),k(®), (1))

bezeichnet

(LR 50,40, 6) = P(2(0) = (1), k(0, £)

die zugehorige Wahrscheinlichkeit; in Hinblick auf die Herleitung der Kontinuitatsglei-

chung wird die Anzahl relativ zur anfédnglichen Gesamtzahl der gebundenen bzw. nicht
gebundenen Molekiile vom Typ A oder B

N=Nys+Np=j0)+k(0)+2£(0)
angegeben.

Anfangsverteilung und Erhaltungsgrofsen. Im folgenden wird angenommen, dal§ die an-
fangliche Anzahl der Molekiile vom Typ A, B und AB

Z(0) = (j(0), k(0),£(0))
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niherungsweise bekannt ist bzw. dieses Ereignis mit hoher Wahrscheinlichkeit eintritt.
Zu beachten ist, dald die Gesamtzahl der Molekiile keine Erhaltungsgrofe ist

JO+k@+£(1) # jO)+k(0)+£(0), t€[0,00),
LA,

jedoch die Anzahl der gebundenen oder nicht gebundenen Molekiile vom Typ A bzw. B
erhalten bleibt

JO+L)=Na=j0)+£4(0), k()+€(t)=Np=k0)+£(0), re[0,00);
folglich berechnet sich ¢(¢) aus
(M =3(N-j-k@®), rel0,00).

Differenzengleichung. Um fiir ein zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ € (0,00) eintretendes Er-
eignis Z(t) bzw. die zugehorige Wahrscheinlichkeit p(:,-,-, f) eine Relation in Abhéngigkeit
vom Anfangszustand anzugeben, miiSte man sdmtliche im Zeitintervall [0, 7] stattfindenden
chemischen Reaktionen bestimmen, was nicht realisierbar ist; deshalb versucht man statt-
dessen, Ereignisse zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ¢ und ¢ + 7 in Relation zu setzen.
Wesentlich ist dabei, dal aufgrund der angenommenen Markov-Eigenschaft das betrachte-
te Zeitintervall [, £ + 7] so klein gewéhlt werden kann, dal maximal eine einzige chemische
Reaktion (Verbindung, Zerfall) eintritt; somit gibt es nur die folgenden Méglichkeiten, welche
auf das Ereignis Z(t + 1) = (J, K, L) fithren:
Verbindung A+ B — AB: Z(tH)=J+1,K+1,L-1) — Z(t+1)=(,K,L),
Zerfall AB— A,B:  Z(t)=(J-1,K-1,L+1) — Z(t+1)=U,K,L),
Keine Reaktion : Z(t)=(U,K,L) — Z(t+1)=(U,K,L).

Diese enorme Einschriankung der stattfindenden chemischen Reaktionen erlaubt die Bestim-
mung der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten durch Abzédhlen der Méglichkeiten:

 Sind zum Zeitpunkt ¢ genau J + 1 Molekiile vom Typ A und K + 1 Molekiile vom Typ B
vorhanden, gibt es (J + 1) (K + 1) Moglichkeiten, ein Molekiil vom Typ A mit einem Mo-
lekiil vom Typ B zu verbinden

Verbindung A+ B — AB: Z(H)=(J+1,K+1,L-1) — Z(t+71)=,K,L).
Fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeit erhdlt man

P(ZO=U+1,K+1,L-1)— Z(t+7)=(J,K,1))=(J+ 1) (K+ D17+ 0(77).

* Sind zum Zeitpunkt  genau L + 1 Molekiile vom Typ AB vorhanden, gibt es L+ 1 Mog-
lichkeiten fiir den Zerfall eines einzigen Molekiils von Typ AB

Zerfall AB— A,B: ZH)=(J-1,K-1,L+1) — Z(t+1)=,K,L).
Fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeit ergibt sich
P(ZO=U-1L,K-1,L+1)— Z(t+7)=(,K,1)) = L+ D r_T+O(7%).
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¢ Die Wahrscheinlichkeit, dafl keine Reaktion
Keine Reaktion : Z(H)=(U,K,L) — Z(t+1)=U,K,L)

stattfindet, ist durch (Wahrscheinlichkeit fiir eine Verbindung ist / K r 7, Wahrschein-
lichkeit fiir einen Zerfall ist Lr_ 7, Gegenwahrscheinlichkeit dazu)

P(ZO=U,K,L)— Z(t+1)=(,K,1))=1-JKry1—-Lr-t+ 0(1?)
gegeben.

Insgesamt fiihrt dies auf folgenden Zusammenhang

2~

p(

KL t+T)= (]+1)(I<+1)r+rp(fT Kl L2l y)
K

+(L+1)r_rp( Jp ek el
+(1-UKry+Lro)t

fiir den Differenzenquotienten beziiglich des Zeitinkrementes erhélt man somit die Relation

Yol & ke -l 55,

ZIh

f)) = (]+1)(K+1)r+p(]T k1 1 4
+(L+Dr_p t

Master-Gleichung und Kontinuititsgleichung. Unter geeigneten Voraussetzungen ergibt
sich aus der angegebenen Differenzengleichung durch den Grenziibergang v — 0 eine
Master-Gleichung und daraus durch den Grenziibergang N — oo eine Kontinuititsgleichung.
Im Folgenden bezeichne (wobei N4y + Np = N)

Qn = {(ﬁ%ﬁ) :(J,K,L)€{0,...,N¥>,J+ L=Ny,K+L=Ng, L= %(N—]—K)}c [0,1]°

den zuldssigen Bereich; dem Grenzfall N — oco entspreche die Menge (wobei % — C4 sowie
% — cp und folglich cy + cp =1)

Q={x2€0D* x+z=cay+z=cpz=31-x-p}<[0,1]°.

(i) Master-Gleichung. Der Grenziibergang t — 0 erlaubt die Vernachldssigung Terme hohe-
rer Ordnung beziiglich 7 und fiihrt auf eine Master-Gleichung fiir U : Q x [0,00) — [0, 1]

1—-0:  0U(L KL )=U+DE+Dr, UL KL L)
+(L+Dr U KL Ly

N
—~(JKre+Lr ) UL, K, £,1).
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(ii) Kontinuititsgleichung. Mit den suggestiven Bezeichnungen?

5:%) (x}y)z):(§)§)%)’ Q+:%; Q—:r—)

wobei (x,y,z) € Qp die relative Anzahl der Molekiile angibt, schreibt sich die Master-
Gleichung folgendermalien

0:U(x,y,2,0) =55 (x+8) (y+O U(x+8,y+6,2-6,1)

+L(2+8U(x-6,y-6,2+6,1)
~(xy+52) Uy 21

=& x+6) (y+OUx+8,y+6,2-6,1)
+& (2+8)U(x-8,y-8,2+8,1)
- (& xy+%2) U,y 21)

=0+3((x+8) (y+O U +6,y+6,2-6,0)— xyU(x,y,2,1))
+Q_%((Z+5) Ux-06,y-06,2+6,1)—zU(x,),2,1)).

In Situationen, wo diese speziellen Skalierungen sinnvoll sind, ergibt sich mittels Taylor-
reihenentwicklungen beziiglich 0 < 6 = % << 1, etwa (mit Bezeichnung 9, = 0; etc.)

f@®)=fO)+5f(0)+0(6%), s(fO-Ff@)=f0)+00),
fO)=x+0)(y+0)Ux+06,y+6,z-6,1), fO)=xyU(x,y,z210),
F0)=0x(xyUx,y,2,0)+0y(xyU(x,y,2,0) -0, (xyU(x,y,2,1),

und dem Grenziibergang N — oo bzw. § — 0 folgende partielle Differentialgleichung fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichte u : Q x [0,00) — [0, 1]

o:u(x,y,2z,1) =04 (Ox(xy u(x,y,z0)+0y(xyulx,y,z0)-0,(xyulx,yz t)))
+0- (— Ox(zulx, y,2,0) - 0y(zulx, y,2,0) +0,(zulx,y,z, t)))

(o+xy—p0-2)ulx,y,2,0
=div| (o+xy-p-2)ulx,y,z1 |;
— (Q+ Xy—0- Z) u(x) ¥ t)

in kompakter Schreibweise wird die Form einer Kontinuititsgleichung® deutlich

Oru(x, y,z,0) =div(u(x, y,2,0 q(x,y,2), ()21 €Qx(0,00),

1
q:Q—R:(x,y,2)— q(x,y,2) = (0+ Xy — 0-2) ( 1).
-1

2Vorsicht! Diese Bezeichnungen werden ebenfalls fiir die entsprechenden Grenzwerte fiir N — co bzw. § — 0
verwendet.
3Eine partielle Differentialgleichung der Form

0:u(x, t) = div(J(x, D),

wobei u die einer Erhaltungsgrée entsprechende Dichtefunktion ist, bezeichnet man als Kontinuititsglei-
chung; in der betrachteten Situation ist die Stromdichte durch J = uq gegeben.
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Multiplikation der partiellen Differentialgleichung mit einer Testfunktion und Integrati-
on beziiglich (x, ) € Q x (0,00) fiihrt auf eine Integralgleichung und die Definition einer

Losung im abgeschwéchten Sinn.

System gewohnlicher Differentialgleichungen. In Hinblick auf die Analyse des Langzeit-
verhaltens ist hilfreich, von der Wahrscheinlichkeitsdichte u: Q x [0,00) — [0, 1] auf die zuge-
horigen Erwartungswerte y : [0,00) — [0, 113 iiberzugehen; unter der Zusatzannahme, dal§ die
Losung der Kontinuitdtsgleichung homogene Dirichlet-Randbedingungen erfiillt und die Zu-
fallsvariablen unkorreliert sind, fiihrt dies auf ein nichtlineares Differentialgleichungssystem.

(i) System gewdhnlicher Differentialgleichungen. Fiir die folgenden Approximationen an

die Erwartungswerte
y1.(0) :fﬂxu(x, %andxy2),  no=EL2)+6(5?),
yo(1) = nyu(x, »atdxyz),  y@=EXL)+o(6%),
y3(t) = fﬂz u(x,y,z, 0 dx,y,2), y3(8) = E(%) +0(6%),

erhdlt man mittels der Kontinuititsgleichung mit homogenen
Randbedingungen und unter der zusitzlichen Annahme

foy ux,y,z,t)dx,y,2) = y1(8) y2(t)

ein System nichtlinearer gew6hnlicher Differentialgleichungen

V5 (1) —o+ (D y2(0) +p-y3(0), |,  £€[0,00).

(yi(t)) (—Q+J/1(t)yz(t)+9y3(t),
210 0+ y1(8) y2(8) — p- y3(2)

Dirichlet-

(ii) Begriindung. Differentiation und Anwendung der Kontinuititsgleichung fiihrt auf (mit

Bezeichnung g = (qx, gy, q.) D
yi(t):fﬂxatu(x,y,z, 1) d(x,y,2)
:Lxdiv(u(x,y, 2,0 q(x,y,2)d(x,y,2)
:foax(u(x,y,z, D qx(x,y,2) d(x,y,2)
+f96y(x u(x,y,z, 0 qy(x, y,2) dx, y,2)
+fgdz(x ux,y,z,1) q:(x,y,2)) dx, y, ).
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Aufgrund der geforderten homogenen Dirichlet-Randbedingungen gilt

fﬂay(x ulx,y,2 1 qy(x,y2)dx,y2 =0,
f 0z(xux,y,2,0 q;(x,y,2) d(x,y,2) = 0;
Q

partielle Integration und Einsetzen der Randbedingungen sowie der Zusatzannahme er-
gibt die Differentialgleichung

70 = [ 0.t 2.0 4,05, ,2) A2,y 2
=- L u(x) ¥z t) Clx(X, ¥ Z) d(x, ¥ Z)
:—L(QMJ’—Q—Z) ulx,y,z,t)dx,y,2)

:_Q‘f‘f xyu(x!yyz)t) d(X,y,Z)+Q_f Zu(x,y,z,t) d(x,y,Z)
Q Q
==+ Y1) y2(2) + 0 y3(1).

Aus Symmetriegriinden folgt die Relation
Vo(£) = =04+ y1() y2(8) + - y3(1).
Analoge Uberlegungen fiihren auf die Differentialgleichung
y5(1) = sz oru(x,y,z,t)d(x,y, 2)
= sz div(u(x, y,2,0 q(x,y,2)) d(x,y,2)
= de(z ux,y,z,1) qx(x,y,2) d(x, y,2)
+f90y(z ux,y,z, 1 qy(x,y2)dx,y,2)
' fQ 20.(1(x,y,2,1) 4:(x,%,2)) d(x,7,2)
=- fQ ulx,y,z,t) q;(x,y,2) d(x, y, z)

= fg (0+ xy—p-2) ulx, y,2,1) d(x,y,2)
=0+ y1(0) y2() — - y3(1).

(iii) AbschlufSrelation. Relationen, die zusdtzlich bend6tigt werden, um aus einer Kontinui-
tatsgleichung ein System gewohnlicher Differentialgleichungen herzuleiten, werden als
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Abschlufirelationen bezeichnet. Fiir den Spezialfall einer im Punkt y(f) konzentrierten
Dirac’schen Delta-Distribution* erhélt man

uC, ) =0oyy: foy u(x,y,z, 1) d(x,y,2) = y1(8) y2(0);

die oben angegebene Zusatzannahme wird also durch den deterministischen Grenzfall
motiviert.

Erginzungen (Langzeitverhalten)

Equilibrium und asymptotisches Verhalten. Insbesondere im Zusammenhang mit ge-
wohnlichen Differentialgleichungen sind im folgenden angegebene Uberlegungen zur Un-
tersuchung des Langzeitverhaltens niitzlich.

0

(i)

Anfangswertproblem. Das betrachtete Anfangswertproblem fiir y : [0,00) — [0,1]3 ist
von der Form

y'(®=F(y(®), te(0,00),
y(0) gegeben;

die definierende Funktion F : R® — R3 und die zugehdorige Jacobi-Matrix sind durch

—P+2122+t0-23 —P+22 —0P+21 0-
F(e)=|-p+z2122+0-23|, F@=|-p+22 —p+21 o0-]|,
O+2122—0P-23 0+ 22 0+21 —0-

gegeben. Aufgrund der Beschrinktheit des Wertebereiches [0,1]3 ist die definierende
Funktion global Lipschitz-stetig und somit die Existenz und Eindeutigkeit einer globalen
Losung gesichert.

Equilibrium. Ein Equilibrium® des Differentialgleichungssystems ist durch die Bedin-

gung
F(y")=0, ¥y y:=g

4Die im Punkt x; € R konzentrierte Dirac’sche Delta-Distribution § xo ¢ € (R) — Rist durch die Relation

6xo (f) = f(xo)

definiert; hdufig wird auch die folgende suggestive Schreibweise verwendet

5, (f) = fR F00 8, (0 dx = f(x).

SEine zeitunabhingige Losung y* : [0,00) — [0,1]3 des betrachteten Systems gewohnlicher Differentialglei-
chungen bezeichnet man als stationidre Losung oder Equilibrium; wie {iblich wird die konstante Funktion mit
dem Funktionswert y* € [0, 113 identifiziert.

33



charakterisiert. In Hinblick auf die ErhaltungsgrofSen

JO+()=Nap=j0)+£2(0), k(t)+£4(t)=Np=k(0)+£(0), t€[0,00),

fordert man aullerdem, dall zusidtzlich die folgenden Relationen gelten (Vorgabe eines
Anfangswertes y(0) bzw. der GroBen n4 = y;(0) + y3(0) und ng = y»(0) + y3(0))

N +Y3=na, Yy +y3=np.
Ein Equilibrium des Differentialgleichungssystems ist somit durch die Bedingungen

* % _ P-— * * * * * _
Nny2=45;Ys Y1 +y3 =na, Yo +y3 =ngp,

bestimmt. Umformen fiihrt auf eine quadratische Gleichung fiir die erste Komponente

Vi=nma-yi=ng-ys, VY=g V5
Yy =Y +ng—na,  y3=na-yi,
i +ng=na)=yly; =50-yi =g (na-yi),
1) +(E+np—na)yi—Sna=0,  y=yi+ng-—na,  y;i=na-y;

O+
da die negative Losung ausgeschlossen werden kann, ist das Equilibrium durch die vor-
gegebenen Raten (g4, 0-) und Teilchenzahlen (74, ng) eindeutig bestimmt

yf:_%(g—Jr+nB—nA)+\/}l(g—++nB—nA)2+g—+nA,

* * * *
Yo =y tng—ny, Y3 =na—y;.

(iii) Diagonalisierung der Jacobi-Matrix. Die spezielle Struktur der Jacobi-Matrix (Auswer-
tung im Equilibrium, folglich a, b, ¢ > 0)
-a -b ¢
F(yY=A=|-a -b ¢
a b -c

ermoglicht eine hdndische Berechnung der Eigenwerte und zugehoriger Eigenvektoren

1
u=a+b+c, A =-u<0, v = 1),
-1

b c
A2=0=23, v=|-al, v3=|01;

0
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(iv)

)

dies zeigt, dall die Jacobi-Matrix diagonalisierbar ist und einen negativen Eigenwert so-
wie den doppelten Eigenwert Null besitzt

—H
A=V o |v.
0

In Hinblick auf die Analyse des Langzeitverhaltens ist die Berechnung der Matrix-
Exponentialfunktion wesentlich

in der betrachteten Situation folgt daraus insbesondere, dal Anteile in Richtung des Ei-
genvektors zum negativen Eigenwert exponentiell abklingen.

Prinzip der linearisierten Stabilitdt. Das Prinzip der linearisierten Stabilitdt besagt, dal
das nichtlineare Differentialgleichungssystem

Y'(6)=F(y(»)

und dessen Linearisierung beziiglich des Equilibrium (Equilibrium erfiillt F(y*) = 0, mit-
tels Taylorreihenentwicklung folgt F(y) = F(y) - F(y*) = F'(y*)(y — y*), setze z= y — y*)

(1) = F(y*) 2(0)

dasselbe asymptotische Verhalten haben; besitzen beispielsweise alle Eigenwerte der
Jacobi-Matrix negative Realteile, so ist das Equilibrium asymptotisch stabil. In der vor-
liegenden Situation ist dieses Prinzip jedoch nicht direkt anwendbar; stattdessen greift
man auf Uberlegungen zuriick, welche schlieflich die Bestimmung der analytischen L6-
sung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems ermoglichen.

Bestimmung der Losung und exponentielles Abfallverhalten. Zuldssige Losungswerte
und insbesondere das Equilibrium erfiillen die Bedingungen

n=na—-y3(t), yi=na—-y;,
V() =ng—ys3(t), ¥y, =np—y3;

die Differenz z(t) = y(f) — y* ist somit ein skalares Vielfaches des zum negativen Eigen-
wert 1; = — u < 0 gehorigen Eigenvektors v,

z(t) = —z3(H 1y,
a1 (t)=y1(0) -y = y3 —ys(0) = —z3(0),
2o(t) = y2() = y5 = y3 — y3(t) = —z3(1),
z3(1) =y3(t)—ys3.
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Dies zeigt das exponentielle Abfallverhalten von Losungen des linearisierten Differenti-
algleichungssystems fiir ¢ € [0, 00)

z()=ez(0) = - z30) e vy =-z300e " vy,  z(0)=y(0) - y*.

Um das asymptotische Verhalten des nichtlinearen System zu charakterisieren, niitzt
man die folgenden Uberlegungen, welche auf eine skalare Differentialgleichung fiir die
dritte Komponente der Losung fiihren (verwende spezielle Form von F und Identitit
F(y*)=0)
ZW=(y-y)®=F(yn)-Fy" = (— 0+ (@ y2(0 - y1 y3) +o- (3(8) —yéf)) V1,
20 == 0+ (010 =y 020 = y5 + ) + 3 020) = y5)) +0- (130 = 3) | v,
25(0) =4 (23(0)° = (0 + 0+ (] +¥3)) 23(D);

mittels Separation der Variablen kann deren analytische Losung bestimmt werden

40 =C(z(0) - Cozs(t), Ci=p+>0, Co=p_+p:+y}+y)>0,

Cy 1 1
((CIC_CZ) _% (’
1
G
1 C. (’V_C_
G
Z?’(t)_% z3() -2
1 — =1+, —lzc sz’ 1-C Cot t:g’
C2 z3(1) 2(0) e ( e )Zg() -
J— . _ C
£=0: C=l-mm

-1
_ Q 1 _Q Cot
Z3(t)—(cz+(z3(0) ole ) :

Somit ist die analytische Losung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems be-
kannt

-1
% C 1 C Cot
yit) =y —(C—;+(Z3(0)—C—;)e 2 ) U1,

1
vlz( 1), Ci=p+>0, Co=p-+0+ (] +y5)>0;
-1

dies zeigt insbesondere das exponentielle Abfallverhalten der Lésung gegen das Equili-
brium.®

6Numerische Verifikation, vgl. Proseminar.
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Teil IT

Grundlegendes zu
partiellen Differentialgleichungen
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Kapitel 1

Klassifizierung und Losungsbegriffe

Partielle Differentialgleichungen. Eine Gleichung bzw. allgemeiner ein System von Glei-
chungen fiir eine unbekannte Funktion in mehreren Variablen und gewisse partielle Ablei-
tungen bezeichnet man als eine partielle Differentialgleichung bzw. ein System partieller Dif-
ferentialgleichungen.

Klassifizierung. Aufgrund der groen Vielfalt von partiellen Differentialgleichungen ist es
nicht moglich und sinnvoll, allgemeingiiltige Aussagen zu treffen. In Hinblick auf die betrach-
teten Anwendungen und numerische Losungsverfahren ist es im Allgemeinen zweckmalig,
zwischen dem zeitunabhingigen und dem zeitabhédngigen Fall zu unterscheiden. Wegen des
unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades bei der Analyse unterscheidet man meist auch zwi-
schen einzelnen Gleichungen und Systemen sowie dem linearen, semilinearen, quasilinearen
und voll nichtlinearen Fall.

Zeitabhingige partielle Differentialgleichungen. Im Folgenden werden vorwiegend zeit-
abhingige nichtlineare partielle Differentialgleichungen fiir reellwertige Funktionen

1:Qx[0TIcRYxR—R: (x, ) — u(x, 1)

betrachtet, wobei Q < R? das rdumliche Gebiet angibt; da fiir nichtlineare Probleme im All-
gemeinen nur die lokale Existenz einer Losung gesichert ist und in Hinblick auf numerische
Berechnungen, werden beschrédnkte zeitliche Bereiche [0, 7] betrachtet.

Meist sind neben einer partiellen Differentialgleichung zusétzlich raumliche Randbedingun-
gen und zeitliche Anfangsbedingungen vorgegeben, was auf ein Anfangsrandwertproblem fiir
eine partielle Differentialgleichung fithrt

F(G{u(x, 0,...,0:u(x, t),05u(x, 1),...,0,ulx, ), u(x, 1), x, 1)=0, (x,)eQx(0,T),
R (0% tulx, 0),...,0.ulx, 0, ulx,0,x,1)=0,  (x,0)€0Qx0,T],
Ro(0) ' ulx, 1),...,00ulx, 0, u(x, 1),x) =0,  (x,1) €Qx{0};
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fiir die partiellen Ableitungen der Ordnung ¢ € N wird hier die Kurzschreibweise 0%, verwen-
det, d.h. 8% umfaRt simtliche Kombinationen dfg yeee dij mitly+---+l5=">¢.

Ein Anfangsrandwertproblem fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beziig-
lich des Ortes und erster Ordnung beziiglich der Zeit ist typischerweise von der Form (j =1
und k =2)

F(atu(x) t);axxu(xr t);axu(x; t)) u(xy t)yxy t) = 07 (xy t) € Q X (0) T) »
Ri(0xu(x, 0, u(x,1),x,t)=0,  (x,0)€3QxI0,TI,
u(x,00=up(x), xeQ,

und fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beziiglich des Ortes und der Zeit
erhilt man typischerweise ein Anfangsrandwertproblem der Form (j =2 = k)

F(altu(x) t))atu(x) t);axxu(x, t);axu(x; t)) u(x) t)) X, t) = 0) (x) t) € x (0) T) ’
Ri(0xulx, 1), ulx,),x,t)=0,  (x,0)€dQxI0,TI,
u(x,0)=ug(x), 0y ,_oulx,t)=vo(x), x€Q.

Bemerkungen.

(i) In Hinblick auf eine theoretische Analyse von Anfangsrandwertproblemen sind gewisse
grundlegende Voraussetzungen an den betrachteten raumlichen Bereich! sinnvoll.

(ii) Fir eine klassische Losung einer partiellen Differentialgleichung wird gefordert, dal$ die
partielle Differentialgleichung im strengen Sinn erfiillt ist, d.h. es wird vorausgesetzt, dal

IEs sei Q < R? ein Gebiet, d.h. eine nichtleere, offene und zusammenhingende Teilmenge des euklidischen
Raumes. Fiir ein beschrinktes Gebiet Q R bildet der AbschluB Q = Q UAQ eine kompakte Menge; in diesem
Fall wird zusétzlich angenommen, dal der Rand 9 glatt ist oder das Gebiet Q als kartesisches Produkt von
offenen Intervallen gegeben ist.

Laut Definition besitzt eine kompakte Menge Q c R? einen glatten Rand, wenn fiir jeden Randpunkt xo € 0Q
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es existiert eine auf einer offenen Umgebung U von x( definierte Funktion r : U — R, die stetig differeren-
zierbar ist.

(ii) Esgilt QN U ={xe U:r(x) <0} und insbesondere 0QNU = {x € U : r(x) = 0}.
(iii) Fiiralle x € U gilt r'(x) #0.
Im Fall der abgeschlossenen Kugel By (1) = {x € RY: ||x — pll < o} < R mit Mittelpunkt p € R? und Radius o > 0
erfiillt die durch J
rU=R\{u —R:x— [lx—pl?>-p?= El(xj—uj)z—gz
j=

definierte Funktion die geforderten Eigenschaften: Fiir ein beliebiges Element des Randes bildet der Definiti-
onsbereich U eine offene Umgebung. Fiir jedes Element x € B, (u) N U = By (1) \ {u} gilt [l x — pll < o und folglich
r(x) <0; in jedem Randpunkt x € GBQ (W) ist | x — pll = p und somit 7 (x) = 0. Die Funktion r ist stetig differenzier-
bar mit Ableitung r’(x) = 2 (x — )T und insbesondere gilt 7' (x) # 0 fiir x € U = R4\ {}.

39



die Losung auf den betrachteten raumlichen und zeitlichen Bereichen hinreichend oft
stetig differenzierbar ist; in Hinblick auf relevante Anwendungen ist eine Abschwdchung
dieses Losungsbegriffes notwendig.

(iii) Funktionswerte partieller Ableitungen, welche bei Anfangs- und Randbedingungen auf-
treten, sind meist als einseitige Grenzwerte zu verstehen. Die bei den Anfangs- und
Randbedingungen angegebenen Bereiche beinhalten moéglicherweise zusétzliche Kom-
patibilitdtsforderungen, welche nicht erfiillbar sind, und deshalb geeignet angepal3t
oder abgeschwédcht werden miissen.

Abschwichung des Losungsbegriffes. Eine Funktion, die eine partielle Differentialglei-
chung und die vorgegebenen Rand- und Anfangsbedingungen im strengen Sinn erfiillt, be-
zeichnet man als klassische Losung des Anfangsrandwertproblemes; um die Existenz- und
Eindeutigkeit einer solchen Losung sicherstellen zu kénnen, ist es erforderlich, dal§ die Da-
ten des Problems gewisse Differenzierbarkeits- und Kompatibilitdtsbedingungen erfiillen. In
Hinblick auf realistische Anwendungen sind diese Bedingungen jedoch oft nicht erfiillt und
das Konzept der klassischen Losung damit zu einschrankend; so konnen beispielsweise ma-
thematische Modelle fiir das Entstehen und die Ausbreitung von StoBwellen oder die Aus-
wirkungen zufilliger Stérungen nicht behandelt werden. Deshalb ist es wiinschenswert, den
Losungsbegriff zu erweitern und von partiellen Differentialgleichungen auf Formulierungen,
die unter geringeren Regularitdtsvoraussetzungen an Losungen wohldefiniert sind, tiberzu-
gehen; beispielsweise analysiert man zugehorige Integralgleichungen, fiihrt zusitzliche regu-
larisierende Differentialoperatoren ein oder betrachtet partielle Differentialgleichungen mit
regularisierten Daten. Ein Vorteil solcher abgeschwichter Losungsbegriffe? liegt auch dar-
in, daB kompakte mathematische Formulierungen mittels partiellen Differentialgleichungen
beibehalten werden konnen. Ziel der theoretischen Untersuchungen ist es dann, die Wohlde-
finiertheit des Anfangsrandwertproblemes, d.h. die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
und deren stetige Abhdngigkeit von den Daten des Problemes, in einem abgeschwichten Sinn
Zu zeigen.

27u gebriuchlichen Lésungsbegriffen zihlen neben dem Begriff der klassischen Losung die folgenden:

» Milde Losung (Ubergang auf die mittels der linearen Variation-der-Konstanten Formel erhaltene Integ-
raldarstellung)

* Schwache Losung (Ubergang auf die getestete Differentialgleichung: Multiplikation der partiellen Diffe-
rentialgleichung mit einer regulidren Funktion, welche kompakten Tréager besitzt, und partielle Integrati-
on beziiglich einiger oder aller Variablen)

o Starke Losung (Existenz der auftretenden Ableitungen im schwachen Sinn)

¢ Integralldsung (Ublicherweise im Zusammenhang mit nichtlinearen Erhaltungsgleichungen: Ubergang
auf die beziiglich der Raum- und Zeitvariablen getestete Differentialgleichung, Losung in L*°(Q x (0, T)))

* Entropielésung, Viskositédtslosung, etc.
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Losbarkeit von partiellen Differentialgleichungen. Danur in einfachen Spezialfillen expli-
zite Darstellungen von Losungen (im abgeschwéchten Sinn) bekannt sind, miissen im Nor-
malfall numerische Verfahren zur ndherungsweisen Losung von Anfangsrandwertproblemen
eingesetzt werden. Um die numerischen Simulationen zu rechtfertigen und die Ergebnisse
korrekt zu interpretieren, werden Resultate zur Existenz, Eindeutigkeit und Regularitét der
Losung (im abgeschwichten Sinn) eines Anfangsrandwertproblemes und bei Langzeitinte-
grationen zudem Aussagen zum qualitativen Losungsverhalten als wesentliche theoretische
Grundlage benétigt.
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Kapitel 2

Relevante partielle Differentialgleichungen

Relevante partielle Differentialgleichungen. Als Illustrationen werden einige, in Hinblick
auf Anwendungen relevante partielle Differentialgleichungen angegeben. Zur Vereinfachung
werden spezielle Normierungen angenommen und zum besseren Verstdndnis zusétzlich jene
Formulierungen, welche dem klassischen Losungsbegriff fiir den Spezialfall von zwei Raum-
dimensionen entsprechen, erganzt.

(i) Advektionsgleichungen, Kontinuitdtsgleichungen

(i)

Esseiu:Qx(0,T)cRYxR— R.

Die homogene lineare Advektionsgleichung mit konstanten Koeffizienten hat die Form

0;u=div(cu),

0ru(x,y, 1) = Cx 0 u(x, y, ) + ¢y 0y u(x, y, 1),

wobei ¢ € R?,

Fiir den allgemeineren Fall c : RY — R¥ ergibt sich eine partielle Differentialgleichung in
Form einer Kontinuitédtsgleichung

0:u=div(cu),

Oru(x, y, 1) = 0x(cx(x, ) ulx, y, 1) + 0y (cy(x, y) ulx, , 1)).

Erhaltungsgleichungen, Burgers-Gleichung
Essei u:Qx (0,T) cRYxR—R.

Eine nichtlineare Erhaltungsgleichung hat die Form

0.u=div(f(w),
Oculx,y,0) = f'(ulx,y,0) (0xulx,y, 1) +0yu(x,y,1),

wobei f:R—R.
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(iii)

(iv)

)

Speziell fiir f(v) = % v? und somit f'(v) = v ergibt sich die Burgers-Gleichung (mit d = 1)
0cu(x, 1) = ulx, 1) 0xu(x, 1);

die Hinzunahme eines zusitzlichen gldttenden Termes fiihrt auf die viskose Burgers-
Gleichung (mit € > 0)

Oru(x,t) = €0 cu(x, t) + u(x, t) 0, ulx,t).

Diffusionsgleichungen
Esseiu:Qx(0,7) cRYxR—R.

Die homogene lineare Diffusionsgleichung ist durch

o;u=Au,
atu(x)yy t) = axxu(xd/, t) +ayyu(x,y; t))

gegeben.
Bei Hinzunahme einer Funktion f: Q x (0, T) c R x R — R erhilt man eine inhomogene
lineare Diffusionsgleichung
oru=Au+f,
01 u(X, ), 1) = Oxxu(X, y, 1) +0yyulx, y, ) + f(x, , 1).

Laplace- und Poisson-Gleichungen
Esseiu:QcR? —R.

Im Fall einer inhomogenen linearen Diffusionsgleichung mit zeitunabhingiger Inhomo-
genitit f: Q c R? — R fiihrt die Bestimmung stationirer Losungen auf eine Poisson-
Gleichung

-Au=f,

—(0xxuu(x, ) +0yyu(x, ) = f(x, ).

Der Spezialfall f = 0 entspricht der Bestimmung stationdrer Losungen der homogenen
linearen Diffusionsgleichung und fiihrt auf die Laplace-Gleichung

Au=0,
Oxx (X, y) +0yyu(x,y) =0.

Nichtlineare Laplace-Gleichung, Gleichung poréser Medien
Esseiu:Qx(0,T)cRYxR— R.
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(vi)

Eine nichtlineare Diffusionsgleichung ergibt sich bei Betrachtung des nichtlinearen
Laplace-Operators mit Exponent p € (1,2) U (2,00) (mit euklidischer Norm || - || ga)

0u=div(IVul?* Vu),
[Vux,y, 8|52 = (0xu(x, y, D) + (0, ulx, 3, 1),
Oru(x,y,t) = Ox(”Vu(x, %) ||I]‘Z2_2 0xu(x,y, t)) +6y(||Vu(x, ¥y, t) ||[gz_2 0yu(x,y, t)).

Zur Modellierung von Diffusionsprozessen in pordésen Medien betrachtet man die fol-
gende nichtlineare Diffusionsgleichung mit Exponent p € (1,00)

0ru=A(ul),
a[u(xy y; t) = axx(u(xy y; t))p +ayy(u(x, y) t))p~

Diffusions-Reaktions-Gleichungen, Fisher-KPP- und Allen-Cahn-Gleichung, Blow-up-
Gleichungen

Esseiu:Qx(0,T)cRYxR— R.

Eine lineare Diffusionsgleichung mit zusitzlichem nichtlinearem Reaktionsterm hat
beispielsweise die Form

oru=Au+ f(u),
Oru(x, y, 1) = Oxx (X, 3, 1) + 0y u(x, y, 1) + f(ulx, y, 1),

wobei f:R—R.

Bekannte Beispiele fiir Diffusions-Reaktions-Gleichungen sind die Fisher—KPP-
Gleichung! mit Nichtlinearitit f(v) = v - v?> = v(1 - v)
6tu:Au+u—u2,
Ouuu(X, , 1) = Oy i(X, 3, 1) + 0y ulx, y, 1) + ulx, y, ) — (u(x, y, D),

sowie die Allen-Cahn-Gleichung?

o,u=Au+u-—u,

Oruu(X, ) 1) = 0xx (X, 3, 1) + 0y ulx, y, ) + ux, y, ) — (ulx, y, 0)°,
welche sich fiir f(v) = v—v3 = v(1 - v)(1 + v) ergibt.

Die Wahl f(v) = v? oder f(v) = eV fiihrt auf Gleichungen, welche Singularitdten ent-
wickeln.

IDie Fisher-KPP-Gleichung ist nach Fisher, Kolmogorov, Petrovsky und Piscounov benannt.
2Die Allen-Cahn-Gleichung ist auch als Chafee-Infante-Gleichung oder als bistabile Gleichung bekannt.
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(vii)

(viii)

Freie Schriodinger-Gleichung, Nichtlineare Schridinger-Gleichungen, Systeme gekoppel-
ter Gross—Pitaevskii-Gleichungen

Esseiu:QX(O,T)cleleﬁC.
Die freie Schrodingergleichung ist durch
io;u=-Au,
10,u(x,y, 1) =—(Oxxulx,y, 1) +0yyulx,y,1),
gegeben.

Die Hinzunahme einer Nichtlinearitédt der speziellen Form

Flul?)u

mit f :R — R fiihrt beispielsweise fiir f(v) = v auf die kubische Schrodingergleichung

io,u=—-Au+ lulPu,

10:u(x,y,1) = = (Oxxt(x, y, 1) + 0yyu(x, y, 1) + |ulx, y, 1) |2u(x, W 1).

Wesentlich sind auch spezielle Skalierungen (mit 0 < e << 1)

io,u= —%Au+ lulPu,

idju=—Au+ % lulPu.
Die Gross—Pitaevskii-Gleichung mit harmonischem Potential V : Q c R — R hat die
Form (mitd € {1,2,3})

i0,u=-Au+Vu+lulu,
i0u(x,y, 1) =—(0xxulx,y,1) +0yyulx,y, D)+ V(x,y)ulx,y 0+ |u(x, 2 t)|2u(x, »h;

Systeme gekoppelter Gross—Pitaevskii-Gleichungen treten bei der Modellierung von
Bose-Einstein-Kondensaten auf.

Elekronische Schrédinger-Gleichungen, MCTDHF-Gleichungen

Spezielle Ansdtze ermoglichen die Reduktion von hochdimensionalen linearen
Schrédinger-Gleichungen wie der elektronischen Schrédinger-Gleichung mit Coulomb-
Potential (paarweise Interaktion) fiir u: Q x (0, T) < R34 xR —C

idju=—-Au+Vu,

1
V)= ),

T x:(xly---)xd)ewgdy
l<j<ks<d 2 — Xicllgs

auf Systeme nichtlinearer Schrodinger-Gleichungen in drei Raumdimensionen, die
MCTDHF3-Gleichungen.

3SMCTDHE steht fiir multi-configuration time-dependent Hartee-Fock
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(ix)

x)

Lineare Wellengleichungen und Helmholtz-Gleichungen

Die homogene lineare Wellengleichung fiir : Q x (0, T) ¢ R% x R — R ist durch

O”u =Au,
attu(X,y; t) = axxu(x»yy t) +ayyu(x,y, t) ’

gegeben.
Die Helmholtz-Gleichung (Eigenwertgleichung) fiir u: Q ¢ R — R mit c € R

(A+c*)u=0,
Oxx (X, y) +0yyulx, ) + c* ulx,y) =0,

ergibt sich als spezielle stationdre Losung der homogenen linearen Wellengleichung aus

dem Ansatz )
ict

ulx,t)=e“"v(x),

0=0;,u(x,t)—Aulx, 1) = —e'‘’ (czv(x) + Av(x)) )

Klein—Gordon-Gleichung, Sine-Gordon-Gleichung, Westervelt-Gleichung
Esseiu:Qx(0,T)cRYxR— R.
Die Klein—Gordon-Gleichung ist durch

Oppu=Au—u,

0rtu(X, y, 1) = Oxx (X, y, 1) + 0y u(x, y, 1) — u(x, y, 1),

gegeben.

Ein bekanntes Beispiel fiir eine nichtlineare Wellengleichung ist die Sine-Gordon-
Gleichung
01t = Au+sin(u),

01 u(x, y, 1) = Oxx (X, y, 1) + 0y u(x, y, ) +sin (u(x, y, 1)) .

Ein Beispiel einer geddmpften nichtlinearen Wellengleichung ist die Westervelt-
Gleichung (Angabe fiir d = 1)

Opu=ald;u+pBAu +y6t(0tu)2,
Orett(x, 1) = aOxxrtt(x, 1) + BOxxtt(x, y, 1) +y 0, (0, ulx, t))z,

welche im Rahmen der nichtlinearen Akustik bei der Modellierung von Schallwellen ho-
her Intensitét auftritt.
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Ergidnzungen. Als weitere Beispiele relevanter zeitabhidngiger partieller Differentialglei-
chungen seien die folgenden erwdhnt:

* Balkengleichung
Biharmonische Gleichung
* Boussinesq-Gleichung

* Cahn-Hilliard-Gleichung
Gray-Scott-Gleichungen

Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung
» Korteweg-de-Vries-Gleichung

* Gleichung mittlerer Kriimmung (mean curvature equation)

Gleichung minimaler Oberfliche (minimal surface equation)
* Perona-Malik-Gleichung

* Euler-Gleichungen

Navier-Stokes-Gleichungen
e Maxwell-Gleichungen
* Gleichungen der Elastizitdtstheorie

* Liouville-Gleichung

Von-Neumann-Gleichung

e Hamilton-Jacobi-Gleichungen
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Kapitel 3

Allgemeine Losungsdarstellungen

Losungsdarstellungen. In diesem Abschnitt wird an grundlegende Konzepte, welche bei
der Behandlung von zeitabhdngigen Differentialgleichungen und insbesondere zur Darstel-
lung von Losungen von Nutzen sind, erinnert. Zur Vereinfachung der Herleitungen wird
zundchst stillschweigend angenommen, dall die betrachteten Funktionen auf geeignet ge-
wihlten Definitionsbereichen hinreichend oft differenzierbar sind und damit sdmtliche Re-
lationen wohldefiniert sind. Die erhaltenen Lésungsdarstellungen kénnen dann unter abge-
schwichten Voraussetzungen angewendet werden.

Lineare Variation-der-Konstanten Formel (Gewohnliche Differentialgleichungen). Die li-
neare Variation-der-Konstanten Formel bzw. das Duhamelsche Prinzip ist ein wichtiges Hilfs-
mittel zur Darstellung der Losung einer inhomogenen linearen gewohnlichen Differential-
gleichung; sie wird auch bei der Herleitung von Existenzresultaten fiir nichtlineare Probleme
(vgl. Picard-Lindelof Iteration) und bei Untersuchungen zum Langzeitverhalten (vgl. Prinzip
der linearisierten Stabilitdt) geniitzt. Die Konstruktion einfacher exponentieller Zeitintegrati-
onsverfahren beruht ebenfalls auf der Lésungsdarstellung mittels der linearen Variation-der-
Konstanten Formel.

(i) Homogene lineare Differentialgleichungen. Die Losung des folgenden Anfangswertpro-
blemes fiir ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen (wobei A € K%*¢
mit K =R oder K = C und y: [0,00) — K%)

Y1) =Ay(1), t€(0,00),
y(0) = yo0,

ist durch die Matrix-Exponentialfunktion gegeben
o0

y(l‘):etAy():Z%[jAjyo, tE[0,00)
j=0
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(i)

(iii)

Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Im Fall einer linearen Differentialglei-
chung mit zusitzlicher Inhomogenitit b : [0,00) — K¢

y' () =Ay(t)+b(1), t€ (0,00,
y(0) = yo,

erhidlt man mittels der linearen Variation-der-Konstanten Formel die Losungsdarstel-
lung

t
y(1) :e[Ay0+f el D4 p(r) dr, t€[0,00),
0

oder allgemeiner
t
y@):é*ﬂAyuy+f e D4paydr,  ste[0,00),
N

wie man aus den folgenden Uberlegungen sieht (Ansatz, Differentiation und Einsetzen
der Differentialgleichung, Integration)

yn=e"9cw, y)=C),
V' ()= Ae"VC() +eC () = Ay + 04 C (1),
Ayt +e4C ) =y (D= Ay(t) + b(1),
C'(1) =e“ D p(p),

t t
CU%J]Q+j‘é“”AMﬂdT:ﬂﬂ+jné“”AMﬂdu

N N

t
y(1) =e91C(r) =91 y(s) +f e DA p(r) dr.

N

Nichtlineare Differentialgleichungen. Mittels Linearisierung 148t sich die Loésungsdar-
stellung fiir eine lineare Differentialgleichung auf den allgemeinen nichtlinearen Fall er-
weitern (mit definierender Funktion F : [0, T] x K¢ — K¢ und zugehdoriger Jacobi-Matrix
A=F'(y*) e K4 fiir ein y* € KY)
{ YO =F(t,y(0) = Ay +R(t,y(®), te©,T),
y(0) = yo,

und man erhalt

t
ﬂn:dﬂm+feﬂ*MRhyundn tel0,T].
0

Prinzip der linearisierten Stabilitit (Gewohnliche Differentialgleichungen). Unter der
Annahme, daR eine globale Losung y : [0,00) — K¢ existiert, wird ein Anfangswertproblem
fiir eine autonome Differentialgleichung (mit Nichtlinearitit F : K¢ — K%)

vy =F(y»), te€(0,00),
y(0) = yo,
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betrachtet. Um das asymptotische Verhalten in einer Umgebung eines Equilibrium' y* € K¢
F(y")=0
zu untersuchen, betrachtet man das zugehorige lineare System
Z(t)=Az(t), t€(0,00), A=F'(y"),

dessen Losung durch
z()=ez(0), te[0,00),

gegeben ist. Das asymptotische Verhalten von Losungen der linearen Differentialgleichung
ist durch die Eigenwerte von A bestimmt. Besitzen beispielsweise alle Eigenwerte negativen
Realteil, so gilt

lim e =0

t—o0

und folglich ist z* = 0 ein asymptotisch stabiles Equilibrium
lim [[2(8)]|ca = 0.

Unter gewissen Voraussetzungen ist das Prinzip der linearisierten Stabilitédt, welches besagt,
dall das urspriingliche Problem und dessen Linearisierung dasselbe Stabilitdtsverhalten ha-
ben, anwendbar; der Beweis dieses Resultates niitzt die Linearisierung (mit y = y — y* und
r=F(y)—Ay)
{y’(r) =AM +r(1),  te[0,00),
yO) =yo—-y~,

und die Losungsdarstellung mittels der linearen Variation-der-Konstanten Formel

t
y(t):e“‘(yo—y*)Jrfo e DAr(r)dr,  te[0,00).

Ist z* = 0 beispielsweise ein asymptotisch stabiles Equilibrium des linearisierten Problemes,
so folgt, dall y* ein asymptotisch stabiles Equilibrium des nichtlinearen Problemes ist (Aus-
sage ist fiir Anfangswerte y, in einer Umgebung von y* giiltig)

lim [|y(®) = y*[|ca =0.

Formulierungen als Evolutionsgleichungen. In vielen Fillen ist es hilfreich, eine zeitab-
héangige partielle Differentialgleichung als Evolutionsgleichung zu formulieren, da dann Zu-
sammenhédnge mit dem wesentlich einfacheren Fall einer gewthnlichen Differentialglei-
chung leichter zu erkennen sind. Eine solche Formulierung ist auch bei der Konstruktion und
Analyse von Zeitintegrationsverfahren von Nutzen.

'Wie iiblich wird ein Equilibrium, d.h. eine stationire Losung y* : [0,00) — K%, mit dem entsprechenden
Funktionswert y* € K¢ identifiziert.
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Als einfache Illustration wird die eindimensionale Diffusionsgleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen auf einem Intervall [a, b] € R und vorgegebener Anfangsbedin-
gung Uy : [a, b] — R betrachtet; gegeben ist also das folgende Anfangsrandwertproblem fiir
U:[a,b] x[0, TIcRxR—R:(x,t)— U(x,1)

al’U(x) t) = axxU(xy t)r (xy t) € (a) b) X (0) T))
Ula,t)=0=U(b, 1), tel0,T],
U(x,0) =Uy(x), x€la,b].

Bei einer Formulierung als Evolutionsgleichung ersetzt man dieses Anfangsrandwertproblem
durch ein Anfangswertproblem fiir eine Funktion u: [0, T] — X : t — u(t)

u'(t)=Au(p), te(0,7),
u(0) = Up;

der Wert u(f) € X entspricht dabei der Funktion U(+, t) : [a, b] — R: x — U(x, t). Wesentlich ist
die Wahl des zugrundeliegenden Funktionenraumes X und insbesondere die Definition des
linearen Operators A: D(A) € X — X, welcher dem Differentialoperator 04, entspricht und
dessen Definitionsbereich die Regularitdtsanforderungen an die Losung sowie die vorgegebe-
nen Randbedingungen wiedergibt. Betrachtet man beispielsweise den Banachraum % ([a, b))
als zugrundeliegenden Funktionenraum, fiihrt dies auf

A:D(A) ={ve€*((a, b)) N€(a,bl): v(a@) =0=v(L)} — X =F(a,b): v— V',

was dem Begriff der klassischen Losung entspricht; wihlt man stattdessen den Hilbertraum
L?(a, b) als zugrundeliegenden Funktionenraum, ergibt sich

A:D(A) = H*(a,b)n Hy(a,b) — X = [*(a,b): v— V",
und damit eine Lésung in einem abgeschwichten Sinn. Diese Uberlegungen lassen sich di-

rekt auf beliebige Raumdimensionen iibertragen.

Lineare Variation-der-Konstanten Formel (Evolutionsgleichungen). Die folgenden for-
malen Uberlegungen fiir Evolutionsgleichungen werden beispielsweise im Rahmen der Theo-
rie sektorieller Operatoren und analytischer Semigruppen gerechtfertigt und zur Analyse von
parabolischen Differentialgleichungen angewendet, vgl. LUNARDI.

(i) Evolutionsoperator. Fiir eine durch einen linearen Operator A: D(A) c X — X definierte
Evolutionsgleichung (mit u: [0, T] — X)

u'(1)=Au(r), te(0,7),
u(0) = up,
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(ii)

(iii)

bezeichnet (&4(t)) 0,77 den zugehorigen Evolutionsoperator bzw. Losungsoperator,
welcher durch die Relation

U(I)ZCg)A(t) Uy, e [Or T]r

gegeben ist. Da die Evolutionsgleichung linear ist, ist der Operator &4(¢) : X — X fiir alle
t € [0, T] linear; insbesondere gilt £4(0) v = v fiir v € X.

Lineare Variation-der-Konstanten Formel. Fiir eine nichtlineare Evolutionsgleichung
der Form (definiert durch F: D(F) c [0, T] x X — X)

u'(@) =F(t,u®)=Au@®+ f(r,u®), te©1),
u(0) = uo,

ergibt sich die folgende formale Losungsdarstellung mittels der linearen Variation-der-
Konstanten Formel

t
u(t):éaA(t)uo+f Ea(t—1) f(T,u(®))dr, relo,T).
0

Im Rahmen der Theorie sektorieller Operatoren und analytischer Semigruppen wird die-
se Darstellung zur Analyse semilinearer parabolischer Evolutionsgleichungen gentitzt;
mittels des Banach’schen Fixpunktsatzes werden Existenzresultate in Interpolationsriau-
men D(A) c V < X hergeleitet, wobei der betrachtete Losungsraum u(t) € V durch die
Semilinearitét f: [0, T] x V — X bestimmt ist.

Modifikation der linearen Variation-der-Konstanten Formel. Die Erweiterung der Ana-
lyse auf voll nichtlineare Evolutionsgleichungen erfordert die Betrachtung einer modifi-
zierten linearen Variation-der-Konstanten Formel

t
u(t) = &40 u0+f Ex(t—71)dr f(1, u(®)
0
t
+f0 Eplt—1) (f(r,u(r))—f(t,u(t))) dr, te[0,T],

welche dann auf eine geeignete Losungsdarstellung fiihrt
Au(®) =Ea() Aug + (Ea(0) = I) f(t, u(o)
t
+f A8 =D (f(r,um) - f(t,ue))dr,  te0,T].
0

Nichtlineare Variation-der-Konstanten Formel (Evolutionsgleichungen). Die nichlineare
Variation-der-Konstanten Formel bzw. Grobner-Alekseev Formel ermdoglicht es, die Lésungen
von zwei nichtlinearen Differentialgleichungen mit Hilfe einer Integralrelation zu verkniip-
fen. Verwendet man zudem die formale Schreibweise mittels Lie-Kalkiil werden die Analogien
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zwischen dem linearen und dem nichtlinearen Fall deutlich. Die Einfiihrung des Evolutions-
operators ist insbesondere in Situationen, wo die Abhédngigkeit der Losung beziiglich des An-
fangswertes untersucht werden soll, hilfreich und iiblich. Damit man die folgenden formalen
Uberlegungen im Zusammenhang mit zeitabhingigen partiellen Differentialgleichungen fiir
konkrete Anwendungen niitzen kann, ist es wesentlich, die Definitionsbereiche der auftreten-
den nichtlinearen Operatoren geeignet zu wihlen und sicherzustellen, dal§ die angegebenen
Losungsdarstellungen wohldefiniert sind.

(i) Evolutionsoperator. Fiir die nichtlineare autonome Differentialgleichung

(i)

u'(=F(u®), te©1),
u(0) = up,

ist der zugehorige Evolutionsoperator durch
u(t):éaF(ty uO)y re [Oy T])

definiert. Damit lassen sich die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung folgen-
dermafen angeben (mit Schreibweise d% Er(t, ug) = 018 (t, ug))

L & (t,u0) = F(Ep(t,u0)),  te€(0,T),
EF(0, up) = ug.
In Situationen, wo der Anfangswert variiert wird, bezeichnet
028F (2, Up)

die Ableitung der Losung beziiglich des Anfangswertes.

Lie-Kalkiil. Der Evolutionsoperator und die zugehorige Lie-Ableitung sind durch die
zwei fundamentalen Relationen

e’ Guo = G(&¢(t,u9)),  DrGug =G (uo) Flu),

gegeben. Als nattlirliche Erweiterung der entsprechenden Relation fiir lineare Operato-
ren (im einfachsten Fall A € K4*4)

d’ tA _
- e"=A
de =0

ergibt sich die Definition der Lie-Ableitung mittels Kettenregel und Einsetzen der Diffe-
rentialgleichung sowie der Anfangsbedingung

% tzoetDF Gug = %LZO G(&r(t,up)) = G'(Er(t, ug)) F(&r(t, uO))‘t:O = G'(up) F(uy).
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(iii) Nichlineare Variation-der-Konstanten Formel. Die Losungen der Anfangswertprobleme

{ W'(0)=F(u®), te©,T),

u(0) = up,

{ V' () = F(u(t)) + R(u(n), te(0,T),

v(0) = up,

sind durch die nichlineare Variation-der-Konstanten Formel verkniipft

t
Sr+r(E, Ug) = EF (1, uo)+f0 0285 (t -7, Epsr(T, o)) R(EF+r(T, up)) dv,  1€(0,T1;

in Analogie zur linearen Variation-der-Konstanten Formel ergibt sich mittels Lie-Kalkiil
die kompakte Formulierung

t
e!Prer yy = e'Pr y, +f e™Prer ppel P yadr,  te(o,T].
0

Der Beweis der nichlineare Variation-der-Konstanten Formel beruht auf der Identitit
0:66(t,v) G(v) = G(&6(t, 1)),

welche man mit Hilfe der Kettenregel und den grundlegenden Eigenschaften des Evolu-
tionsoperators zeigt
0266(t,v) G(v) = 0265(t, E6(s, 1)) G(&6 s, v))‘s:

% SzoédG(tr gG(S) U))

= ds

Eg(t+s,v)
s=0

=G(&(t+s, v)))
= G(&g(1,v));

s=0

in kompakter Notation ergibt sich die Identitdt
DgePsy=ePs D .

Die gesuchte Integrationsrelation folgt damit aus
t
Ersr(t, ug) — Ep(t, ug) = Ep(t—7,Ep+r(T, uo))‘

7=0

t
:fo d%gF(t—T,gﬂR(T, up)) dr

t
= fo (0265t~ 7, 801, u0) (F(Er 10T, u0)) + R(EF 10T, 10))

- F(gF(t_ T!£F+R(T) uO)))) dr

t
=f0 028 (t =7, 8r+r(T, u0)) R(EF+r(T, Up)) dT.
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Erganzungen (Losungsoperator)

Matrix-Exponentialfunktion. Im Fall einer Matrix A moderater Dimension kann man die
Eigenwertzerlegung der Matrix bzw. allgemeiner die Kenntnis der Jordan'schen Normalform?
zur Berechnung der Exponentialfunktion

etA:]i%thf, teR,
niitzen.
(i) Ist eine Matrix A € K%*¢ diagonalisierbar, d.h. gilt die Relation
A=VAV™l  A=diag(Ay,..., a),
mit Diagonalmatrix A und Transformationsmatrix V, so ist die Identitét
AF=vaAFvTl keN,
offensichtlich und folglich die Matrix-Exponentialfunktion durch
ed=vervl, e =diage',...,e"M),  teR,
gegeben.

(ii) Im allgemeinen Fall niitzt man die Relation

A=WJw!

2 Berechnung der Jordan'schen Normalform. Ist A € K ein Eigenwert einer Matrix, beispielsweise der algebrai-
schen Vielfachheit 2 und der geometrischen Vielfachheit 1, so heilt ein Element v # 0 mit (A— A)v = 0 ein
Hauptvektor erster Stufe, was einem Eigenwert entspricht; bei Multipliktation dieser Relation mit A — AT folgt
insbesondere (A—A1)?v = 0. Als Hauptvektor zweiter Stufe bezeichnet man eine Losung w # 0 des linearen Glei-
chungssystems (A — AI)w = v; bei Multiplikation mit A— AT folgt (A—AI)?w = (A— AD)v = 0. In der betrachteten
Situation bilden die Hauptvektoren v, w eine Basis des Hauptraumes {z: (A— A1 )2z = 0}, welcher eine Verallge-
meinerung des Eigenraumes {z : (A— A1)z = 0} darstellt. Aus den angegebenen Relationen fiir Hauptvektoren
ergibt sich die Transformation auf Jordan’sche Normalform

A=wJjwt,

+W

0 A

W = (v|w): AW:(AU|Aw)=(}Lv|/1w+u)=W(/1 0 0 0

0 1) =W(MD+N)=W].
Im Spezialfall eines Jordanblockes
A1 . (0 1
]_(0 A)’ J=D+N, D =diag(1, 1), N—(O 0),

bildet der erste Standardbasisvektor einen Hauptvektor erster Stufe und der zweite Standardbasisvektor einen
Hauptvektor zweiter Stufe.
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mit Matrix J in Jordan-Blockform und Transformationsmatrix V. Wesentlich ist dabei die
Zerlegung der Jordan-Matrix J in eine Diagonalmatrix (bzw. diagonalisierbare Matrix)
sowie eine nilpotente Matrix und die Kommutativitit dieser Matrizen®

J=D+N, DN=ND.
Beispielsweise fiir den Spezialfall N? = 0 ergibt sich wegen

N2=0: J?’=((D+N)?=D+N)(D+N)=D?>+ND+DN+N?=D?+2DN,
PB=D+N?P=D+N?*D+N)=D*+3D?N,
J'=D/+jD/7'N,  jeN,

damit die folgende Relation fiir die Matrix-Exponentialfunktion (wegen Kommutativitat

gilt insbesondere e’ e’V = e’V e'P)
et=we’Ww,
2 J_N1 e S 1 j-1pi-l S 1 iy tD tN
_0- _ N 1l4ipi Flpi-lyn =N 14ipi _
N°=0: e _Z()j!tD +Zl(j_1)!t D tN_ZOﬂtD (I+tN)=e""e".
j= j= j=

Einfiihrung des Losungsoperators und geeignete Darstellungen.

®

(i)

(iii)

(iv)

Im Zusammenhang mit einem unbeschrdnkten linearen Operator A: D(A) € X — X
wie beispielsweise dem Laplace-Operator oder allgemeiner einem sektoriellen Operator
wird der Lésungsoperator (e/4) ;¢ (o,.0) mittels Cauchy’scher Integralformel definiert.

Im Spezialfall eines selbstadjungierten Differentialoperators niitzt ein alternativer und
meist einfacherer Zugang die Kenntnis eines vollstindigen orthonormalen Systems von
Eigenfunktionen, vgl. Fourier-Spektralverfahren.

Im nichtlinearen Fall basiert die Angabe des formalen Losungsoperators (e/°F) ;¢ (o 7] auf
(lokalen) Existenz- und Eindeutigkeitsresultaten fiir Anfangsrandwertprobleme.

Man beachte, dal$ die Darstellung mittels Potenzreihe
A _ N> 1 A
e = ]Z‘(’) 7 t] A]

fiir einen unbeschrédnkten linearen Operator A : D(A) € X — X nicht zweckmaiRig ist,
weil sie eine unnatiirliche Einschrinkung des Definitionsbereiches des Losungsopera-
tors (e'?) c(0,00) Zur Folge hitte.

3Die Kommutativitit folgt im Wesentlichen aus der fiir spezielle Diagonalmatrizen offensichtlichen Identit:it

D=AI: AN=DN=ND=AN.
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(v) Entsprechend ist die im Zusammenhang mit nichtlinearen Problemen teilweise verwen-
dete Darstellung

[ .
tDp _ 1 .inJ
e'Pr=3%" 7t/ Dy,
Jj=0
als rein formale Notation zu verstehen und besser zu vermeiden. Allgemein verschleiert
die formale Schreibweise mittels Lie-Kalkiil, daf§ im Gegensatz zum linearen Fall bei-
spielsweise die Identitét
DF e[DF = etDFDF

auf nichttrivialen Uberlegungen beruht.
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Kapitel 4

Spezielle Losungsdarstellungen

Inhalt. Im Folgenden werden explizite Losungsdarstellungen fiir grundlegende partielle
Differentialgleichungen wie

lineare Advektionsgleichungen (Q =R%)

lineare Diffusionsgleichungen (Q = (ay, b1) x -+ x (ag, bg) < R? bzw. Q = R%)

lineare Schrodinger-Gleichungen (Q = (ay, by) x --- x (aq, bg) < R4 bzw. Q = R%)

lineare Wellengleichungen (Q =R)

hergeleitet; da zusédtzliche Inhomogenitédten mittels der linearen Variation-der-Konstanten
Formel eingebunden werden konnen, wird in erster Linie der homogene Fall behandelt. Zur
[lustration der Methode der Charakteristiken fiir nichtlineare Erhaltungsgleichungen wird
aullerdem eine implizite Losungsdarstellung fiir die

* Burgers-Gleichung (Q=R)
angegeben. Zur Vereinfachung der Uberlegungen wird zunichst angenommen, dal die Pro-

blemdaten gewisse Regularitdtsvoraussetzungen erfiillen und Lésungen im klassischen Sinn
existieren.

58



4.1 Lineare Advektionsgleichungen

Eindimensionale Advektionsgleichung. Die Losung u: R x [0,00) — R: (x, ) — u(x, t) der
homogenen linearen Advektionsgleichung in einer Raumdimension (mit 0 # ¢ € R und regu-
larer Anfangsbedingung ug € ¢! (R))

{ Oiu(x, t) = coculx, ),  (x,0)€Rx (0,00,

u(x,0) = up(x), XeR,
ist durch die folgende Relation gegeben
ulx,t) =up(x+ct), (x,t) eR x [0,00).

Das vorgegebene Anfangsprofil wird somit mit konstanter Geschwindigkeit nach links, falls
¢ >0, oder rechts, falls ¢ < 0, verschoben.

(i) Direktes Nachpriifen. Differentiation der angegebenen Losung zeigt die Giiltigkeit der
Losungsdarstellung

Oxu(x, ) =uy(x+ct), 0rulx,t)=cuylx+ct), (x,1)eRx(0,00).

(ii) Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, den zeitlichen Bereich [0,00) auf R
zu erweitern und die Funktion u:R x R — R zu betrachten.

Lineare Transformation. Wiahlt man den Ansatz
ulx,t)=vix+ct,x—ct), (X, ) eERxR,
so folgt insbesondere die Relation
upg(x) = ulx,0)=v(x,x)), x €R.
Partielle Differentiation und Einsetzen der Advektionsgleichung

oulx,t)=01v(x+ct,x—ct)+0v(x+ct,x—ct),
dru(x,t)=c(Ov(x+ct,x—ct)—dv(x+ct,x—ct)),
0=co,u(x,t)—0;u(x,t)=2cov(x+ct,x—ct),

zeigen, dal die transformierte Funktion beziiglich des zweiten Argumentes konstant ist
Ov(x+ct,x—ct)=0, (x,HeRxR,
und folglich die angegebene Losungsdarstellung gilt

ulx,t)=vix+ct,x—ct)=vix+ct,x+ct)=up(x+ct), (x, ) eRxR.
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Erklirungen (Zusammenfassung). Die folgenden Uberlegungen dienen dazu, den ge-
wihlten Ansatz zu erkldren. Die grundlegende Idee ist es, eine lineare Transformation
der Koordinaten

x=aé+pn,
t=y&+6n,
so zu bestimmen, dafd fiir die durch
V:IRxR—R:(,n)—v,n)=ulaé+pn,yé+6n)

definierte Funktion eine der partiellen Ableitungen verschwindet. Die urspriingliche
partielle Differentialgleichung wird also beispielsweise durch die partielle Differential-
gleichung 0, v = 0, deren Losung bekannt ist (mit 779 € R beliebig)

o,v,m=0, v,n=viEn), EMNERxR,
ersetzt. Da die zugehorige inverse Transformation durch
{5: wpy (6x-B1),
17:a6+ﬁy(—yx+at),
u(x,t):v(m(6x—ﬁt),w+m(—yx+at)), (x,1) ER xR,
gegeben ist, fithrt die Anfangsbedingungen auf
uo(0) = u(x,0) = v( 25 X grias 1), x€R,

Bei geeigneter Wahl von nq ergibt sich ein Zusammenhang mit der vorgegebenen An-
fangsbedingung und in Folge die gesuchte Losungsdarstellung.

Erkldrungen. In kompakter Notation ist die transformierte Funktion durch
v=uo@:RxR—R:(n) — u(pEmn),

P:RxR—RxR:(&mT — AT, A:(;‘ g),

definiert; umgekehrt gilt

u=vop L:RxR—R:(x, 1) — v(p~ (x,0),

— - - [ 6 _ﬁ
1. N . T'_> 1 T 1: 1
(p ‘RxR IRXR.()C,I) A (x)t) ) A a(j_ﬁy (_Y a)

Differentiation und Einsetzen der Advektionsgleichung d,u = c0du fiihrt auf (Schreib-
weise fiir partielle Ableitung beziiglich des ersten bzw. zweiten Argumentes d,u = 0 u
bzw. 0;u =0,u)

v(é,m) = u(aé+pn,yé+6m),
v'Em =u'(e&m)e'Em,

(0:v(&,m),0pv(&,m) = (aaxu(qo(cf,n)) +y0.u(pE,m), Bou(pE,n) +66tu(<p(€,77))),
(0cv(&,m),0pvE,m) =0xu(pE,m)(a+cy,B+cd).
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(iii)

Wihlt man beispielsweise f = % und 6 = — Zic, so folgt 5+ c6 = 0 und weiters

anv(é-)n) :0) V('E,T])Z U(&;no), (éyn)ERXR)

d.h. die transformierte Funktion v ist beziiglich des zweiten Argumentes konstant. Die
naheliegenden Wahl @ = f und y = — 6 stellt sicher, dal§ A invertiertbar ist

_1(c ¢ 1 [T c).
S

die Matrix A ist hier so gewédhlt, dall ihre Inverse eine einfache Struktur hat. Somit erge-
ben sich die Relationen

vEmM=u(3E+m,5E-m), vEM=vEn), EneRxR,
ulx,f)=v(x+ct,x—ct), uplx)=u(x0)=rv(xx), (x, ) eERxR,

die schlie@lich auf die Losungsdarstellung fiihren (das zweite Argument von v ist frei
wdhlbar und wird so bestimmt, da@ sich ein Zusammenhang mit dem Anfangswert er-
gibt)

ux,t)=vix+ct,x—ct)=vix+ct,x+ct)=ulx+ct,0)=ug(x+ct, (x, ) eRxR.

Methode der Charakteristiken. Die Methode der Charakteristiken beruht auf der Idee,
jene Punkte (x, f) € R x (0,00), welche auf dieselben Funktionswerte der Losung fiihren,
zu verkniipfen; diese Vorgehensweise wird insbesondere durch die bekannte Losungs-
darstellung fiir die homogene lineare Advektionsgleichung motiviert.

Bei der Methode der Charakteristiken ersetzt man die Ortsvariable durch eine zeitab-
héngige skalare Funktion mit Startpunkt xp € R

¢:[0,00) — R:t—¢(1),  ¢(0)=xo,
und fordert, dall die durch die Losungswerte definierte Funktion
v:[0,00) xR—R: t— v(t) = u(é(1), )
konstant ist, d.h. es gelte
V'()=0, v =rv(0), teR;

Im Spezialfall der Advektionsgleichung fiihrt Differentiation und Einsetzen der parti-
ellen Differentialgleichung auf die Bedingung (wie zuvor bezeichnen 0,u = 0;u und
0:u = 0-u die partiellen Ableitungen beziiglich des ersten und zweiten Argumentes)

0=0'(1)=&"(D0xu(&(n, 1) +0,u(l(r), 1) = (&' (1) +c)0,u(é(), 1),
dm=-c.
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Insgesamt erhélt man das Anfangswertproblem

&=-c, t € (0,00),
¢(0) = xo,

mit bekannter Losung
EM)=x9—ct, t€[0,00).

Daraus ergibt sich die Losungsdarstellung (setze x = xo — ct bzw. xo = x+ct)

u(xo—ct, 1) =u(&),r) = v(®) = v(0) = ulxo,0) = up(xo),
ulx,t)=upg(x+ct), (x,t) eRx[0,00).

(iv) Bemerkung. Die obigen Uberlegungen fiihren auf den Ansatz (mit x = xo — c t)
ws)=viE+s)=ulx—-cs,t+59),

vgl. EVANS mit b = — ¢, und mittels Einsetzen der Advektionsgleichung auf die gesuchte
Losungsdarstellung

w'(s)=0;u(x—cs, t+s)—coulx—cs,t+s)=0,

ux—cs, t+s)=w(s)=const=w(—t)=ulx+ct,0) =ug(x+ct),

s=0: ulx,t)=upg(x+ct).

Abgeschwichter Losungsbegriff. In Hinblick auf relevante Anwendungen wie die Ausbrei-
tung von StoBBwellen ist es wiinschenswert, die Funktion

ulx,n)=up(x+ct), (x,t) eR % [0,00),

auch fiir Anfangsbedingungen mit geringeren Regularitdtseigenschaften als Losung der Ad-
vektionsgleichung

atu(xy t) = caxu(x; t) » (x) t) eRx (0,00) )
u(er)ZUO(x)y XERy

in einem abgeschwéchten Sinn zu verstehen.
(i) Integrallosung. Betrachtet man anstelle der Advektionsgleichung die zugehorige Inte-

gralgleichung, so fiihrt dies auf (Multiplikation mit einer Testfunktion, d.h. mit einer re-
guldren Funktion v : R x [0,00) — R mit kompaktem Trédger, insbesondere fiir x — +oo

62



bzw. t — oo gelte v(x, t) — 0, Integration beziiglich der Ortsvariable x € R und der Zeit-
variable f € [0,00), partielle Integration, Einsetzen der Anfangsbedingung)

Oru(x,t)—coyu(x,t)=0,

f f(dtu(x,t)—cdxu(x,t))v(x,t)dxdt:O,
0o Jr

—f fu(x, 1 (0:v(x, 1) — coxv(x, 1)) dxdr
o Jr

o0

+f (u(x, 0 v(x, t))‘oo dx—f (culx, D v(x, 1) >
R =0 0

X=—00

dt=0,

—f f u(x, 1) (0:v(x, 1) — coxv(x, 1)) dxdt—f up(x) v(x,0) dx =0.
o Jr R
Eine Losung u € L*°(R x (0,00)), welche diese Integralgleichung

f fu(x,t) (0rv(x, 1) —cOyv(x, 1)) dxdt+fuo(x)v(x,0) dx=0
o Jr R

fiir alle Testfunktionen v : R x [0,00) — R erfiillt, heilt eine Integrallosung der Advekti-
onsgleichung.

(ii) Heaviside-Funktion. Wdhlt man als Anfangsbedingung die Heaviside-Funktion

1, x=0,

H:R—R:x— H(x) =
0, x<0,
so ist leicht zu zeigen, dal} die Funktion

1, x+ct=0,
ulx,t)=ugx+ct)=H(x+ct) = (x,t) eR x [0,00),
0, x+ct<0,

eine Integrallosung der Advektionsgleichung ist. Beispielsweise fiir ¢ > 0 erhélt man (we-
genx+ct=0bzw. t = - bzw. x = —c1)

f fu(x, 1) (0:v(x, 1) — coxv(x, 1) dxdt+fu0(x)v(x,0) dx
o Jr R

+f H(x) v(x,0) dx
R

:ff H(x+ct)6tv(x,t)dtdx—cf fH(x+ct)6xv(x,t)dxdt
RJO 0o JR
:ff 0;v(x, t)dtdx—cf 0,v(x, 1) dxdt+f v(x,0)dx

RJmin {o,- £} 0 Joct 0

:va(x, t)‘rzmin{o,—’—cc} dx—cfo vix, 1)

:—f u(x,min{o,—%}) dx+cf v(-ct, t)dt+f v(x,0) dx
R 0 0

o0

X=—=cC

dt+f v(x,0) dx
t 0

0 o oo oo
:—f v(x,— %) dx—f v(x,0) dx+cf v(-ct, t)dt+f v(x,0) dx,
0 0 0

—00
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und mittels der Substitution é = — J—C‘ bzw. x = — ¢ folgt

f fu(x,t)(atv(x,t)—caxv(x, 1) dxdt+fuo(x)v(x,0) dx
o Jr R

:—cf v(—céé) dé—f v(x,0) dx+cf v(-ct, t)dt+f v(x,0) dx
0 0 0 0
=0.

Mehrdimensionale Advektionsgleichung. Die Uberlegungen fiir den eindimensionalen
Fall lassen sich direkt auf beliebige Raumdimensionen erweitern und fithren auf das folgende
Resultat. Die Losung u : R x [0,00) — R: (x, 1) — u(x, t) der homogenen linearen Advektions-
gleichung mit konstanten Koeffizienten 0 # ¢ € R?

0:u(x,t) =div(cu(x,0),  (x,0)eRx(0,00),

u(x,0) = up(x),  xeR?,

ist durch die folgende Relation gegeben
ux, ) =up(x+ct),  (x,0)eR?x[0,00).

Fiir spitere Uberlegungen ist es zweckmiRig, die homogene lineare Advektionsgleichung als
Evolutionsgleichung zu formulieren und den zugehorigen linearen Evolutionsoperator, wel-
cher fiir Funktionen v : R — R definiert ist, einzufiihren

A=div(c()), (Eav)@) =vix+ct), (x0eR?x[0,00).

Inhomogene Advektionsgleichung. Fiir eine lineare Advektionsgleichung (mit Inhomoge-
nitét r : R? x [0,00) — R)

0ru(x, t) =div(culx, ) +r(x, 1,  (x,1)€eR?x(0,00),
u(x,0)=up(x),  xeR,

erhilt man mit Hilfe der linearen Variation-der-Konstanten Formel die Lésungsdarstellung

t
u(, 1) =5A(t)uo+f Ept—1)r(-,7)dr, t€[0,00),
0

t

u(x,t) = uo(x+ct)+f r(x+c(t—1),7)dr, (x, 1) eRY x [0,00).
0

Dies wird auch nochmals durch Differentiation bestdtigt (mit u6 = (Ox, U, --.,0x, up)T und
0x1 =0y, T...,0x,1) 1)

t
Oru(x,t)= c-u(')(x+ct)+f c-Oyr(x+c(t—1),1)dr+71(x, 1),
0

t
div(cu(x,0)) =c-uy(x+ct) +f c-0,r(x+c(t—1),7)dr.
0
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4.2 Lineare Diffusionsgleichungen

Diffusionsgleichung. In gewissen Situationen ist es moglich, eine Losungsdarstellung fiir
die homogene lineare Diffusionsgleichung

{ d:u(x,t)=Aulx, 1),  (x,1)€Qx(0,00),

u(x,O): uO(x)r XEﬁ!
anzugeben.

» Spektralverfahren. Falls das betrachtete Gebiet die spezielle Form
Q= (a1, ) x -+ x (ag, ba) <R

hat und periodische Randbedingungen vorgegeben sind, kann man mittels des Fourier-
Spektralverfahrens eine explizite Darstellung der Losung bestimmen; durch ungerade
bzw. gerade Fortsetzung lassen sich die Uberlegungen auch auf den Fall homogener
Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen iibertragen. Diese Losungsdarstellungen
werden insbesondere zur numerischen Approximation geniitzt, vgl. auch Implemen-
tierung von Spektralverfahren.

 Fundamentallosung. Zur Berechnung der Fundamentallssung auf Q = R verwendet
man die Fourier-Transformation.

In den angegebenen Spezialféllen niitzt man die Kenntnis von Eigenfunktionen des Laplace-
Operators (Eigenfunktion %,, : Q < R? — C und zugehoriger Eigenwert A, € R)

ABpy = Ay B, me.# .

Da die Elemente von (%) me.» durch Tensorprodukte gegeben sind (Produkt von Exponen-
tialfunktionen)

Bn(X) = Bimy...omp) X1revr Xa) = By (X1) -+ By (x2),  x€QCRY,

und die folgende Relation gilt (wegen A = 0%, +--- + 0% und Eigenrelation Ofcj PBm; = Am; By,)
/lmz/lml'i""'i'ﬂzmd, m€%,

reicht es aus, den eindimensionalen Fall genauer zu behandeln.

Losungsdarstellung mittels Fourier-Spektralverfahren. Es bezeichne Q = (a;,a2) < R ein
offenes beschrianktes Intervall (d.h. a;, a; € R mit a; < ay) und .# = Z die Indexmenge.
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@

(i)

(iii)

Fourier-Basisfunktionen. Betrachtet man den eindimensionalen Laplace-Operator
A =0y

und setzt zusétzlich periodische Randbedingungen voraus (komplexwertige Funktionen
f:Q — C zugelassen)

D(A) = {u eF2WNEQ): viay) = v(al)},
so ist offensichtlich, dal die Fourier-Basisfunktionen (%,,) mc.» (Bedingung %, € D(A)

erfiillt, zusétzliche Normierung || Z ;2 = 1)

2nim

= x—a
%m:Q—NC:x»—»\/ﬁe“Z‘“l( 1)7 mE///,

Eigenfunktionen bilden; die zugehoérigen Eigenwerte sind durch (beachte 1,, € R und

zudem A,, <0) -
A%m:/lmf%m; Am=— A m

(ar—a1)?’

me .« ,

gegeben.

Fourier-Spektraldarstellung. Da die Fourier-Basisfunktionen ein vollstindiges Ortho-
normalsystem im Hilbertraum (L2(Q), (-]) 72) bilden, ist fiir jede Funktion v € I2(Q)
die Darstellung (Fourier-Spektralkoeffizienten v,, € C, Konvergenz der Reihe in [2(Q),
Fourier-Reihendarstellung)

v="Y UmPBm, vm:(v|<@m)L2:f v(x) B(x)dx, me.#,
meH Q

giiltig; insbesondere erhilt man mittels Parseval’scher Identitit die Relation

2
lvlz= ) lvml®.
me.#

Lésungsdarstellung. Fiir die homogene lineare Diffusionsgleichung

Oru(x,t) =0xxu(x,t), (x,1) € Qx(0,00),
u(x,0) = up(x), xe€Q,

mit zusétzlichen periodischen Randbedingungen'

u(aly t) = u(“Zy t)y re [0)00)7

!Man beachte, dal im Zusammenhang mit dem klassischen Losungsbegriff die vorausgesetzen periodischen
Randbedingungen eingehen; man bendtigt in diesem Fall sogar Differenzierbarkeit der periodisch fortgesetzten
Funktion. Hinsichtlich Konvergenz im L?-Sinn ist es jedoch nicht notwendig, Periodizitit des Anfangswertes
und der Losung zu fordern.

66



erhédlt man mittels der Fourier-Spektraldarstellung der vorgegebenen Anfangsbedin-
gung die Losungsdarstellung

Ug = Z (u0|§é’m)L2 '%)m»
meH

ut,0=Y (uo|%Bm)e*" B,  tel0,00).
meA

(iv) Klassischer Losungsbegriff. Das Dirichlet-Kriterium? besagt, da die Fourier-Reihe ei-
ner periodischen und differenzierbaren Funktion punktweise gegen die Funktion kon-
vergiert. Unter diesen Voraussetzungen an die Anfangsbedingung ist somit die Schreib-
weise .

upx)= Y (uo|Bm) Bmx), xeQ,
meH
gerechtfertigt; mittels der angegebenen Losungsdarstellung iibertragt sich die Regula-
ritdt der Anfangsbedingung auf die Losung der Diffusionsgleichung.® Insgesamt fiihrt
dies somit auf eine Losung des Anfangswertproblemes fiir die Diffusionsgleichung im
klassischen Sinn

u(x, =Y. (uo|Bm)2e"" Bu(x),  (x,1)€Qx[0,00).
me.H

(v) Abschwiichung des Losungsbegriffes. Im Zusammenhang mit Fourierreihen ist nahelie-
gend, Wohldefiniertheit in L[2(Q) zu untersuchen. Fiir Anfangsbedingungen ug € I2(Q)
ist die angegebene Losungsdarstellung im Sinne des L?(Q) definiert und es gilt

ueL?*(Q) = u(,nel?Q), tel0,00).

2 Dirichlet-Kriterium (Punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe).

(i) Es bezeichne Q = (aj, a2) < R ein beschrianktes Intervall. Falls fiir eine Funktion f € LY Q) die einseitigen
Grenzwerte und Ableitungen in einem Punkt x € Q existieren

f@&)-fx) f@&) - flxy)
E—x E—x

so konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe in x gegen den Mittelwert der einseitigen Grenzwerte

Z (flgm)Lz Bm(x) = % (f(x—) +f(x+)).
me A

— 13 — 13 ! — 1 ! — 13
f(xf)—%_lg)lcf(f), f(m)—?{r}cf(f), f(xf)—}l/r'rjlc ) f(x+)—%1{rjlc )

Wenn die periodisch fortgesetze Funktion f: R — C diese Regularitdtsvoraussetzungen erfiillt, gilt die Aus-
sage auch in den Randpunkten x = a; bzw. x = a,.

(ii) In Situationen, wo die periodische Fortsetzung einer Funktion f € L!(Q) differenzierbar ist, gilt somit

f@=3 (flBm)p%nx, xeQ.
meH

3Wegen u(-, 1) € € (Q) fiir ug € L*(Q) gilt insbesondere u(-, 1) € €*°(Q) fiir ug € €' (Q), vgl. spiter.
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(vi)

Insbesondere folgt mittels Parseval’scher Identitdt die Abschdtzung

|ut, 0|2 <lluolz,  t€0,00),
denn (wegen A, = — (flz”_zz; < 0 und somit e’ < 1 fiir ¢ € [0,00) und m € .#)
luC,0l72= Y (0| Bm)2* e < Y |(uo|Bm)2|* = luol?,,  te[0,00);
meH me.#

man beachte, dald negative Werte ¢ < 0 jedoch im Allgemeinen nicht zuldssig sind, weil
in diesem Fall e*? — oo fiir m — +oo. AuRerdem gilt fiir (beliebig kleine) positive Zeiten
die Implikation

uel?Q) = ofu(,nel?Q), te(,00), keN,
und damit aufgrund des Sobolev’schen Einbettungssatzes H L) —€(Q) sogar
wel?’Q = ul,Hef>®Q), te(0,00),

was den starken Regularisierungseffekt der Diffusionsgleichung zeigt; aus der Losungs-

darstellung folgt ndmlich (Eigenrelation 0, %, = m Bm mit y,, = i% € iR, insbeson-

dere gilt A,, = u2,, Beschrinktheit der Funktion fi : (0,00) — R: z— e~ zF fiir Exponen-
ten k€ N)

oku(, 1= > (”0|%m)LzeAmta§%)m: > (u0|f%)M)L2eAmt”§z‘%)m’

meA me.H
e’lmtl,umlkka, te(0,00), me.#, keN,
|okuc, 02 < Cklluoll;z,  te(0,00), keN.

Spezialfall. Wéahlt man speziell a; = 0 sowie a, = 27 vereinfachen sich die angegebenen
Relationen

imx 2

,%’m(x):\/%e , Am=—m", x€[0,2n], meZ;

unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen erhélt man somit die Identitét

2n .
Up(&) elmMEO=m qe (1 e [0,271] x [0,00).
mezJ0

u(x,t) = % Z

Bemerkung. In der betrachteten Situation ergibt sich als Friedrich’sche Erweiterung des
Laplace-Operators der selbstadjungierte Operator (A dicht definiert und symmetrisch, weil
(Aviw) 2 = (V| Aw) 2 fiir v, w € D(A))

A:DAcX— X:v—Av, X=I*Q), DA =H*Q).
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Das Fourier-Spektralverfahren kann in diesem Fall verwendet werden, um den zugehdrigen
Evolutionsoperator &4(f) : X — X einzufiihren; aus den obigen Uberlegungen folgen insbe-
sondere die Relationen

|€a(®) uo < Clluollx, t€0,00),
| Ax Ea(®) uo]| i < Calluollx, t€(0,00), a€(0,00),

wobei gebrochene Potenzen A, = (—A)% : D(A,) € X — X mittels der Spektralzerlegung de-
finiert sind. Im Rahmen der Theorie selbstadjungierter Operatoren auf Hilbertriumen oder
sektorieller Operatoren auf Banachrdumen werden Erweiterungen dieses Zuganges unter-
sucht.

Losungsdarstellung mittels Fourier-Transformation.

i) Fourier—Tmnsformation.4 Fiir jede Funktion f € LY(R) ist die kontinuierliche Fourier-
Transformation, gegeben durch

(P = [ roends,  per,

wohldefiniert; falls auch .Z (f) € L' (R), so gilt auRerdem

f(x):(ﬁ‘l(ﬁz(f)))(x):JLZ_nfR(ﬁ(f))(p)eru, xeR.

Insgesamt fiihrt dies auf die Identitét
fo= ﬁf f f@e* 9 dédy,  xeR.
RJR

(ii) Losungsdarstellung. In Analogie zum Fall eines beschrinkten Gebietes (Angabe fiir den
Spezialfall Q = (0,27) cR)

2m .
uw =z 3 | (@) eI qE (1) € [0,271] x [0,00),

meZ

ergibt sich fiir die lineare Diffusionsgleichung auf dem gesamten Raum

{atu(x, =0 ulx 1, (x,0€eRx (0,00,

u(x,0) = up(x), XeR,

die Losungsdarstellung

u(x, 1) = 5= fR fR up(&) e O dedy,  (x,1) € Rx [0,00).

4Detailierte Informationen sind in den Unterlagen zur Fourier-Analysis angegeben.
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(iii) Voriiberlegungen. Die Exponentialfunktion exp : C — C: z — e? ist fiir jedes Element
z € C komplex differenzierbar, d.h. eine ganze Funktion. Der Cauchy’sche Integralsatz
besagt inbesondere, daB fiir jede ganze Funktion f : C — C das Integral iiber eine ge-
schlossene (stiickweise regulédre) Kurve y : [0, 1] — C verschwindet

1
ff(z) dz:fo fly@®)y'(®de=o.
Y

Mit Hilfe dieses Resultates folgert man, da der Wert des folgenden Integrals nicht von
¢ € R abhédngt und erhélt somit

f e_ZZdz:fe_x2 dx= .
Retic R

(iv) Vereinfachte Darstellung und Fundamentallosung. Die angegebene Losungsdarstellung
kann noch weiter vereinfacht werden (Vertauschen der Integrationsreihenfolge)

u(x,t) = %f[&fu& e eiu(X—f)—Nzt dédp
= Ruo(f)fﬂkei“(x_g)_“ztdudé, (x,1) €R x [0,00).

Quadratisches Ergdnzen

i(x=9 i? (x—f)z)

(v — _n2
ipx—& —plr=—t(p’ -2 pr a9y _ a9

=—t(p- 21 it

und die Integraltransformation

A=Vilu=tg), p= gl

fiihren auf (Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes, siehe oben)

. (x—§)? i(x-9)2
1| elp=9—p?t g3, = 1 o —tlp-
anlv%e d'u_2ne 4t Le ( 2t ) du

_ ey - Qi
= 2m/;e 4t _L_M e du
2Vt
2
= 27T1ﬁe_ (xME) ‘[Re_ﬁz du
| w9
= 2\/ﬁe 4t

Insgesamt fiihrt dies auf die bekannte Darstellung

u(x, t):%fuJRuo(é)ei”(x“”‘“ztdfdu

(x=&)?

— 1 T
_[I;u()(é)z_\/ﬁe 4t df; (x,t)ERX[0,00).
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Fiir theoretische Uberlegungen ist es manchmal zweckmiRig, nur den Beitrag

2

X
F(x,t)zz;\/ﬁe_ﬂ, (x,t)ERX[0,00),

welcher dem Ansatz ug = §y° entspricht, zu betrachten; man bezeichnet F als Funda-
mentallésung der Diffusionsgleichung. Die Losung der Diffusionsgleichung ergibt sich
dann als Faltung der Fundamentallésung und der Anfangsbedingung

u(, 1) =F(, 1) * up, t€[0,00),

u(x, t):fF(x—f, Duo@) dE, (%1 €Rx [0,00).
R

In Analogie zur Fourier-Spektralzerlegung fiihrt man den zugehorigen Evolutionsopera-
tors mittels der Fundamentallésung ein (wobei A = 0y)

u(') t):éaA(t) U():F(', t)* Up, re [O)OO)

SDefinition der Dirac’schen Delta-Distribution und gebréauchliche Schreibweise

8o(f) = fR £ 60 dé = £(0).

71



4.3 Lineare Schrodinger-Gleichungen

Freie Schrodinger-Gleichung. Die fiir die homogene lineare Diffusionsgleichung angege-
benen Losungsdarstellungen lassen sich direkt auf die freie Schrodinger-Gleichung

io;ulx, t) =Aulx, t), (x,1) € Qx(0,00),

iibertragen. Verwendet man beispielsweise die Fourier-Spektraldarstellung der vorgegebenen
Anfangsbedingung, so erhélt man

Up = Z (u0|=@m)L2 B,
meH

ut, 0=y (uo|Bm) e B,  tel0,00);
meH

im Gegensatz zur Diffusionsgleichung ist diese Darstellung auch fiir negative Zeiten wohlde-
finiert (Semi-Gruppe versus Gruppe). Ahnliche Uberlegungen wie zuvor zeigen die Erhaltung
der L?>-Norm (wegen le~1Amt| = 1 fiir t e R)

”u(') t)”iZ = Z |(u0|‘%m)L2|2 = ”uO”iZy re [O)OO)J
meH

und allgemeiner der Sobolev-Halbnormen fiir k e N
lokuc, o)72= X [(uo|Zm) 2|’ 1tml* = 105uol?,,  t€10,00).
meH
Bemerkung. Auf dhnlichen Uberlegungen basieren Losungsdarstellungen fiir lineare
Schrodinger-Gleichungen mit zusétzlichem Potentialterm:

* Harmonisches Potential, vgl. Hermite-Spektralverfahren.

e Symmetrisches harmonisches Potential plus Rotationsterm, vgl. Laguerre-Fourier—
Hermite-Spektralverfahren.
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4.4 Lineare Wellengleichungen

Wellengleichung. Mittels der bekannten Losungsdarstellung fiir die lineare Advektionsglei-
chung ist es moglich, eine Darstellung der Losung u : R x [0,00) — R: (x, f) — u(x, t) der linea-
ren Wellengleichung in einer Raumdimension (mit 0 # c € R)

{ Oru(x, 1) = C?0pyulx, 1),  (x,1)€Rx(0,00),

u(x,0) =up(x), 0y tZOu(x,t)=vo(x), x€eR,

anzugeben.

Losungsdarstellung.

(i) Erinnerung. Die Losung einer inhomogenen linearen Advektionsgleichung

{ O,u(x,t) =coulx,t) +r(x, 1, (x0eRx(0,00),

u(x,0) = up(x), x€eR,

ist durch die Darstellung mittels linearer Variation-der-Konstanten Formel
t
u(x,t) = up(x+ct) +f r(x+c(t-1),7)dr, (x,0) e R x[0,00),
0

gegeben.

(ii) Voriiberlegung. Unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen an v : Rx[0,00) — R zeigt
direktes Nachpriifen

(0: —c0x) (0r + cOx)v(x, 1) = 0(0rv(x, 1) + cOxv(x, 1)) — cOx(Br v (x, 1) + Dy (%, 1))
=041 0(x, 1) + €O V(X, 1) = COx V(X 1) — ¢* By U (X, 1)

=04 v(x, 1) = ¢* Oxv(x, 1)
die Giiltigkeit der Zerlegung

01— c*0yx = (0, —c0y) (07 + cOy).

(iii) Erster Integrationsschritt. Mittels der angegebenen Zerlegung des Differentialoperators
0 — ¢® 0y, und der Hilfsbezeichnung

Ux, t) =0u(x,t)+coyu(x,t), (x,1) eRx[0,00),
schreibt sich die Wellengleichung als homogene lineare Advektionsgleichung

0=0;ru(x, 1) = c*Oxyulx, ) = (0, — c0y) (0ru(x, ) + cOxu(x, ) =8,U(x, 1) — cO,U(x, 1),
0,U(x,t)=co, U(x,1),
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(iv)

)

deren Losung durch
Ulx,t)=U(x+ct,0), (x,1) €eRx [0,00),

gegeben ist; Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

U(x,0)=0; Ou(x, H+cocu(x,0)=vy(x)+ cu{)(x), x€eR,

und folglich erhdlt man die Darstellung

Ux,)=Ux+ct,0)=vo(x+ct)+cuy(x+ct), (x,0)€Rx[0,00).

Zweiter Integrationsschritt. Einsetzen dieser Losungsdarstellung in die definierende Re-
lation fiihrt auf eine inhomogene lineare Advektionsgleichung

Oru(x, 1) +coxu(x, ) =U(x, ) = vo(x+ct) +cuy(x+ct),
Ocu(x, 1) = —coxulx, ) +cuy(x+ct)+vo(x+ct),

mit bekannter Losungsdarstellung

t

u(x, t) = uo(x—ct)+f r(x—c(t-1),7)dr
0

:uo(x—ct)+f

0

:uo(x—ct)+cf

0

t
(cué(x—c(t—r)+cr)+ vo(x—c(t—r)+cr)) dr

t t

Uy(x—ct+2ct) dr+f vo(x—ct+2c1)dr;
0

direkte Integration und die Substitution{ = x—ct+2ct bzw. T = i (¢ —x+ct) ergeben
schlieRlich

xX+ct

u(x,t):uo(x—ct)+%uo(x—ct+201)‘[_0+i vo(é) dé
X+ct et
:%(uo(x+ct)+u0(x—ct))+i‘[ vo(&) dé.
xX—ct

Losungsdarstellung. Insgesamt zeigt dies die bekannte Losungsdarstellung fiir die ein-
dimensionale Wellengleichung (Nachpriifen durch Differentiation)

xX+ct

u(x, ) = 5 (up(x+ct) + ug(x—c) + i[ (@) dé,  (x,H) eRx[0,00).

x—ct
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4.5 Burgers-Gleichung

Methode der Charakteristiken. In speziellen Situationen ermdglicht die Methode der Cha-
rakteristiken es, eine Darstellung der Lésung u : R4 x [0, T] — R einer nichtlinearen Erhal-
tungsgleichung

0rulx, ) =0y f(ulx,0) = f'(ulx, 1)) dxulx,t),  (x,) R x(0,T),
u(x,0) = up(x),

zu bestimmen. Man ersetzt dazu die Ortsvariable durch eine zeitabhdngige Funktion (Bildbe-
reich von ¢ ergibt Kurve im rdumlichen Bereich, mit xp € R)

£:00, T — R 1— &), E0)=x,
und fordert, dall die durch die Losungswerte definierte Funktion
v:[0, T — R : t— v(t) = u(é(1), t)
konstant ist, d.h. es gelte (Kurve verbindet idente Funktionswerte der Lésung)
V'(1)=0, u(é),t)=v()=v(0)=ulx,0) = uy(xo), tel0,T].

Mittels Differentiation und Einsetzen der partiellen Differentialgleichung ergibt sich die Be-
dingung (wiederum 0, = 0, etc.)

0=v'() = &'()0u(E(®), 1) +9,u(E(®, 1) = (&' @ + £ (u(e®), 1)) 0xu(E®), ),
&0 = f(u(E,1) =~ f(uox)).

Insgesamt erhilt man also folgendes Anfangswertproblem fiir ein System gewdthnlicher Dif-
ferentialgleichungen

& =-f'(uo(xp)), te©,1),
£(0) = xo,

mit bekannter Losung
§)=xo~ f'(uo(x0)) £,  tel0,T1,

und damit die Losungsdarstellung

u(xo — f'(uo(x0) 1, t) =u(&@),t) = v(H) = v(0) = u(xo,0) = up(xp),  tel0,TI.

Advektionsgleichung. Im Fall der linearen Advektionsgleichung ist f(v) = cv bzw. f'(v) =¢
mit ¢ € R%; somit ergibt sich die zuvor angegebene Losungsdarstellung sofort aus (x = xo— c t
bzw. xg=x— ct)

flwv=c: u(xg—ct,t) =up(xp), ulx,t)=up(x+ct), te[0,00).
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1

Burgers-Gleichung. Setzt man speziell f(v) = 5 v2 bzw. f'(v) = v ergibt sich die Burgers-

Gleichung fiir u: R x [0, T] = R: (x, ) — u(x, t)

al’u(-x) t) = u(x) t)axu(xy t)) (xy t) eRx (0) T))
u(x,0) = up(x),

mit der typischen Ausbildung von Stowellen (shock), auch fiir reguldre Anfangswerte. Die
Methode der Charakteristiken fiihrt in diesem Fall auf die Relation

ffw=v:  u(xo— uoplxo) t,t) = up(xo), tel0,T];

geeignetes Umformen ergibt die implizite Losungsdarstellung (ersetze x = xo — uy(xp) ¢t bzw.
Xo = X+ up(xp) t, aus u(x, t) = ug(xp) folgt u(x, t) = up(xo) = up(x+ up(xp) t) = up(x + u(x, 1) 1))

ffw=v: ulx,t=uy(x+ulxnt), tel0,T].

Bemerkung. Die fiir die homogene lineare Diffusionsgleichung und die freie Schrodinger-
Gleichung angegebenen Losungsdarstellungen lassen sich direkt auf die Wellengleichung in
mehreren Raumdimensionen

d,ulx, t) =Aulx, ), (x,1)eQx (0,00 cR%xR,

tibertragen.
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Teil I11

Parabolische Probleme und
Schrodinger-Gleichungen
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Kapitel 1

Parabolische Gleichungen
(Diffusionsprozesse)

Inhalt. Mathematische Modelle zur Beschreibung von Diffusionsprozessen und
Brownschen Bewegungen! haben vielfiltige Anwendungen. Diffusions-Advektions-
Reaktions-Gleichungen? treten beispielsweise bei der Modellierung von

Wirmeleitungsprozessen,

Populationen,

Musterbildungsprozessen und

Finanzmirkten3

Die Bewegung von Teilchen (wie etwa Pollen) in Fliissigkeiten oder Gasen mit einer von der Temperatur ab-
hingigen Intensitidt wird als Brown'sche Molekularbewegung bezeichnet; sie wurde vom Botaniker Robert Brown
beobachtet.

2In vielen Fallen modelliert eine Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichung die Konzentration von Teilchen
in einem umgebenden Fluid (Gas oder Fliissigkeit); die Teilchen diffundieren und werden durch die Bewe-
gung des Fluids transportiert, zusétzlich treten chemische Reaktionen auf. Im Folgenden wird nicht ndher zwi-
schen den Begriffen Drift, Advektion und Transport unterschieden. Die Bezeichnung Diffusions-Advektions-
Reaktions-Gleichungen ist insbesondere im Zusammenhang mit parabolischen Differentialgleichungen, de-
ren Hauptteil durch einen elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung definiert ist, {iblich; typischerwei-
se umfallt die Differentialgleichung einen linearen Diffusions- und Advektionsterm sowie einen zusitzlichen
nichtlinearen Reaktionsterm

Ocu(x, 1) =V-(DX)Vulx, 1))+ V- (c(x) ulx, ) + f(ulx, 0);

allgemeiner konnen die auftretenden Koeffizienten auch von der Lésung abhédngen.
3Bei geeigneter Transformation hat das Black-Scholes-Modell zur Beschreibung von Optionspreisen

Oru(x,t)+cy x0cu(x, t)+ c% x? Oxxt(x, 1) =cu(x,t)

die Form einer linearen Diffusionsgleichung.
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auf. Zunichst werden diskrete zuféllige Sprungprozesse (Random Walks) zur Herleitung von
Diffusions-Advektions-Gleichungen und allgemeiner Fokker-Planck-Gleichungen betrach-
tet. Ein alternativer Zugang basiert auf kontinuierlichen Modellen, welche aus dem Prinzip
der Energieerhaltung (erster Hauptsatz der Thermodynamik) und zusitzlichen Materialge-
setzen folgen. Abschlieend werden grundlegende Eigenschaften von Diffusions-Advektions-
Reaktions-Gleichungen angegeben und insbesondere deren asymptotisches Verhalten unter-
sucht.

Notationen. Im Folgenden wird do als Symbol fiir Oberflichenintegrale verwendet, wobei v
die zugehorige dullere Einheitsnormale bezeichnet.
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1.1 Zufillige Sprungprozesse (Random Walks)

Sprungprozesse und zugehorige Diffusions-Advektions-Gleichungen. Als erstes werden
zuféllige Sprungprozesse, welche auf lineare Diffusions-Advektions-Gleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten fiihren, untersucht.

(i) Random walks. Im Folgenden wird ein spezieller zufélliger Sprungprozess in der Ebene
als diskreter stochastischer Prozess modelliert. Dazu wird ein Gitter der Form

G=(E2)xMmZ)cRxR

betrachtet; die Wahl der positiven reellen Zahlen ¢,n € Ry bestimmt die Gitterweite.
Weiters wird vorausgesetzt, dall das Zeitinkrement 7 > 0 so klein gewdhlt ist, dall in je-
dem Zeitintervall [z, £ + 7] mit ¢ € [0,00) nur die umgebenden Gitterpunkte in Richtung
der Koordinatenachsen erreicht werden konnen; genauer, es wird angenommen, daf3
sich, ausgehend von einem Gitterpunkt (x, y) € G, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Er-
eignisse Sprung nach rechts, Sprung nach links, Sprung nach oben, Sprung nach unten,
kein Sprung zu Eins summieren. Aus der grundlegenden Annahme, dal$ der Sprungpro-
zel3 die Markov-Eigenschaft hat, folgt, dall Zustinde im Zeitraum [0, #) keinen Einflul§
auf den Zustand zum Zeitpunkt ¢ + 7 haben. Eine wesentliche Vereinfachung des Model-
les ergibt sich aus der zusitzlichen Annahme, daf§ die Wahrscheinlichkeiten fiir Spriinge
nicht von aktuellen Zustdnden im Zeitintervall [¢, f + T) abhdngen; zundchst wird auller-
dem der EinfluB des aktuellen Gitterpunktes auler Acht gelassen.

(ii) Grundlegende Relation fiir diskrete Wahrscheinlichkeiten. Die obigen Annahmen fiihren
auf folgende Wahrscheinlichkeiten fiir Spriinge, wobei

a,B,y,0€[0,1], a+pf+y+d=<1,
gelte.

(i) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Sprung nach rechts
Sprungvon (x,y) nach (x+¢&,y):  P((x,y,0)— (x+&y,t+17)) =a.
(i) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Sprung nach links
Sprungvon (x,y) nach (x—=¢,y):  P((x,y,0) — (x=&y,t+1)) = .
(iii) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Sprung nach oben
Sprung von (x, y) nach (x,y+mn): P((x, »)—xy+n,t+ T)) =Y.
(iv) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Sprung nach unten

Sprung von (x, y) nach (x,y—n): P((x,y,0) = (x,y—-n,t+1)) =6.
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(iii)

(v) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Kein Sprung
Verbleiben in (x, y) : P((x, »)—(xyt+ T)) =l-a-p-y-6.

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Aufenthalt im Gitterpunkt (x, y) € G zum Zeit-
punkt t + 7, welche mit

p(x,y,t+1) = P(Aufenthalt in (x, y) € G zum Zeitpunkt ¢ + 7)
bezeichnet wird, erhilt man somit die folgende Relation*
px,yt+1)=ap(x-&y,0+Bpx+6,y,0+ypx,y—n,0+06px,y+n,1)
+(1-a-B-y-6)pxy1.

Voriiberlegungen. Der Grenziibergang (¢,n,7) — (0,0,0), entspricht dem Ubergang von
einem ebenen Gitter und diskreten Zeitpunkten auf die kontinuierlichen Bereiche

G~R?,  (n1)5y~ [0,00),

sowie dem Ubergang von einer Relation fiir die diskrete Wahrscheinlichkeit p auf eine
Relation fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte. Taylorreihenentwicklungen
zweiter Ordnung (wiederum mit Bezeichnungen 9, = 9, etc.)
p(x+ 6))’) t) = p(x) yr t) +€axp(x» J/, t) + %fzaxxp(xd/, t) + ﬁ({?)) )
p(x_é-)y) t) = p(x;_)/» t) - faxp(x;y, t) + %fzaxxp(x»y; t) + ﬁ(ég))
p,y+n,0=pxy,0+nd,p(x,y,0+30°0,,px, 3,0+ 0(n°),
px,y—n,0=px,y,0-1n0,pXx,y,0+310°0,pxy,0+0(n°),

und die Linearisierung

plx,y,t+1)=plx, 3,0 +710,p(x,, 0 + O(7%)
fithren auf die Relationen
px,ypt+n)=apx-&y0+Ppx+&Ey,)+yplx,y—-n0+0plx,y+n,t)
+(1-a=-p-y-06)plx,y1),
px,y,0)+10:px,y, ) =ap(x,yt)— alopx,yt) +%a€26xxp(x,y, 3]

+Bp, Y, 1)+ BEOP(x, ), 1)+ 3 BEXOxxp(x, Y, 1)

+Y P, Y, 0) = yN0yp(x,y, )+ 5 Y0 0yyp(x, y, 1)

+opx,y, 1) +6ndyp(x,y, 1) + %5n26yyp(x,y, 3)
+(l-—a-B-y-08)px,y,+0()+0n®)+0(r%),

2 2
atp(x)yy t) = (a+2€)£ axxp(xyy, t) + (Y+26T)n a

J’J’p(x’ »i)
+ waxp(% ¥+ ((S_Tyméyp(x, 1)

+0(£)+0(L)+ 0.

#Vorsicht! Fehler im Skriptum
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(iv)

)

(vi)

Grenziibergang. Wesentlich fiir einen wohldefinierten Grenziibergang ist, dall die fol-
genden Grenzwerte fiir ({,n,7) — (0,0, 0) existieren

6-7)n
T

(y+96) 1]2
2T

(a+p) &

(B-a)é
27 T

édXEREO’

_’dyEREO, _>CX€R,

—Cy€ R,
und insbesondere die Restterme vernachldssigt werden kénnen

3 3
£ —~o0, T-o.

Unter diesen Annahmen erhélt man eine lineare Diffusions-Advektions-Gleichung mit
konstanten Koeffizienten fiir eine Funktion u : R? x [0,00) — R (Diffusionsterm mit
dy,dy, = 0, Driftterm mit ¢y, ¢, € R)

01u(x,y, 1) = dy 0xxu(x, y, 1) +dy0yyu(x, y, 1) + cx Oxu(x, y, 1) + ¢y 0y u(x, y, 1).

Erweiterung auf beliebige Raumdimensionen. Die bisherigen Uberlegungen lassen sich
direkt auf beliebige Raumdimensionen erweitern; die Einfiihrung des Vektors ¢ € R und
der Diagonalmatrix (Diffusionstensor)

D
D= e R4
Dga
ermoglicht eine kompakten Formulierung einer linearen Diffusions-Advektions-
Gleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u: R x [0,00) — R: (x, £) — u(x, t)
Oru(x, ) =V-(DVulx, 1) +cu(x, 1),
axl Dll oxl u(x! t) axl Cl u(xy t)
oulx,t)=1 : |- : +] :

ax Ddd axd u(x) t) ax Cd u(x’ t)

d d

Homogene lineare Diffusionsgleichungen. Falls Spriinge nach recht und links bzw. oben
und unten gleich wahrscheinlich sind

a=p, Y=9,

fallen die Beitrdge erster Ordnung weg (cx = 0 = ¢y), und die partielle Differentialglei-
chung vereinfacht sich zu

0tu(x,y,t) = dy0xxu(x,y, 1) +dy0yyu(x, y, t).

Im Fall beliebiger Raumdimensionen fiihrt dies bei geeigneter Skalierung auf die homo-
gene lineare Diffusionsgleichung (Warmeleitungsgleichung) fiir u: R x [0,00) — R

Oru(x,t) =Au(x,t).
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(vii) Homogene lineare Advektionsgleichungen (Transportgleichungen). In Situationen, wo
der Diffusionsterm in Relation zum Driftterm vernachldssigt werden kann, vereinfacht
sich die partielle Differentialgleichung zu einer homogenen linearen Advektionsglei-
chung (Transportgleichung) fiir u: R4 x [0,00) — R

Oru(x,t)=c-Vu(x,t).

Eine alternative Herleitung der Transportgleichung mittels eines kontinuierlichen Mo-
delles ist unten angegeben.

Lineare Diffusions-Advektions- und Fokker-Planck-Gleichungen. Im allgemeineren Fall,
wo die Sprungwahrscheinlichkeiten von den Gitterpunkten abh@ngen, und somit die entspre-
chenden Grenzwerte ortsabhingig sind, fiihren die obigen Uberlegungen auf eine lineare par-
tielle Differentialgleichung mit ortsabhéngigen Koeffizienten. In Hinblick auf eine kompakte
Angabe von linearen Diffusions-Advektions-Gleichungen ist es zweckmdQig, in Analogie zu
vorhin, die folgende Formulierung mit Diffusionstensor D : R — R4*? und ¢ : R — R? zu
betrachten®
Oru(x,t) =V (D) Vulx, 1) + c(x) u(x, 1)),

wobei u : R4 x [0,00) — R; neben einem Diffusions- und Driftterm tritt zusitzlich der Beitrag
bu mit b = V- ¢ auf. Im Zusammenhang mit der Evolution einer Wahrscheinlichkeitsdichte
bezeichnet man eine lineare partielle Differentialgleichung dieser Form, definiert durch einen
elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung, als Fokker—Planck-Gleichung.

Diffusionstensor. Um die algemeine Form einer Diffusions-Advektions-Gleichung, inbe-
sondere das Auftreten gemischter Ableitungen beim fiihrenden Term

V- (D(x) Vu(x, 1))

zu illustrieren, wird eine naheliegende Verallgemeinerung des zufélligen Sprungprozesses in
der Ebene betrachtet.

(i) Voriiberlegung. Im Spezialfall von zwei Raumdimensionen fiihrt die rechte Seite der par-
tiellen Differentialgleichung

0ru(x, 1) =V-(D(x) Vulx, 1) + c(x) u(x, 1)

>Die Wahl D = 0 schlieRt den Spezialfall einer Transportgleichung ein, im Gegensatz zu der im Skriptum ge-
wéhlten Formulierung
Oru(x, 1) =V- (D) Vulx, t) + D(x) c(x) ulx, 1)),

wobei zusitzlich die Existenz einer Potentialfunktion V : R¢ — R mit ¢ = VV verwendet wird.
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auf einen Differentialoperator zweiter Ordnung (zur Vereinfachung werden die Argu-
mente nicht angegeben)

ax . DH D12 axu + CxlU

ay D21 D22 ayu cyu
_ 0y ) D116Xu+D120yu + 0y ) CxU
:dx(D110Xu+D126yu)+6y(D216xu+D226yu)+0x(cxu)+0y(cyu)
:Duaxxu+(D12+D21)6xyu+D226yyu

+ (OxDu + ayD21 + Cx) axu+ (axDlz + ayDgg + Cy) dyu
+(0xCx +0ycy) u.

(ii) Sprungprozesse und zugehorige Diffusions-Advektions-Gleichungen. Im Folgenden wird
ein zufélliger Sprungprozel? in der Ebene betrachtet, bei welchem Spriinge in alle Him-
melsrichtungen als Ereignisse zugelassen sind. Mit den entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten

Q0st) XWest> ANord» XSiid» XNord-Ost> ASiid-Ost» XNord-West» Xsiid-West € [0, 1],

Q@ = @Qst + Awest + ANord t Asiid T+ ANord-Ost T Xsiid-0Ost T XNord-West + Asiid-West = 1,

ergibt sich die folgende Relation

p(x,y, t+7) = aost P(X = ¢, ), 1) + Qwest P(X + &, 1, 1)
+ANord P(X, Y =&, 1) + asid P(X, y + ¢, 1)
+ ANord-0st P(Xx =&,y =&, 1) + Asiid-0st P(X =&, y + ¢, 1)
+ @Nord-West p(x + 5»y - 5, 1) + Asiid-West P(x + é’ y+ 6’ 1)
+1-a)plx,y1);

zur Vereinfachung wird (ohne wesentliche Einschrdnkung) n = ¢ gesetzt. Taylorreihen-
entwicklungen wie

plx,y, t+1) = p(x, 3,0 +10,p(x, 3, 1) + O(7%)
px+&y, 0 =px,y, 0 £E0:px, ), 1)+ 10, plx, 3,0+ O(E%),
plo,y+&0=plx,y ) +E0,plx,y, 0 +1E20,,p(x,y,0+0(n),
px£¢6,y+&,0)=plx,y, ) £50xp(x, 3, 1) £50,p(x, y, )
+ 280, p(6, 1, ) +E2 0,y p(x, 1, )+ 3 E20,,p(x,y,0) + O(&7),
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(iii)

(iv)

fithren somit auf
(@ost+ A West + INord-Ost + Xsiid-Ost + ANord-West T Xsiid-West) 52

alp(x)y) t): 27 axxp(X,y; t)

2
+ (@Nord-Ost + Asiid-West — ¥Siid-Ost —XNord-West) § ]

= xyP (X, 3, 1)

2
+ (@Nord + siid + ¥Nord-Ost + ¥Sid-Ost + ¥Nord-West T XSiid-West) &

5 0yyp(x, ), 1)

+ (@West + &Nord-West T Asiid-West — X0Ost — Nord-Ost ~ ¥Siid-Ost) §

T axp(x,y, t)

+ (@siid + Usiid-0st + Xsiid-West — ¥Nord — ENord-Ost ~ ¥Nord-West) §

- Oyp(x,y,1t)

o)+ 0(%).
Unter der Annahme, daf$ fiir (z,&) — (0,0) inbesondere die Grenzwerte

2
(@0st+ Awest T ANord-Ost + ¥siid-0st + #Nord-West + XSiid-West)§ D 1
2T ’

(@Nord-0st + @siid-West — ¥Siid-Ost — Nord-West) &
= — D12+ D,

2
(@Nord + siid + ¥Nord-Ost + ¥siid-Ost T ENord-West T Xsiid-West)$
2T

— Doz,
existieren, erhdlt man somit die folgenden Beitrdge
D1y 0xxu + (D12 + Do) Oxyu + Doy ayyu;

dies zeigt, dal beim Miteinbeziehen von zufilligen Spriingen in Diagonalrichtung zu-
sdtzlich gemischte Ableitungen zweiter Ordnung auftreten. Fiir eine kompakte Angabe
des Diffusionsterms ist deshalb die Einfithrung des Diffusionstensors zweckmaRig

V- (DVu) =D110xxu+ (D12 + D) Oxyti+ Doy 0yt

Diffusionstensor und Diagonalisierung. Interessiert man sich speziell fiir das Losungs-
verhalten einer Diffusionsgleichung der Form

0:u(x,t)=V-(DVu(x, 1),

ist die Bestimmung der Eigenwerte des Diffusionstensors und zugehoriger Eigenvekto-
ren hilfreich; mittels einer geeigneten Transformation der Raumvariablen kann man die
partielle Differentialgleichung dann in der einfacheren Form

ov(E, ) =Av(, 1)
darstellen.

Erweiterung auf variable Koeffizienten. Falls die Wahrscheinlichkeiten von den Gitter-
punkten abhéngen, gelten dhnliche Uberlegungen.®

®Detailierte Rechnungen werden im Rahmen des Proseminares durchgefiihrt.
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Herleitung der homogenen linearen Transportgleichung. Im Folgenden wird die Trans-
portgleichung aus dem Prinzip der Erhaltung der Masse hergeleitet. Beschreibt die Funktion
u:R% x [0,00) — R die Konzentration von Teilchen (beispielsweise Pollen) in einem umge-
benden Fluid (beispielsweise Luft), dessen Bewegung (beispielsweise aufgrund des Windes)
durch ¢ € R? gegeben ist, so gilt die Relation (gesamte in einem Gebiet Q € R? befindliche
Stoffmenge bleibt fiir alle Zeiten erhalten, Integraltransformation { = x — ¢t bzw. x =¢ + ¢71)

fu(x,t)dx:f u(x,t+r)dx:f u(x+crt, t+71)dx.
Q {x+cT:xeQ)} Q

Unter geeigneten Regularitdtsannahmen fiihrt Differentiation beziiglich des Zeitinkrementes
7 > 0 auf (mit Bezeichnungen 0, =V =0, und 9; = 9,)

0:% u(x+ct,t+71)dx
Q
:f@,u(x+cr,t+r) dx
Q

:f c-Vulx+ct,t+1)+0;ulx+ct,t+71)dx;
Q

da das Gebiet Q € R? beliebig gewihlt werden kann, folgt daraus die homogene lineare Trans-
portgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u : R x [0,00) — R (ersetze x + cT < x und
I+17<1)

oru(x,t)=—c-Vu(x,t).

LaRt man allgemeiner eine orts- und zeitabhidngige Funktion c: R4 x [0,00) — R? zu, erhalt
man eine Transportgleichung der Form

oru(x,t)=—c(x,t)-Vu(x, t).
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1.2 Grundprinzipien der Thermodynamik

Thermodynamik und Kinetische Theorie. Historisch wurde die empirische Theorie der
Thermodynamik (Wéarmelehre) durch die Kinetische Theorie der Warme, welche thermody-
namische Phdnomene durch wenige Grundannahmen erklért, abgel6st. Im Speziellen wer-
den im Rahmen der Kinetischen Gastheorie die beobachteten makroskopischen Eigenschaf-
ten eines Gases durch mikroskopische Bewegungen der Gasteilchen (Molekiile bzw. Atome)
und deren Wechselwirkungen begriindet.

Wirme, Kinetische Energie, Temperatur. Unter Warme versteht man eine ungeordnete Be-
wegung von Teilchen; die damit verbundene Bewegungsenergie (kinetische Energie) bezeich-
net man als thermische Energie oder Warmeenergie. Die Temperatur gibt an, in welcher Rich-
tung Warmeenergie flie8t. Zwei Systeme unterschiedlicher Temperaturen gleichen die Tem-
peraturdifferenz durch Warmeaustausch aus bis sich beide Systeme in einem thermischen
Gleichgewicht befinden; dabei wird thermische Energie vom System hoherer Temperatur an
das System geringerer Temperatur abgegeben.

Ideale Gase. Das idealisierte Modell eines Gases basiert auf der Annahme, dal$ ein Gas aus
einer groen Anzahl von identischen Teilchen, welche als Massenpunkte angesehen werden
konnen, besteht und die Newton’schen Bewegungsgleichungen giiltig sind; wesentliche Gro-
Ben bei der Beschreibung eines einzelnen Teilchens sind somit Masse, Position, Impuls und
Energie. AuBerdem geht man davon aus, dal§ Gravitationseffekte vernachldssigt werden kon-
nen, und aufgrund der Impulserhaltung, St6e der Gasteilchen untereinander nicht mitein-
bezogen werden miissen.

Temperatur eines idealen Gases. Betrachtet wird ein ideales Gas in einem Behélter mit Vo-
lumen V [m3]; tiber elastische StéRe der Gasteilchen wird ein Druck’ p kg m~! s72] auf die
Wand des Behilters ausgeiibt. Besitzen die Gasteilchen die Masse m [kg] und die (gemittelte)
Geschwindigkeit v [ms™!], so ist die (gemittelte) kinetische Energie E [J = kgm? s~?] durch

E= % muv?
gegeben; andererseits gilt bei drei Freiheitsgraden® der Bewegung die folgende Relation fiir
die Temperatur T [K]

E=3kT,

wobei k = 1.38-10723 [J K™!] die Boltzmann-Konstante bezeichnet. Die Zustandsgleichung
eines idealen Gases stellt einen Zusammenhang zwischen dem Gasdruck p, dem Volumen V,
der Anzahl N der Gasteilchen, und der Temperatur T her

pV=kNT;

"Druck (Kraft pro Fliche) p = £ [P=Nm™], [N=kgms™].
8Translation, Rotation, Schwingung
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BN
T

dies fiihrt auf folgende Relation fiir die Temperatur eines idealen Gases (wegen % =kT
mit E = 3 mv?)

2

kT=zmv".

1
3

Innere Energie und Enthalpie. Die in einem physikalischen System enthaltene Energie be-
zeichnet man als thermodynamische Energie (innere Energie); man zdhlt dazu die Bewe-
gungsenergie der Teilchen des betrachteten Systems, die Energie der chemischen Bindungen
der Teilchen und &hnliche Effekte. Die Enthalpie H setzt sich aus der thermischen Energie U
und der Volumenarbeit (auch Volumenédnderungsarbeit, d.h. jene Arbeit die zu leisten ist, um
ein Volumen zu erreichen) W zusammen

H=U+W, W=pV.

Erster Hauptsatz der Thermodynamik. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik zum
Grundprinzip der Energieerhaltung besagt, da@3 sich die thermische Energie U eines Systems
nur durch den Transport von Energie in Form von Wirme Q tiber die Grenzen des Systems
oder Arbeit W dndert

AU =AQ+AW.

Entropie und zweiter Hauptsatz der Thermodynamik. Die Entropie S als Mal fiir Unord-
nung ist durch den Quotienten von iibertragener Warme und Temperatur definiert. Der zwei-
te Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dal§ bei einem reversiblen Prozess AS = 0 und bei
einem irreversiblen Prozess AS > 0 gilt.
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1.3 Kontinuierliche Modelle (Thermodynamik)

Energieerhaltung. Der erste Schritt bei der Herleitung von Diffusions-Advektions-
Reaktions-Gleichungen ist es, eine partielle Differentialgleichung anzugeben, die den Ener-
gietransport in einem Gas beschreibt. Dazu wird, wie immer unter geeigneten Regularitéts-
voraussetzungen, ein beschrianktes Gebiet Q c R® und eine der Energie entsprechende Funk-
tion (Dichtefunktion) p : Q x [0,00) — Rx( betrachtet

o(x,t) dx, QocQ, te[0,00).
Qo
Mittels des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik zum Grundprinzip der Energieerhaltung
folgert man, daB die zeitliche Anderung der Energie gleich der zugefiihrten Wirmemenge
durch den WarmefluR tiber den Rand des betrachteten Teilbereiches Q, gegeben durch eine
Funktion g : Q x [0,00) — R3, und zusitzliche Wirmequellen, gegeben durch eine Funktion
f:Qx[0,00) — R, ist

%f o(x, 1) dx = qx,0)-v(x)do+ | f(x, 1) dx.
Qo 0Qp Qo

Die Anwendung des Satzes von GauR?® ergibt die Identitét

fatp(x,t)dx:f divq(x,t)dx+f f(x, 1) dx;
Qo Qo Qo

da das Teilgebiet Qg beliebig gewdhlt werden kann, folgt daraus die folgende Relation fiir die
unbekannten Funktionen p : Q x [0,00) — R und g : Q x [0,00) — R3 in Abhéngigkeit von der
vorgegebenen Funktion f: Q x [0,00) — R

0ro(x,t)=divg(x,t) + f(x,1).

9Unter geeigneten Voraussetzungen an den betrachteten Integrationsbereich Q ¢ R? und den Integranden
F:QcR? - R4 gibt der Satz von Gaul§ (auch Satz von Gau8-Green, vgl. Satz von Stokes) einen Zusammenhang
zwischen dem Volums- und Oberfldchen-Integral an

fdivF(x)dxzf F(x)-v(x)do;
Q 0Q

dabei bezeichnet v : 8Q — R? die duRere Einheitsnormale. Im Speziallfall eines quaderformigen Gebietes ent-
spricht der Satz von Gauff dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; beispielsweise erhélt man im
zweidimensionalen Fall die Relation

bx by by bx bx by
f f (6xF(x,y)+6yF(x,y))dydxzf (/ axF(x,y)dx)dy+f (f OyF(x,y)dy)dx
ay Jay ay ay ay ay
by by
=f (F(by,y)—Flay,y)) dy+[ (F(x,by) - F(x,ay)) dx
a

y Ax

=f F(x,y)-v(x,y)do.
0Q
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Materialgesetze. Um die gesuchten Funktionen p : Q x [0,00) — Rund g: Q x [0,00) — R3 in
Abhingigkeit von der vorgegebenen Funktion f: Q x [0,00) — R zu bestimmen, sind zusatzli-
che Materialgesetze (constitutive laws) erforderlich.

¢ In vielen Fillen ist es sinnvoll, eine Relation der Form
o(x, 1) = c(x, ulx, 1)) u(x, 1)

anzunehmen, die einen Zusammenhang mit einer der Temperatur entsprechenden
Funktion u: Q x [0,00) € R® x R — R herstellt; die Funktion ¢ : Q x R — R spiegelt dabei
insbesondere die spezifische Warmekapazitdt und die Dichte des Gases (bzw. Materials)
wieder. Bei der Modellierung von Mischungen mehrerer Materialien mit unterschied-
lichen Warmekapazitdten und Dichten ist ¢ ortsabhéngig; bei Materialien, deren Wér-
mekapazitdten und Dichten von der Temperatur wesentich beeinflufdt sind, ist auch die
Temperaturabhédngigkeit zu beachten.

« Entsprechend dem Fouriersches Gesetz der Warmeleitung'? gilt die Relation
q(x, 1) =d(x,ulx,1),Vu(x, 1) Vu(x, t)

mit einer Funktion d : Q x R x R®> — R, welche insbesondere den Wirmeleitungskoeffi-
zienten wiedergibt; dieser Zusammenhang zwischen Warmeflu und Temperatur be-
sagt, dal Warme zum Ausgleich von Temperaturdifferenzen in Richtung des stirksten
Temperaturgefilles, d.h. des Gradienten der Temperatur, flie3t. Werden anisotrope Ma-
terialien modelliert, deren Eigenschaften richtungsabhéngig sind, 148t man zudem eine
Matrix-wertige Funktion D : Q x R x R® — R3*3 zu

q(x,t) = D(x, u(x, 1), Vu(x, 1)) Vu(x, 1).

Wirmeleitungsgleichung. Insgesamt fithren die obigen Uberlegungen auf eine nichtlineare
partielle Differentialgleichung fiir u : Q x [0,00) © R3 x R — R mit gegebener Inhomogenitit
f:Qx[0,00) =R

01 c(x, utx, 0) utx, ) = div(D(x, ulx, 0, Vulx, 0) Viulx, ) + F(x, 1)

Im Spezialfall ¢, D € R und bei geeigneter Skalierung vereinfacht sich die partielle Differenti-
algleichung zu einer inhomogenen linearen Diffusionsgleichung der Form

Oru(x,t) =Au(x, t)+ f(x,1).

10ygl. auch Fick'sches Gesetz und Ohm’sches Gesetz.
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Randbedingungen. Fiir eine partielle Differentialgleichung ist die Vorgabe von gewissen
Randbedingungen und einer Anfangsbedingung wesentlich. Im Zusammenhang mit Warme-
leitungsprozessen wird oft angenommen, dall WarmefluB iiber den Rand des betrachteten
Gebietes 02 stattfindet und aullerhalb eine gewisse Umgebungstemperatur u, vorliegt. Man
geht dabei von der Vorstellung aus, dall Warmeiibertragung mit der Umgebung durch Stré-
mung stattfindet, d.h. Warme wird durch Uberstromen der Oberfliche 0Q und den dann er-
folgenden Temperaturausgleich tibertragen

q(x, 1) -v(x) = = ¢(x, ulx, ) (ulx, ) —u. (x, 1)),  (x,0)€Qx[0,T].

der auftretende Warmeitiergangskoeffizient ist im allgemeinen Fall eine orts- und temperatur-
abhidngige Funktion. Einsetzen einer Relation der Form g = d Vu fiihrt auf Robin’sche Rand-
bedingungen (wegen 8,1 =Vu-vund mitc=d 1 ¢)

ovu(x,t) =—c(x, ulx, 1), Vulx, 1) (ux, ) —u.(x, 1), (x,1)€dQx|0,T].

Im Spezialfall, wo kein Austausch von Wirme mit der Umgebung stattfindet, ergeben sich
homogene Neumann Randbedingungen (¢ = 0)

o,u(x,t)=0, (x, e x[0,T];

falls der Warmeaustausch so stark ist, daf die Temperatur am Rand des Gebietes gleich der
Umgebungstemperatur ist, verwendet man inhomogene Dirichlet Randbedingungen (¢ >> 1)

u(x,t) = u(x, 1), (x,£)€e0Qx[0,T].
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1.4 Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichungen

Nichtlineare Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichungen. Nichtlineare Diffusions-
Advektions-Reaktions-Gleichungen treten auch hiufig bei der mathematischen Modellie-
rung der Konzentration von Teilchen, welche in einem umgebenden Fluid transportiert
werden und damit (chemisch) reagieren, auf; zusétzlich fiihrt ein Diffusionsprozess zu einem
Ausgleich der Konzentration. Dies schlielft auch mathematische Modelle fiir Musterbil-
dungsprozesse und die Entwicklung von Populationen oder die Ausbreitung von Krankeiten
ein. Bekannte Beispiele sind:

* Kolmogorov—-Petrovsky—Piscounov-Gleichung (KPP-Gleichung) bzw. Fisher-Gleichung
fiir u: Qx (0, T) cRY x R — R (wobei d, 7 >0, meistd =1 =r)

Oru(x, 1) =dAulx, )+ (r—ulx,n)ulx, 1.

* Lotka—Volterra-Gleichungen (Réuber-Beute Modell) fir (u,v) : Q x (0,T) c R4 x R — R?
(wobei dy,d,, ry, ry >0)

Orulx, t) = dy Aulx, )+ (v(x, 1) — ry) ulx, 1),
0v(x, 1) =dyAv(x, 1)+ (ry—ulx, D)) v(x, 1).

Vgl. Kompendium zu Numerische Verfahren fiir Differentialgleichungen.

» Allen-Cahn-Gleichung bzw. Chafee-Infante-Gleichung bzw. bistabile Gleichung fir u :
Qx(0,T)cR?xR—R (wobeid,r >0, meistd =1=r)

Oru(x,t) =dAu(x, )+ (r—ulx, ) (r+ulx,n)ux,1).
* Gray-Scott-Gleichungen fiir (u,v): Q% (0,T) c R% x R — R? (wobei d,,, d,, ¢, ¢y > 0)

0,u(x, 1) = dyy Au(x, 1) — u(x, 1) (v(x, )+ ¢, (1 - ulx, 1),
0rv(x, 1) =dyAv(x, 1)+ u(x, 1) (v(x, l‘))2 — (cu+c)vx,0).

* Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung (1D) flir v: Q x (0, T) cR xR — R
01 U(X, 1) = = Bxxxx (%X, 1) = Bxx U (x, 1) — 1 (O v(x, t))z.
Angabe der partiellen Differentialgleichung meist fiir u =9, v
0ru(X, 1) = = Oxxxx (X, £) = Oxxtt(x, 1) — u(x, £) Oxu(x, t).
e Cahn-Hilliard-Gleichung fiir u: Q x (0, T) c R x R — R (wobei ¢, d > 0)
0r1u(x, 8) = — cA?u(x, 1)+ d A (ulx, 0)° - ux, ).
Zusitzliche Angabe der partiellen Differentialgleichung fiir den eindimensionalen Fall

0u(x, 1) = —COxxxr(x, ) +d (3 (ulx, z‘))2 - 1) Oxxu(x, 1) +6d u(x, 1) (dxulx, t))z.
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1.5 Charakteristisches Losungsverhalten

Lineare Diffusionsgleichung. Zur wesentlichen Vereinfachung der Uberlegungen wird die
homogene lineare Diffusionsgleichung mit spezieller Normierung und inhomogenenen
Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen auf einem beschrinkten Gebiet Q c R betrach-
tet

atu(xy t):Au(xy t)) (x) t)EQX (0) T))
ulx,)=gx, 1 bzw. dyulx,t)=-5(ulx,0-gkx0), (x,0)edQx(0,T),
u(x,0) = up(x) gegeben;

zunichst wird die Existenz einer klassischen Losung u : Q x [0, T] < RY x R — R und somit
insbesondere die Vorgabe einer reguldren Anfangsbedingung angenommen.

Voriiberlegungen. Testen der Diffusionsgleichung mit der Losung, d.h. Multiplikation der
partiellen Differentialgleichung mit dem Losungswert u(x, f) und Integration beziiglich der
Ortsvariablen x € Q, fuhrt auf die Identitét

fu(x,t)atu(x,t)dx:f u(x, t)Au(x, t) dx.
Q Q

Unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen gilt einerseits
% %f (u(x, t))2 dx = f u(x, t)0,u(x, t) dx.
Q Q

Differentiation und Anwendung des Satzes von GauR!! fiihrt andererseits auf (zur Vereinfa-
chung der Notation werden die Argumente weggelassen, mit F = uVuund wegen 0, u = Vu-v)

uvVu= (uaxlu,...,uaxdu)T,
div(uVu) =0y, (udx u) ++--+ 0y, (udy,u) = (Oxlu)2+---+[6xdu)2+u(6x1x1u+---+0xdxdu),

div(uVu) = |Vulx, )| 5 + udu,

f(IIVuII?Rd+uAu)dx:fdiv(uVu)dx:f uVu-v(x)da:f ud,udo,
Q Q 0Q 00

quudx:—f IIVuII?Rddx+f uo,udo.
Q Q 0Q

Mit der Bezeichnung (wobei V (¢) = 0)

V) = |ut, 0| :[Q(u(x, 1) dx

Hper Satz von GauB lautet
f divF(x)dx = [ F(x)-v(x)do,
Q 0Q

vgl. oben.
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erhilt man damit die Relation

V=3 | (ux,n)de=2] ulx,n0:ulx,ndx=2| ulx,t)Aulx,1)dx
4 Jo Q Q

:—2[ ||Vu(x,t)||?Rd dx+2f u(x, )0, u(x,t)do.
Q 00

Insbesondere im Fall von homogenen Dirichlet-Randbedingungen kann man diese Re-
lation weiter vereinfachen; dhnliche Uberlegungen gelten fiir homogene Neumann-
Randbedingungen.

Monotonieverhalten (Homogene Dirichlet-Randbedingungen). Bei Einsetzen der
Dirichlet-Randbedingungen u(x, t) = g(x, ) fiir (x, t) € 0Q x (0, T) erhdlt man

V’(t):—zf [Vulx, t)||ﬂ2w dx+2f g(x, )0, u(x, t)do.
Q 00

Sind insbesondere homogene Dirichlet-Randbedingungen g = 0 vorgegeben, vereinfacht sich
diese Relation zu

HOE —2[9 IVautx, 1) |50 dx.

Integration beziiglich der Zeitvariable fiir 0 < s < ¢ < T fiihrt somit auf

V(t)+2f
Qx[s,t

IVute, 0||5e dx, 1) = V(s), 0<s<r<T,
» ]
was die Monotonie der Funktion V zeigt, im Fall einer beziiglich der Ortsvariablen nichtkon-

stanten Losung mit Vu # 0 sogar deren strenge Monotonie

V() <V()=V() +2f [Vutx, 0)|2adx, 0, 0<s<r<T.
Qx[ty,T]

Exponentielles Abfallverhalten (Homogene Dirichlet-Randbedingungen). Betrach-
tet man nochmals den Spezialfall der Diffusionsgleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen, so ergibt sich mittels der Ungleichung von Poincaré—Friedrichs'? zudem
die Abschitzung (mit C > 0)

V()= —2] [Vutx, 0|t dx<-CV(),  te0,00).
Q

12 Resultat. Die Ungleichung von Poincaré-Friedrichs

IVl2@ s Clolgq), Ve Hy(Q),

gilt fiir jedes regulire und beschrinkte Gebiet Q c R?. Die Konstante C > 0 hiingt vom betrachteten Gebiet
ab und kann insbesondere durch die Seitenldnge eines Wiirfels, welcher das betrachtete Gebiet umfal3t, abge-
schétzt werden.

Beweis. Da der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen, welche nur auf einer kompakten
Teilmenge von Q von Null verschiedene Werte annehmen, im Sobolevraum dicht ist

¢ & Hl(Q),
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Dies zeigt das exponentielle Abfallverhalten der L?-Norm der Losung gegen Null

Vin<e C'V©0), rel0,00),

lut, 0] 2<e “lluglz,  t€(0,00).

Bemerkung. Auf dem Fourier-Spektralverfahren basierende Uberlegungen zu linearen Dif-

fusionsgleichungen zeigten (fiir Q = (a,b) < R folgt A,, = — ‘(‘Z_Z;’)lj < 0 und somit et < 1 fiir
me Zund t € [0,00))
luC,0l22= Y |(u0|Bom) 2| € < 3 |(uo| Bon) 2 |° = w022, £€10,00).
mezZ meZ

Sind homogene Dirichlet-Randbedingungen vorausgesetzt, tritt die Fourier-Basisfunktion
zum Eigenwert Ao nicht auf; in Ubereinstimmung mit den obigen Uberlegungen folgt in die-

sem Fall die Abschitzung (wobei 1, < 1; = — (;_”:)2)
lut, 6]z < e luoll 2,  te(0,00).

reicht es aus, eine reguldre Funktion v € 6;5°(Q) zu betrachten. Zur Vereinfachung wird nur der eindimensio-
nale Fall Q = (a, b) c R bewiesen. Da insbesondere v(a) = 0 gilt, folgt mittels der Ungleichung von Cauchy die
Behauptung aus folgenden Uberlegungen fiir x € [a, b]

b(x) = v(a)+f V() d€=f V() dé,

a

“vode= [(1v@des| [(12ae] [T wedsvimay [ o),
[ v [vioas[ ] Il

(v)* = (fxv’(rf) a) = - f:(v’(é))zdf,

a

b b
f(v(x))zdxs(b—a)zf (U,(f))zdf-

a

Vgl. auch HTTP://WWW.IANS.UNI-STUTTGART.DE/SIMTECH/HARBRECHT/ TEACHING/NPDE2/SKRIPT.PDF sowie
HTTP:/ /WWW.MATH.UNI-HAMBURG.DE/HOME/LAUTERBACH/SCRIPTS/PDE1213/CH2.PDF.
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Kapitel 2

Schrodinger-Gleichungen
(Quantenphysikalische Phanomene)

Inhalt. Zusitzliche Informationen zu den Themen

» Systeme gekoppelter Gross—Pitaevskii-Gleichungen (Bose-Einstein Kondensation)

* Multi-configuration-Hartree-Fock-Gleichungen (Elektronenstruktur von Molekiilen)

sind im Skriptum Time-Splitting Spectral Methods for Nonlinear Schrodinger Equations und
Vortragen, verfiigbar unter http://techmath.uibk.ac.at/mecht/, angegeben.
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