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1. Einfithrung
e Numerische Mathematik: Konkrete Lésung mathematischer Probleme, d.h. konstruk-
tive Beschaffung von Losungen mittels Zahlenrechnungen.

Theoretische Resultate und Formelmanipulationen sind von Nutzen.

e Numerische Verfahren der Linearen Algebra:

- Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.

Inbesondere diese Grundaufgabe der Numerik ist nach wie vor Gegenstand aktu-
eller Forschung.

- Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix.

Anwendungen:
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
- Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen
e Numerisches Problem (Definition 2.7): Funktion, die zuldssigen Eingabedaten ein Er-

gebnis zuordnet
p:DcR"—->R":x— y=px).

Numerisches Verfahren bzw. Algorithmus zur Losung eines Problems p : D c R"” — R™:
Endliche Folge von Teilproblemen (d.h. von elementaren Operationen), deren Reihen-
folge beim Ablauf eindeutig festliegt

(1) .

) p(k)).

(»

Die schrittweise Anwendung der Teilprobleme p(i) furi=1,2,..., k fiihrt auf Zwischen-
ergebnisse bzw. das Endergebnis

y(i):(p(i)o---op(l))(x), l<i<k.
- Direktes Verfahren: Berechnung der exakten Losung eines Problems in endlich
vielen Rechenschritten (im Prinzip moglich), d.h. es ist

p®o..opl=p.

Beispiele:
* Formel von Vieta zur Losung einer quadratischen Gleichung

*+ Gaullsches Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems



- Nidherungsweises Verfahren bzw. Approximationsverfahren: Berechnung einer
Nédherungslosung eines Problems, d.h. es ist

Kk 1
p®o.opVxp.

Beispiele:
+ Approximation unendlicher Reihen durch endliche Reihen
* Approximation bestimmter Integrale durch Riemann-Summen
+ Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten

* Approximation mittels Iterationsverfahren

Verfahrensfehler bzw. Approximationsfehler: Fehler der Ndherungslosung,
d.h. Differenz zwischen ndherungsweiser und exakter Losung
yo_y= (p(k) o---op(”)(x) _p).

e Beispiele (Probleme, Algorithmen):

- Elementare arithmetische Operationen * € {+,—, x, /}
p:DcRxR—-R:(x,y)—x*y.

- Auswerten einer Polynomfunktion
n .
piR"™IXR—R:(c,x)— ) c;x'.
i=0
Algorithmus basierend auf dem Horner-Schema
n .
1 _
Y cixt = (--‘((cnx+ Cn-1)X+ Cn_z) X+ ---)x+ Co.-
i=0

- Berechnung der Nullstellen eines quadratischen Polynoms, z.B. Berechnung der
Losungen x; » der quadratischen Gleichung x? + 2ax — b = 0 (unter der Annahme
a,b > 0 folgt x; » € R mit x; # x2)

p:R>—R?:(a,b)— x.

Algorithmus basierend auf der Formel von Vieta, Algorithmus basierend auf einer
Umformulierung

x1=—a+VvVa*+b = b Xo=—a—-Va*+b.

. — . )
Erweitern mit a+Va?+b
a+vVa’+b



- Berechnung der Nullstellen eines Polynoms bzw. Lésung einer polynomialen Glei-
chung (Annahme n e Nmit n =1 und ¢, #0)

n
p:C"™ —C":c—~z mitf(z) =) crzl =0.
=0

Bemerkungen: Identifikation von C mit R?. Im allgemeinen ist keine explizite Lo-
sungsformel bekannt.

- Berechnung der Eigenwertzerlegung einer Matrix, d.h. Berechnung der Eigenwer-
te 11,..., A, einer (diagonalisierbaren) Matrix A € C"*" und zugehoriger Eigenvek-
toren v = (v1|--+1vy)

p:C"" = C*'"xC"": A— (A, v).

Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms und der Losung linearer Gleichungssysteme

x(Ai) =det(A;I-A) =0, Ail-Av; =0, v;#0, l<is<n.
Bemerkung: Insbesondere fiir n >> 1 ist die Entwicklung eines alternativen Algo-

rithmus notwendig, vgl. Illustration]l.

- Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b (unter Annahme A € R"*" inver-
tierbar)
p:R”"xR" - R": (A, b)— A" b,

Algorithmus basierend auf dem Eliminationsverfahren nach Gaulf3.
* Aufgrund der Verwendung digitaler Rechner zur Berechnung der Losungen von (kom-
plexen) Problemen sind gewisse Einschrdnkungen unvermeidbar.

- Einschrinkung auf elementare Operationen wie arithmetische Operationen, Wur-
zelziehen und arithmetische Vergleiche

*€{+,—,X,/,\/_,<,S,:,Z,>,?£}.

- Einschrénkung auf endlich viele darstellbare Zahlen (Maschinenzahlen, im Allge-
meinen normalisierte Gleitpunktzahlen zur Basis 2 mit fester Stellenzahl und be-
schrinktem Exponenten).

- Auftreten von Rundungsfehlern bei der Eingabe von Daten und der Berechnung
von Zwischen- bzw. Endergebnissen.

Auftreten von Datenfehlern, wenn die Eingabedaten beispielsweise das Ergebnis von
Messungen mit eingeschrankter Genauigkeit sind.



* Aufgaben der Numerik:

— Konstruktion guter Algorithmen beispielsweise hinsichtlich Genauigkeit (z.B. Ra-
te der verbesserten Genauigkeit der Naherungslosung bei h6herem technischem
Aufwand), Effizienz (z.B. Anzahl der Rechenoperationen bzw. Rechenzeit oder be-
notigter Speicherplatz) und Stabilitit (z.B. Auswirkung von kleinen Anderungen
der Eingabedaten auf das Endergebnis).

- Analyse von Verfahrensfehlern und Herleitung von Abschétzungen fiir Verfahrens-
fehler.

- Analyse der Fortpflanzungen von Fehlern (Rundungsfehler, Datenfehler) in Algo-
rithmen und Auswirkungen auf Endergebnisse.

e [llustration (Eigenwertberechnung):
- Problem: Berechnung aller Eigenwerte einer reellen und symmetrischen Matrix.
- Theoretisches Resultat sichert, da@3 alle Eigenwerte reell sind.

- Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

- Kleine Anderungen der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (vergleich-
bar mit der Eingabe der Koeffizienten in einfacher Genauigkeit und dabei auftre-
tenden Rundungsfehlern) und Berechnung der zugehorigen Nullstellen.

- Vergleich der Ergebnisse (Nullstellen, Graphen der Polynome).

- Vgl. lllustrationl.

Vgl. Tllustrationl Modifikation: Falls die Dimension n der Matrix hinreichend
groR ist, ist das Ergebnis auch fiir kleine relative Anderungen ¢ der Koeffizienten
nicht zufriedenstellend.

Ergdnzungen: Bindrdarstellung, Horner-Schema.
— Schluffolgerungen:

+ Problemstellung Berechnung der Nullstellen eines Polynoms (hoherer Ord-
nung) bei praktischen Anwendungen nicht sinnvoll. Aufgrund unvermeidba-
rer (kleiner) Anderungen der Koeffizienten sind (exakt) berechnete Nullstellen
wertlos.

+ Notwendigkeit der Entwicklung eines alternativen Algorithmus zur Eigen-
wertberechnung.

 Vorsicht! Algorithmen, die fiir die Theorie sinnvoll sind, konnen jedoch fiir die Numerik
wertlos sein.



2. Grundbegriffe der Numerik

* Fragestellungen:

- Welche Zahlen sind am Rechner darstellbar und wie werden elementare Rechen-
operationen ausgefiihrt?
Maschinenzahlen, Rundung, Gleitpunktoperationen, Rundungsfehleranalyse

- Welche numerischen Probleme kann man zufriedenstellend 16sen?
Kondition eines Problems

— Wie kann man die Giite eines numerischen Verfahrens hinsichtlich der erreichba-
ren Genauigkeit beurteilen?
Stabilitédt eines Algorithmus

Konkrete Anwendung der eingefiihrten Konzepte in nachfolgenden Kapiteln.

* Vertauschung von Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.3. Verbindung der Abschnitte 2.3
und 2.5.



2.1. Maschinenzahlen und Rundung

e Korper der reellen Zahlen R: Gebrduchlichstes Zahlensystem in der Analysis, iibliche
Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation, vollstindige und archimedisch geord-
nete Menge, Veranschaulichung als unendlich lange liickenlose Linie (Zahlengerade).

Menge der Maschinenzahlen: Auf einem Rechner exakt darstellbare Zahlen (im Allge-
meinen Elemente eines endlichen Systems normalisierter Gleitpunktzahlen, siehe De-
finition 2.2), endliche und insbesondere beschriankte Menge.

* Normalisierte Gleitpunktzahl, Basis, Stellenzahl, Signifikand, Exponent (Definition 2.1):
Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B (wobei B € N>y, £ € N>1)

g=0 oder g=+|S|-BF€G=6Gg,;, [S|leNs;, B '<|S|<B', EeZ.

Bemerkungen:
- Die Menge G ist unendlich.

- Eindeutigkeit der Darstellung (Signifikand, Exponent) aufgrund der Normalisie-
rung des Signifikanden.

Beispiel: Darstellung der Zahl 0.012345 = 0.12345-107! = 1.2345-1072 (etc.) als
12345-107% € Gy 5.

- Auflésung in G:
0= max{| %| : g, & benachtbarte Zahlen in G\ {0}} = B Y,

: Fiir eine Zahl g = +|S|- BF € G ist die benachtbarte Zahl gegeben durch
g = (£|S|+1)-Bf bzw. g = (+|S|-1)-B¥ und daher |%| = |—§| < B! sofern g,g #0.
Speziell fiir g = 0 folgt jedoch |%| =1.
Bemerkung: Betrachtung relativer Grof3en anstelle absoluter Grof3en.
Maschinenzahl (Definition 2.2): Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B mit
beschrinktem Exponenten, d.h. g =0 oder (wobei BENs,, teNz;und a,feZ, a < p)

=+|S|-BEeM=Mp,05<Gp;, |SI€Ns;, B l'<|S|<B', Ee€Z, a<E<§B.
g t,a,p :

Bemerkungen:
- Die Menge M ist endlich.

- Maschinenzahlen sind (ebenso wie Gleitpunktzahlen) nicht dquidistant verteilt.
Die Auflésung in M stimmt mit der Auflésung in G iiberein, d.h. p = B7%.

— Kleinste positive Maschinenzahl o = B*~1%¢,
GroRte Maschinenzahl A = (Bf — 1) Bf = B!*5,



- Ubliche Genauigkeitsstufen sind single precision bzw. double precision bzw.
extended precision, festgelegt durch den Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir
Gleitpunktarithmetik.

Vgl. llustration2_Maschinenzahlen.

* Bereichsiiberschreitungen treten auf, wenn Rechenergebnisse aulerhalb des definier-
ten Bereichs [-1, —a]u{0}u[o, A] liegen. In mathematischen Software-Packeten werden
daher auch zusitzliche Sonderoperanden verwendet.

Vgl. Illustration2_Sonderoperanden (Sonderoperanden oo und quiet NAN not-a-
number in MATLAB) und auch [llustration2_Rundung.

* Vereinbarung: Unter der Annahme, dal§ Bereichsiiberschreitungen vermieden werden
kénnen, wird von nun an die Menge der normalisierten Gleitpunktzahlen G anstelle der
Menge der Maschinenzahlen M betrachtet.

* Eingangsdaten und auch die Ergebnisse von elementaren arithmetischen Operationen
liegen im Allgemeinen nicht im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h.

X,yeG #A x*xyeG.
1.a.

Deshalb besteht die Notwendigkeit der Rundung rd : R — G, d.h. der Zuordnung einer
reellen Zahl x € R dem linken bzw. rechten Nachbarn in G

gr=max{geG:g<x}<x<gp=min{geG: g=x}.

Insbesondere gilt g; = x = g fiir x € G.

Korrektes Runden, gerichtetes Runden (Definition 2.3): Folgende Arten der Rundung
sind gebrduchlich

gL falls x < % )
Korrektes Runden : rd, :R—G:x—< gy oder g falls x = —gL;gR )
gR falls x > 8-78%

Abrunden: rd-:R—-G:x—gr,

Aufrunden: rdy:R—G:x— gg,
Gerichtetes Runden:

falls x>0,
Abhacken: rdg:R—G:x—{5L 0%
gr fallsx<0.

e Man unterscheidet den absoluten Rundungsfehler rd(x) — x fiir x € R und den relativen
Rundungsfehler

rd(x) — x
EXZT’ 0Z£ZxeR.



Fiir x = 0 ist rd(x) = x und man setzt speziell £, = 0.
Maschinengenauigkeit (Satz 2.5): (Relative) Maschinengenauigkeit (wobei p = Bt
Auflésung in G bzw. M)

% o fiir korrektes Runden,
E =
mach o fiir gerichtetes Runden.

Abschétzung des relativen Rundungsfehlers (Satz 2.4): Fir 0 #ZxeRgilt e, = rd(x% mit

|€x] < Emach und damit
rd(x) =x(1+&y), |€x| < Emach -

: Bei korrekter Rundung folgtfiirgr <x< g“;—gR und damit rd(x) = g; die Abschét-
rd(x)—x 8r—8L gL 8Lt8r
X 2

zung |e,| = || < 2 | < 1 p. Ahnliche Uberlegungen gelten fiir

sowie gerichtetes Runden

=X=gr

Vorbemerkung: Summenformel fiir geometrische Reihe

I’l() qn1+1

Zq_ ’ ZCI q, |6]|<].

ln() q ll’l()

Insbesondere gilt (wegen B = 2)

B o Bl—no
Z B .
1 Bl B-1

lno

Bemerkung: Korrekte Rundung einer Zahl x € R auf ¢ Stellen bei Kenntnis von 7+ 1
Stellen. Mittels der Darstellung (mit Ziffern 0 < s; < B—1, wobei s, < B—1fiirein £ < -2)
t—
x= Z sj-B/*F=+s-BE,
j=—00
-2
Z sj-B/ = Zs] ‘Bl +s.-B'+r, 0sr= ) s;-B/<(B- 1)23 ‘=Bt
j=—o0 j=0 Jj=—o0 i=2

ergibt sich fiir die mathematisch korrekte Rundung

-1 .
Y sj-BY, falls s.1 < 1B,
rd(x) = + BE{ I7)

Y s;-B/+1, fallss;=1B.

j=0
Beachte, dall die Zifferndarstellung durch die obige Forderung eindeutig ist (beispiels-
weise identifiziert man im Dezimalsystem 4.999...=5). Falls s_; = %B und s = B-1
kommt es zu Uberlauf.

Vgl. [llustration2_Rundung.



2.2. Gleitpunktoperationen

* Die Ergebnisse der elementaren arithmetischen Operationen * € {+,—, x,/} liegen im
Allgemeinen nicht mehr im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h. fiir a, b € G wird statt
des exakten Ergebnisses

axb ¢ G

ia.
eine Ndherungslosung
axbeG

berechnet.

Ideale Arithmetik: Die berechnete Ndherungslésung a g ergibt sich durch Rundung
des exakten Ergebnisses, d.h. es gilt

a;b:rd(a*b)EG.

Vereinbarung: Entsprechend dem Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir Gleitpunkt-
arithmetik wird von nun an angenommen, dall die ideale Arithmetik in allen Genauig-
keitsstufen fiir alle elementaren arithmetischen Operationen sowie die Berechnung der
Wurzel und alle Rundungsarten gilt.

e Rundungsfehlerschranken (Satz 2.5): In idealer Arithmetik gilt

a-?—b:rd(a+b):(a+b) 1+¢€y), a~b=rd(a-b)=(a-b)(1+¢€,),
axb=rd(ab)=ab(+e3), a;b:rd(%):%(1+£4),

mit relativen Rundungsfehlern €; = ¢;(a, b) und |&;| < €mach-
Beispiel: Vgl. Illustration2_Rundung (B = 10, t =4, €mach = % -10'~¢ bei korrekter Run-
dung).

* Beispiel (Rundungsfehler bei Addition dreier Zahlen, Vorwértsanalyse):

- Aufgabe: Berechnung von
x=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)

unter dem Einfluf§ von Rundungsfehlern mittels Satz 2.5.

- Bestimmung von (a + b) + ¢ unter dem Einflull von Rundungsfehlern (wobei
le1l, 1€2] < €mach)

¥=rd(rd(a+b) +c)
rd((a+b)(1+€1) +c)
((a+Db)(1+e)+c)(1+e)
=(a+b+c+(a+ber)l+e)

a+b
X(l+m€1(l+€2)+€2).



Als relativer Fehler ergibt sich

_ X=x _ _a+b
€x =" = grpc 1l t€2) +e2.

- Bestimmung von a + (b + ¢) unter dem Einflul von Rundungsfehlern (wobei
le3l, 1€4] < €mach)

x=rd(a+rd(b+0))

rd(a+ (b+c)(1+¢3))
(a+b+0)(1+e3))(1+eq)
(a+b+c+(b+0)es)(1+€4)

= x(1+ _b+c_ e3(1+¢&y4) +€4)

a+b+c
Als relativer Fehler ergibt sich
x— b+
€x = % = a+b$—c e3(l+eq) +&4.

— Schlulfolgerung: Der relativer Fehler des Ergebnisses bei der Addition von drei
Zahlen hingti.a. von der gewéhlten Reihenfolge der Operationen ab, d.h. Assozia-
tivgesetz und Distributivgesetz gelten im Allgemeinen nicht mehr. Im Gegensatz
zur Addition von zwei Zahlen kann der Fall eintreten, dal der relative Fehler nicht
beschrénkt ist.

— Zahlenbeispiel, vgl. lllustration2_Rundung.

Vgl. Illustration2_Rundung: Gilinstige Wahl der Reihenfolge bei der Berechnung von

(wobei n>>1)
1)’

n1
27

i=1



2.4. Kondition

e Situation: Losung eines numerischen Problems p: D c R” — R, d.h. Berechnung von

y=pX).
Annahme p regulédr (hinreichend oft differenzierbar).

* Fragestellung: Beurteilung der Sinnhaftigkeit der numerischen Losung eines Problems,
d.h. der Berechenbarkeit des Ergebnisses. Untersuchung der Auswirkungen kleiner An-
derungen der Eingabedaten auf die Ergebnisse bei Anwendung von p: D c R — R™

Eingabe: x+¢ statt x mit relativem Fehler

)

)

<IS R~

Ergebnis: px+&)=y+n statt  y = p(x) mit relativem Fehler
d.h. fiir { € R” (klein und jedenfalls so gewdhlt, dall x + ¢ € D) bestimme 1 € R mit

n=px+&-y=pkx+{-pkx).

Beispielsweise aufgrund der Darstellung der Eingabedaten als Maschinenzahlen sind
solche kleinen Anderungen unvermeidbar.

e Vorbemerkungen:

- Betrachtung von kleinen Anderungen (komponentenweise Abschitzung mit In-
krement Ax € R”, wobei die Relation < komponentenweise zu verstehen ist, oder
Abschitzung bzgl. einer Norm mit Ax € R)

€l < Ax oder €Il < Ax.

- Mittels Taylorreihenentwicklung erhdlt man
n=px+&)-px)=p x+0(IE17).
In Komponenten

U Oy p1(x) ... Ox,p1(x)) (&1
=] : L+ o).
Mm axl pmx) ... axn Pm(x)) \&n

Fiir ¢ klein genug folgt
n
niz(p,(x)gt)i:Zaxjpi(x)fj, l1<i<m,
j=1

und damit fiir den relativen Fehler

n

n
P § & .
%Nj;axjpi(x)y_]i_z: y_]iaxjpi(X)x—j,.



¢ Kondition, Konditionszahlen (Definition 2.8): Unter der Kondition eines numerischen
Problems versteht man die Sensitivitdt des Ergebnisses y +n = p(x + &) gegeniiber klei-
nen Anderungen der Eingangsdaten. Falls kleine Anderungen ¢ kleine Anderungen n im
Ergebnis bewirken, spricht man von einem gut konditionierten Problem, falls hinge-
gen kleine Anderungen ¢ grofe Anderungen 7 im Ergebnis bewirken, spricht man von
einem schlecht konditionierten Problem. Die Grollen (unabhédngig von &,n)

|0xjpi(x)| bzw. ’%axjpi(x)‘ ,

bezeichnet man als absolute bzw. relative Konditionszahlen.

Bemerkung: Anstelle der absoluten Konditionszahlen wird auch oft eine Operator-
norm || p’(x)| betrachtet.

e Beispiele (Kondition):

— Relative Konditionszahlen elementarer Operationen: Einsetzen in obige Relation
speziell fiir
p:[Riz—>[R€: (a,b) — y=pla,b)

fithrt auf (wobei ¢ = (€4, &) 1)
% = 404p(a,b) ba . gébp(a, b) %” +0(E+&37).
* Addition:
y=pla,b)=a+b, 9,plab)=0,pa,b)=1, g:—

Schlecht konditioniertes Probleme fiir a + b = 0 bzw. b = —a (Annahme
lal,|b|] > 0), da dann die relativen Konditionszahlen sehr grof§ sind, d.h. Ver-
starkung relativer Eingabefehler.

Phidnomen der Ausloschung signifikanter Stellen, vgl. Illustration2_Kondition.
Bemerkung: Gleichheit gilt aufgrund der Linearitdt der Funktion.

x Subtraktion:

y=plab=a-b, dplab=1, dpab=-1, L= L bo
Bemerkung: Zuriickfiihren auf Addition.
+ Multiplikation, Division:
y=plab=ab, d.pab)=b, dpab=a, Ix2+,
y=plab =% dpab=%, opab=-% Ix2-%.

Gut konditionierte Probleme, da die relativen Konditionszahlen durch 1 be-
schrankt sind, d.h. keine Verstdrkung relativer Eingabefehler (fiir die lineare
Néherung).



* Wurzelziehen:

$a

a -

D=

_ _ __1 n -

y=pl@=va, 0zpa)= s 38

Gut konditioniertes Problem, da die relativen Konditionszahlen durch % be-

schrankt sind, d.h. Verkleinerung relativer Eingabefehler (fiir lineare Néhe-
rung).

- Relative Konditionszahlen der Formel von Vieta: Bestimmung einer der beiden
Losungen x; » = —a + vV a? + b der quadratischen Gleichung x* + 2ax — b = 0 (An-
nahme |al,|b| > 0, Relationen x; + x, = —2aund x1x; = — b)

y=pla,b)=—-a+Va*>+b,

— a - _ Y — 1
Japla,b) = =1+ Fom == 7 Op(ab) = 77,
N__a §_a+ b Sh_ _ __a f_a+a+\/a2+bf_b
y Va’+b @  2yVa’+b b Va’+b @ = 2vVa?+b b

Gut konditioniertes Problem beispielsweise fiir @ > 0 und b > 0, da dann die relati-
ven Konditionszahlen durch 1 beschrinkt sind. Falls jedoch a?+b =~ 0bzw. b = — a®
(x1 = x2, sogenannter schleifender Schnitt) ist das Problem schlecht konditioniert.
Daran dndert auch die Umformulierung des Problems

— — b
y=rab = ag

nichts (Kettenregel: partielle Ableitungen und damit Konditionszahlen gleich,
vgl. lllustation2_Kondition).

Aber! (Vorbemerkung zur Stabilitdt von Algorithmen) Fiir a’+b = a’bzw. b= 0ist

das Problem gut konditioniert (z.B. a >> b > 0 und b = 0, relative Konditionszahlen
durch 1 beschriankt)

(a,b) LN —-a+Va*+b.
|_ a }<1 |a+\/a2+b
Va2+b!'™ 7 2Va2+b

<1

Berechnung von y = —a+ vV a? + b mit dem kanonischen Algorithmus

1 2 3

p p p
(a,b) T a’ , a’+b - a’+b
, a b 1
|612+b|51’|az+b|Sl 2
@)
7, —a+Va*+b.

-a Va’+b
—a+Va?+b’ —a+Va*+b

Die Teilprobleme p®, p@, p® sind in der vorliegenden Situation gut konditio-
niert, beim letzten Teilproblem p® kommt es jedoch zur Ausléschung signifikan-
ter Stellen, d.h. der gewdhlte Algorithmus fiihrt fiir ein gut konditioniertes Problem



auf ein unzufriedenstellendes Ergebnis (instabiler Algorithmus). Daher sollte man
jedenfalls den (stabilen) Algorithmus

68 2 3

p p p

(a,b) - a’ , a?+b — a’+b
, a b 1
|a2+b|51’|a2+b|Sl 2

p(4)
a+Vva*+b —

|| ||
mit in der vorliegenden Situation gut konditionierten Teilproblemen verwenden.
Vgl. lllustation2_Kondition.

Bemerkung: Eine etwas andere Situation liegt fiir den Fall b = — a? (a, b >> 0) vor.
In dieser Situation ist das Problem schlecht konditioniert und damit dessen nu-
merische Losung nur eingeschriankt sinnvoll. AuBerdem beinhalten beide Algo-
rithmen das schlecht konditionierte Teilproblem p®.



2.3. Rundungsfehleranalyse
* Situation: Anwendung eines Algorithmus (p'V, ..., p'®) zur Lésung eines numerischen
Problems p : D c R” — R™. Betrachtung eines direkten Verfahren, d.h. es gelte
p®o.riop®=p.

* Fragestellung: Beurteilung der Giite eines Algorithmus. Untersuchung der Auswirkun-
gen von kleinen Anderungen bzw. Rundungen der Eingabedaten sowie von bei der Lo-
sung der Teilprobleme auftretenden Rundungen auf das Endergebnis.

* Rundungsfehleranalyse: Untersuchung der Fortpflanzung von Rundungsfehlern auf
das Endergebnis.

- Vorwirtsanalyse: Vergleich des unter dem Einfluly von Rundungsfehlern erhalte-
nen Endergebnisses mit dem exakten Ergebnis und Herleitung einer Relation bzw.
Abschitzung fiir den relativen Fehler.

Nachteil der Vorwirtsanalyse: Analyse bei komplexeren Algorithmen kompliziert.

- Riickwirtsanalyse: Interpretation des unter dem Einfluf von Rundungsfehlern er-
haltenen Endergebnisses als exaktes Ergebnis zu verdnderten Eingabedaten. Keine
Aussage iiber die tatsdchliche Grolle des relativen Rundungsfehlers im Ergebnis.

Vorteil der Riickwiértsanalyse: Analyse auch bei komplexeren Algorithmen leichter
durchfiihrbar als die Vorwirtsanalyse.

e Beispiele (Riickwirtsanalyse):

— Elementare arithmetische Operationen: Mit Hilfe von Satz 2.5 und dem Ansatz
rd(a = b) = a * b ergibt sich

rd(a*b)=(a*b)(1+&)=ax*bh

mit |&] < €mach (Annahme 1 — e, > 0). Wihle beispielsweise fiir die Addition
(Subtraktion analog)

rd(a+b)=(a+b)(1+¢e)=a+b,
a=a(l+e), b=b(+e), [T =|5L|=lel<eman,
fiir die Multiplikation
rd(ab):ab(1+£):ﬁ5,
Y - S o d—al| _ |b=b| _ /11 = _ el
a=ada 1+€, b=b 1+€, |a—aa|—|T|—| 1+8—1|—ﬁ58ma0h,

und fiir die Division

rd(%):%(1+s):%,
d=aVvl+e, b=-L,
1+e¢

|c~z—a| <e h |E—b| — [1-v1+g] — el < __£mach
a | — ~mach b Vite V1te 1+vV1+€) ~ V1—€mach =



Schlulfolgerung: Die bei der Anwendung der elementaren arithmetischen Opera-
tionen auftretenden Rundungsfehler verfdlschen das exakte Ergebnis so wie rela-
tive Anderungen der GréRenordnung €p,ch in den Eingangsdaten.

- Horner-Schema zur Berechnung des Funktionswertes einer Polynomfunktion:

+ Bernoullische Ungleichung: Fiir x € R mit x = —1 und 7 € N> gilt
l+nx<1+x)".
: Mittels Induktion folgt
A+0)" ' =1+0)1+0"2A+x)A+n0)=1+7n+Dx+nx* =21+ (n+1x

und damit die Abschétzung.
Abschédtzung fiir Fehlerterme der Rundungsfehleranalyse (Lemma 2.6): Fiir
eine Folge reeller Zahlen (€;)1<j<, mit |€;| < €mach giltfir0<k < n

‘H(l"'g) H 1+€]_ ‘ M

j=k+1 1 — némach

. Wegen lei] < €mach ist —€mach = €i = €mach sowie —&€mach = — € = €mach
fiir 1 < i < n. Zusammen mit der Relation (1+¢&;)(1 —¢;) = 1—512. < 1 folgt
(Annahme 7 &p,cn < 1 und insbesondere €acn < 1)

1 1
1—€mach < 1+¢; < < — .
—€mach=¢&; (I+¢&;) (1-¢g5)=1 1-¢; —€mach=—¢; 1=€mach

Mittels Bernoullischer Ungleichung ergibt sich weiters

" €mach n
— < — < —
1 R ne l-némach . = (1 —€mach)
ne < t&mach Bernoulli
mach= 1-N€mach

1
1+¢gp _—
Relatlon ll_ll j l;[Jr 1 l+¢; Relatlon (1=€mach)"

1 =1+ N Emach

Bernoulli 1~7€mach 1=n&mach

und damit die Behauptung.
* Fiir eine Polynomfunktion der Form

n
px)=) cix'
i=0

beruht das Horner-Schema auf der Umformulierung

y=cn X"+ cp X"t g = (---((cnx+cn_1)x+cn_2)x+---)x+co.



Mogliche Implementierung (Pseudo-Code)

Y==Cn
fori=n-1:-1:0

Yy=yx+c;
end

Vgl. auch Illustration1_Modifikation.
+ Unter dem Einflufd von Rundungsfehlern erhélt man stattdessen

Yy==Cn
fori=n-1:-1:0

y=rd(rdFx)+c¢;) = (Jx(L+e) +¢;) A+E)
end

wobei |€;], [€;| < €mach. Das berechnete Ergebnis l1d[t sich in der Form
J=Cn X"+ Cpr X"+ G

mit Koeffizienten (Induktion)

n-1
Go=co(1+&), Ca=cn[[A+en)1+E)),
=0
i-1
Gi=c(+8) [[0+enp1+8p), 1<i=n-1,
=0

k eémach < _"E€mach
1-k€mach — 1-N€mach

darstellen. Mittels Lemma 2.6 folgt aullerdem (wegen
0<k=n)

=, — ne h .
ci=ci(1+06;), |6i|5ﬁ, 0<i<n.

+ SchluBfolgerung: Die bei der Anwendung des Horner-Schemas auftretenden
Rundungsfehler verfilschen das exakte Ergebnis so wie relative Anderungen
der Gr6Benordnung % in den Eingangdaten, d.h. den Koeffizienten des
Polynoms.

* Numerische Stabilitdt eines Algorithmus: Ein Algorithmus heit numerisch stabil bzw.
gutartig im Sinne der Riickwértsanalyse, wenn die Fortpflanzung von Rundungsfehlern
zu Anderungen im Endergebnis fiihrt, die in ihrer Gr6Renordnung mit dem unvermeid-
lichen Fehler aufgrund von Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten vergleichbar sind.

» Spezialfall: Betrachte speziell einen aus zwei Teilproblemen bestehenden Algorithmus
zur Losung eines Problems p : R” — R™ (wobei g : R” — R¥, r : RF — R™)

px) = (roq)x) =r(qx).



Die Anwendung der Kettenregel ergibt
p'x)=r'(qgx)q (%),
6xlp1 axnpl (')xlrl axkl‘l axlql aanl

!/ . . !/ . . !/

p=1 : S A I g =] N E
axlpm e axnpm axlrm cee axkrm axlqk cee aank

axjpi(x) ZOX[rl (x) qul(x)

Damit ergibt sich fiir die relativen Konditionszahlen

Loy pio = Z 0y, 1i(2) L0y qe),  z=q(x).

Die relativen Konditionszahlen des Problems sind unabhéngig von der gewéhlten Zer-
legung, d.h. von der Wahl der Teilprobleme r und q.

Aber! Die Wahl der Teilprobleme wirkt sich auf die Giite des Algorithmus aus, inbeson-
dere bestimmt die Grol3e der Konditionszahlen die Fortpflanzung von Fehlern und da-
mit die Stabilitdt des Algorithmus. Untersuchung der Auswirkung kleiner Anderungen
der Eingangsdaten auf das Ergebnis des Algorithmus, d.h. insbesondere Hinzunahme
auftretender Anderungen (Rundungsfehler) bei der Berechnung des Zwischenergebnis-
ses und des Endergebnisses

Eingabe : x+¢ statt x,
Zwischenergebnis : gx+&)+<¢ statt z=q(x),
Endergebnis : r(gx+&+¢)+n statt  y=r(q(x)).

Mittels Taylorreihenentwicklung von ¢ folgt
gx+8=z+q @+ O(1€17).

Eine Taylorreihenentwicklung von r ergibt weiters

r(gx+&)+¢) = r(z+ q'(x) &+ O(I1€1%) +C)
=y+1' (2 g WE+ 0+ O(IE17) + O (1C17).

Falls das Problem gut konditioniert ist, ist

[Pl =l @4 ]

von moderater Grofenordnung und damit r'(z) ¢’ (x) ¢ eine kleine Anderung des exak-
ten Endergebnisses. Ist der Algorithmus jedoch so gewédhlt, daly das erste Teilproblem
sehr gut und das zweite sehr schlecht konditioniert sind (d.h. ||7'(2)|| >> |4’ (2) ) werden
unvermeidbare Fehler ¢ im Zwischenergebnis (Rundung) sehr verstirkt, d.h. der Beitrag
r'(2)  fithrt auf ein unzufriedenstellendes Endergebnis und somit ist der Algorithmus
instabil.



* Beispiele:

- Formel von Vieta: Siehe obige Uberlegungen. Das Problem ist fiir a >> b gut kon-
ditioniert. Auswirkung von kleinen relativen Anderungen der Eingangsdaten und
relativen Rundungsfehlern bei der Anwendung der Formel von Vieta

1

p 2
(a,b), (€4, €p) T as,(€q,€1)

(2)
2
— a“+b,(EqEp €1,E2)

|a2“—ib{sl,|azl—ib{sl

3)
p
— Va*+b,(eq4€p €1,€2,E3)

p ora

- i —-a+ 612+b,(€a,£b,€1,82,83,84).
—a vVa’+b

—a+Va?+b’ —a+Va*+b

Der Algorithmus ist instabil, da der Verstarkungsfaktor der relativen Rundungsfeh-
ler im letzten Teilproblem sehr groR ist. Z.B. fiir a = 1000, b = 0.018000000081

va2+b ~ 108.

—a+VvVa*+b
Vgl. Mllustration2_Kondition.

- Eigenwertberechnung: Das Problem Berechnung der Eigenwerte einer symmetri-
schen Matrix ist sehr gut konditioniert. Der Algorithmus basierend auf der Null-
stellenberechnung des charakteristischen Polynoms ist instabil, da das Teilpro-
blem Berechnung der Nullstellen eines Polynoms hoherer Ordnung sehr schlecht
konditioniert ist.

Siehe Illustrationl.

* SchluRfolgerungen:

- Die numerische Losung eines schlecht konditionierten Problems ist nicht oder nur
eingeschrankt sinnvoll.

- Da ein einzelnes schlecht konditioniertes Teilproblem das Endergebnis stark ver-
falschen kann, ist bei der numerischen Losung eines gut konditionierten Pro-
blems darauf zu achten, dall der verwendete Algorithmus gut konditionierte Teil-
probleme umfaft.



2.5. Stabilitdt

e Situation: Anwendung eines Algorithmus (p', ..., p(k)) zur Losung eines numerischen

Problems p: D cR" — R™
p®o.op®xp.

Numerische Stabilitéit eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtanalyse): Anderun-
gen im Endergebnis aufgrund von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern vergleich-
bar mit kleinen Anderungen der Eingabedaten.

Nun: Prizisierung des Begriffes der numerische Stabilitét.

* Betrachtung einer Umgebung U = U, . der exakten Eingabedaten (komponentenweise,
bzgl. Norm)

U={x+&eD:|l<elx]}cR" oder U={x+&eD:|é|=<¢elx|}<=R".
Elemente der zugehorigen Umgebung des exakten Ergebnisses (Bildmenge)
p) ={p(x+&:x+EcU}cR™

(oder nahe bei p(U) liegende Elemente) werden als Ndherungslosungen akzeptiert.

Akzeptable Ndherungslosung (Definition 2.9): Eine anstelle des exakten Ergebnisses
¥y = p(x) berechnete Ndherungslosung y = y heillt akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U, wenn

yepW)

oder die abgeschwichten Bedingungen (komponentenweise, bzgl. Norm)
3zepU) sodaB [y—z|<O(emach) Iyl bzw. [y -2zl < O (€mach) IV

erftllt sind.

Numerische Stabilitédt eines Algorithmus (Definition 2.11): Ein Algorithmus zur Losung
eines Problems p : D c R" — R™ ist numerisch stabil (im Sinne der Riickwartsanaly-
se), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten x € D die unter dem Einfluly von Rundungs-
fehlern und Verfahrensfehlern berechneten Ndaherungslosungen y = y = p(x) akzepta-
bel beziiglich der Eingabemenge U = U ¢,__, sind.

Bemerkungen:

- Die elementaren arithmetischen Operationen und das Wurzelziehen sind nume-
risch stabil.

- Kondition eines numerischen Problems: Signifikanz der berechneten Ergebnisse.
Numerische Stabilitdt eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtsanalyse):
Gutartigkeit eines Verfahrens hinsichtlich der Auswirkung von Rundungsfehlern.
Je schlechter die Kondition des numerischen Problems ist, desto grof3ere Fehler im
Endresultat sind akzeptabel.



e Losung eines linearen Gleichungssystems Ax =b:

Numerisches Problem (unter der vereinfachenden Annahme, dall das lineare Glei-
chungssystem eindeutig losbar ist, d.h. A invertierbar)

p:DcR™"xR" - R": (A, b)— x=A"1b.
Eingabemenge
U=Upnpe={(A+a,b+ B eD:lal<el|Al|fl <e|bl} cR™" xR"

und zugehorige Bildmenge (Annahme A + a invertierbar, etwa || < || A1t

Satz 4.1)

, vgl.

p)={(A+a) ' (b+P): (A+a,b+p) e U}.
Akzeptable Ndherungslosungen (bzgl. U, im strengen Sinn)

=(A+a) ' (b+ P e pU)

bzw. X = A" 'bmit A= A+a, |a| < €| Al undE:b+ﬁ, || < €|b| bzw.

Ax=b mit |A-Al<e|lAl und |b-b|<elbl|.

Resultat iiber die Grof3e des Residuums beim Einsetzen einer akzeptablen Néhe-
rungslosung in Ax = b.

Satz von Prager und Oettli (Satz 2.10): Eine Ndherungslésung X des linearen Glei-
chungssystems Ax = b ist akzeptabel (bzgl. U, im strengen Sinn), genau dann
wenn das Residuum r(X) = b— AX die folgende Abschétzung erfiillt

|AX - bl < e (|AlIX| +|bl).

: Einerseits: Falls die Ndherungslésung X akzeptabel ist, ergibt sich die Ab-
schitzung (Bezeichnungen A und b wie zuvor, komponentenweise Relation <)

IAX-b| = (A=A X+Db-b|=lax+pl<|allxl+pl
FTAX=— AZ+D

<e(|AlIX|+1bl).

Andererseits: Es ist zu zeigen, dald fiir N aherungslosungen X, welche die Abschit-
zung |AX - b| < € (IAl1X| +|bl) erfiillen, die Relation AX = D mit |A Al < e|Al und
Ib b| < g|b| folgt. Fiir eine Ndherungslosung X definiere Aund b durch

A= (a;j—sign(X)) ed;laijl) b= (bi+€9i1bil) ;e

{ﬁ falls z; #0

1<i,j=n’

<j

r=AX-b, z=¢(JAIIXI+Ibl), O;=
0 falls z;=0.



Eine kurze Rechnung zeigt (sign(x) x = |x|)

" n
AX-b= (Z (aij —sign(fj)eﬁilaijl) fj— (bi+£19i |bl|))
j=1

1<i<n

<i<n

n
= A%-b=(0;e Y. (layjlI%j1+1bil)) = A¥—b-r=0.
j=1

[ J
-

=2z

Da nach Voraussetzung die Ndherungslésung X die Abschitzung |r| < z (kompo-
nentenweise) erfiillt, folgt auBerdem |9;| <1 fiir 1 < i < n und damit

A-A=(-sign(X))ed;laijl)
b-b=(e9;b;])

1<i,j<n’ |E_A|55|A|,
|b-b|<elbl.

1<isn’
Damit folgt die Behauptung.
- Bemerkungen:

+ Fir eine genaue Ndherungslosung ist die Differenz zur exakten Losung des
linearen Gleichungssystems |X — x| klein.

+ Fir eine akzeptable Ndherungslosung ist das Residuum beim Einsetzen in das
lineare Gleichungssystem | AX — b| klein.

* Zusammenfassung: Ein Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems Ax = b (mit A € K" invertierbar) ist numerisch stabil (im Sin-
ne der Riickwértsanalyse), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten (A, b) die
unter dem Einfluly von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern berechne-
ten Niaherungslosungen ¥ ~ x = A~!b akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U4 p) ..., Sind, d.h. es gilt (mittels Satz von Prager und Oettli)

xep(Uabenay) < |AX— Dbl < emacn (IAIIXI+1D1).



3. Vektoren und Matrizen

¢ Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate der Linearen Algebra, inbesondere zu Vekto-
ren, Matrizen, Skalarprodukt, Orthogonalitidt, Norm.

- QR-Zerlegung einer Matrix, Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt
und Modifikationen.



3.1. Rechnen mit Vektoren und Matrizen

¢ Endlich dimensionaler Vektorraum bzw. linearer Raum K" mit K = R,C (iibliche
Bezeichnungen fiir Komponenten, identifiziere x € K" mit Spalte x € K1 Addition
und Skalarmultiplikation)

X1 X1+ 0N Axy
x=|:[eK", xX+y= : , Ax=]| |, xyeK", AeK.
Xn Xn+Yn Axp
e Menge der komplexen bzw. reellen Matrizen K”**” (Anordnung in Schema mit m Zeilen

und n Spalten, komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation, quadratische
Matrix fiir m = n)

a;ly ... din

A:(aij) = e K™,

l<sism,l<jsn —

am]_ ces amn

Matrizenmultiplikation (assoziativ, nicht kommutativ)

m
C:AB:(Zaikbkj) ek, Aek™, BeK™"
k=1

1<i<f,1sjsn
ABC=(AB)C=A(BC), ABi;af1 BA.
e Fiir A € K" ist die zugehorige lineare Abbildung (mit Eigenschaften Additivitat und
Homogenitit) gegeben durch
fK'-K": x— Ax.
Bild der linearen Abbildung bzw. der zugehorigen Matrix
Ra=fKY={y=AxeK": xe K"} cK™.
Nullraum der linearen Abbildung bzw. der zugehorigen Matrix
Na=f10)={xeK": Ax=0e K"} cK".

e Lialtsich ein Vektor w € K" in der Form

k
w = Z /11' Vi
i=1
mit vy,..., v € K" und A4,...,A; € K darstellen, heilt w eine Linearkombination von
v1,..., Vx. Die Menge aller Linearkombinationen von vy,..., vy bezeichnet man als li-

neare Hiille der Vektoren vy, ..., vy bzw. den von vy, ..., v; aufgespannten Raum

k
(vl,...,vk>:{w: Z)L,— viE[K":)Ll,...,}LkE[K}cK”.
i=1



LaRt sich kein Vektor in {vl, . vk} als Linearkombination der restlichen Vektoren dar-
stellen, d.h. es gilt

k
Z/lil}l':o = 1;=0, 1=<i<k,
i=1
heillen vy, ..., vi linear unabhéngig. Folglich ist auch die Darstellung von w € (v, ..., vg)
als Linearkombination der vy, ..., vy eindeutig.

Sind n Vektoren vy,...,v, € K" linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis des Vek-
torraumes K", d.h. jeder Vektor in K" 143t sich als Linearkombination der Basisvekto-
ren darstellen (Erzeugendensystem) und die Darstellung ist eindeutig (lineare Unab-
héangigkeit).

Die Standardbasisvektoren bzw. kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e, € K" (definiert
durch (e;)j = 6;j fiir 1 < 7, j < n) bilden eine Basis des Vektorraumes K". Fiir x € K" folgt
direkt die Darstellung als Linearkombination

x=)Y x;e;eK".

n
i=1
Veranschaulichung im R?, R3.

Grundlegender Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Darstel-
lungen als Linearkombinationen: Angabe und Umformulierung des Matrix-Vektor Pro-
duktes Ax = b ergibt (wobei A e K", x e K", be K')

aik
n n
Ax:(zazkxk) =) X ai =b,
<I<
k=1 k=1
Amk

k—te Spalte a; von A

d.h. die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b entspricht der Darstellung der
rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A.

SchluB3folgerung: Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn
sich die rechte Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A darstellen laf3t
(somit ist b € Z4).

Der Rang einer Matrix A € K™*" ist definiert als die Anzahl der linear unabhingigen
Spalten (bzw. Zeilen). Es gilt
rg(A) = n—dim.4}.

Eine Matrix A € K" hat vollen Rang, wenn rg(A) = min{m, n}.

Falls fiir eine Matrix A € K" die Anzahl der Zeilen grofer als die Anzahl der Spalten
sind, d.h. es gilt m = n, sind folgende Aussagen dquivalent:



- Die Matrix A € K™ hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

- Die Abbildung f: K" — K" : x — Ax ist injektiv.
: Falls alle Spalten der Matrix linear unabhéngig sind, folgt
n
Ax=Ay < A@x-y)=0 < Y (xx-ypax=0 < x=y
k=1
und damit die Injektivitit von f.

— Der Nullraum von A ist gegeben durch .4} = {0} c K.
: Ahnlich wie zuvor folgt aus der linearen Unabhingigkeit der Spalten von A

n
Ax=0 < ) xpar=0 < x=0
k=1
und damit die Behauptung.

Fiir quadratische Matrizen gelten inbesondere die folgenden dquivalenten Aussagen:

- Die Matrix A € K”*" hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A bilden somit eine Basis von K", d.h. jeder Vektor in K" 1a8t sich
als Linearkombination der Basisvektoren darstellen und die Darstellung ist ein-
deutig.

- Die Abbildung f : K" — K" : x — Ax ist bijektiv.
Die zugehorige inverse Abbildung f~1: K" — K" : x — A~lx ist durch die inverse
Matrix (bzw. kurz Inverse) A~! € K"*" definiert, und es gilt

AAT =1,
- Der Nullraum von A ist gegeben durch .43 = {0} c K.
Die Inverse einer Matrix A € K""*" erfiillt die Matrix-Gleichung
AX =1,
(A1 Axy) = ]| en),

ayl ... Qain X11 ... Xin 1 0

anl cee ann xnl cee xnn 0 ].

d.h. die inverse Matrix A~! ergibt sich als Lésung der 7 linearen Gleichungssysteme
Axi=e;, lsisn, A'=(x||x,).

Bemerkung: Fiir invertierbare Matrizen A, B € K™*" gilt

(AB) '=B71a7L.



e Eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems: Falls die Matrix A € K"*" in-
vertierbar ist, bilden die Spalten von A eine Basis von K". Folglich ist die Darstellung der
rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A eindeutig und damit die
Losung des linearen Gleichungssystems A x = b eindeutig bestimmt.

* Vgl. lllustration3_VektorenMatrizen.



3.2. Elementare Matrix-Multiplikationen

e Vorbemerkung: Die Losung eines (eindeutig l6sbaren) linearen Gleichungssystems
AXx = b (mittels GauBschem Eliminationsverfahren) beruht auf der Transformation der
Matrix A auf Dreiecksgestalt. Fiir theoretische Untersuchungen ist eine Beschreibung
der Transformation mittels elementarer Matrix-Multiplikationen vorteilhaft.

* Elementare Matrix-Umformungen: Die Multiplikation einer Matrix A von links mit
einer elementaren Transformationsmatrix T (d.h. Bildung von T A) wirkt auf die Zeilen
der Matrix A.

- Skalierung durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix

d
D =diag(d,,...,d,) = e K", di#0, 1<i<n.
dn

Es gilt D' = diag(Z-,..., 7-)-

- Vertauschung von Zeilen (oder Spalten) durch Multiplikation mit einer Permuta-
tionsmatrix (Standardmatrix E;; mit Eintrag 1 bei (i, j)-tem Koeffizienten und an-
sonsten Eintrdgen 0)

P:I—Eii—Ejj+Eij+Eji€Knxn, 1<i,jsn, i#].

Esgilt P~ =P =pPT,

- Addition des skalaren Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen Zeile
(oder Spalte)

Nij(a):]+aEijeK”x”, l<i,j<n, i#], aek.

Es gilt N; ]-(oc)_1 = N;j(— a) und beispielsweise fiir n = 3 (Reihenfolge der Matrizen
wesentlich!)

1
Noj(a21) N3y (asi) Naz(@s2) = | ap, - e K33,

as; asx 1

Vgl. lllustration3_VektorenMatrizen.



3.3. Skalarprodukt und Orthogonalitit

* Fiir eine komplexe Zahl z = Rz+i3z € Cist die komplex konjugierte Zahl gegeben durch
z=Rz-1SzeC.

* Fiir eine reelle oder komplexe Matrix

alr ... Ain

A:(aij) e K™

l<ism,1<j<n —

aml cee amn

ist die transponierte Matrix (bzw. kurz Transponierte) gegeben durch

ailr ... aAml

ATZ (aj,-) e K™™

1<j<nl<ism —

aln cee amn

und die adjungierte Matrix (bzw. kurz Adjungierte) A* € K**" gegeben durch

ailr ... aml
=T
A*=A =(ay) e K"™™M.

1<jsnl<ism

aln cee amn

Offensichtlich gilt (wobei A, B € K", C € K"** k fiir letzte Relation verwende Annahme
A e K™ invertierbar und z.B. die Relation I = (A"1A)* = A*(A™1H)*)

A+B)T=AT+BT, naT=24T, Ac)’=cTa?, AH =@ HT,
(A+B)* = A*+B*, (AA)*=1A%, (ACQ)*=C*A*, A '=w@UbH*,

und insbesondere A* = AT fiir Ae R™*",
* Eine (quadratische) Matrix A € K"*"* heil§t symmetrisch, wenn
AT=A, aji=a;j, 1<ij<n.
Eine (quadratische) Matrix A € K"*" heil3t selbstadjungiert bzw. hermitesch, wenn
A=A, aji=aij, 1<i,j<n.

Offensichtlich ist eine reelle selbstadjungierte Matrix insbesondere symmetrisch.

Eine selbstadjungierte Matrix A € K"*"* heil3t positiv semi-definit oder positiv definit,
falls fiir alle x € K" die Bedingung

x*Ax=0 oder x*Ax>0



erfiillt ist. Beachte, dal die quadratische Form
qg:K"->R:x— x"Ax,
ann ... din) (X1 non
g =x*Ax=(x1 ... X%)| : : =YY g,
i=1j=1
anl cee ann x” ! J

aufgrund der geforderten Selbstadjungiertheit von A reelle Werte annimmt, denn es
folgt (fir v, w e K" ist vTw = wTv)

X*Ax = x*A*x=(Ax)*x = Ax)Tx = x*Ax = x*AxeR.
Ar=4 (Ax) =(Ax)T (A0 T%=%" (Ax)

* Das euklidische Skalarprodukt ist definiert durch (komplexe Konjugation bzgl. des
zweiten Argumentes!)

X1

n
(] )y K'x K" = K: (x, ) = {x|y), =y* x=(1 ... Tn)]|: :Zlﬂx,-.
x,)

Die zugehorige euklidische Norm ist gegeben durch

n
ll2 : K" = Rag 2= lxll2 = /(x| x)y =1/ 3 il
i=1

e Allgemeiner fordert man von einem Skalarprodukt bzw. inneren Produkt folgende
Eigenschaften (positiv definite hermitesche Sesquilinearform, insbesondere fiir K = R
positiv definite symmetrische Bilinearform)

() K'xK" > K
(x+X|y)=(x|y)+(Z|y), (Ax|y)=2A(x|y), AekK, xyeK",

(ylx)=(xly),  xyek”,
(x|x)=0, (x|x)=0e x=0, xeK".

Die zugehorige Norm, definiert durch

-1 K" = R : x— [lx] = /{x|x),
erfiillt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Kx|y)| = lxliyl,  xyeK".

: Insbesondere fiir den Spezialfall y = 0 ist die Behauptung klar. Unter der Annah-
me y # 0 und K =R fiihrt die Minimierung der quadratischen Funktion

FiK=Reg: A lx+ Ayl = (x+Ay|x+Ay) = x1? +IAPIyI% + (A {x]|y) + Ay |x))



wegen f(A) =[x+ A?[ yI? +2A{x|y) auf die Ungleichung

f'Qmin) =2 Amin 117 +2(x|y) =0, Amin=—jp{(x]y),  f"(Amm) =21yI* >0,
0= fQmin) = Ix1° = [ (x[y)* = [x[»)|= =iyl

Fiir K = C ergibt sich die Behauptung direkt durch Einsetzen von A = — W (x | y)

0<f(- W(ﬂy}) = ||x||2—W|<x|y>|2

und Wurzelziehen.

Allgemein fordert man fiir eine Norm || - || : K" — R, die folgenden Eigenschaften (Po-
sitive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung)

lx|=0 & x=0, xeKk",
IAxIl = 1Al x]l, LekK, xeK",
lx+yll < llxl+lyl, x,yeK".

Bemerkung: Die durch ein Skalarprodukt definierte Norm erfiillt die Normeigenschaf-
ten. : Die Eigenschaften positive Definitheit und Homogenitét sind leicht nach-
zuweisen. Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

(x]y)+{ylxy<2lxllyl

= (x|x)+(x|y)+(y|x)+(y|y) < IxlP+20xyl+1y1?
= lx+yl*<Ix®+20xl Iyl +yl®

= |lx+yl<lxl+lyl

und damit die Dreiecksungleichung.

Insbesondere im R? ist der von zwei Vektoren 0 # x, y € R? eingeschlossene Winkel ge-
geben durch

_ (x|y),

lxllz iyl
Speziell fiir || x|l = 1 und mit der Bezeichnung r = | y||, fiir die Ldnge von y ergibt sich

(x|y),=rcosa,

d.h. (x|y)» beschreibt die Projektion von y auf x und (x|y), x die Komponente von y
in Richtung x (vgl. Abbildung, Skriptum, S. 42). Falls die beiden Vektoren einen rechten

Winkel einschliefen, d.h. a = %, folgt (x|y)2 = 0.

Zwei Vektoren x, y € K" heilen orthogonal, wenn die Bedingung (x|y) = 0 (bzw. speziell
fiir das euklidische Skalarprodukt (x|y), = y* x = 0) erfiillt ist.



Satz von Pythagoras: Fiir orthonormale Vektoren zj, ..., z; € K" und skalare c,...,cy €
K gilt die folgende Relation

k 2 n n n n
| X iz = (X eim| X eizi) = ¥ e (ailzy) = Y leil.
i=1 i=1 j=1 — =1

i,j=1
—zjzl—(?,]

Eine Teilmenge V = {vy,..., v} < K" \ {0} heillt orthogonal, wenn je zwei Elemente or-
thogonal sind, d.h. es gilt (v;|v;) =0 fiir 1 < i,j < k mit i # j. Nach Satz 3.1 sind die
Elemente einer orthogonalen Menge linear unabhéngig, denn es gilt

k k
Y Aivi=0 = Y A {vi|lvj)=0, 1<j<sk = 1;=0, 1<j<k.
i=1 i=1 ——— ||Vj||7£0

=[lvjll% 8;
Sind auBerdem alle Vektoren in V normiert, d.h. ||v;|| =1 fiir 1 < i < k, hei8t die Menge
orthonormal.

Die Elemente einer orthonormalen Menge V = {vy,...,v,} < K" bilden eine Ortho-
normalbasis von K", vgl. Satz 3.1. Fiir einen Vektor y € K" gilt dann die folgende Dar-
stellung beziiglich der Orthonormalbasis

n
y=Y (ylvi)vi.
i=1

: Da die Vektoren in V eine Basis von K" bilden, 148t sich y € K" als Linearkombi-
nation von v, ..., v, darstellen

n
y= Z/livi.
i=1

Durch Bilden des Skalarproduktes mit den Basisvektoren folgt

n
(ylviy=> Ai{vilvj)=2;, 1<sj=sn = A;=(y|v;), 1<j=n,
i=1 ——
:5ij
und damit die angegebene Darstellung.
Zwei Teilmengen X,Y < K" heissen orthogonal zueinander, wenn fiir jedes Element
x € X und jedes Element y € Y die Bedingung (x|y) = 0 gilt.
Eine quadratische Matrix Q € K"*"*, deren Spalten orthonormal sind, heif$t eine unitire
Matrix (oder speziell orthonormale Matrix fiir K = R).

Folglich gilt (Produkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte von Q ergibt Kronecker-Delta
6ij, d.h. Wert 1 falls i = j und ansonsten Wert 0)

Q*Q=1 bzw. Q!=0Q*.



Die durch eine unitdre Matrix definierte lineare Abbildung f : K" — K" : x — Qux ist
langenerhaltend, d.h. es gilt

1Qxll2 = llxll2

wegen Qx5 = x*Q*Qx = x*x = x|3.

Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Darstellungen als Linear-
kombinationen: Die Darstellung eines Vektors b € K" als Linearkombination orthogo-

naler Vektoren ¢;,..., g entspricht der Losung eines linearen Gleichungssystems mit
unitdrer Matrix

Qx=b < b=) xiqi, Q=(Ch\"'\61n)-
i=1

Die Losung erhdlt man in diesem Fall auf einfache Weise durch Mulitplikation mit der
adjungierten Matrix

q qib

x=Q"b= : b=| :

dn qnb




3.4. Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

* Vorbemerkungen:

- Die Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=Dh, A=(ar|-|ap) e K", xeK", bek”,
entspricht der Darstellung der rechten Seite b als Linearkombination der Spalten-

vektoren ay, ..., a;.

- Besonders einfach ist die Losung eines linearen Gleichungssystems
Qy=c, Q:(ql\---\qn)eK”X”, yeK", ceK",

mit unitdrer Matrix Q, d.h. die Spaltenvektoren ¢,...,q, bilden eine Ortho-
normalbasis des Vektorraumes K”. In diesem Fall ist das Gleichungssystem ein-
deutig 16sbar und man erhélt die Losung durch Multiplikation mit der adjun-
gierten Matrix

q
y=Q%, Q"=
qn
— Formulierung in Hinblick auf die Losung tiberbestimmter linearer Gleichungs-
systeme
Ax=b, A=(a1|---|a,)eK™", xeK", beK", m=n.

Zusitzliche Annahme, dalk die Matrix A vollen Rang hat, d.h. die Spaltenvektoren
ai,...,a, sind linear unabhéngig.

e Problemstellung: Zu linear unbhéngigen Vektoren a;,...,a, € K finde orthonormale
Vektoren ¢, ..., q, € K™ so, daB3 die Vektoren aj,...,a; und qy, ..., g fiir 1 < k < n den-
selben Raum aufspannen, d.h. es gelte

<Cll;---,CJk>:<al,---,ak>, l<k<n.

Dies ist dquivalent zur Berechnung der reduzierten QR-Zerlegung der Matrix A

A=0R,
A=(ar|--| an) e K™,
Q=(q|--| gn) eK™",
M1 ... Tnn
R= e K™, rii70, 1<i<n



: Durch Bestimmung des Produktes Q R erhilt man wegen rij =0flirk=j+1

A=QR,
n J
dij=zclikrkj=zéhkrkj, l<sism, 1<j<n,
k=1 k=1
J
aj:ZrijIk; l<j=n,
k=1
ay=nrmdqy, a=ri2qi+12q2, ..., ap=Tipqi+-+T'n-1,nqn-1+Tnnqn.

Die zeigt, da a,,...,ar € {(q1,...,qx) flir 1 < k < n. Andererseits ist wegen r;; # 0 fiir
1 < i < n die Matrix R invertierbar und deshalb A = QR dquivalent zu Q = AR™! (die
Inverse von R wird nicht explizit berechnet, Einsetzen der bereits bestimmten Spalten
von @). Sukzessives Auflosen der obigen Relationen fiihrt auf

Tjj

j-1
aj =7 (aj—qui), l=j=n,
i=1

_ 1 _ 1 _ 1
q1=77a1, Ge=-(a2—-r2q), etc, qn—m(an_rlnch_"'_rn—l,nqn—l)y

was zeigt, dald auch q,...,qr €{ay,...,a;) fir1 < k < n.

Bemerkung: Als (volle) QR-Zerlegung einer Matrix A € K""*" bezeichnet man die Dar-
stellung
A=QR,

A:(Cll‘---‘an)EKmxn,

~ R
Q=(Q|gn+1| | gm) e ™™, R:{T}EK’"X’Z,

wobei die Matrix @ um m — n orthonormale Spalten ¢+1,..., g, zu einer unitdren Ma-
trix Q € K" ergdnzt wird und die Matrix R um m — n Nullzeilen zur Matrix R € K"**"
ergianzt wird.

Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt ist ein Verfahren zur Berech-
nung der reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix A = (ay|---| a,) € K™*", d.h. ortho-
normaler Vektoren ¢, ..., g, € K™ mit

k-1
1
qk:%(ak_izzlrikqi)r ISksny

wobeir;jeKfiirl<i,j<nmitr;j=0flirizj+lundr; Z0fiirl<i<n.
Bemerkung: Wihle im Folgenden (- |-) = (-[-)ound || - | = || - I|2.

Herleitung des Verfahrens:

- Betrachte die erste Relation q; = % a; mit unbekanntem Koeffizienten r;;. Die

Forderung |l q; |l = 1 impliziert |r1;| = [la; ||. Setze etwa r1; = [la; ||



- Betrachte die zweite Relation g, = é (az — r12q1) mit unbekannten Koeffizien-
ten 15 und ry,. Die Forderungen (g |q1) = 0 und || g2 || = 1 implizieren

={(q21q1) =

722

,22(az—T12q1)|611>——(<az|fh —Tr12) r;_;o r12:<a2|q1),

||612||=@||612—r12611||=1 = Irel=1ql, G.=a—r2q.

Setzte etwa 22 = [ g2 |l

- Betrachte allgemein die k-te Relation (beinhaltet auch den Spezialfall k = 1)

k-1
Qk=§1k(ak—zrik6h), l<k=<n,

i=1

mit unbekannten Koeffizienten rj fiir 1 < j < k. Die Forderungen (g |q;) = 0 fiir
1< j<k-1und |gill =1 implizieren

—<6lk|q]>—<%(dk kz quz)‘q1> =(akla))—ri) = rie=(axlq;),

Tk #0
k-1 k-1
ar— Y rieqi| = el =1Gell, Ge=ak— ) rigi.

i=1 i=1

-1

~

1
Treel

lqell =

Setze etwa rii = | Gkll.

Die obigen Uberlegungen fiihren auf folgendes Resultat.

Existenz und Eindeutigkeit der QR-Zerlegung einer Matrix (Satz 3.2): Fiir jede Matrix

A=(a ‘ e ‘ a,) € K™ von vollem Rang existiert die reduzierte QR-Zerlegung
A=0R,
O\:(ql‘ .‘qn)ekmxl’l,
m I'nn
R= e rii 70, 1<i<n,
I'nn

mit orthonormalen Vektoren ¢y, ..., q, € K™. Durch die zusétzliche Forderung r;; > 0
fiir 1 <i < nist die reduzierte QR-Zerlegung eindeutig bestimmt.

Das klassische Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt zur Berechnung der
reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix

rjk:<ak|qj>, ISjSk'—l,
k-1

de=ak— Y rikqj, Tke=1qxl, g == qk, l<k<n,
j=1

rkk



als Pseudo-Code formuliert lautet beispielsweise folgendermaen

Eingabedaten: ai firl<k<n
for k=1:n
q = ak
forj=1:k-1
rjk = {ak|q;)
d=q-rjkq;
end
rk =14l
=74
end
Ergebnisse: g, rjpflirl<j<kundl<k=<n

Vgl. [llustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.

Die geometrische Veranschaulichung des Orthogonalisierungverfahrens nach Gram-
Schmidt ist, dal$ vom Basisvektor a; schrittweise die Anteile rjx q; = (ax|q;) q; (Erinne-
rung: {a |q;) ist die Projektion von ay auf g; und {ax |q;) q; die Komponente von ay in
Richtung von ¢g;) subtrahiert werden. Der resultierende Vektor g steht dann orthogo-
nal (senkrecht) auf gy, ..., g1 bzw. die lineare Hiille (g, ..., gx-1). Durch Normierung
(Einheitsldnge) erhilt man den orthonormalen Vektor gj.

Vorsicht! Speziell fiir zwei Vektoren a;,a, € K™ fiihrt das klassische Orthogonalisie-
rungverfahren nach Gram-Schmidt auf

q1 = mdl, ﬁz = d2—<6lz|671>671 = az__lluillz <0lz|6l1>6l1, q2 = mﬁz-

Falls die beiden Vektoren a,, a, fast linear abhingig sind, d.h. es ist a, = ca; + 6 mit
6 e K™ und ||6]| klein, folgt

G2 =0~ (0lar)a,
d.h. es istinbesondere || g2 | klein und damit der bei ¢, auftretende Faktor Wﬁ grofs. Re-

lative Rundungsfehler bei der Berechnung von ¢» werden deshalb bei der Berechnung
von ¢, erheblich verstarkt und der Algorithmus ist numerisch instabil.

Betrachte das Beispiel von Lauchli mit

e R

S O M =
S hh O =
h O O =~

vgl. lllustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.



* Ein modifiziertes Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt

Eingabedaten: ai firl<k<n
for k=1:n
gk = ax
end
for k=1:n
ik = Gl
qx = 7 A
for j=k+1:n
rej =(aj|dr)
qj=4q;—Tkjqdx
end
end

Ergebnisse: gi,rjxfirl<j<kundl<k=<n

beruht auf einer zeilenweisen Berechnung der Eintrdge der Matrix R (anstelle einer
spaltenweisen Berechnung).

Eine zweite Modifikation lautet

Eingabedaten: ai firl<k<n
for k=1:n
q = ay
forj=1:k-1
rik=(qld;)
d=q4-rjkq;j
end

ek =14l
=70
end

Ergebnisse: gi,rjxfirl<j<kundl<k=<n

Bemerkungen:
- Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt und auch beide Modifi-
kationen sind in gewissen Situation numerisch instabil, vgl. Beispiel von Lauchli.

Fiir die Modifikationen kann man zeigen, da unter dem Einflu§ von Rundungs-
fehlern Matrizen (5 (im Allgemeinen nicht unitér!) und R (obere Dreiecksmatrix)



berechnet werden, die von den exakten Matrizen Q und R der QR-Zerlegung einer
Matrix A € K"*" folgendermal3en abweichen

|QR—All, < Ci() emacn 1 All2,
|Q"Q~ 1], = Co(n) emach k2 (A) + O €1y K2 ().
Fiir eine fast singuldre Matrix A ist die Konditionzahl «,(A) grofs. Vgl. Bemerkung
im Skriptum, S. 49 sowie Beispiel von Lauchli.
Orthogonalisierungsverfahren und Modifikationen werden aber dennoch im Zu-
sammenhang mit iterativen Verfahren (Arnoldi, GMRES) angewendet.
- Eine numerisch stabile Modifikation des Orthogonalisierungsverfahren nach
Gram-Schmidt verwendet zusitzlich die Idee der Re-Orthogonalisierung. Eine

weitere stabile Alternative der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-
Reflexionen wird in Abschnitt 4.2 besprochen.

e Im Vergleich mit dem Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt speziell fiir
denFalln=3

k=1:  rm=lal, q=+lal

k=2: q=ap,

j=1: me={&|q), G=a-rnq, =14, q=:-14qI
k=3: q=as,

j=1: T13=<a3|611>, q=az—ri3q,
j=2: ris={(as|qz), G=as—-rsq—raqz, r33=14ql, 673:%3”5”
fiihrt die erste Modifikation auf

) _ 1
k=1: rm =llaill, g1 =5 llal

i=2:  me={(a|q), G=a-r2q
j=3: rs={(as|lq), Gs=as-rism
k=2:  rn=1q@l, g=51al
j=3: rzg,:(a3|qz>, 4s=az—T3q1— 3 qz

k=3:  ru=lgl 9= 13l
und die zweite Modifikation auf
k=1: r=lal, 6]1=r}—1||6ll||
k=2: q=a
=1:  re={(@|qn), G=a-rnq, rm=14l, q@=:14q

1 1’13:<5f|6]1>, g=q-nrisq
=2: T23=<K7|Q2>=<613—T13Q1|f72>, g=q—Tr3q>
rs3=11Gl, g3=-=1ql

33



3.5. Normen fiir Vektoren und Matrizen

e Fiir Vektoren x € K" und Matrizen A € K""*" sind Betridge sowie die arithmetischen Ver-
gleiche komponentenweise zu verstehen, d.h. man definiert

|1 laiil ... laixl
xI=1 |, [Al=1] : ,
[ x5 lamil ... lamnl

A<B fur ABeK™" <« a;j<b;; furalle 1<i<m, l<j=<n.

e Erinnerung: Eine Norm auf einem Vektorraum K" ist eine Funktion || - | : K" — Rx,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt (positive Definitheit, Homogenitdt, Sub-
Additivitat)

x| =0 & x=0, xeK",
IAx] =[AllxIl, ek, xeK",
Ix+yl<lxl+lyl, xyeK".

Neben der euklidischen Norm || - ||» (definiert durch das euklidische Skalarprodukt) wer-
den iiblicherweise die Betragssummennorm | - ||; und die Maximumsnorm | - ||, ver-

wendet
n n
=) 1xil, lxlz = 1xi%, 1 xlloo = max{|x;|:1<i<nf.
i=1 i=1

Vgl. Definition 3.3 und Veranschaulichungen zum Abstand zweier Vektoren im R? und
der Normkugel im R? (Skriptum, S.51)

U=Uy ={xeK": x| <1}.

Bemerkungen:

- Fiir die Summen- und Maximumsnorm sind die Normeigenschaften leicht nach-
zuweisen (Eigenschaften des Betrages).

- Fiir die euklidische Norm niitzt man den Zusammenhang mit dem euklidischen
Skalarprodukt (vgl. frither) und insbesondere die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz zum Beweis der Dreiecksungleichung.

- Speziell fiir die euklidische Norm und K = R lautet die Ungleichung von Cauchy-

Schwarz i , i )
(i:leiJ’i) S(;x?)(i;yiz), x,yeR".

Ein direkter Nachweis beruht etwa auf der arithmetischen-geometrischen Mittel-
ungleichung
ne

i=1

3=

n

IA
3=

n
Y xi, xeR"™
i=1



* Der Begriff der Norm 1408t sich direkt auf allgemeine Vektorrdume V iibertragen (Funk-

tion || - || : V — Rx>o mit den Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitédt und Sub-
Additivitat).
Zwei Normen |- [I,[Il -l : V — R3¢ auf einem Vektorraum heillen dquivalent, wenn Kon-

stanten ¢, ¢; > 0 existieren so, daB fiir alle x € V die folgende Relation gilt

allxll s lixll < ez Il x|l

In endlichdimensionsionalen Vektorraumen und insbesondere im K" sind alle Normen
dquivalent (im Gegensatz zu unendlichdimensionalen Vektorrdumen).
Beispielsweise gilt
IxXlloo < xll2 <= VR Xlloo-
: Der Index 1 < ¢ < n sei so gewdhlt, dald || x|loo = max{|x;|: 1 <i < n} =|x/|. Dann
folgt einerseits

/-1 n
2 2 2 2 2 2
Xl = lxel* < D Ixil™ +lxelP+ ). 1x1° = lxll3
i=1 i=0+1

und andererseits

n n
2 2 2 2
Ixls =) lxil° < ) 1xel* = nllxllZ .
i=1 i=1

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.

e Fiir A € K"*" betrachte die lineare Abbildung f : (K", || - [[xr) — (K™, || - [I[xm) : x — Ax.

Die zugehorige Operatornorm || - [|xm—yn : K" — Ry ist definiert durch
| Ax|lgcm
[Allgm—xn = max ——— = max _|[|Ax|km,
0#xek" || x|ln Nxllgn=1

vgl. Definition 3.4.
Bemerkungen:

- Nach Festlegung der betrachteten Normen schreibt man kurz || AJl.

— Wegen der Linearitdt von A und der Homogenitdt der Norm gilt ﬁ lAx| =]l A ﬁ [

fiir x # 0 und deshalb die angegebene Identitédt bei der Definition der Norm.
- Fiir die Identitdt I : K" — K" ergibt sich die Operatornorm || I| = 1.
In Analogie zu den Eigenschaften einer Norm auf K" erfiillt eine Operatornorm

-1 : K™" — Ry, folgende Eigenschaften (positive Definitheit, Homogenitdt, Sub-
Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung, Sub-Multiplikativitédt, Konsistenz)

Al =0 & A=0, Ae K™

IAAl = [AIIAl,  AeK, AeK™",
A+ B| < ||Al + |IBI, A,Be K™,
IAB| < |lAIIBl, AeKk™™, BeK™"

IAxI <lAllxl,  AeK™", xeK".



: Die Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitidt sowie Sub-Additivitdt fol-
gen aus den Eigenschaften der Norm auf K™ (| Al = 0 < [|Ax| = 0 fiir alle Vektoren
xeK'"o A=0, [AAx| = Al Ax]l, ICA+ B)x|l < [|Ax|l + | Bx|)). Die Eigenschaft Sub-
Multiplikativitdt erhélt man aus

IAB| = IABx|l IABx| _ IABx| I Bx|
o#xek” |lx|l  o#Bxek™ ||x||  0#Bxek™ ||Bx| x|l
IABx|l I Bx|l Ayl IBx|

Bl oBaX S S SO max = AlllIBI.

 0#Bxek™ || Bx|| ozxek" |lx||  o#yekm ||yl o£xek® ||l x|
Fiir x = 0 ist die Eigenschaft Konsistenz offensichtlich und wegen

I Ax|l | Ax]|
S —_—
lxll o#xexm x|

=[Al = lAxl <Al lxI

ergibt sich die Behauptung fiir 0 # x € K".

Berechnung von Operatornormen (Satz 3.6): Fiir die Betragssummennorm, euklische
Norm und Maximumsnorm ist die zugehorige Operatornorm einer Matrix A € K"*"
gegeben durch die grolte Spaltenbetragssumme, die Wurzel des maximalen Eigenwer-
tes von A* A € K" und die grofte Zeilenbetragssumme

m
1Al =max{ ) lai;l:1<j<n,
i=1

Al = ma.x{\/zz A Eigenwert von A* A},
n

||A||oo=max{ Y laijl:1<is m}
j=

(Nachweis der Relation fiir | A||»): Beachte, daf§ die Matrix
B=A"AeK"™"

positiv semi-definit ist (x*Bx = ||Ax||§ > 0 fiir alle x € K") und folglich alle Eigenwerte
nicht-negativ sind (jeder Eigenwert A € K mit zugehorigem Eigenvektor v € K" erfiillt
0<v*Bv = A||v||3, d.h. A = 0). AuRerdem ist B wegen B* = (A*A)* = A*A** = A*A=B
insbesondere eine normale Matrix, d.h. es gilt die Gleichheit B* B = BB*. Eine normale
Matrix ist unitdr diagonalisierbar, d.h. es gilt

QBQ*=A bzw. B=Q"AQ

mit einer unitdren Matrix Q € K”*" und einer Diagonalmatrix A € K"*". Nun folgt mit-
tels [[Qxll2 = Il xll2

IAll2 = [max IAxIl2 = [max v.x x*Bx [max vx QA y*Ay

=1 y Q ||y||

und schlieflich durch Einsetzen der Standardbasisvektoren die Behauptung.



Bemerkung: Fiir den Spezialfall A € R>*2 ergibt sich

_(* P (4 _ _(aa+pBb B
A_(Y 5), x_(b), ||x||1_|a|+|b|’ Ax_(ya+6b)’ ”Alll_”l;crﬁ?i(l”Ax”l,

und damit die Abschédtzung

IAxly =laa+pBbl+|ya+86bl<(lal+Iyl)lal+ (16l +151) bl
<max{|al+yl,181 +161} (lal +|bl),
IAllL = max max{lal+lyl,I8] +161} (lal +|bl) = max{lal +|yl,|8] +161}.
|al+|bl=1 —_——
=1
Durch Einsetzen der Standardbasisvektoren folgt weiters (verwende [le;|l; =1 = [le2|l1)
lal+|yl=1Aeil1 = max [[Ax|; = [lAl,
lxl1=1

= max{lal+|yl, I8l + 51} < I Al
1Bl +161 =1l Aezllr < I All1,

Damit folgt die Gleichheit der Operatornorm von A mit dem Maximum der Betrags-
summen der ersten bzw. zweiten Spalte von A

1Al = max{lal +|yl,18] +151}.
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Maximumsnorm.

* Bemerkungen und Veranschaulichungen von Operatornormen:

— Die Norm einer Matrix

IAl = max | Axll,  AeK™",
Ixll=1

gibt fiir Elemente der Normkugel in K”, d.h. Argumente x € K" mit || x|| = 1, die
maximale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax|| an.

- Speziell fiir invertierbare Matrizen A € K"*" gilt wegen der eindeutigen Zuordnung
x <~ y=Axbzw. y — x = A~ lx fiir x,y € K" (verwende auRerdem die Relation

max{x:xe€ X} = m fiir eine beschrdnkte Menge X < R\ {0})
1 A~y I x| 1 1
A7 = max—— =max——=m = = —
y20 |yl Ax#0 |Ax|  x#0 || Ax|| . IAxll min ||Ax]|
min——  |x|=1
x#0 || x|
und folglich
——— = min | Ax|| fir AeK™"™ invertierbar.
IA=Y ixli=1

Anschaulich bedeutet das, dal§ die Operatornorm ” Al_l i fiir Argumente x € K" mit

| x|l = 1 die minimale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax|| angibt.




- Insbesondere im euklidischen Raum (R?, || - |l») bilden fiir Elemente des Einheits-
kreises (d.h. x; = cos t, xp = sin #) die zugehorige Bildelemente unter einer linearen
Abbildung x — Ax mit A€ R2*2 eine Ellipse, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 53.

Die obigen Uberlegungen motivieren die Definition der Konditionzahl einer Matrix.

Die Konditionszahl einer quadratischen Matrix A € K"*"* ist definiert durch

N IAINA~Y, falls A€ K™ invertierbar,
K =
00, falls A € K'**" singuldr,

vgl. Definition 3.5. Allgemein definiert man fiir A € K"**"

max | Ax||
_lixll=1

®(A) = in A
x||=1

Bemerkungen:
— Fiir die Konditionszahl einer Matrix gilt k (A) = 1 (vgl. Veranschaulichung im R?).

— Fir unitdre Matrizen Q € K" gilt (wegen Q*Q = I = QQ™ ist ||Qxll2 = [|x[l> und
1Q7 xllz = 1Q*xll2 = x]12)

lal, =1, e, =1.

Somit gilt auch
x(Q)=1.

Weiters bleibt bei Transformation einer Matrix A € K™*" mittels einer unitiren
Matrix Q € K™ wegen ||QAx|2 = || Ax|; fiir x € K" die Operatornorm und folg-
lich auch die Konditionzahl erhalten

IQAl2=11Allz,  x(QA) =«(A).

Fiir m x n Matrizen ist die Frobenius-Norm | - || g : K"*"* — R definiert durch

m n
ZZIaijIZ, Ae K™,
i=1j=1

IAlF =

Dies entspricht der euklidischen Norm des entsprechenden Vektors a € K" mit den
Komponenten a;; fiir 1 =i < mund 1 < j < n. Die Frobenius-Norm erfiillt die Eigen-
schaften positive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitidt, Sub-Multiplikativitdt und
Konsistenz, ist jedoch keine Operatornorm, da || I||r = v/n # 1 fiir I € K" mit n = 2.



4. Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme
e Die ndherungsweise Losung linearer Gleichungssysteme ist die wichtigste Grund-
aufgabe der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme,
- Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen,
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen,

- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen.

¢ Inhalte:
— Kondition des Problems.

- QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen zur direkten Losung
linearer Gleichungssysteme.

- Gaul’sches Eliminationsverfahren bzw. LR-Zerlegung einer Matrix zur direkten L6-
sung linearer Gleichungssysteme.

— Numerische Stabilitit der Verfahren.



4.1. Kondition linearer Gleichungssysteme

* Fragestellung: Bestimmung der Kondition des numerischen Problems der Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b, d.h.

p K" x K" - K": (A b) — x.

Zu untersuchen ist also die Sensitivitit der Losung x+¢ = p(A+a, b+ p) gegeniiber klei-
nen Anderungen a und § der Eingangsdaten, d.h. das Ziel ist es, die Lésung x des linea-
ren Gleichungssystems Ax = b ist mit der Losung x + ¢ des linearen Gleichungssystems
(A+a) (x+¢) = b+ [ in Relation zu setzen und eine Abschétzung fiir den relativen Fehler

T
H herzuleiten.

» Annahme: Es sei A € K"*" invertierbar und die Anderung a € K"*" so klein, dal A+ «
ebenfalls invertierbar ist.

Resultat zur Invertierbarkeit der Matrix A + a (Satz 4.1):

1

m — A+a invertierbar.

lell <

: Die Matrix A+« ist genau dann invertierbar, wenn das lineare Gleichungssystem
(A+ a)x = 0 nur die triviale Losung x = 0 besitzt. Mit Hilfe der geforderten Invertierbar-

keit von A sowie der Bedingung ||a|l < m s1-1AYNal>0 folgt

A+a)x=0 = Ax=-ax — x=—Alax
= lxl<lA lallxl = a-1AlaDlxl<0 = [xI=0
und damit x = 0.

e Annahme: Es sei A € K'**" invertierbar und es gelte ||a| < m fiir ¢ € K", d.h. die
Matrix A + « ist ebenfalls invertierbar. Weiters sei 0 # b € K" sowie 0 # x € K".

Abschétzung: Unter der Voraussetzung, dall die relativen Fehler der Eingangsdaten den
Schranken (wobei € > 0 hinreichend klein, sodaB ex(A) = || A||A7!] < 1)

ot _, 0B

I Al bl
geniigen, ergibt sich folgende Abschitzung fiir den relativen Fehler des Ergebnisses (be-
achte {olr < 1 wegen ||bll = || Ax|l < | Alll x|}

IIfIIS ex(A) (1+ 1D )
lxl 1-ex(A) AN x|

Bemerkung: Die Konditionszahl der Matrix A ist ausschlaggebend fiir die Kondition
des Problems. Falls ex(A) << 1 gilt, ist das Problem gut konditioniert. Falls hingegen
ex(A) = 1 gilt, ist die Losung des linearen Gleichungssystems ein schlecht konditionier-
tes Problem.



: Es gilt (verwende 1— | A7!||[|a|l > 0)

A+a)(x+8)=b+p = Ax+Al+ax+al=b+p

A?b Al =p-ax—aé

= (=AY B-ax-al)
= &< IAT NI+ lallxl+lall&l)
= (1=l1A" " a)iEn < 1A~ BN+ lalilxl)

-1
i (181 + ).

= s ——
1- A"l

Einsetzen der vorausgesetzen Schranken ||a| < || All und || 8]l < €]|b| sowie der Kondi-
tionszahl x(A) = | Al | A~ unter Verwendung der Relation

0<qg=1A"Ylal<1, g<g=¢ex(A) <1,
1 1 o © 1 1
1 = :qufzqk: = = ,
1-1A el 1-q A& & 1-G l-ex(A)
ergibt die Abschitzung
A7 ex(A) (bl
ISl = —————— Bl + llalllx|l) = +lxl,
¢ 1—||A‘1|||Ia||( h ) 1—£1<(A)(||A|| )

und damit folgt die Behauptung.

* Bedeutung des Residuums:

- Fiir eine Ndherungslosung X an die Losung x des linearen Gleichungssystems
Ax = b ergibt sich durch Einsetzen das Residuum

r(x)=Ax->b.

Klarerweise gilt r (x) = Ax— b =0.
— Aber! Aus der GréRe des Residuums kann man im Allgemeinen nichts iiber die
Giite der Ndherungslosung, d.h. die GréRe des Fehlers || X — x|, ableiten.

- Esgilt die Abschédtzung
(Xl

Al

X — x|l = x(A)

)

die aus der Uberlegung

FrX=AX-b=AG-x) = Ii-x=A"'r@®
I (Xl

X-xI <A Ir@ ] =x(A) ——
= [[X=xll=1AIr&@)I=x(A) 1Al

folgt.



— Aus der Relation
AX=b+r(X)

folgert man, dal3 bei einem kleinen Residuum die Ndherungslosung X der exakten
Losung eines linearen Gleichungssystems mit exakter Matrix A und leicht abgeédn-
derter rechter Seite b + r(X) entspricht und damit eine akzeptable Ndherungslo-
sung ist.

- Fiir zwei Ndherungslésungen X und X kann aber folgende Situation eintreten
1% —xll = |X - xI und  [IrX)| << IrG)I

oder sogar
1% —xll >> [ x— x|l und  IrX)I << lr X))l

- Beispiel von Kahan, vgl. Illustration4_Kahan und Abbildung, Skriptum, S. 59.



4.2. Losung liber die QR-Zerlegung
¢ Situation: Es sei A € K" invertierbar und es bezeichne
A=QR,

n ... nn

(ar| | an) = (a1 | gn) SO

die (eindeutig bestimmte reduzierte bzw. volle) QR-Zerlegung von A mit unitidrer Ma-
trix Q € K" (d.h. Q*Q = I) und oberer Dreiecksmatrix R € K"*" mit positiven
Diagonaleintrdgen r;; >0 flirl <i < n.

Erinnerung: Die Berechnung der QR-Zerlegung von A mittels des Ortho-
gonalisierungsverfahrens nach Gram-Schmidt basiert auf der Idee, die Spaltenvektoren
von A zu orthogonalisieren. Die Forderung (ay, ..., ax) = {(q1,..., gk fir 1 < k < n fihrt
auf eine Dreiecksmatrix R. Die numerische Instabilitdt des Verfahrens in gewissen
Situationen erfordert die Konstruktion eines geeigneten alternativen Verfahrens.

Alternativer Zugang: Ein alternatives Verfahren zur Berechnung der QR-Zerlegung einer
(invertierbaren) Matrix A € K"*" verwendet die Idee der Triangulierung von A durch
Multiplikation mit geeignet gewdhlten unitdren Matrizen Qj,..., Q7 (d.h. Q7 = Q; fiir
1 <i<n,wegen (Q;+1Q:)"(Qi+1Q;) = Q; Q7 Qi+1Q; = I ist das Produkt unitdrer Matri-
zen und damit Q* unitér)

Qi Q,A=R < A=Q,---Q1R.
~— ——
:Q* :Q
Transformationen zur Triangulierung von A basieren auf der Verwendung von

Householder-Reflexionen oder Givens-Rotationen.

¢ Eine Householder-Reflexion ist eine Matrix der Form
T=I-2vv*eK"™", veK?, Jvl,=1.

Bemerkungen zu Householder-Reflexionen:
- Im allgemeinen ist eine Householder-Reflexion eine volle Matrix.
Der Rang einer Householder-Reflexion ist 1.

Zur Berechnung des Produktes Tx mit x € K" verwendet man ausschlie(lich die
folgende Relation
Tx=x-2vv*x=x-2cv.
~—~
=ceK

Zur Berechnung der transformierten Matrix TA verwendet man

TA=(Ta|---|Ta,), Taj=aj-2@w*a)v, 1<j<n.



- Eine Householder-Reflexion ist eine selbstadjungierte und unitdre Matrix

T =(I-2vv*)" =I"-2(wv")* =T1-2v"*v" =1-2v0" =T,
T*T=T*=(I-2vv*)(I-2vv*)=T-4vv* +4v p*v v*'=1.
—~~

_ 2_
=lvl2=1

- Die Bezeichnung Householder-Reflexion erkldrt sich durch folgende Eigen-
schaften: Es sei v, w;,..., w,;—1 eine Orthonormalbasis des K". Einerseits wird v
bei Anwendung von T auf —v abgebildet

Tv=v-2vv*v=v-2v=—v.
——
-1

Andererseits wird jeder auf v orthogonale Vektor w € K", d.h. w € (wy,...,w,-1)
(Hyperebene im [K"), auf sich selbst abgebildet

Tw=w-2vv'w=w.
—
=0

Fiir einen beliebigen Vektor x € K" folgt mittels eindeutiger Darstellung als Linear-
kombination der Basisvektoren

xX=Av+w, A=v'x, welwi,...,Wn_1),
Tx=TAv+w)=ATv+Tw=-Av+w,

d.h. die Multiplikation mit der Matrix T bewirkt eine Spiegelung an der zum Vek-
tor v orthogonalen Hyperebene, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 62.

- In Hinblick auf die Triangulierung einer Matrix méchte man beispielsweise er-
reichen, daf durch Multiplikation mit einer Householder-Reflexion der erste
Spaltenvektor auf ein Vielfaches des ersten Standardbasisvektors transformiert
wird. Die entsprechende Householder-Reflexion wird nun abgeleitet.

Vorbemerkung: Aufgrund der Selbstadjungiertheit von T (d.h. es gilt T* = T) folgt
speziell fiir y=Tx

X'y = xX'Tx = xX'T*x=(Tx)*x = y*x = x*y = x'yeR.

Allgemeiner Fall: Eine Householder-Reflexion T soll so bestimmt werden, daf}
zwei vorgegebene Vektoren gleicher Norm ineinander tibergehen

y=Tx, xyeK' x#y, lxl2=lyl2, x*y=y"xeR.
Die obigen Uberlegungen ergeben

x=Av+w, y=—Av+w = x-y=27Av



und fithren damit auf die Wahl (wegen v = c(x— y) und [[v]l; = 1)

V=t (-9

Man setzt somit
T=I1I-2vv", V=

ey, (=)

Spezialfall: Fiir ein vorgegebenes Argument x € K” und ein (zu bestimmendes)
Vielfaches des ersten Standardbasisvektors als zugehoriges Bildelement y € K"
fithren die obigen Uberlegungen auf (Definition von « in Ubereinstimmung mit
obigen Bedingungen, Wahl des Vorzeichens von a zur Vermeidung von Auslo-
schung bei der Berechnung von x — y = (x; + @, x,..., Xx,), Norm von x — y ver-
einfacht sich zu ||x — ylI5 = lx|1 + la* + 2R (@) = 21| x[15 + 2] x1| [ x]l2)

~ {lellzp%, falls x; #0,

Tx=y=-aep,
g ! lxll2, falls x; =0,
T=I1I-2vv", v:m(x—y).

e Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen: Die
schrittweise Anwendung der obigen Uberlegungen fiihrt auf die Triangulierung von

A:(al‘---‘an)eknxn.

— 1. Schritt: Elimination in der ersten Spalte

laillz 2, an #0
_T_ * _ aytae; lai1]”’ )
hi=I-2nv, V1= Tavarels -0
laillz, a; =0,
TIA:(Tlal‘-u‘Tlan), Tha =-aye1, Tlaj:aj—Z(vfaj)vl, 2<j=n,
-y * ... * -y *
* .. % ) )
1A= : = R L Ay e K Dx (=l
— 2. Schritt: Elimination in der zweiten Spalte
1
T, = EKnxn,
1;
Tg — € K(n—l)X(n—l) ) Az c K(n—Z)x(n—Z) ,
A;
-y ok k... %
—ay *
T,T1A= .
* %



Insgesamt ergibt sich nach n — 1 Schritten die QR-Zerlegung von A

Tn_l"'TlA:R — A:Tl"'Tn_lR.

Als Pseudo-Code formuliert lautet die Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mit-
tels Householder-Reflexionen folgendermalfien

Eingabedaten: g;; fiir1<i,j<n

fork=1:n-1
x=A(k:end, k)
u=x, ul)=u)+lxl2rh
_ 1
Vi = m u

A(k:end, k:end) = A(k:end, k:end) — 2 vi (v; Ak : end, k : end))
end

Ergebnisse: g;jfirl<i<j<nundvyg firl<i<sn+l-kundl<k=<n-1

Bemerkungen:

Beachte, daB v e K™ 1" Ffiir l<k<n-1.

Die Koeffizienten von A kdnnen sukzessive durch die neu berechneten Eintrdge
der Dreiecksmatrix R und die Komponenten von vy iiberschrieben werden. Zu-
sdtzlich werden die Diagonalelemente von R abgespeichert.

Die Anzahl der zur Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix A € [K"*" benétig-
ten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

o(5n),
vgl. Skriptum, S. 65.

Die Erweiterung des Algorithmus auf Matrizen A € """ von vollem Rang verwen-
det die Hinzunahme von 7, (d.h. im Pseudo-Algorithmus ersetzt man die Schleife
fork=1:n-1... end durch for k= 1:n ... end), vgl. Skriptum, S. 66.

Die Berechnung des Produktes
Q*b=Ty1---Thb

fiir b € K" benétigt die Kenntnis der Vektoren v € K™ 1% fir 1 < k < n—1. Als
Pseudo-Code ergibt sich
Eingabedaten: b; firl<i<nund v firl<i<n+1l-kundl<k<n-1
fork=1:n-1
b(k:end) = b(k :end) — 2 v (v; b(k : end))
end

Ergebnisse: b; fiirl<i<n



e Losung eines linearen Gleichungssystems mittels QR-Zerlegung: Falls die QR-
Zerlegung der Matrix A € K"*" bekannt ist, ist die Losung des linearen Gleichungs-
systems Ax = b (wobei x € K" und b € K") einfach durchzufiihren. Einsetzen der QR-
Zerlegung von A und Multiplikation des Gleichungssystems mit der adjungierten Ma-
trix Q* (invertierbar) fiihrt auf ein dquivalentes gestaffeltes lineares Gleichungssystem

Ax=b < QRx=b < Rx=Q"b
A=QR Q*Q=I =~
=c
dessen Losung direkt mittels Riickwiértssubstitution berechnet werden kann (verwende
rij=0firl<j<i<nundr;>0firl<i<n)

Rx=c,
mn ... nmn X1 1
= )
'nn) \Xn Cn
n n
1 .
Zrijxj:ci’ xi:m(ci— Z rijx]'), l1<i<n,
j=i j=i+l
1 1 L
Xn =7 Cnr oo xlzm(cl—zrljx]').
j=2

Als Pseudo-Code lautet die Riickwartssubstitution

Eingabedaten: ¢;,rjjfiirl<i<j<n
fori=n:-1:1
Xi =Cj
forj=i+l:n
Xi=Xi— T'ijx]'
end

R
Xi =7 X

end
Ergebnisse: x; fiirl<i<n



4.3. Stabilitdt der Losungsmethode tiber die QR-Zerlegung

e Erinnerung: Das in Abschnitt 4.2 besprochene Verfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Ax = b mit A € K"*" invertierbar und b € K" umfaBt die folgenden
Schritte.

— QR-Zerlegung von A = QR bzw. Triangulierung von A mittels Householder-
Reflexionen,

- Berechnung des Produktes c = Q* b,
- Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = c.

Stabilitdt des Verfahrens (Satz 4.2): Die unter dem Einflull von Rundungsfehlern be-
rechnete Ndherungslosung X ist die exakte Losung eines linearen Gleichungssystems

A¥=b mit [A- Al < O(emacn) I All2,

d.h. das Verfahren ist im strengen Sinn numerisch stabil.
Bemerkungen:
- Die Grolle O (emach) hdngt von der Dimension n der Matrix A ab.

- Begriindung der Stabilitdtsaussage fiir die Riickwirtssubstitution. Zusitzliche
Uberlegungen zur Ableitung der Abschitzung.

- Zusétzliche Berechnung des Residuums Ax—b sichert eine akzeptable Ndherungs-
l6sung bei kleinem Residuum, vgl. Bemerkung, Skriptum, S. 69.

* Rundungsfehleranalyse der Riickwértssubstitution (im Sinne der Riickwdrtsanalyse):
Die Riickwiértssubstitution fiir das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit invertierbarer
oberer Dreiecksmatrix R € K"*" beruht auf der Berechnung der unbekannten Kompo-
nenten x;, X;_1,...,X; mittels der Relation

n
S N P s ;
xl_ Tii (Cl j;}_lrl]-)(:]), ISZSI’L.

Unter dem Einfluf$ von Rundungsfehlern ergibt sich folgende Ndherungslosung (ver-
wende rd(a * b) = (a * b) (1 + €) mit |e] < Emach)

— rd(ci—riji+1 Xie1 L+ Ei1)) = ¢ (L+€i1) — rijivr X1 L +€51) (L+E47)
— rd(Ci(1+€i1)—ri,i+1fi+1(1+€i1)(1+§i1)—ri,i+2fi+2(1+5i2))
=ci(I+ei)(A+ep)—riimXiv1 (A +&1) L+€72) (1 +E;71)
—rijiv2 Xir2 (1 +€2) (1 +E;2)
— rd(Ci(1+€i1)(1+€iz)—ri,i+135i+1(1+€i1)(1+€i2)(1+5i1)
—Triiv2Xiv2 (1 +€i2) (1 +5i2))
=ci(l+e)(A+ep)(M+e3)—riin1 Xiv1 (L+€;1) A +€2) (1 +€;3)(1+€7)
—Tiit2Xip2 (1 +€52) (1 +£;3) (1 +€;2)



und insgesamt (zur Vereinfachung werden die Gréf3en €;; nicht unterschieden)

n—i

— ¢ [la+en- Y rjx [ Q+e00+8

=1 j=i+l 0=j-i
LeE n—i n n—i
— xiZﬁ(Cil—[(1+€iﬁ)— > rii% [1] (1+€w)(1+?§))
r=1 j=itl 0=j-i

mit |€;¢] < €mach flir 1 < ¢ < n—iund |€| < eqacn. Weiters erhélt man

fizeri(ClH(l-l-El[)— Z rijX; H (1+w)(1+~))

j=i+l l=j—i

i
= {LX+ Z rij Xj H (1+€w)(1+~)—CzH(1+€w)
Jj=i+l O=j—i
n—i

= C¢i=TiiX HHEM 1+£+ Z rl]x] l_[l+£[ H (1+¢€i0)(1+6)

Jj=i+l l=j—i

Jj-i-1

= Ci=TiiXj H1+8M 1+£+ erl]x] H 1+5z(1+~)

] 1+

Mittels Lemma 2.6. folgt damit die Relation (beachte die Abhédngigkeit von n)

n
~ ne i< i
cl:E r,-]-(1+6,~j)xj, |5l]|_$ O(€mach), 1=<i<j<n.
j=t

Dies zeigt, dall die Ndherungslosung X die exakte Losung eines linearen Gleichungs-
systems ist, dessen Matrix die folgende komponentenweise Abschédtzung bzw. Normab-
schétzung erfiillt (verwende R = Q* A und folglich || R]l2 = [| All2)

RX=c, |R—RI<O(emach)|Rl, IIR=Rl2< O (emach) IRl2 = Oemacn) I Al2.

* Zusitzliche Uberlegungen: Es seien 7y, ..., U,_1 die bei der Triangulierung einer inver-
tierbaren Matrix A € K" mittels Householder-Reflexionen berechneten Vektoren und
es bezeichnen T} = I — 27 '17]’2 firl<k<n-1und Q = Ty---T,_; die daraus ent-
stehenden unitiren Matrizen sowie R die berechnete obere Dreiecksmatrix. Dann gilt
im Vergleich mit der reduzierten QR-Zerlegung von A die folgende Abschédtzung (ohne
Begriindung)

IQR - All2 < O (emacn) | All2.

Weiters erfiillt die bei der Berechnung von Q* b resultierende Niherungslosung ¢ die
Relation (ohne Begriindung)

AQC=b-Q¢,  [AQl2< O(emach)-



Folglich ergibt sich mit AR definiert durch AR¥ = ¢~ R, d.h. €= (R+AR) X, die Relation
b=(Q+AQ)T=(Q+AQ) (R+AR X = AX.

Wegen A— A= (Q+AQ)(R+AR)— A=QR-A+AQR+ QAR+ AQAR ergibt sich wei-
ters (verwende die Abschitzungen || R[> = |QRIl2 < (1+ & (€mach)) 1 All2 < (1) || All2 und
IQARIl2 = IR —Rll2 < O(emach) Il All2)
IA- Al =1QR-A+AQR+QAR+AQAR|,
< [QR-All; + I1AQl2 IRl + IQARI, + IAQARI;
—_—— — — —_——
<O(emach) 1Az =O(emach) SOM 1All2 <O(emach) 1 All2 Sﬁ(&‘lzn

< O'(Emach) 1 All2.

{

s 14112

Dies fiihrt auf die Abschdtzung von Satz 4.2

Ax= b, ||A—A||2Sﬁ(5mach) | All2.



4.4. GauB-Elimination und Dreieckszerlegung
e Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b
mit A € K" invertierbar und b € K".

Das Gaul3sche Eliminationsverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
basiert auf folgender Idee:

- Eine der n Gleichungen wird explizit nach einer der Unbekannten aufgelost
(z.B. nach x,). Die resultierende Bedingung (z.B. x; = fi(x»,..., x,)) wird spéter zur
Bestimmung dieser Unbekannten verwendet und in die restlichen n — 1 Gleichun-
gen eingesetzt (Elimination z.B. von x; fiihrt auf n — 1 Gleichungen g;(xo,..., x,)
fiir 1 <i < n-1inden n-1 Unbekannten x»,...,x;,). Damit ergibt sich ein Glei-
chungssystem in n — 1 Unbekannten, welches n — 1 Gleichungen umfalt.

— Durch induktive Fortfiihrung dieser Idee der Elimination ergibt sich schlieBlich
eine einzige Gleichung in einer Unbekannten, die direkt aufgel6t werden kann.
- Das sukzessive Einsetzen der bereits bestimmten Unbekannten in die expliziten

Gleichungen fiihrt auf die Losung des linearen Gleichungssystems (Riickwérts-
substitution).

* Beschreibung des Gaul3schen Eliminationsverfahrens unter der Annahme, daf$ bei der
schrittweisen Elimination der Unbekannten die natiirliche Reihenfolge x1,x2,...,x,
gewdhlt werden kann.

- Lineares Gleichungssystem

apl a2 ... Qip by

axy az ... azp by
AWx=p0,  AV=a=T o ek, pW=p=| " [eK".

apl1 Qn2 ... Qpnp by,

— 1. Schritt: Wahl der ersten Zeile von A als Pivotzeile. Elimination der Unbekann-
ten x; in der i-ten Gleichung durch Subtraktion des Z—ﬁ -Vielfachen der ersten Zeile
von der i-ten Zeile fiir 2 < i < n fiithrt auf das dquivalente Gleichungssystem

ay a2 ... ain ?1
I Tl PRVCU I o) P

0 dp ... Gnn by
‘«ﬂilzz_ﬁ’ aij:aij_filaljr Ei:bl’—[“bl, 2<i<n, ISjSVZ.

Theoretische Beschreibung des ersten Eliminationsschritts durch Multiplikation
von A mit den elementaren Matrizen Ny;(—¥€21),..., Ny1(—=¥€,1), d.h. es ist

A® = Ny (1) -+ Noy (—021) AV



- Analoge Elimination der Variablen xp, ..., x,-1.

Theoretische Beschreibung der weiteren Eliminationsschritte durch Multipli-
kation mit elementaren Matrizen, beispielsweise

A® = Ny (—2) -+ Nap(—032) A®

— Nach n -1 Eliminationsschritten ergibt sich ein zu Ax = b dquivalentes lineares
Gleichungssystem der Form
Rx=c

mit oberer Dreiecksmatrix R € K", dessen Losung mittels Riickwartssubstitution
bestimmt wird. Da die Matrix A nach Voraussetzung invertierbar ist, ist R ebenfalls
invertierbar, d.h. die Diagonalelemente erfiillen r;; #0 fiir 1 < i < n.

Theoretische Beschreibung der Eliminationsschritte durch Multiplikation mit ele-
mentaren Matrizen

R= gVn,n—1(—€nz) «+Npa(=€p2) -+ Nao(—=€32) N1 (=€ 1) -+ N21(—€21Z A.

e

Dies ist dquivalent zur LR-Zerlegung bzw. Dreieckszerlegung bzw. LU-Zerlegung
der Matrix A (verwende die Relation fiir die Inverse von N;(a) und erhalte damit
L=N1(€21) -+ Np1(€n1) N32(€32) - Nyp2(€2) - Ny n—1(€ 2))

A=LR,
1 o r r
O 1 1 r12 rln
L=|¥%1 ¥3 1 ) R= - 2n ,
. . . . rnn
enl gnz cee (n,n_l 1

vgl. Skriptum, S.74/75. Die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit-
tels Gaulsschem Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge entspricht da-
mit der Berechnung der LR-Zerlegung von A

Ax=LRx=b < Ly=b, Rx=y

und der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Ly = b mittels Vorwértssub-
stitution

i—-1
Ly=b, inbi—Zfijyj, l<i=n,
=1

sowie der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Rx = y mittels Riickwarts-
substitution

n
Rx=y, Xi:%(yi— Z r,-jxj), l1<i<n.

Jj=i+l



Als Pseudo-Code lautet das Gaulsche Eliminationsverfahren beispielsweise (Uber-
schreiben der Koeffizienten von A und b mit den berechneten Koeffizienten von L, R
und ¢)

Eingabedaten: A, b

fork=1:n-1
fori=k+1:n
A0 = 325
forj=k+1:n
A(i, j) = A(i, j) — A(i, k) A(k, )
end
b(i) = b(i) — A(i, k) b(k)
end
end

Zwischenergebnis: A, b

fori=n:-1:1
x(i) = b(i)
forj=i+l:n
x(i) = x(i) — A(i, j) x(j)
end
x() = 5
end

Vgl. llustration4_GaussElimination.
Bemerkungen:

— Ublichweise wird zuerst die LR-Zerlegung von A berechnet und anschliefend die
Losung des linearen Gleichungssystems mittels Vorwédrtssubstitution und Riick-
wadrtssubstitution berechnet.

- Die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*" benotigten Opera-
tionen (Addition oder Multiplikation in K) ist

- Glinstige Wahl des Pivotelementes, vgl. Abschnitt 4.6.



4.5. Rundungsfehler-Analyse der Gaul$-Elimination

* Voriiberlegungen: Das in Abschnitt 4.4 besprochene Verfahren zur Lésung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b mit A € K" invertierbar und b € K" umfaft die
folgenden Schritte.

- LR-Zerlegung von A = LR bzw. Triangulierung von A mittels elementarer Um-
formungen (beschrieben durch Multiplikation mit geeignet gewdhlten Matrizen
Nij(a)).

- Vorwadrtssubstitution zur Berechnung von y aus Ly = b.

- Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = y.

Dieses Verfahren ist dquivalent zum Gaullschen Eliminationsverfahren in natiirlicher
Reihenfolge. Hinsichtlich einer Rundungsfehleranalyse wird verwendet, dal$ die Koeffi-
zienten der unteren Dreiecksmatrix L und der oberen Dreiecksmatrix R durch folgende
Relationen gegeben sind (zeilenweise Berechnung der Koeffizienten z.B. von L, es ist
li=0flirk=i+1und ¥¢;;=1firl<i<n)

A=LR,
1
221 1 rni nrnz ... nin
oo ... Top
L=|¥¢ {3 1 .,  R= ,
ynl [nz [n,n—l 1 T
k-1
gikzﬁlk(aik_zgijrjk); l1<k<i-1,
i1 =1 l1<i<n.
Tik:aik—zfijrjk, i<k<n,

j=1

Vgl. lllustration4_LRZerlegung.

» Rundungsfehleranalyse: Ahnliche Uberlegungen wie in Abschnitt 4.3 im Zusammen-
hang mit der Stabilitdt der Riickwértssubstitution zeigen, dafld sich unter dem Einfluf3
von Rundungsfehlern folgende Ndherungslésungen beispielsweise fiir die Koeffizien-
ten der Matrix L ergeben (verwende wieder rd(a * b) = (a * b) (1 + €) mit |€| < €mach)

k-1
— 1 . .
[ik—m(aik—zi[ijrjk), l<k<i-1, 1<i<n,
]:
~ N k-1 k=1 _ k-1
fik:%(aikH(l+€,~g)—2€ij?jkH(1+5i4)(1+5)), l<sk<i-1, l<isn,
(=1 j=1 (=j



mit [€;¢] < €mach flir 1 <€ < k—1 und [€]| < €pach. Mittels Lemma 2.6. folgt damit die
Relation (beachte die Abhéngigkeit von n)

k

b5 o~ ne .
ai=Y_ CijTa(l+6iK), 16kl < e = 0(€mach), 1=ik=n.
j=1

Ahnliche Uberlegungen fiihren auf folgende Abschitzungen fiir die berechneten Gro-
Ben (zusétzliche Abhédngigkeit von Dimension n)

|A—LR| < O(emacn) | LIIRI,
ALY=b-1y, |AL|l<O(emae)ILl,

ARX=7-RX, |AR|< O(emach)RI.
Daraus folgt weiters

b=(L+AL)y=(L+AL)(R+AR) X = A%
A-A=(L+AL (R+AR)—A=LR— A+ALR+LAR+ALAR,
|A-Al< |LR-Al + |ALl |RI+ILl |AR| + |ALAR| < O(emact)ILIIRI,
w~ N—~— _ N—— _ H’TJ~
<O(Emac) LRl <O0(Emacn) LI <O(emacn) IRl 02, IR
r=b-Ai=(A- A)X.

Schlul¥folgerungen:

- Die obigen Uberlegungen zeigen, dal die mittels LR-Zerlegung und Substitu-
tionen berechnete Ndherungslosung X die exakte Losung eines linearen Glei-
chungssystems ist

AX=b,  |A-Al<O(emacn)ILIIR].

— Erinnerung: Der Satz von Prager und Oettli besagt, dal eine Ndherungslésung X
des linearen Gleichungssystems Ax = b genau dann akzeptabel ist (bzgl U, im
strengen Sinn), wenn das Residuum AX — b die folgende Abschétzung erfiillt

|AX - bl < e (|AlIX| +|Dl).

- Nach dem Satz von Prager und Oettli ist die berechnete Ndherungslosung x akzep-
tabel (bzgl. U ), wenn das Residuum die Abschétzung

7] = |A— AllZ] < €mach (1Al %]+ |b])
erfiillt. Insbesondere ist das Verfahren numerisch stabil, wenn
Irl = A= Al|X] < O (€mach) | LIIRIIZ| < €mach (| AlIX] +[B]),

d.h. |L||R| = |A|.



Allerdings gibt es Situation, in denen
ILIIRI > [LR| ~ |LR| = | A]
gilt, und somit das Verfahren numerisch instabil ist. Um dies (teilweise) zu ver-

meiden, verwendet man eine Spalten-Pivotsuche oder vollstandige Pivotsuche,
vgl. Abschnitt 4.6.



4.6. Pivotwahl bei der Gauf$-Elimination

e Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b

mit A € K"*" invertierbar und b € K".

Vorbemerkung: Das Gauf3sche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge be-
notigt, dald im k-ten Eliminationsschritt das natiirliche Pivotelement, d.h. das k-te
Diagonalelement der Matrix A% ungleich Null ist (notwendige Bedingung fiir Elimi-
nation und Riickwirtssubstitution). Wenn diese Bedingung verletzt ist und auch zur
Verbesserung der Stabilitdt des Verfahrens fithrt man eine Pivotsuche durch.

Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Falls das k-te natiirliche Pivotelement
gleich Null ist, wahlt man unter den Koeffizienten a; fiir k +1 < i < n ein Pivotelement
aex # 0. Bei Berechnungen mit endlicher Genauigkeit beeinflut die Wahl des Pivotele-
ments das Ergebnis. Bei der Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie wéhlt man
im k-ten Eliminationsschritt den betragsmél3ig gro8ten Koeffizienten in der k-ten Spal-
te der aktuellen Matrix als Pivotelement, d.h. jenes Element a,; mit

lagk| = max{la;xl : k< i< n},

und vertauscht die entsprechenden Zeilen. Die Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-
Strategie sichert, dald die komponentenweise Abschitzung |L| < 1 erfiillt ist.

Bemerkung: Sollte bei der Durchfithrung des Gauf3schen Eliminationsverfahrens mit
Spaltenpivotsuche im k-ten Eliminationsschritt der Fall a;; = 0 fiir alle k < i < n eintre-
ten, ist die Voraussetzung A € K"*" invertierbar verletzt und man bricht das Gau3sche
Eliminationsverfahren ab.

Vollstdndige Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Bei der vollstindigen Pivotsuche
mit Maxiumums-Strategie wiahlt man im k-ten Eliminationsschritt das betragsmaflig
grollte Element der Koeffizienten a;, fiir k < i,¢ < n und vertauscht die entsprechen-
den Zeilen und Spalten (entspricht einer Umnummerierung der Unbekannten). Da die
vollstdndige Pivotsuche vergleichsweise aufwendig ist, wird sie selten angewendet.

e Bemerkung: Uberlegungen in Abschnitt 4.5 haben gezeigt, daf das Gau3sche Elimina-
tionsverfahren bzw. die Losung des linearen Gleichungssystems mittels LR-Zerlegung
numerisch stabil ist, wenn

7] = |A— Al|Z] < O (€mach) ILIIRIIF| < €mach (1A% + b)),

wobei L und R die berechneten Matrizen bei Durchfiihrung der LR-Zerlegung bezeich-
nen.

Schlul¥folgerung: Bei giinstiger Wahl der Pivotelemente sind die Koeffizienten der be-
rechneten Matrix |L||R| = |L||R| minimal.



Aber! Es gibt Situationen in denen die Wahl des betragsméal3ig gréten Elementes nicht
ideal ist.

Beispiel:

— Fiir den Spezialfall A € R>*? fiihrt das GauRsche Eliminationsverfahren in natiirli-
cher Reihenfolge (unter Annahme a # 0) auf die LR-Zerlegung

A=LR,
a b 1 0 a b
et el Y ool o)
c d (—Cl 1 0 4 ~ ¢
lal |Db| lal |b|
|A|=ILR|=( ), |LI|R| = bllc| | lad=bc] | -
lcl Id| |cl o T a
Eine kurze Rechnung ergibt (Fallunterscheidung |a||b| = ab oder |a||b| = — ab)
-0 - _ |bllcl | lad=bc| _ 5 |bllc|
d=0: a="a g =2 al
. _ lbllel | lad=bcl _ [bllcl , lad=bcl)| _ [bllcl ad _ _bc
d#0: a=Tr+g —|d|(|a||d|+ TaTTd] )—|d|(|a||d|+||a||d| |a||d|)
_ |bl]c| b _ _b
=l ({2 + [1- 28] =11 (1x + 1 - %), x=25.

Die Funktion f:R — R: x — |1 — x| + |x| hat fiir 0 < x < 1 den konstanten Wert 1
und wichst ansonsten an. Falls 0 < 2—2 <loder0< |g—2| < 1, folgt a < 3 und somit

|bel < ladl: ILIIR| = [LR],
d.h. das Verfahren ist numerisch stabil. Falls hingegen
|[bc|>>lad|: |LI|R| >> |LR]|

ist das Verfahren numerisch instabil.

- Beachte, dal} das Stabilitdtskriterium skalierungsinvariant ist, d.h. Skalierungen
der Zeilen oder Spalten von A bewirken keine Anderung der GréRe %, denn

DA:( )( ):( ’ (dlla)(djd):a_bci’

0 dg c d dgC dgd
AD = a b dl 0 _ dla dzb (dob) (di ©) :ﬂ
c d 0 d dic drd * (dya)(dad) ad*

- Obige Uberlegungen zeigen, daR bei einer giinstigen Pivolwahl die natiirliche
Reihenfolge der Zeilen belassen wird, falls |bc| < |ad|, und ansonsten die bei-
den Zeilen der Matrix vertauscht werden. Es gibt jedoch Situationen, in denen ei-
ne Spaltenpivotsuche (nicht skalierungsinvariant) zu einer ungiinstigen Pivolwahl
fiihrt.



Beispiel von Dahlquist und Bjorck, vgl. lllustration4_Pivotwahl.

Bis heute ist keine Methode bekannt, wie die in numerischer Hinsicht beste Pivot-
wahl getroffen werden kann — bzw. keine praktikable Skalierungsmethode be-
kannt, bei der die Maximums-Strategie immer gut wiire.

Ubliche Strategie: Aquilibrierung der Matrix A, d.h. Skalierung von A

dl ayly ... din dlall dlélln

dn an]_ ces ann dnanl cee dnann

derart, daR die Zeilenbetragssumme konstant ist
n n -1
Ylayl=1, 1=isn < di=(Ylayl] , 1=i=n
j:l j:1

und dann Anwendung der Spalten-Pivotsuche mit Maximums-Strategie. Dies ent-
spricht der folgenden Pivotwahl im k-ten Eliminationsschritt

(k)

k)| _ d
- ikl

" max —|a

a
| I<k<i<n dy



5. Lineare Ausgleichsrechnung

* Problemstellung: Ndherungsweise Losung eines iiberbestimmten linearen Gleichungs-
systems (mehr Gleichungen als Unbekannte, im Allgemeinen existiert keine Losung)

Ax=b, AeK™" xeK", beK™, m>n.

Bestimme eine Losung des linearen Ausgleichsproblems, d.h. eine Losung im Sinn der
kleinsten Fehlerquadrate (Gaul)

|
|Ax—bl|ls — min.

Falls |[Ax - bl, = 0 & Ax = b erfiillt ist, ist x tatsdchlich eine Losung des linearen
Gleichungssystems.



5.1. Ein Beispiel

* Polynominterpolation: Bestimme das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad < m—1
m—1 .
pK—=K:ix— Y cix
i=0

durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten c € K" des Polynoms durch Losung des linearen Gleichungssystems

p(x]-):cl+02xj+---+cmx;”_1:yj, l<j<m,

2 m—1

I x1 xy ... x{ C1 N
2 m-1

1 xm x5, ... X, Cm Vm

Vgl. [llustration5_PolynomInterpolation (Auswerten mittels Horner-Schema) .

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 86. Fiir m > 10 und dquidistante Stiitzstellen sind Oszilla-
tionen des Interpolationspolynoms insbesondere an den Intervallenden typisch.

Bemerkung: Im Allgemeinen sind Konditionszahlen von Vandermonde-Matrizen grofs.
Eine bessere Alternative zur Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms
verwendet die Darstellung des Interpolationspolynoms nach Newton, vgl. Numerische
Mathematik II.

* Approximation mittels Ausgleichspolynom: Bestimme ein Polynom

n—1 .
p:K—»K:x-—»Zci+1x’, n<m,
i=0
durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fiir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten c € K" des Polynoms durch Lésung des linearen Ausgleichsproblems

m
2 ! .
lAc—yll =) |p(xj)—y;|” — min,
j=1
2 -1
I x3 xf ... x{ c 1
A= : N PR N P A
2 -1
1 xpm X5 ... X Cn Ym

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 87. Glatterer Verlauf des approximierenden Polynoms.



5.2. Normalengleichungen

e Situation: Ndherungsweise Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx-bl, — min, AeK™", xeK", beK™, m>n.

» Mittels Differentialrechung:

- Fiir K = C betrachte das dquivalente reelle lineare Gleichungssystem der Dimen-
sion2mx2n.

- Verwende die dquivalente Formulierung
2 ! .
|Ax—bll; — min.

Bestimmte das Minimum mittels Differenzieren (betrachte z.B.denFallm=n =2,
fiir eine symmetrische Matrix B € R>*2 bestimme die erste und zweite Ableitung
von x'Bx = bnxf +2 b1 X1% + bzgxg , beachte f(x) = f(xy,...,x,) € Rund folglich

f10) = 0y f(x), ..., 0p, f (1)) € RV

fx)=lIIAx=bl5=(Ax-b)T(Ax—b) = x"AT - bT)(Ax - b)

=xTATAx-b"Ax-x"ATb+b"b = xTATAx-2b"Ax+b"b,
xTATh=bT AxeR

flo=2xTATA-2bTA20 <  ATAx=ATb,

Transponieren

f"(x)= AT A positiv semi-definit.

Folglich erfiillt die Losung des linearen Ausgleichsproblems die Normalenglei-
chungen

ATAx=A"b
mit symmetrischer Matrix AT A.

— Wenn alle Spalten von A linear unabhingig sind, d.h. die Matrix A vollen Rang hat,
ist die Losung der Normalengleichungen eindeutig bestimmt und die Hessematrix
f"(x) = AT A positiv definit.
: Verwende x” f"(x) x = | Axll5 =0 < Ax =0 < x =0 bzw. xT f""(x)x > 0 fiir
allex#0und ATAx=0e ATy=0,y=Ax<0=y=Ax o x=0.
» Mittels Ergebnissen der Linearen Algebra:

- Esbezeichnen ay,..., a, die Spalten der Matrix
A= (ar|--| an) e K™
Fritheren Uberlegungen zeigten

Gleichungssystem Ax=b losbar < beZr={ay,...,ay) bzw.

Gleichungssystem Ax=>b nichtlosbar < b¢Zs=(ai,...,an).



- Die Zerlegung von K™ in den Unterraum %4 und den dazu orthogonalen Unter-
raum U fiihrt auf (wire w = b— AX nicht orthogonal auf Z 4, wire || AX— b|l, wegen
der Dreiecksungleichung nicht minimal)

m}&nlle—bIIZ:?c <~ b=v+w, v=AXeA,, weU,dh A"w=0.
xeK"

Multiplikation von AX + w = b mit A* fiihrt auf die Normalengleichungen

min||[Ax-bll,=x = A*AX=A"D.
xekn

- Es bleibt zu zeigen, daB fiir eine Losung z € K" der Normalengleichungen, d.h.
A* Az = A*b, und einen beliebigen Vektor x € K" die Abschitzung

IAz-blo<|Ax-bl, < [Az-Dbl5<IAx-Dbl
gilt. Unter der Annahme || Ax — bllg <||Az- bllg fiir ein x € K" folgt

x*A*Ax-b*Ax—x*A*b+b*b= (x*A* - b*)(Ax—b) = |Ax - b3
SIIAz—bllg:z*A*Az—b*Az—z*A*b+b*b

— x"A"Ax- p'A x—-x" A"h <z"A"Az— Db*A z-z" A'D
~~ —~~ ~~ —~~
=z*A*A =A*Az =z*A* A =A*Az

= x"ATAx-Z"ATAx—x"ATAz+z"ATAz<0

= [|Ax-2l5=(x-2*A*A(x-2)<0

— Ax=Az,

d.h. fiir Losungen der Normalengleichungen und des linearen Ausgleichs-

problems gilt die Identitdt Az = Ax. Insbesondere ist also das Residuum Ax — b
von Lésungen zum linearen Ausgleichsproblem eindeutig bestimmt.

- Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems
(wegen Az = Ax & x = y) eindeutig bestimmt.

e Resultat zur Losung des linearen Ausgleichsproblems (Satz 5.1): Das lineare Ausgleichs-
problem ist dquivalent zu den Normalengleichungen

min|[Ax—-bll, =X < A"AX=A"D.
xekn

Das Residuum ist eindeutig bestimmt, d.h. fiir zwei Losungen x;, x, € K" des linearen
Ausgleichsproblems gilt b— Ax; = b— Ax,. Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die
Losung des linearen Ausgleichsproblems eindeutig bestimmt.

» Kondition des linearen Ausgleichsproblems: Es bezeichne X die Losung des (eindeutig
l6sbaren) linearen Ausgleichsproblems und 7 das entsprechende Residuum

X=min|Ax—-bl>», T=AX-Db.
xeK”



Bei Anderungen a und g der Eingabedaten A und B gilt fiir den Fehler der zugehorigen
Losung X+ ¢ und des entsprechenden Residuums 7+ p = (A+a) (X +¢) — (b+ B) folgende
Abschétzung (ohne Begriindung)

K1
Il All2
lal2 1712 B K (A)

} 1— )
A _ lallz
| All2 1-x(A) 120

ISllz <

F, el < F,

F=lal2IXllz + 1 Bll2 + x1

Es ist zu beachten, dal} im Vergleich mit einem linearen Gleichungssystem beim linea-
ren Ausgleichsproblem das Quadrat der Kondition der Matrix A (jedoch in Kombination
mit dem Residuum) auftritt.



5.3. Cholesky-Zerlegung

e Vorbemerkung: Falls die Matrix A € K"*" mit m > n vollen Rang hat, d.h. die Spalten
von A linear unabhingig sind, ist die Losung der Normalengleichungen

A*Ax=A"b

eindeutig bestimmt. Beachte, dal§ die quadratische Matrix B = A* A € K"**"* selbstadjun-
giert und positiv definit ist

B*=(A"A)*"=A"A""=A"A=B, x*Bx=x"A"Ax= IIAXII% >0 fir0#xek”.
Zur Losung der Normalengleichungen werden iiblicherweise

- das Cholesky-Verfahren (vgl. Abschnitt 5.3) oder

- Orthogonaltransformationen mittels Householder-Reflexionen (vgl. Ab-
schnitt 5.4)

verwendet.

e Situation: Die Durchfithrung des Gauschen Eliminationsverfahrens (Implementie-
rung) bzw. der LR-Zerlegung (theoretische Uberlegungen) unter den Voraussetzungen

- AeK'"™" selbstadjungiert, d.h. A* = A,
- Apositiv definit, d.h. x* Ax > 0 fiir alle 0 # x € K",

fiihrt auf die Cholesky-Zerlegung von A. Die effiziente Implementierung der Cholesky-
Zerlegung einer Matrix beruht auf der direkten Berechnung der LR-Zerlegung der Ma-
trix (s.u.).

Resultat: Unter den obigen Voraussetzungen an die Matrix A kann das Gaul3-
sche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge durchgefiihrt werden. Die
Eigenschaften der Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit bleiben in den entste-
henden Teilmatrizen erhalten.

- Im ersten Eliminationsschritt ist die Pivotwahl a;; moglich (Anwendung der posi-
tiven Definitheit von A mit x = e;)

ann = efAel >0.

Elimination in der ersten Spalte von (wegen A* = A hat A die angegebene Form)

al a*

_ 2D _
A=4 ‘(a ;

), aeK™!, p*=peKnDx-D



fiithrt auf (z.B. Transformation 2. Zeile — 2. Zeile —— - X 1. Zeile)

4@ (e @ B _ f_ L gg* e Kn-Dx(n-D
“lo B@) —ﬁ—a—uaa € .

Die entstehende Teilmatrix B@ ist offensichtlich selbstadjungiert (a;; € R)
@V* _(p_ 1 o %\* _ px 1 _R__1 % _ p@
(B¥) =(B-g-aa”) =p"~-a""a" =~ ~aa"=B".
Es bleibt zu zeigen, dal3 B® positiv definit ist, d.h. fiiralle 0 # ¢ € K1 gilt
* n(2)r _ r* _ L * _ r* 1
§BYe=¢" (- L aa)i=¢"pE- Lt aat>0.

Aus der positiven Definitheit von A folgt

oeemeen 2 3

=anxt+x (@ E+EFa) +EBE, 0#£x= (’?) e K",

_ (xl f*) (allxl + a*f)

xia+pé

und speziell mit x; = — aiu a*¢ ergibt sich die Behauptung

0<anx+x@ &+ a) +¢"fé = - (@)%~ J-a™¢@ ¢+ ) +¢ Be
=o' ar g pe=¢" Bt
Fiir den Fall K = R ist dies motiviert durch (wobei z = a*¢, (Rz)? = |z|? fiir z € R)

anxf+28?zx1=—a+llz|2 — xl+—3‘izx + 5 |z| =
‘/ __ 1 %
— X1 = —a—H§Rz (%Z)Z |z|2——a—ua f

— Die obigen Uberlegungen fiir Alassen sich direkt auf B’ anwenden.

Mittels Induktion ergibt sich die Behauptung des Resultates.
Bemerkungen:

- Fiir selbstadjungierte und positiv definite Matrizen ist das Gaul8sche Eliminations-
verfahren in natiirlicher Reihenfolge ein numerisch stabiler Algorithmus (ohne
Begriindung).

- Da samtliche entstehende Teilmatrizen selbstadjungiert sind, ist es ausreichend,
die Koeffizienten in und oberhalb der Diagonale abzuspeichern, z.B. fiir n = 3 gilt

an a2 a3 an d1 asa
" - == 27
A=|ayn axp a3|=A" =|an axp as
asy ds2 ass a3 dz3 ass
< an,ax,a33€R, ax =ap, az =adiz, a3 =az3.



Die Anzahl der zur Durchfithrung des Gaullschen Eliminationsverfahren bzw.
dquivalent dazu die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*"
bendétigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist somit (vergleiche
dies mit dem Aufwand fiir die LR-Zerlegung bzw. QR-Zerlegung einer allgemeinen
quadratischen Matrix)

o(in?).

Rationale Cholesky-Zerlegung und Cholesky-Zerlegung:

+ Die geforderte Selbstadjungiertheit von A € K**" und der Ansatz

1 S ... Sin

Ron T Snetn
1

zeigt die Relation S = L*. Somit fiihrt die LR-Zerlegung von A auf die rationale
Cholesky-Zerlegung von A

A=LDL",
dy
D= eR™"™, d;>0, 1<i<n,
dn
1
L21 1
L= . . ) e K",
Lnl Ln,n—l 1

x Setzt man weiters

L=LD:, D?= RV,
Vdy

ergibt sich die Cholesky-Zerlegung von A

A=LL*,

L
L= : . e K™,

o~

an cen Lnn

Die Cholesky-Zerlegung berechnet man direkt durch sukzessive Bestimmung
der Koeffizienten von L.



Vgl. lllustration5_Cholesky.

* Anwendung der Cholesky-Zerlegung zur Losung der Normalengleichungen
A*Ax=LL*x=A*b.

Die Berechnung der Cholesky-Zerlegung von B = A* A erfolgt gleichzeitig mit der Be-
rechnung von A* A. Ebenso wird die Berechnung von A* b gleichzeitig mit der Vorwarts-
substitution Ly = A*b ausgefiihrt.

Bemerkung: Ein Nachteil des Cholesky-Verfahrens zur Losung der Normalen-
gleichungen liegt darin, da die Konditionszahl der Matrix B = A* A, d.h. das Quadrat
der Konditionszahl der Matrix A auftritt. Falls die Gleichungen nahezu konsistent sind,
ist das Residuum klein. In diesem Fall diirften sich Rundungsfehler wie x (A) (aber nicht
wie k(A)?) auswirken, d.h. in diesem Fall ist der Algorithmus numerisch instabil. Eine
stabile Alternative wird in Abschnitt 5.4 angegeben.



5.4. Losung tiber Orthogonaltransformationen

e Situation: Es sei A € K" mit m > n eine Matrix von vollem Rang, d.h. die Spalten
von A seien linear unabhéngig.

Uberlegungen: Die Triangulierung der Matrix A € K”*" mittels Householder-
Reflexionen Ty,..., T, € K" fiihrt auf ein 4quivalentes lineares Gleichungssystem

Ax=b < Rx=T,---T1Ax=T,---T1b=c,
——
=Q*

vgl. Abschnitt 4.2. Diese Transformation entspricht der Bestimmung der (vollen) QR-
Zerlegung von A mit unitdrer Matrix Q = (Ty,---T)* = T --- T,; = Ty --- T), e K"™*™ (be-
achte die Selbstadjungiertheit von T; fiir 1 < i < n) und oberer Dreiecksmatrix R € K"**"

A=QR,

R
Q=T T, e K™™, Q*'Q=1I, R:{T}eKW".

Da die Transformation mittels einer unitdren Matrix die euklidische Norm erhalt
IAx=Dbll2=1Q"Ax~Q"bl2=IIRx—Q"bllz,
gilt fiir die Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx—bl; — min < [|Rx—-Q*bls — min.
Dies entspricht (wobei R € K", Re K", xe K", c= Q*be K™, e K", e K™ ™)
Rx—c:{%x— g :{y},

=~ ~ ~ ! . =~ ~ ! .
IRx—Q*bl=IRx—Clz2+¢ll, — min <= [|Rx-¢ll, — min.

N |

Aufgrund der geforderten Rangbedingung an A ist die quadratische Teilmatrix R € K"
invertierbar. Deshalb entspricht die Losung des linearen Ausgleichsproblems gerade
der Losung eines linearen Gleichungssystems (|Rx— ¢l =0< Rx =170)

! . S
l[Ax=bll, — min <= Rx=C.



6. Eigenwerte und SVD (Uberblick)
* Die ndherungsweise Losung des Eigenwertproblems ist eine wichtige Grundaufgabe
der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei

- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen, beispielsweise bei
Stabilitdtsuntersuchungen fiir dynamische Systeme,

- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen, beispielsweise bei der Be-
rechnung von Basislésungen (Separationsansatz, Fourieranalyse, Stationdre Lo-
sungen).

* Gekoppelte Schwingungen, vgl. Skriptum, S. 93.

Quantenmechanische Vielteilchenzustdnde, vgl. Berechnungen von A. Liuchli am
Supercomputer MACH der Universitdten Innsbruck und Linz.



6.1. Theoretischer Hintergrund

e Eigenwerte und Eigenvektoren (Definition 6.1): Fiir eine quadratische Matrix A € """
heilt A € C ein Eigenwert von A und 0 # v € C" ein zugehoriger Eigenvektor, wenn
folgende Relation gilt

Av=Av.

Der zum Eigenwert A zugehorige Eigenraum ist gegeben durch (Unterraum von C”
durch Hinzunahme von v = 0)

Naar={veC’:(A-ADv=0}.

e Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird verwendet, dalk die Eigenwerte von A Null-
stellen des charakteristischen Polynoms y : K — K sind (wegen Av=Av, v #0 &
(A-ADv=0,v#0< det(A-AI)=0)

n .
A Eigenwertvon A < y(1)=0, yx(A)=det(A-Al)= Z ¢, c,=E=D".
i=0

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, da ein Polynom vom Grad n mit Koef-
fizienten in K genau n komplexe Nullstellen besitzt (mit Vielfachheit gezahlt) und
folglich besitzt eine Matrix A € K" genau n komplexe Eigenwerte (mit Vielfach-
heit gezdhlt).

Die Vielfachheit eines Eigenwertes bezeichnet man als algebraische Multi-
plizitdt u(A) des Eigenwertes und die Dimension des zugehdrigen Eigenraumes
als seine geometrische Multiplizitdt v(A). Es gilt v(1) < u(A) (s.u.).

(11 2x2
A_(O l)eR

Beispiel: Die Matrix

besitzt den Eigenwert A = 1 € R mit algebraischer Multiplizitat p(1) = 2. Wegen

_ 01 V1] _[V2) _ 0 _ 1
(A-ADv=0, v#0 << (0 0)(1;2)_(0)_(0) — v—vl(o), v1 #Z0

sind alle Vielfachen des ersten Standardbasisvektors zugehorige Eigenvektoren.
Folglich ist der zugehorige Eigenraum gegeben durch

ANp-ar = er) <R,
d.h. die geometrische Multiplizitidt des Eigenwertes ist

vi)=1=<u()=2.



- Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A € K"*" heilt Spektrum von A und der
betragsméallig grote Eigenwert gibt den Spektralradius der Matrix an

o ={1eC:AEigenwertvon A},  p=sup{|Al:1ea}.

- Falls fiir alle Eigenwerte der Matrix A € K" algebraische und geometrische Multi-
plizitit tibereinstimmen

pd) =vQA),
gibt es eine Basis vy,...,v, des C", die von zugehorigen Eigenvektoren gebildet
wird. Wegen

AV =VA,

M
AQ]-|vn) = (Ann ] Av) = || g = (0] o) | |,
=VeCnn An
—AeCnxn

ist die Matrix diagonalisierbar mit zugehoriger Diagonalisierung A € C"*" (auf-
grund der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren ist V invertierbar)

AV=VA < A=VAV!' — A=vlav.

Falls die Matrix A € K" unitdr diagonalisierbar ist, d.h. eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren existiert, folgt insbesondere (wegen V! = V*)

AV=VA < A=VAV® < A=V*AV.

— Die Transformation
Fr: K" S K" A T7LAT

mit invertierbarer Matrix T € K" heillt eine Ahnlichkeitstransformation. Dies
entspricht einem Basiswechsel im Definitionsbereich und Bildbereich (verwende
y=Ax,X=Tx,y=Ty=TAx=TAT '%).

Die Matrix A und die transformierte Matrix T~! AT besitzen dieselben Eigenwerte
und mittels Fr transformierte Eigenrdume

Av=Av, 0#veM={veK":(A-ADv=0}
— ATw=ATw, O0#ve Ny, 0Fw=T'v

v=Tw,w=T"1v

= T 'ATw=Aw, 0#we Npip_p={weK":(TT'AT-ADw=0}.

* Nicht jede (qudratische) Matrix ist diagonalisierbar, jedoch kann jede (quadratische)
Matrix mittels einer unitiren Ahnlichkeitstransformation auf Dreiecksgestalt transfor-
miert werden.



Lemma von Schur (Satz 6.2): Fiir jede Matrix A € K"*" mit (beliebig angeordneten) Ei-
genwerten A,,...,1, € C gibt es eine unitdre Matrix T € C**"* (d.h. T* T = I) derart, dal§

/11 512 Sln

T*AT=S, S=
Sn—l,n
An

: Es sei 1) € C ein Eigenwert der Matrix A € K"*" und 0 # v; € C" ein zugehoriger
Eigenvektor
Avy = Ay,
wobei zusétzlich [[v;]l, = 1 und v;; = 0 (v1; bezeichne die erste Komponente von v;)
angenommen wird. Frithere Uberlegungen zeigten, wie eine Householder-Reflexion

T, € C'™" konstruiert werden kann, sodaf§ (Elimination in der ersten Spalte, verwen-
de die Relation T} 1 - T} = Th, explizite Angabe von T; wird nicht benétigt)

-1
Tll/l:el, Tlelle er=vn.

Mit Hilfe der Relation

n

T ..

el-Be]-: Z 6ikBkg5jg:bij, 1=i,j=mn,
k=1

folgt somit

(MATY), =e/ VAT 'e1=e/ TIATie; = e/ T1 Avy = Aie] Tyvi=M1641,
~—— ~—~— ~——
= =Av =€
A o*x L %
-1 0 n-1xn-1
TAT ' =] | ,  AeC :
. Ag
0

Da Aund T; A T; dhnliche Matrizen sind, besitzen sie dieselben Eigenwerte. Weiters gilt
fiir das charakteristische Polynom (Determinantenentwicklungssatz)

x(A) =det(A—-AI) =det(T1 A Tfl - A =(A; —A)det(A, - AD),

d.h. die restlichen Eigenwerte A,,...,1, von A sind Eigenwerte von A,. Induktiv folgt
mittels der Transformationsmatrizen

1 1
T, = T , T35 = 1 , etc.,
13



die Relation
/11 * cee *

Tn—l"'TLATI_I"'T';—lL:

=T* =Ty Tp_1=T

*

An
und damit die Behauptung.

Bemerkung: Das Lemma von Schur wird vorwiegend fiir theoretische Uberlegungen
verwendet (s.u.). Die Berechnung der Matrizen S, T (entsprechend der Herleitung) be-
notigt die Kenntnis der Eigenwerte von A und zugehoriger Eigenvektoren.

Folgerung: Es sei A € C ein Eigenwert von A € K"*" mit algebraischer Multiplizitat p(1)
und geometrischer Multiplizitit v(A). Es gilt

v(A) = pu(A).
: Nach dem Lemma von Schur reicht es aus, die unitar transformierte Matrix

/11 S12 ... Sln

T*AT=S, § - o,
' Sn—l,n
An

zu betrachten, wobei die Eigenwerte A,...,1, von A derart angeordnet sein sollen, daf3
A =A,..., Ay = A. Betrachte beispielsweise den Fall

pA)=n=3

und bestimme den zugehorigen Eigenraum durch Losung des linearen Gleichungs-
systems
0 Si2 Si3\ (w1 S12v2 + S1303
(T*ATAI)U( 0 823) (Uz)( Sggl)g )( )

0 U3 0
V1, U2, 3 beliebig —  v(A) =3,

oS O O

Die Unterscheidung der folgenden Fille

S12=0, S13=0, Sx3=0
S12#0, S13=0, S»33=0
S12=0, S13#0, S23=0
S12=0, 813=0, S23#0
S127#0, S13#0, S3=0
S12#0, S13=0, S23#0
S12=0, S13#0, S23#0
S127#0, S13#0, Sx3#0

v2 =0, vy, v3 beliebig = v(1) =2,

v3 =0, v, V2 beliebig = v(1)=2,

v3 =0, vy, 2 beliebig = v(1)=2,

Uy =— g—i vs, U1, v3 beliebig —  v(A) =2,
vp = v3=0, vy beliebig = v(A1)=1,

v3 =0, vy, 12 beliebig = v(1)=2,

Lol

v2 =0,v3 =0, v; beliebig — v(A)=1,



zeigt v(A) < u(A). Ahnlich Uberlegungen zeigen die Behauptung des Resultates im all-
gemeinen Fall.

Eine quadratische Matrix A € K"*" hei8t normal, wenn
A*A=AA".
Spezialfille:
— Reelle symmetrische Matrizen

A'=AT=A — A'A=A’=AA*.

Selbstadjungierte Matrizen

A=A = A'A=A’=AA".

Reelle antisymmetrische Matrizen (d.h. AT = — A)

A'=AT=_ A = A'A=—-A%=AA".

Reelle orthogonale Matrizen
Ar=AT=4"1 = AA=I=AA".

Unitare Matrizen

A=Al = A*A=I=AA".

Resultat zur unitdren Diagonalisierbarkeit (Korollar 6.3): Eine Matrix A € K" ist genau
dann normal, wenn es eine unitdre Matrix T € C"**" gibt, derart dal

M
T*"AT=A=
An

Folglich besitzt eine normale Matrix A ein vollstdndiges System orthonormaler Eigen-
vektoren und insbesondere gilt u(1) = v(A) fiir alle Eigenwerte A von A.
: Mittels Lemma von Schur folgt die Darstellung

T*AT=S
mit unitdrer Matrix 7 und oberer Dreiecksmatrix S und folglich (wegen T-1=T%
A=T*'ST ' =TST*,
A" =(TST") " =T*"*S*T*=TS*T",
TS*ST*=TS*T*TST*=A"A=AA"=TST*TS*"T*=TSS*'T* © S*S=8S".
Die schrittweise Betrachtung der Koeffizienten der Differenz
§*S-8S*=0

impliziert S;; =0 fiir 1 =i <i+1 < j < nund damit S = A mit Diagonalmatrix A. Ist
andererseits S= Aund T*AT = A so folgt A* A= TA*T* = AA*.



Folgerung fiir selbstadjungierte Matrizen:

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K"*" ist unitdr diagonalisierbar und alle Eigen-
werte sind reell.

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K" ist genau dann positiv definit, wenn alle
Eigenwerte positiv sind.

: Eine selbstadjungierte Matrix (d.h. A* = A) ist insbesondere normal und damit
unitdr diagonalisierbar
T*AT=A, A=TAT".

Damit folgt
TA*T* =T**A*T* = (TAT*)" = A* = A= TAT"

— A=A << A;=1;, 1<i=sn < N;eR, 1<i=n.
Die Wahl 0 # x = v; = T_; fiir 1 < j < n zeigt, dall die Matrix positiv definit ist, wenn

O<x*Ax:vi*Avi:/1i||v,-||§ — 1;>0, l1<i<n.
~—

=Aiv;

Gilt andererseits A; > 0 fiir alle 1 < i < n, so folgt fiir jedes Element 0 # x € K" mittels der
Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis vy,..., v,

n
Oyéx:Zcivi, vi=T_; 1<i<n,
i=1
die Relation
n n n 9
* * * —_ *
x*Ax= Zcix Av;=Y cidixv; = Z ciCiAi Vv = Zlcil 1;>0.
i=1 i=1 i,j=1 —~ i=1l
=5y

n

Dies zeigt die Behauptung.

Resultat zur Kondition der Eigenwertberechnung einer normalen Matrix (Satz 6.4): Es
sei A € K"*"" eine normale Matrix (d.h. A*"A = A A*) mit Eigenwerten 1,,...,1, € C. Dann
gilt fiir die entsprechenden Eigenwerte A1,..., A, der Matrix A+ a die folgende Abschit-
zung (ohne Begriindung) N

|/1j —/1]'| <llals.

Somit ist die Eigenwertberechnung einer normalen Matrix sehr gut konditioniert.



6.2. Singuldrwertzerlegung
* Voriiberlegungen:

- Betrachte eine Matrix A € K"*" mit m = n und rg(A) = k mit 1 < k < n. Die Matrix
B = A* Ae K" ist selbstadjungiert und positiv semi-definit

B*=(A"A)*"=A"A""=A"A=B, x*Bx=x"A"Ax= ||Ax||§ >0, xekK”".

Insbesondere ist die Matrix B = A* A unitér diagonalisierbar mit nicht-negativen
(reellen) Eigenwerten, d.h. es existiert eine unitdare Matrix T € C'**" derart, dal§

A
T*A*AT=A= , T'T=I, A;j=0720, l<is<n.

- Wegen rg(B) = rg(A* A) = rg(A) = k (verwende die Relation rg(A) = n—dim.4,
sowie 1g(A* A) = n —dim A4+ 4 = n—dim .4, = rg(A)) folgt nach eventueller Um-
ordnung der Eigenwerte (und entsprechender Anpassung von T')

MzAz- 21 >0, Aks1="=1,=0.

— Die Relation

M

T*A*AT=A < S*S=A= M
S=AT

0

zeigt, daB die Spalten der Matrix AT = S = (s1]---| s,) € C"™*" orthogonal aufein-
ander stehen, d.h. s;'.‘ si=0fiir1 <i,j<nmiti#j(die Spalten sind nicht notwen-
digerweise normiert, es gilt s7's; = 1; = 0). Zusitzliche Normierung der ersten k
Spalten von S

=1 o1 ccm ;
u; = \//Tl.sl_aislec , 1<is<k,
und Ergdnzung mit orthonormalen Vektoren uy1,..., u, € C" fiihrt auf die Rela-
tion
01
AT =S= (o1 || Otk |0 tiksr| | Onttn) = (| -+ un)

On



und weiters auf die reduzierte Singuldrwertzerlegung von A

A=UZT*,
A=(ar|--|ap) eK™",  TeC™, T*T=I,
01
U=(w|-|u)ec™”, U*U=1, 2= € RN

On

Die (volle) Singulirwertzerlegung von A ergibt sich bei Erginzung von U zu einer
Orthonormalbasis des C"”* und entsprechender Ergdnzung von X~ um Nullzeilen

A=UZT",
A= (|| apn) e ™",  TeC™", T*T=I,
01
U=(wl||un)ec™™, vu=1, z=| " |er™,
On
0 0

vgl. Skriptum, S. 100.

Bemerkungen:

- Die Erweiterung auf den Fall m < n ergibt sich durch Betrachtung der Singulér-
wertzerlegung der adjungierten Matrix A* = UXV* € K"* mit n = m und Ad-
junktion A= (UZV*)* = VZTU* e K™,

- Wie iiblich werden von nun an die Bezeichnungen A = UXV* verwendet.
Resultat zur Singuldrwertzerlegung (Satz 6.5): Jede Matrix A € K" mit Rang rg(A) = k,
wobei 1 < k < min{m, n}, besitzt die Darstellung

A=UZV",
ueCc™™, U'U=1, veCc™", v'v=lI,
> = diag(aly---,amin{m,n}) € Rmxn, 01220, >0, Ok41=""*=0Ominimn =0,
mit unitdren Matrizen U, V und Matrix X definiert durch die Singuldrwerte von A.

Mogliche Anwendung der Singuldrwertzerlegung zur Losung eines linearen
Gleichungssystems (entspricht einer Entkopplung der Gleichungen durch geeig-
nete Basiswechsel)

Ax=b << UZV'x=b < Zy=c¢, y=V'x, ¢c=U"D.
A=UZV*

Falls die Matrix A unitdr diagonalisierbar ist, ergibt sich insbesondere

Ax=b < TAT*x=b < Ay=c, y=T'x, c=T"D.
AT=TA



* Eigenschaften der Singuldrwertzerlegung (Korollar 6.6): Fiir die Singuldrwertzerlegung
A =UZV™ einer Matrix gelten folgende Eigenschaften:

— Die Quadrate der Singuldrwerte {0%, . ..,a%} stimmen mit den Eigenwerten von
A*Aund A A* iiberein.

- Esgilt Z4 = (uy,..., ux) und Ny = (Vi+1,..., Un).
— Es gilt (wobei x(A) = oo fiiro, =0)

lAlz=01,  k(A)=2.

* Voriiberlegung: Mittels der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A € K""*"

A=UZV*,
V=(v||vp)ec™”, vV'v=I, U=(u||un)ec™™, U'U=I,
o1 ) (oa] 0
= - eER™M™ m=n, I= S| eR™ m<n,
Opn 0
0 .. 0 In

ergibt sich wegen

m k k
Ax=UZV*x=Uy=) yiui=) oiv;Xxu;=)_ 0;ujv;x,
> i=1 i=1 i=1

=y
*
o1 X
vix .
. OkVLX
y=x| : |= :
N 0
VX ]
0

die Darstellung von A als Summe der Rang 1 Matrizen u;v; e C™* " flir1<i<k

k
A=) oiuv;.
i=1

Diese Darstellung wird zur Approximation der Matrix A verwendet.

Bemerkung: Fiir orthonormale Vektoren zi,..., z; € K" und Skalare cy, ..., ¢y € K gilt die
folgende Relation (Satz von Pythagoras)

k 2 n
|2 ermil, = (2 eom
i=1 i=1

n

n n
Yojz), = Y oy {alz), = Y lal.
j=1 — =1

i,j=1

:z;le-zﬁij



Resultat zur Approximation einer Matrix durch Matrizen niedrigeren Ranges (Satz 6.7):
Fiir die Approximation der Matrix A durch eine Matrix Aj vom Rang 1< j<k-1

A]_Za uivy ~ A= Za uiv
i=1

gilt die Relation
IAj— Al =inf{|A-Bll,: BeC™*",1g(B) < j} =0 js1.
: (i) Zeige zunichst die Relation
IAj—All2=0j+1.

Einerseits gilt fiir 1 < j < k—1 (Anwendung des Satzes von Pythagoras auf die Orthonor-
malbasis u;,..., U;)

k

A- A]—Zau, Zaul Zau,l,

i=1 i=j+1

k
IA—Ajll, = max I(A- A])xllz— max H Z i V; xul) = max ,| > o?|vix.
o= wl=1 1l ) ixla=1\| ;55

Mit Hilfe der Darstellung beziiglich der Basis vy,..., v, € C" folgt weiters fiir jedes Ele-
ment x € C" mit ||x[l; =1 (wegen o; <o fiir j+1<i<k)

n n
‘2=\/Z|5ilz, vix=) &vjvi=¢;,
i=1 i=1 ~—

:61']'

n n
=Y &, 1=lxlo=| X ¢
i=1 i=1

k
IA-Ajllz= max ,| > o?vx|*>< max  Tjs1
Ixl=1\| 5%, Ixl2=

k
Y. 1€l <0ja.

i=j+1

N————
<1
Mit der Wahl x = v, gilt (beachte, dal |vj;1ll2=1)
k
UBENEY 0,-2|V;‘ vialP<sllA-Ajla<ojp1 = 1A-Ajll2=0j41.
i=j+1

(ii) Zeige die Relation
IA; = Al =inf{| A= Bll2: Be C"™",1g(B) < j}.
Unter der Annahme fiir B € C"*" gilt

1gB)< jeodimAg=n—j, IA=Bl2<0ji1.



Wihlt man einen (n — j)-dimensionalen Unterraum U; c .45 < C", so folgt

0#uelU;: (A—-B)u=Au—-Bu=Au
= |Aullz =II(A=B)ull2 = |A=Bll2llullz <oj+1llull2.

Betrachtet man den j + 1 dimensionalen Unterraum U = (vy,..., Vj+1) € C", so gilt (be-
achte,daB j+1<k)

j+1 k
u=>y civiels, A=) oouvy,
i=1 (=1
j+1 j+1l k j+1
Au = Z ciAv; = Z Z CiOoUp U, V; = Z Cioiu;,
i=1 i=1¢=1 —~ =1
=0i¢

j+1
2 leil?, NAulz=4| Y oflcilPz 04
i=1 j

j+1

lull2 = > lcil2=ajaluly.
i=1

Wegen 1 < j<k-1<k=<nfolgtdimU; 2n—-j=1und dimU, = j+1 = 2 und
damit dim(U; n U,) = 1, d.h. es existiert ein Element 0 # u € U; n U, mit einerseits
| Aull2 < gj+1llullz und andererseits || Aull2 = 041 [|ull2. Widerspruch! Somit folgt die Be-
hauptung.

* Bemerkung: Niedrigrangapproximationen von Matrizen haben Anwendungen in ver-
schiedenen Bereichen der Numerischen Mathematik (Theorie der Inversen Probleme,
Bildkompression).

Beispiel, vgl. Skriptum S. 104: Ein Bild bestehend aus m x n Pixel entspricht einer Ma-
trix A € R"*" (Koeffizient a;; entspricht dem Wert des Pixel an der Position (i, j), d.h.
einer Farbstufe). Eine Kompression des Bildes entspricht der Approximation der Ma-
trix A durch eine Matrix Aj vom Rang 1< j<k-1

J k

£ k

Aj= Zaiuivi ~A= Zaiuivi .
i=1 i=1

Ergebnis fiir m =576, n =768, j = 30.

* Bemerkungen:

— Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung A = UXV* einer Matrix konnte man
im Prinzip die Eigenwertzerlegung von B = A* A verwenden (zunidchst die Relati-
on V*BV = X2 zur Berechnung von X und V sowie die Relation AV = UZ zur Be-
rechnung von U). Diese Vorgehensweise kann allerdings zu einem numerisch in-
stabilen Algorithmus fiihren, weil sich kleine Anderungen der Koeffizienten von A
starker auf die Eigenwerte von B auswirken als auf die Singuldrwerte von A.



— Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung ist es vorteilhafter, die Matrix

A:(A A*)

und die zugehorige Eigenwertrelation (ohne explizite Berechnung von A, verwen-
de A=UZV*© AV =UZbzw. A* =VIU* © A*U=VY)

AV=VZ, z:(z —z)’ V:(V V),

N S )

zu verwenden.



6.3. Algorithmen zum Eigenwertproblem (Uberblick)

* Vorbemerkungen:

- Da es keine explizite Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen Polynoms ho-
heren Grades gibt, kann es keine explizite Formel fiir die Eigenwerte einer allge-
meinen Matrix hoherer Dimension geben. Ein Polynom vom Grad m = 1 mit
Koeffizienten c; € K fiir 0 < i < m (Leitkoeffizient ¢,,, = 1)

m .
p:K—»K:z»—»p(z):Zciz’
i=0

entspricht ndmlich dem charakteristischen Polynom der folgenden Matrix
(zusétzliches Vorzeichen (—1)", geeignete GauB-Elimination zur Berechnung
von det(A— AI) zeigt den Zusammenhang)

1 —C1
A= . . e K™, x(A) =det(A-AI).

I —cma

- Die obigen Uberlegungen zeigen, dal ein numerisches Verfahren zur Berechnung
eines (bzw. mehrerer) Eigenwertes A einer allgemeinen Matrix A € K" notwen-
digerweise ein iteratives Verfahren sein muf$, d.h. ein Verfahren der Form

AEFD — (A 0) - k>0,

welches eine Folge von Ndherungswerten an A ergibt. Sofern das Verfahren kon-
vergiert, d.h. es ist
lim AW =,

k—o0
bricht man die Iteration ab, sobald eine ausreichende Genauigkeit erreicht werden
konnte (beispielsweise verwendet man das Abbruchkriterium [A5+D - A% | < Tor)

1A% — 4| < TorL.

- Das meistverwendete numerische Verfahren zur Berechnung sdmtlicher Eigen-
werte einer Matrix, der QR-Algorithmus (mit Shift), basiert auf dem Lemma von
Schur. Dieses besagt, dal jede Matrix A € K"*" mittels einer unitdren Matrix
T e C"™" (d.h. T* T = I) auf Dreiecksform transformiert werden kann

ﬂ] S12 ... Sln

A — S=T"AT=
Sn—Ln
An



Die Diagonalelemente von S entsprechen den Eigenwerten A;,...,1, € C von A
(die Eigenwerte von A bleiben unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten). Die
grundlegende Idee ist es, eine Folge von unitdren Matrizen Q; € C""™*" fiir k = 1 zu
konstruieren, derart dal die transformierten Matrizen gegen S konvergieren

A=A,  Ap1=QiAQr, k=123,

A=A — A=QAQ1 — A3=QQAQ1Q —
lim A;=S.

k—o0

Dazu verwendet man die Transformation von A € K"**"* auf obere Hessenberg-
Form sowie die Idee der (inversen) Vektoriteration.

- Beispielsweise mittels Householder-Reflexionen 148t sich eine allgemeinen Matrix
A e K" auf obere Hessenberg-Form transformieren
Hyp ... Hy,
A — H=Tar=|" .
Hn,i;—l Hnn
+ 1. Schritt: Konstruktion einer Householder-Reflexion Q; € K" "1 derart,

daR die Spaltenelemente (a1,...,a,1)7 € K"~! auf ein Vielfaches des Stan-
dardbasisvektors e; € R"~! abgebildet werden. Mit

1
a-(" g
folgt somit (beachte, dafl die entstehenden Matrizen AQ; und Q;AQ; die ge-
wiinschte Form haben)

* % *
. * ok *
A — QAQ=

+ Die Anwendung analoger Ideen auf die entstehenden Teilmatrizen fiihrt nach
n — 2 Schritten auf eine Matrix in oberer Hessenberg-Form. Die Anzahl der
bendtigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

+ Man beachte, dal im Spezialfall einer selbstadjungierten Matrix A € K"*"
(d.h. esist A* = A) die enstehenden Matrizen ebenfalls selbstadjungiert sind.



Somit fiithrt die obige Vorgehensweise auf eine selbstadjungierte Tridiagonal-
matrix
Hyi Hiz

A — H=T'AT=|"% ,
- - Hn—l,n
Hn,n—l Hnn
H;; eR, Hi+1,i:Hi,i+1€R, l<i<i+1l=<n.
- Im Folgenden werden grundlegende Ideen behandelt, die zur Konstruktion von

Algorithmen fiir Eigenwertberechnungen fiihren. Fiir die praktische Berechnung
von Eigenwerten und Eigenvektoren sollte man ausgekliigelte Software-Pakete

verwenden.



6.4. Vektoriteration und inverse Vektoriteration

e Situation: Es sei A € R"*" eine symmetrische und reelle (quadratische) Matrix (d.h. es
ist AT = A). Folglich sind alle Eigenwerte A;,...,A, von A reell und es gibt ein vollstdn-
diges System von orthonormalen Eigenvektoren vy, ..., v, € R”, d.h. es gilt

AV=VA, V=(u|-|va)eR™", vi=v",  A=diagh,...,An) eR™",
vgl. fritheres Resultat zur unitdren Diagonalisierbarkeit einer normalen Matrix und Fol-

gerung fiir selbstadjungierte Matrizen.

Bemerkung: Symmetrische reelle Matrizen sind bedeutsam in Hinblick auf prak-
tische Anwendungen und erlauben gewisse Vereinfachungen. Beispielsweise fiih-
ren Ahnlichkeitstransformationen mittels Householder-Reflexionen auf symmetrische
Tridiagonalmatrizen.

e Fir Ae R™" und x € R” ist der Rayleigh-Quotient gegeben durch

xTAx
xTx’

n n
xTAx = Z XiaijXj, xTx:le?.
i,j=1 i=1

r:R"\ {0} - R:x—r(x) =

Fiir den Gradienten ergibt sich folgende Relation (verwende Symmetrie a;; = a;; fir
1< i,j < nundbeachte r'(x) = (0y, 7 (), ..., 0y, (x)) € RP*")

r(x) (0T =reox"),

T xTx

n
Y. Bicaijxj+x;aij6 j¢)
ij=1

b
Oy, 1(x) = —2r(x)ngx

xTx

n n
Z a[jx]' + Z X;Q;y
j=1 i=1 Xy
= T —21(X) ==
X' X X' X
(Ax)
xTx

=2

21 (x) =%
xTx
P ((Ax) 1 — (%) x7)
- xTx /1 l)-
Ist 0 # v € R” ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R, folgt insbesondere

r(v)=A21, r’(v):Z%(/lvT—r(v) UT)IO.
vTy ~

Taylorreihenentwicklung von r um v zeigt somit

r(x)=r)+0(lx-vl3).



Dies zeigt, dall der Rayleight-Quotient fiir eine gute Ndherung x an einen Eigenvektor v
eine gute Approximation an den zugehorigen Eigenwert darstellt

r)=rw)=A, r@-rw=0(lx-vl3).

* Die obigen Uberlegungen motivieren die (direkte) Vektoriteration
X = Axk=D = gk, FIC r(x(k)) ~ 1,

mit einem geeignet gewihlten Startvektor x© € R” mit || x|, = 1 (mit Ergéinzung eines
Abbruchkriteriums)

0

X=X
fork=1,2,...
x=Ax
A=r(x)
end

Mittels der Darstellung des Startvektors beziiglich der Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren ergibt sich (unter der Annahme |A1] > [A2| = -+ = |4, =0 und & = v] x© #0)

n
X0=3 &,
i=1
) _ k. (0) _ N\~ £ Ak 5 ak k Lo Ak
B = AFO =y g ARy = Y Eaku =gl (v + ) (5) ),
i=1 i=1 i=2

n
1 k) _ & (Aink k—o0
ar = g () =
EIAI . 1 1 /li
1=2 17, 1=0i<1

Fiir den Rayleigh-Quotienten folgt weiters

3 3 Sk
[+ = 2 65 =it + Lt = ehatt 1+ 5 (50)”),
1= i=

i=1

n T n n n
(x(k))TAx(k) — (Z é‘]ﬂ/fv]) Z é‘iﬂlf-'-lvi — Z é‘lé‘]ﬂ/f*—lﬂlf U]TUZ' — Z f?ﬂ?kﬂy
i=1 i=1 i=1

i,jzl N~
:5ij
212k+1 (1 &2 \2k+
. n C1A +Zg(rl)
oy _ _ 1 (k) (k) _ _ 1 212k+1 _ i=2
r(x )_ W( ) Ax = 102 i—lfi/li - &2

EAF 1+

S

~
Il
\V]

(1))

=




Hier wurden die folgenden Relationen verwendet (geometrische Reihe, fiir p hinrei-
chend klein)

o)
Vs 1+0(p)
1_16,:;51 ’ |CI|<1, 1+ﬁ(g):1+ﬁ(0)'
~0

Dies zeigt, dal$ die mittels der Vektoriteration berechneten Ndaherungswerte gegen den
dominanten (d.h. betragsmélig grofSten) Eigenwert und einen zugehorigen Eigenvek-
tor konvergieren (unter der Annahme |A;| > [A12] = --- = [A,] = 0 und der Forderung
UlTx(O) =61 #£0,c=+1)

1 k k—oo k k—oo
—||x(k)||2X() = cu, r(x®) = AL

Bemerkungen:
- Beachte, dal der Rayleigh-Quotient skalierungsinvariant ist

_(ex)TA(ex)  exTAx

ricx) =

(cx)Tcx)  xTx =rlx), c¢#0.

Eine Normierung der Approximationen x® dient dazu, rasch auftretenden Over-
flow (falls |A;| > 1) bzw. Underflow (falls |A;| < 1) zu verhindern.

- Die Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration wird durch die Grée

_|A
lo2l = |;L—f|
bestimmt. Falls |g| = 1 ist die Konvergenzrate sehr diirftig.

- Analoge Uberlegungen gelten fiir eine diagonalisierbare Matrix A € K"*".

Vorbemerkungen: Wesentliche Nachteile der direkten Vektoriteration sind, dal8

- nur der betragsmallig groBte Eigenwerte und ein zugehoriger Eigenwert berechnet
werden kénnen und

- die Konvergenzrate unzufriedenstellend ist, falls |0, | = |%| ~1.
Die inverse Vektoriteration basiert auf der Umformulierung der Eigenrelation (wobei
peERmMitu#A;flirl<i<n)
Avi=Aiv;, 1<isn << A-pDvi=A;—wv;, 1<i<n
= (A-uphlv;= Tl—u”i’ l<is<n

< Ayvi=Av;, B=(A-uD™, I:ﬁ, l<i<n.

Unter der Annahme, dal eine Ndherung p = A; an den gesuchten Eigenwert der Ma-
trix A bekannt ist, fiihrt man die direkte Vektoriteration fiir die Matrix A, durch

(k) _ 7 (k-1 _ -1 _.(k-1) k) _ Yy 7 - 1
2 =A,x =(A-uh'x , AN =r(x )N/l_r—u’



Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die Losung eines linearen Gleichungssystems
(effiziente Umsetzung durch Berechnung z.B. einer LR-Zerlegung der Matrix, pro Itera-
tionsschritt sind dann eine Vorwértssubstitution und eine Riickwértssubstitution notig)

(A—pDx® = x*,

Sofern eine gute Ndherung . = A; bekanntist und die restlichen Eigenwerte von A deut-
lich verschieden von A; sind, ist die Konvergenzrate der inversen Vektoriteration wegen

[Ai—ul
[Aj—ul

Ai—pl<<|Aj—ul, 1<i,j<n, j#i < <1, 1<i,jsn, j#i

ausgezeichnet.

Bemerkung: Es ist zu beachten, dal§ bei der inversen Vektoriteration im allgemeinen
Matrizen mit groller Konditionszahl auftreten (falls |[1; — p| = 0 ist (A— pl)‘1 nahezu
singuldr). Dennoch ist die numerische Anwendung sinnvoll. Offene Fragen sind aul3er-
dem die Konstruktion geeigneter Startvektoren und optimale Abbruchkriterien.



6.5. Die Grundidee des QR-Algorithmus

e Vorbemerkung: Der QR-Algorithmus (genauer der QR-Algorithmus mit Shift) ist ein
effizientes numerisch stabiles Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte einer Matrix
Ae K™,

« Ausgehend von der bereits auf Hessenberg-Form transformierten Matrix A® = A, ba-
siert der QR-Algorithmus auf einer QR-Zerlegung der Matrix und anschliefender Ma-
trizenmultiplikation

k=0.

QR-Zerlegung: QWRW = Ak}
Rekombination: A%*+D = RO Q)

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dal$ alle Diagonal-
elemente von R® positiv sind (ansonsten erfolgt eine Reduktion des Problems, vgl.
Skriptum, S.110). Beachte, daR der Ubergang von A zu A® einer unitiren Transfor-
mation entspricht

Alk+D R Q(k) — (Q(k))*A(k)Q(k),
R(k):(Q[k])*A(k]

A(k) — (X(k))*AX(k) , X(k) — Q(O) . Q(k—l) )

Weiters erhilt der QR-Algorithmus Eigenschaften wie Selbstadjungiertheit

ARV Z g0 (krD)* :( (k))* 4 k) (k))* — (0P (A0 * Ok — AKk+D)

(4™) (AF) = (@) a®Q™) = (@™)"(4®)"Q
=AW

und auch die Hessenberg-Form einer Matrix.

Konvergenz des QR-Algorithmus: Unter der Annahme |A;| > [A2] > --- > [A,] > 0, kon-
vergieren die beim QR-Algorithmus enstehenden Matrizen gegen eine obere Dreiecks-
matrix mit den Eigenwerten der Matrix A als Diagonalelemente

A * L %
].im A(k) = : . . ‘ . . *
k—o0
*
An
: Es reicht aus, die Konvergenz der ersten Spalte und der letzten Zeile von A®
nachzuweisen
Al % . . %
lim A® = . -,
k—o0 . .

An



weil sich dann die Uberlegungen auf die entstehende Teilmatrix der Dimension n — 2
anwenden lassen.

— Zunéchst stellt man mittels X® = Q©@...Q*-D ¢ h. es ist X**D = xK QM fol-
genden Zusammenhang her

AR — (X(k))*AX(k) — Ax® = x® J& _ xk+])pk)
—QWR®

- Speziell fiir die erste Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der obe-
ren Dreiecksform von R

AX(k) — X(k+1)R(k)
A = X x50,

d.h. die Iteration fiir die erste Spalte entspricht einer direkten Vektoriteration

k+1) _ (k k k) _ 1 k) _ (k)
ykeD = ok 400 c()_W>O’ J’()—X_,p
11
mit Konvergenz gegen einen Eigenvektor von A zum betragsméaRig grof3ten Eigen-
wert 1.

- Adjunktion und Inversion der obigen Relation ergibt (Transformationsmatrizen
sind unitdr, d.h. esist 7' = T* und (T7!)" = T)

AX(k) — X(k+1)R(k)

(X(k))*A* — (Ax(k))* — (X(k+1)R(k))* — (R(k))*(X(k+1))* ,
(A—l)*X(k) _ X(k+1)((R(k))*)—l.

Speziell fiir die letzte Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der un-
teren Dreiecksform von (R®)”

(A_l)*Xg% _ X(k+1)((R(k))*)—1

—-n

-1
*
= ((R®)7) * xU+De, = Lo x D,
nn

nn

kD) — (k) (471" 20 d® =RrM 50, 0= x®

—-n’

d.h. die Iteration fiir die letzte Spalte entspricht einer inversen Vektoriteration mit
Konvergenz gegen einen Eigenvektor zvon A* zum betragsméalig kleinsten Eigen-
wert p. Wegen (Eigenrelation fiir die adjungierte Matrix und Zusammenhang mit
den zugehorigen Eigenwerten und linksseitigen Eigenvektoren)

A'z=uzeo z"A=puz*

stimmt y mit A, tiberein.



— Insgesamt ergibt sich somit fiir die erste Spalte bzw. letzte Zeile von A® (vgl. Ab-

schnitt 6.4)
AW = (x0)* Ax®),
A(_k)l:A(k)el:(X(k))*AX(k)elz(X(k))* AXEki T Aer,
. ——
—+Av

n-

k—
AR = el A® = (A" x Pl x® = (A7 xB) )" xP = 4el
—Anz

Dies ergibt die Behauptung.

* QR-Algorithmus mit Shift: Im Allgemeinen wird eine Modifikation des QR-Algorithmus
verwendet mit einem zusdtzlichen Shift, dhnlich der Idee der inversen Vektoriterati-
on. Damit verbessert man die Konvergenzrate der letzten Zeile der entstehenden Ma-
trix A,

Beispiel: Speziell fiir die folgende Matrix

S O W
O N W W
— NN
—

ist die Konvergenzrate des QR-Algorithmus sehr diirftig. Ein zufriedenstellendes Ergeb-
nis ergibt sich hingegen mittels des QR-Algorithmus mit Shift.

e Bemerkung: Nicht behandelt werden alternative Verfahren zu Eigenwertberechnun-
gen. Fiir symmetrische und reelle Tridiagonalmatrizen verwendet ein numerisch stabi-
les Verfahren die Bisektionsmethode nach Givens oder Sturmsche Ketten. Ein weiteres
Verfahren ist das Verfahren von Arnoldi.



7. Nichtlineare Gleichungssysteme

e Problemstellung: Betrachtet wird eine nichtlineare Funktion (wie {iblich sei R" = R"* D)

X1 filxr, ..., xp)
f:[Rn_,Rn:x: p—)f(x): ,
xn fl’l(xly---yxn)

die als hinreichend oft differenzierbar angenommen wird. Gesucht ist eine Ndherungs-
16sung an eine (zumindest lokal eindeutige) Losung X € R des nichtlinearen
Gleichungssystems (n Gleichungen, n Unbekannte)

fx)=o0.

Anwendungen:
— Verfahren zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme
- Verfahren zur Losung nichtlinearer gewtdhnlicher Differentialgleichungen

- Verfahren zur Losung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen

Vgl. auch den Zusammenhang mit technischen Regelkreisen, Skriptum, S. 116.

* Bemerkungen:

- Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen sind Resultate zur Existenz und
(lokalen) Eindeutigkeit von Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme nicht all-
gemein sondern nur in speziellen Situationen giiltig. Deshalb wird im Folgenden
die (lokale) Existenz und Eindeutigkeit der Losung des betrachteten nichtlinearen
Gleichungssystems angenommen.

- Hinsichtlich praktischer Anwendungen (komplexe Funktionsvorschrift, zusétzli-
che Berechnungen zur Funktionsauswertung erforderlich) ist es wesentlich, die
Anzahl der Funktionsauswertungen von f moglichst gering zu halten.

- Fiir den Spezialfall einer skalaren nichtlinearen Gleichung
fx)=0, f:R—R,

gibt es iterative Verfahren mit ausgezeichneten Konvergenzeigenschaften (sofern
die Existenz und lokale Eindeutigkeit einer Losung gesichert ist und ein einschlie-
RBendes Intervall bekannt ist).

In mehreren Dimensionen ist die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems
hingegen ein schwieriges Problem, und es gibt kein allgemein anwendbares und
mit Sicherheit erfolgreiches numerisches Verfahren.

Die Konvergenzeigenschaften der verwendeten Iterationsverfahren hingen we-
sentlich vom gewdhlten Startwert ab. Bisher gibt es fiir die Berechnung eines ge-
eigneten Startwertes kein allgemein anwendbares Verfahren.



— Beachte, da3

fR"—RF: x— f(x),
flx):R"—=RF: y— fl(x)y, xeR",
0 R"xR"—=RF: (3,20~ f(0(,2), xeR”,

fl(xly---)xn)

flx) = : eRF,  xeR",
fk(xl’---’xn)
Ox, fi(x1,...,xp) ... Ox, f1(x1,...,%p)
flx) = : e RF*" xeR",
Ox, fe(x1,...,x0) .. Ox, fi(x1,...,Xn)
n
Y Ouix ilX1, ey X0) YiZ;
i,j=1
"0y, 2) = : eR*,  x,y,zeR".
n
Z axixjfk(xly---»xn)J/iZj
i,j=1

Insbesondere fiir k =1 ergibt sich (beachte Oy, x; f = 0x,x, f sofern f zweimal stetig
partiell differenzierbar)
fR"-R:x— f(x),
flx):R"—>R:y— f(x)y, xeR",
f"(x):R"xR" - R:(y,2)— f(x)(y,2), xeR",
fx) = f(x1,...,xn) ER, xeR",
1) = (00, f(X1 v Xn)y ooy O, f (31,0, X)) ERVY, xR,
n
ffy=) 0uflx,....x)yi €R,  x,yeR",
i=1
axlxlf(xly---,xn) axlxnf(xl,---;xn)
f'(x) = : eR™",  xeR”,
axnxlf(xl;---»xn) axnxnf(xl;u-»xn)

n
Oy =y"f'z=Y Orix; f(X1,.0, Xn) yizj €R, X, y,Z2€R".
i,j=1

e Optimierungsprobleme: Die Minimierung einer differenzierbaren Funktion
g(x) —!>min, g:R" >R,
fithrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

f)=0, f=g"R"=R"":x—f(x)=g'(x).



In dieser Situation gibt es zusidtzlich alternative numerische Verfahren, die zusétzliche
Eigenschaften der Ableitung von f = g’ ausniitzen (beispielsweise die Symmetrie und
positive Definitheit der Hessematrix f'(x) = g”(x)). Analoge Uberlegungen gelten fiir
Maximierungsprobleme (Betrachtung von — g).

¢ Inhalt:

- Grundlegende Begriffe und Resultate

— Verfahren fur eindimensionale Probleme (Bisektionsverfahren und Modifikatio-
nen, Newton-Verfahren)

— Verfahren fiir mehrdimensionale Probleme (Modifikationen des Newton-
Verfahrens)



7.1. Grundbegriffe

e Situation: Es sei f :R"” — R” eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Betrachtet
wird das nichtlineare Gleichungssystem

fx)=0
mit (lokal) eindeutig bestimmter Losung x € R".

e Jterationsverfahren, Fixpunktiteration, Konvergenz:

— Numerische Verfahren zur niherungsweisen Berechnung der Losung des nicht-
linearen Gleichungssystems f(x) = 0 sind iterative Vefahren. Ausgehend von ei-
nem (geeignet gewdhlten) Startwert x, € R"” wird eine Folge (xi)x>1 von Néhe-
rungswerten xj € R” an X mittels einer Rekursion der Form

Xk+1 :(p(xk)’ kZO’

mit [terationsfunktion ¢ : R” — R" berechnet. Dabei gilt es sicherzustellen, daf die
Iteration (rasch) gegen die gesuchte Losung konvergiert

lim X = X.
k—o00

— Falls die Iterationsfunktion ¢ stetig ist und die Folge der Ndherungswerte gegen x
konvergiert, folgt

%= lim x40 = lim (o) = o( lim x) = @(2),

d.h. die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Iterati-
onsfunktion
f)=0 <= kX =xX.

Dies motiviert die Bezeichnung Fixpunktiteration fiir die obige Iteration.

- Ein Iterationsverfahren heif§t global konvergent, wenn man eine Menge D c R”
angeben kann, sodal die Iteration fiir beliebige Startwerte x, € D gegen den (ein-
deutig bestimmten) Fixpunkt x konvergiert. Konvergiert die Iteration nur fiir Start-
werte xo, die hinreichend nahe beim Fixpunkt x liegen, so heilt das Iterations-
verfahren lokal konvergent.

- Essei| - || : R" — R eine festgelegte Norm.

Eine Funktion g : D c R" — R" heil$t Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante L > 0
gibt, sodal fiir alle Elemente x, X € D die folgende Relation gilt

lg(x) — gl = Lllx—XIl.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist insbesondere stetig.



Eine Funktion g : D < R” — R" heillt eine kontrahierende Abbildung (Kontrakti-
on), wenn es eine Konstante 0 < k¥ < 1 gibt, sodal fiir alle x,x € D die folgende
Relation gilt (beziiglich einer festgelegten Norm || - ||)

lgx)—gl =xlx—XI, 0<x<1,

d.h. die Funktion g ist insbesondere Lipschitz-stetig mit Konstante x < 1.

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes: Fiir eine auf einer ab-
geschlossenen Menge definierte kontrahierende Selbstabbildung g: D c R"” — R"
(d.h. es gilt g(D) c D) sichert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz und Ein-
deutigkeit eines Fixpunktes x € D. Insbesondere konvergiert die Fixpunktiteration
Xr+1 = g(xx) fiir beliebige Startwerte x( € D gegen den Fixpunkt Xx.

Neben Einschrittverfahren
Xo gegeben, Xi+1 = @(xg), k=0,

sind (insbesondere im Zusammenhang mit numerischen Verfahren zur Losung
nichtlinearer Differentialgleichungen) auch Mehrschrittverfahren gebrauchlich.
Dabei verwendet man mehrere bekannte Approximationswerte zur Bestimmung
des neuen Ndherungswertes (x,;, = @(Xo,...,Xm-1), Xm+1 = @(X1,...,Xy) €tc.)

X0,...,Xm—1 gegeben, Xm+k =QXkyeo oy Xm_14+k), k=0,

Mittels der Umformulierung

X0 Xp Xk+1
Xo=| : |, Xk= : , D(Xp) = : , k=0,
Xk+m—1
Xy— X _
m—1 k+m-1 (P(Xk)

143t sich jedes Mehrschrittverfahren auf ein Einschrittverfahren zuriickfiihren (fiir
theoretische Untersuchungen)

X, gegeben, Xi41 =DP(Xy), k=0.

Konvergenzordnung einer Iteration (Definition 7.1): Fiir alle Startwerte xo € D sei
die Iteration konvergent

X1 =@xr), k=0, lim x; =X.
k—oo0

Falls es einen Index Ky € N und eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodal} die folgende
Abschétzung mit p > 0 (als Supremum) gilt, hei8t p die Konvergenzordnung des
Iterationsverfahrens

lxks1 — Xl < cllxg —XIIP fiir alle k = K.



Im Fall p = 1 spricht man von linearer Konvergenz und die Konstante ¢ heil3t
Konvergenzfaktor. Falls zusdtzlich

X — Xl
koo ||z — X

)

spricht man von superlinearer Konvergenz. Im Fall p = 2 spricht man von quadra-
tischer Konvergenz.

Bemerkung: Falls die Iterationsfunktion die folgenden Relationen erfiillt
pP@®=0, 1=st<p-1, P @ #0,

folgt mittels einer Taylorreihenentwicklung (beispielsweise fiir den skalaren Fall,
ebenso fiir den allgemeinen Fall)

Xi+1 — X = @(x) —p(X)
p
=Y Lo¥®) — D5+ Ol - NP - 03
=0
= Lo ® (- 0P + O (0 - X7,

i1 = %1 < (4 19 @)1+ 6 (0 - %1)) xc - 217,
und somit ist die Konvergenzordnung des Verfahrens p.

* Eine Linearisierung der Funktion f und Iteration fiihrt auf das Newton-Verfahren

0=f(X) =fOp)+ fx)@—x0) + O (1% - xi117),
0~ )+ ) E-x) < Trxe— (' x0) fx,

Xk+1 = Xk — (f’(xk))_lf(xk).
- Im eindimensionalen Fall ergibt sich

Xo gegeben, Xpte1 = Xg— ]%, k=0.

Veranschaulichung (ersetze Funktion durch lineare Approximation bei x; und be-
stimme Nullstelle), vgl. Skriptum, S. 114.

Im mehrdimensionalen Fall erfordert das Newton-Verfahren in jedem Iterations-
schritt die Losung eines linearen Gleichungssystems (verwende Hilfsbezeichnung

$k = Xk — Xk+1)

flx)ée=fxe),
Xk41 = Xk —Ck)»

Xo gegeben, { k=0.



- Sofern die Matrix f’(x) fiir k = 0 nicht singulér ist (oder die Matrix f’(x) inver-
tierbar ist und xj fiir k = 0 nahe genug bei der gesuchten Losung x liegt) ist das
Newton-Verfahren wohldefiniert.

Die zugehorige Iterationsfunktion lautet

o) =x-(f ) fx).

Im Allgemeinen ist das Newton-Verfahren nur lokal konvergent, vgl. auch Abbil-
dung, Skriptum S. 117.

Im Spezialfall f: R — R ergibt sich (Produktregel, f(x) =

I €3]
PxX) =X~ w5y
feoy 1 F'@) | fFO ') _ f)f"(x) fr=y _
PO =1-F5+"For = Twrr PW=
men_ 10 f@ " (x) F0) (f"(2))? [
¢ =g+ e "2 o 0 ¢ = T® 7'5 0,

d.h. das Newton-Verfahren ist quadratisch konvergent (in einer geeigneten Umge-
bung einer einfachen Nullstelle x). Dasselbe Resultat gilt im mehrdimensionalen
Fall (ohne Begriindung).

Beispiel: Quadratische Konvergenz entspricht einer Verdoppelung der korrekten
Dezimalziffern (1 — 2 — 4 — 8 — 16 korrekte Stellen)
lxj Xl =7 — lxjs1—%l= 102 —  xj2—Xl=
—  lxjes— Xl = —  lxjra—xl =

L
0
1016

- Vorteil des Newton-Verfahrens
+ Ausgezeichnetes lokales Konvergenzverhalten (quadratische Konvergenz)
Nachteile des Newton-Verfahrens

* Im Allgemeinen keine globale Konvergenz
» Notwendigkeit der Berechnung von f’(x;) in jedem Iterationsschritt

Kondition des Nullstellenproblems (skalare nichtlineare Gleichung): Betrachte die ska-
lare nichtlineare Gleichung

fx)=0, fR—-R, Losung x,
wobei x € R eine m-fache Nullstelle von f sei
fP9® =0, 0<ism-1, f"(x) #0.
Betrachte weiters die verdnderte skalare nichtlineare Gleichung

gx)=0, g:R—-R, Losung y,



unter der Annahme (Abschwédchung durch Betrachtung einer Umgebung der Losung x)
lgx)— f(x)| <€, xeR.

Zu untersuchen ist, wie gro die Abweichung |x — y| der zugehorigen Losungen ist. Mit-
tels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (verwende, dal} x eine m-fache Nullstelle
von f ist)

f= iﬁf(”m G-0'+0(y-x1"") =L M@ FG-0"+0(ly-x1").
Mittels der l;elation g(y) =0 folgt
f@M-gm==L M@ -nm"+0(y-x""),
s (P - 8@) = (1+ 007 - 7)) 7-D™,
F-0"=(1+0(17-H)) 72 (F7) - 7).
-31=(1+ 070" ;) £ - @I
7%= (14 0(7-7))" ()" e

Dies fiihrt auf die Abschétzung (Vernachlédssigung von 0'(|y — x|) fiir m = 2)

-1 5z C 1
m=1: |y_x|5(1+|f'(f‘c)|)|f’(5c)|£’
! w1
. - = m! m m
m=2: |y_X|SC(W) Em .,

Daraus folgt, daf die Berechnung mehrfacher Nullstellen ein schlecht konditioniertes
Problem ist (fiir 0 < £ << 1 ist £ >> ¢). Ebenso ist die Berechnung einer einfachen Null-
stelle schlecht konditioniert, falls | £V (x)| = 0 (schleifender Schnitt).
Rundungsfehleranalyse von Fixpunktiterationen: Unter dem Einfluf$ von Rundungs-
fehlern wird anstelle der Folge (xi)x=o eine Folge (yi)ix=0 berechnet (mit Startwert
Yo = Xo + 09, die Groflen 6 beschreiben die Rundungsfehler beim Auswerten von ¢)

X1 = @(xg), Vi1 =@y +6k, k=0.

Beide Fixpunktiterationen seien konvergent mit Grenzwerten x und y, d.h. es gilt ins-
besondere ¢(x) = x. Weiters gelte

lp'(x)|<c<1.

Mit Hilfe einer Taylorreihenentwicklung (Mittelwertsatz) folgt (fiir ein {} € (yk, x) falls
Yk < X oder fiir ein (k. € (X, yg) falls yx > X, Bezeichnung dj = yx — x)

dk1= Vi1 — X =) —@X) +6k=¢" (1) Wk —X) + 6k
— ~—~—

=p(y)+6r  =9X)

(P’((k)(J/k_J’k+l+dk+1)+5k; kZO)

= dk+1:m((ﬂ’((k) Vk—Ye+1) +6k), k=0,



und weiters (Abschwichung der Voraussetzung |¢'({¢)| < ¢ < 1 fiir k = 0 ausreichend,
geometrische Reihe)

|dicr1l = =gy (0" CONYE = Ven | +10k]) < 15 V= Vil + 75106l k20.

Dies zeigt insbesondere, dall es bei einer Fixpunktiteration zu keiner Akkumulation von
Rundungsfehlern kommt (Abhédngigkeit vom aktuellen Iterationsschritt)

= 1
|Vir1 = X < 755 Ve = Yier1l + 710k, k=0.



7.2. Verfahren fiir den eindimensionalen Fall
¢ Bisektionsverfahren:

— Situation: Es sei f : R — R eine stetige Funktion und [a, b] R ein Intervall (Ein-
schlieBungsintervall) derart, da

f(a) f(b) <0.

Unter diesen Voraussetzungen existiert (mindestens) eine Nullstelle X € (a,b)
(Zwischenwertsatz). Oft wird zudem angenommen, dal das Intervall so gewdhlt
ist, dal$ es genau eine Nullstelle in (a, b) gibt.

— Das Bisektionsverfahren ist ein Zweischrittverfahren. Ausgehend von den Inter-
vallgrenzen a, b und den zugehorigen Funktionswerten f(a), f(b) verwendet es
die Berechnung des Intervallmittelpunktes ¢ = %b und des zugehorigen Funk-
tionswerts f(c).

+ Falls f(a) f(c) =0ist, ist ¢ die gesuchte Nullstelle.
+ Falls f(a) f(c) <0ist, liegt die Nullstelle im Intervall (a, ¢) und man setzt b = c.
+ Falls f(a) f(c) > 0ist, liegt die Nullstelle im Intervall (c, b) und man setzt a = c.

Die Fortfithrung der Intervallhalbierung ergibt eine Folge von Ndherungswer-
ten xi4+1 (Intervallmittelpunkte) an die gesuchte Nullstelle x.

— Zum Nachweis der Konvergenz des Bisektionsverfahrens verwendet man, dal$ ei-
ne streng monotone und beschridnkte Folge konvergiert und die Linge der ent-
stehenden Intervalle gegen Null geht. Unter den obigen Voraussetzungen ist das
Bisektionsverfahren global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare

Konvergenz) und Konvergenzfaktor ¢ = %

|Xpr1 = %I < 31Xk — X
- Als Abbruchkriterium wihlt man meist die Linge des Intervalls
b—a<tol,

eventuell zusammen mit dem Kriterium | f(c)| < tol (insbesondere bei schleifen-
den Schnitten wire | f(c)| < tol als alleiniges Abbruchkriterium jedoch wenig aus-
sagekraftig). Bei der Wahl der Toleranz sollte die Gro8e der Nullstelle x miteinbe-
zogen werden.

- Vgl. Pseudo-Code, Skriptum, S. 120.

* Regula falsi:

- Die Regula falsi ist eine Modifikation des Bisektionsverfahren. Anstelle des
Intervallmittelpunktes ¢ = %2 wird die Nullstelle der Sekante durch die Intervall-

2
grenzen berechnet, d.h. die Bedingung 0 = g(x) = f(a) + W (x—a) (insbeson-

dere ist g(a) = f(a) und g(b) = f (b)) fiihrt auf %(c — a) = — f(a) und weiters
(wegen f(a) f(b) < 0 ist Verfahren wohldefiniert)

_ b=
¢=a- - f(@-



- Unter der Annahme, dal} die Funktion f hinreichend oft differenzierbar ist, ist die
Regula falsi global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare Konvergenz).

[Xk41 — X = K |xp — X[

Allerdings kann der Fall eintreten, dal8 der Konvergenzfaktor x gréBer als der Kon-
vergenzfaktor x = % des Bisektionsverfahrens ist und die Regula falsi somit langsa-
mer konvergiert.

: Zur einfacheren Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Regula falsi
wird angenommen, daf§ die Funktion f konkav (d.h. f” < 0, Graph von f oberhalb
jeder Sekante, z.B. f(x) = —x? und f”(x) = —2 < 0) bzw. konvex ist (d.h. f” > 0,
Graph von f unterhalb jeder Sekante, z.B. f(x) = x*> und f"(x) = 2 > 0). In dieser
Situation bleibt eine Intervallgrenze unverdndert und die Regula falsi vereinfacht
sich zu einem Einschrittverfahren. Man beachte, daf§ der Schnittpunkt der Sekante
gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert, die Lange des einschlielenden Interval-
les konvergiert jedoch nicht gegen Null. Beispielsweise fiir den Fall, dal§ das linke
Intervallende a fest bleibt, sind die Iterationswerte gegeben durch

_ _ o gma)fla) _ a(fxp)-f@)-(xx—a) fla) _ afxp)—xk f(@)
X1 = @ (Xk) = A= T = FG—F@ = T o1 @

Die Ableitung der Iterationsfunktion bei x beschreibt die Konvergenzrate des Ver-
fahrens (verwende f(x) =0)

_af(x)-xf(a)
P = ~oF@
'(x) = af'W)-fl@ (af@)-xf(@)fx)
YY) =TTo-F@ Fo-f@?
li= _ fl@-af'® |, xfla)f'(x) _ fl@+E-a) f(x)
YW=t ez - 7@ :

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt damit die Abschitzung (ohne Begriindung)

(x-a) f'(x)
fla)

und damit die Konvergenz des Verfahrens.

K=|1+ |<1

* Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dal$ es fiir eine auf einem abge-
schlossenen Intervall definierte und stetige Funktion f : [a, b] — R, die im Inneren dif-
ferenzierbar ist, einen Punkt ¢ € (a, b) gibt, sodall (b— a) ' (&) = f(b) — f(a).

¢ Sekantenverfahren:

- Im Gegensatz zum Bisektionsverfahren und der Regula falsi wird beim Sekan-
tenverfahren die Nullstelle der Sekante durch die vorherigen Iterationswerte xj_;
und x; bestimmt, d.h. es gilt

— _ Xk~ Xk—1
Xk+1 = Xk FoR)—f X1 f(xk) .

Eine Reduktion dieses Zweischrittverfahrens auf ein Einschrittverfahren ist nicht
moglich.



Das Sekantenverfahren erfiillt die Relation (mit ¢ zwischen x;_1, X§, X und (. Zzwi-
schen xj_; und xi, ohne Begriindung)

Xt =X = d5es (=X (e - %), k=0,

Sofern die zweite Ableitung von f stetig (und damit beschriankt auf [a, b]) und die
Nullstelle einfach ist (und somit f’ > 0 auf [a, b)), folgt die Abschitzung

X1 — X1 < cllxg — XN | k-1 — %I, k=0.

Die Konvergenzordnung des Sekantenverfahrensist p = A; = %(1 +1/5) (insbeson-
dere keine natiirliche Zahl), d.h. es gilt

- —iA
I Xk+1 — Xl = Clixg—xII™,  k=0.

: Es bezeichne (ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei angenommen,
daR 6 >0fiir k=0und c >0)

8k=lxk—XxlI, ne=In(cdr), Or=1e™,  k=0.
Dann gilt (Multiplikation mit ¢ > 0, Logarithmieren)
Or+1=¢010k_1, k=0,
COpy1=cércodi_1, k=0,
Nk+1 SNk+Nk-1,  k=0.

Die Betrachtung der zugehorigen Gleichung

Ckr1 =Cr+ (-1, k=0,

ist ausreichend, weil aus der Abschétzung n; < {; fiir alle 0 < j < k insbesondere
die Relation ng+1 < Nk +Nk-1 < (x + k-1 = (k41 folgt. Die Losung dieser linearen
Dreitermrekursion (Fibonacci-Folge) verwendet die Umformulierung der Iterati-
on als Einschrittverfahren

(k) Ck _ (0 1) (Ck-1) _ Ak (01 -
Xk_((k+1)_((k+(k—1)_(1 1)((k)_AXk_1_A o, A_(l 1)’ k=0,

und die Eigenwertzerlegung der Matrix A

-A 1
1 1-2

U1 0 _ _ 1
(Ug)_(())’ V2—/11V1» U_V]_(Al))

X(A):det(A—/II):det( ):AZ—A—lzo, Mz =3(1£V5),

u=t-ve: [



Dies fiihrt auf (beachte A, = 1.618 und A, = —0.618, eventuelle Vergr6Berung des
kleinsten Index)

AR = VARV ARX = VARV X,
(=50 (Aalo— QAf + @1 - Mo AS) =y Af, y=28 k=o.

Beachte, daR dies dem Ansatz {; = A* entspricht. Es folgen die Relationen (fiir
kleinsten Index hinreichend groR)

o=y AR, G = M, k=0,

~ k
6k:%e(’€z%eﬂl, k=0,
~ k+1 kA _ kyA 15
Spa1=Lel m 1oyt = L(eri)h = hol(lerdhi g cimlgh o k>,
lxgsr — Xl < MV xe—xI1M,  k=o0.

Somit ergibt sich die Behauptung.

- Bemerkung: Ein Vergleich der Konvergenzrate und der benétigten Funktions-
auswertungen ergibt, da das Sekantenverfahrens effizienter als das Newton-
Verfahren ist, jedoch ebenfalls nicht global konvergent.

* Bemerkungen:

— Der Dekker-Algorithmus kombiniert die Idee des Bisektionsverfahrens und des Se-
kantenverfahrens und besitzt gute lokale und globale Konvergenzeigenschaften
(Sekantenschritte, die das EinschlieBungsintervall verlassen wiirden bzw. nahezu
verlassen wiirden, werden durch Bisektionsschritte ersetzt).

- Das Verfahren von Muller mit Konvergenzrate x ~ 1.84 erweitert das Sekanten-
verfahren (quadratisches Polynom durch drei aufeinanderfolgende Iterationswer-
te (xj, f(x;)) fur j = k-2, k-1, k, Nullstelle ist neuer Iterationswert).

- Das Verfahren von Brent verwendet die Idee der inversen Interpolation (quadrati-
sches Polynom durch (f (x;), x;) fur j = k-2, k-1, k, Auswerten bei Null ergibt den
neuen Iterationswert) und die des Dekker-Algorithmus.



7.3. Der mehrdimensionale Fall

* Vorbemerkung: Bereits bei zwei nichtlinearen Gleichungen in zwei Unbekannten

fl, =0, gx, =0,

zeigen sich die Schwierigkeiten bei der Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.
Vgl. Graphik, Skriptum, S. 124 (Lésungen sind durch den Schnitt der Hohenlinien gege-
ben).

e Samtliche praktikablen Verfahren zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen
Gleichungssystems sind Modifikationen des Newton-Verfahrens mit

- besseren Konvergenzeigenschaften und

- verringertem Aufwand bei der Berechnung der ersten Ableitung.

* Quasi-Newton-Verfahren:
- Das Quasi-Newton-Verfahren beruht auf der Idee, das lineare Gleichungssystem
flx)=0, f:R"—>R",
mit dem Minimierungsproblem
F)=3lf®l;, F:R"->R,

in Verbindung zu bringen. Eine Losung des linearen Gleichungssystems ist ein glo-
bales Minimum von F (wegen || f(x)]l2 =0 < f(x) = 0). Deshalb sollten die gewdhl-
ten Iterationsschritte in Abstiegsrichtung sein, d.h. es sollte gelten

F(xps+1) < F(xg), k=0.
Das Newton-Verfahren erfiillt diese Bedingung, denn mit (beachte F'(x) € R"* L

F=2If@i3=1(fw@) foo=1Y (i),

i=1
0, F) =Y. fi0) Oy, i) = Y. (F )T £i0) = (F @) £ () 11,
i=1 — =1
=(f"(x)ie
F)=(f@) f',

und mittels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (sofern &(||&xll5) hinrei-
chend klein)
Xes1 =Xk &= (o) fx0),
F'(x1) €= (FaN T o) (F (o) ™ f ) = 1 F (x5,
F(xps1) = F(xp) = F'(xp) €+ O(I1€k13) = Foxp) = I f i) ll5 + O (I1€x113) < Fxp),

d.h. ein Iterationsschritt des Newtonverfahrens entspricht einem Schritt in Rich-
tung abnehmender Funktionswerte von F.



- Obwohl Iterationsschritte des Newtonverfahrens in Abstiegsrichtung erfolgen,
kann es passieren, dall die Schrittldnge zu grof ist und somit nicht die optima-
le Verkleinerung der Funktionswerte von F erreicht wird. Beim Quasi-Newton-
Verfahren verwendet man deshalb stattdessen die Iterationsfunktion

Xi+1 = Xk — Ak Sk, €k=(f'(Xk))_1f(xk), k=0.

Die zusitzliche Schrittweite 1, wird dabei so bestimmt, dafd F(x; — Ay &) (zumin-
dest ndherungsweise) minimal wird (Liniensuche: Quadratischer (oder kubischer)
Ansatz F(xp —A&k) = p(A) = ap+ by A + ¢ A2 mit Kenntnis der Funktionswerte bei
A = 0,1 sowie der Ableitung bei A = 0 fithrt auf die berechenbaren Koeffizienten
ag = F(xi), by = F'(xx) éky co = F(xg + Ex) — ap — by und die Wahl Ay = Apyin. Armijo—
Goldstein Bedingung: F(xy+1) = F(xg — Ak éx) < F(xg) — a A F'(xi) &k bei vorgege-
benem Parameter a).

- Unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion f, den Startwert xo und die
Schrittweitenfolge (14) =0 kann gezeigt werden, daf das Quasi-Newton-Verfahren
global konvergent ist, vgl. Skriptum, S. 126.

e Vorbemerkung: Um den erheblichen Aufwand bei der Berechnung der Jacobima-
trix f'(xx) fiir k = 0 zu verringern, verwendet man beim vereinfachten Newton-
Verfahren die Iteration (dies erfordert beispielsweise nur eine einzige LR-Zerlegung
von f'(xp) und jeweils eine Vorwérts- und Riickwirtssubstitution pro Iterationsschritt)

X1 = Xk — e, f1(x0) Ex = fxp), k=0.

Allerdings ist dann im Allgemeinen die Konvergenz linear und nicht quadratisch.

Das Verfahren von Broyden verwendet folgende Iterationsvorschrift im k-ten Schritt fiir
k =0 (iiblicherweise mit Jy = f’(xp))

Fir Jx = f'(xy) bestimme & aus Ji éx = f(xx) und berechne xy.; = xx — &
Bestimme Ji; aus Jii1 &k = — (f (1) — F(xk)) -

Im eindimensionalen Fall entspricht das Verfahren dem Sekantenverfahren und ins-
besondere Ji.; der Steigung der Sekante durch (xg, f(xr)) und (xg4+1, f(xk+1)) (Wegen
— &k = Xg4+1 — X, sofern Ji # 0)
T = FEEEE.

Im mehrdimensionalen Fall ist die Matrix J;.; nicht eindeutig festgelegt (beispielsweise
sind die Koeffizienten einer Matrix A € R?*? bei Vorgabe von x € R? und b € R? durch die
Bedingung Ax = b © aj1x1 + ajpx2 = by, a1 X1 + axpx2 = by nicht eindeutig festgelegt).
Durch die Zusatzforderung (Rang-1-Modifikation)

T
Jks1=Jktuv



folgt (Einsetzen in Jx41 &k = f(xx) — f(Xk41))

v & u=fo) = fOe) — Tk = — fxke1) = u=cf(xpe1).

__1 =f(xx)
_Ce[R flxg

Die spezielle Wahl v = — & fithrtauf (- 2 = 07 & = - [|E¢ 3 © ¢ = m, u= mf(xk+1))

Jev1 =Tk — mf(xlﬁl)é]{,

das Verfahren von Broyden.

Bemerkung: Falls fiir eine Matrix A € R"*" die LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) be-
kannt ist, benotigt die Berechnung der LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) einer Rang-
1-Modifikation von A

A=LR, A+ uvT:(L+£)(R+r):LR+€R+Lr+£r,
uv' =¢R+Lr+/¢r,

lediglich &(n*) Operationen (und nicht &'(n*) Operationen).



