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Die Mathematik ist mehr ein Tun als eine Lehre.
Mathematik zu lernen heifst, sie immer wieder neu zu erfinden.
Frustration und Euphorie liegen in der Mathematik oft knapp nebeneinander.

Mathematik ist schon, aber fiir viele sperrig. Sie ist einfach nicht sozial:
In ihr kann nur der Einzelne zur Einsicht gelangen.

Wenn das die Losung ist, will ich mein Problem zuriick.
Es geht einfach oder es geht einfach nicht.
(L. Brouwer, D. O’Shea, R. Hofer, R. Taschner, Unbekannt)

Illustration. Auf der Titelseite ist das Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens zur ni-
herungsweisen Losung der nichtlinearen komplexen Gleichung z* = 1 illustriert.



Das Gebiet der Numerik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich insbesondere der Kon-
struktion und Analyse von Algorithmen widmet.

Das vorliegende Kompendium fal3t die im Rahmen der Lehrveranstaltung Numerische Ma-
thematik (VO 3 & PS 2) im Studienjahr 2022/23 an der Universitédt Innsbruck behandelten
Themen zusammen. Ohne Anspruch auf Allgemeinheit und Vollstindigkeit werden Metho-
den zur ndherungsweisen Losung von grundlegenden Problemen der Analysis und Linearen
Algebra angegeben. Als Illustrationen werden einfache Modellprobleme und Implementie-
rungen betrachtet.

Das Kompendium basiert vorwiegend auf den Vorlesungsskripten

MATHIAS RICHTER
Numerische Mathematik I & II (2010/2011)

und Unterlagen, welche im darauffolgenden Studienjahr 2011/12 an der Fakultét fiir Luft-
und Raumfahrttechnik der Universitdt der Bundeswehr Miinchen erstellt wurden. Die da-
mals gewdhlte Strukturierung und entsprechende Verweise wurden beibehalten.

Als ergdnzende Literaturquellen werden die Vorlesungsskripten

HERMANN SCHICHL
Numerik 1 & 2(2000/2001/2011)
www.mat.univie.ac.at/~herman/skripten

ERNST HAIRER, GERHARD WANNER
Introduction d I'’Analyse Numérique (2005)
www.unige.ch/~hairer/polycop

sowie dort erwdhnte Standardwerke empfohlen. Was eine umfassende Einfiihrung in die
Software MATLAB betrifft, wird zudem auf

PETER ARBENZ
Einfiihrung in MATLAB (2007/2008)
people.inf.ethz.ch/arbenz/MatlabKurs/matlabintro.pdf

verwiesen.

Im Internet zu findende Unterlagen bieten die Vorteile kompakter Darstellungen und frei-
er Verfiigbarkeit, sollten jedoch mit einem kritischen Blick auf inhaltliche Richtigkeit und
mogliche Druckfehler verwendet werden.
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1. Einfithrung
e Numerische Mathematik: Konkrete Losung mathematischer Probleme, d.h. kon-
struktive Beschaffung von Losungen mittels Zahlenrechnungen.

Theoretische Resultate und Formelmanipulationen sind von Nutzen.

e Numerische Verfahren der Linearen Algebra:

- Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.

Inbesondere diese Grundaufgabe der Numerik ist nach wie vor Gegenstand ak-
tueller Forschung.

- Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix.

Anwendungen:
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
— Verfahren zur Losung von Optimierungsproblemen
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen
e Numerisches Problem (Definition 2.7): Funktion, die zuldssigen Eingabedaten ein Er-

gebnis zuordnet
p:DcR"->R": x—y=px).

Numerisches Verfahren bzw. Algorithmus zur Losung eines Problems p : D c R" —
R: Endliche Folge von Teilproblemen (d.h. von elementaren Operationen), deren Rei-
henfolge beim Ablauf eindeutig festliegt

(1) ..

) p(k))_

(»

Die schrittweise Anwendung der Teilprobleme p'¥ fiir i = 1,2, ..., k fithrt auf Zwischen-
ergebnisse bzw. das Endergebnis

¥y =(pWo-opM)w), 1=is<k.
- Direktes Verfahren: Berechnung der exakten Losung eines Problems in endlich
vielen Rechenschritten (im Prinzip moglich), d.h. es ist

p®o..op®=p.

Beispiele:
* Formel von Vieta zur Losung einer quadratischen Gleichung

+ Gaullsches Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems



- Niherungsweises Verfahren bzw. Approximationsverfahren: Berechnung einer
Nédherungslosung eines Problems, d.h. es ist

k 1
p®o..op®xp.

Beispiele:
+ Approximation unendlicher Reihen durch endliche Reihen
+ Approximation bestimmter Integrale durch Riemann-Summen
* Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten

* Approximation mittels Iterationsverfahren

Verfahrensfehler bzw. Approximationsfehler: Fehler der Ndherungslosung,
d.h. Differenz zwischen ndherungsweiser und exakter Losung
y oy = (p(k) o---op(l))(x) _ ).

e Beispiele (Probleme, Algorithmen):

- Elementare arithmetische Operationen * € {+,—, x, /}

p:DcRxR—-R:(x,y)—x*J.

- Auswerten einer Polynomfunktion
n .
piR"™IXR—R:(c,x)— Y ¢;x'.
i=0
Algorithmus basierend auf dem Horner-Schema
n .
Y cixt = ( ((enx+ cp-1)x+cpz)x+-- -)x+ .-
i=0

— Berechnung der Nullstellen eines quadratischen Polynoms, z.B. Berechnung
der Losungen x;» der quadratischen Gleichung x? + 2ax — b = 0 (unter der An-
nahme a, b > 0 folgt x; » € R mit x; # xp)

p:Rzﬁ[R{z:(a,b)Hx.

Algorithmus basierend auf der Formel von Vieta, Algorithmus basierend auf einer
Umformulierung

x1=—a+VvVa*+b = b Xo=—a—-Va*+b.

. - . )
Erweitern mit a+va?+b
a+va’+b



— Berechnung der Nullstellen eines Polynoms bzw. Losung einer polynomialen
Gleichung (Annahme 7 € N mit n =1 und ¢, #0)

n
p:C" —C":ic—z mit f(z)= ) ¢zl =0,
=0

Bemerkungen: Identifikation von C mit R?. Im allgemeinen ist keine explizite
Losungsformel bekannt.

- Berechnung der Eigenwertzerlegung einer Matrix, d.h. Berechnung der Eigen-
werte Aj,...,1, einer (diagonalisierbaren) Matrix A € C"*" und zugehoriger Ei-
genvektoren v = (vq]---|vy)

p:C"" - C'"xC""": A— (A, v).

Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms und der Losung linearer Gleichungssysteme

x(A)) =det(A;I-A) =0, AiI-Av;=0, v;#0, l<is<n.
Bemerkung: Insbesondere fiir n >> 1 ist die Entwicklung eines alternativen Al-

gorithmus notwendig, vgl. [llustrationl.

- Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b (unter Annahme A € R"*" in-
vertierbar)
piR™" xR - R": (A, b)— A"1b.

Algorithmus basierend auf dem Eliminationsverfahren nach Gaulf3.
e Aufgrund der Verwendung digitaler Rechner zur Berechnung der Losungen von
(komplexen) Problemen sind gewisse Einschrankungen unvermeidbar.

- Einschriankung auf elementare Operationen wie arithmetische Operationen,
Waurzelziehen und arithmetische Vergleiche

*€{+)_)X)/)\/_)<)S):)Z)>);é}-

- Einschriankung auf endlich viele darstellbare Zahlen (Maschinenzahlen, im All-
gemeinen normalisierte Gleitpunktzahlen zur Basis 2 mit fester Stellenzahl und
beschranktem Exponenten).

- Auftreten von Rundungsfehlern bei der Eingabe von Daten und der Berechnung
von Zwischen- bzw. Endergebnissen.

Auftreten von Datenfehlern, wenn die Eingabedaten beispielsweise das Ergebnis von
Messungen mit eingeschrinkter Genauigkeit sind.



* Aufgaben der Numerik:

Konstruktion guter Algorithmen beispielsweise hinsichtlich Genauigkeit (z.B. Ra-
te der verbesserten Genauigkeit der Naherungslosung bei hoherem technischem
Aufwand), Effizienz (z.B. Anzahl der Rechenoperationen bzw. Rechenzeit oder
benotigter Speicherplatz) und Stabilitét (z.B. Auswirkung von kleinen Anderun-
gen der Eingabedaten auf das Endergebnis).

Analyse von Verfahrensfehlern und Herleitung von Abschédtzungen fiir Verfah-
rensfehler.

Analyse der Fortpflanzungen von Fehlern (Rundungsfehler, Datenfehler) in Algo-
rithmen und Auswirkungen auf Endergebnisse.

e [llustration (Eigenwertberechnung):

Problem: Berechnung aller Eigenwerte einer reellen und symmetrischen Matrix.
Theoretisches Resultat sichert, dal alle Eigenwerte reell sind.

Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

Kleine Anderungen der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (ver-
gleichbar mit der Eingabe der Koeffizienten in einfacher Genauigkeit und dabei
auftretenden Rundungsfehlern) und Berechnung der zugehorigen Nullstellen.

Vergleich der Ergebnisse (Nullstellen, Graphen der Polynome).

Vgl. Illustrationl.

Vgl. lllustrationl Modifikation: Falls die Dimension n der Matrix hinreichend
grof ist, ist das Ergebnis auch fiir kleine relative Anderungen ¢ der Koeffizienten
nicht zufriedenstellend.

Ergdnzungen: Bindrdarstellung, Horner-Schema, Verfahren von Bairstow (Fakto-
risierung von Polynomen)

Schluffolgerungen:

+ Problemstellung Berechnung der Nullstellen eines Polynoms (héherer Ord-
nung) bei praktischen Anwendungen nicht sinnvoll. Aufgrund unvermeid-
barer (kleiner) Anderungen der Koeffizienten sind (exakt) berechnete Null-
stellen wertlos.

* Notwendigkeit der Entwicklung eines alternativen Algorithmus zur Eigen-
wertberechnung.

* Vorsicht! Algorithmen, die fiir die Theorie sinnvoll sind, konnen jedoch fiir die Nume-
rik wertlos sein.



2. Grundbegriffe der Numerik

* Fragestellungen:

— Welche Zahlen sind am Rechner darstellbar und wie werden elementare Rechen-
operationen ausgefiihrt?

Maschinenzahlen, Rundung, Gleitpunktoperationen, Rundungsfehleranalyse
- Welche numerischen Probleme kann man zufriedenstellend 16sen?

Kondition eines Problems

— Wie kann man die Giite eines numerischen Verfahrens hinsichtlich der erreich-
baren Genauigkeit beurteilen?

Stabilitdt eines Algorithmus
Konkrete Anwendung der eingefiihrten Konzepte in nachfolgenden Kapiteln.

* Vertauschung von Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.3. Verbindung der Abschnitte 2.3
und 2.5.



2.1. Maschinenzahlen und Rundung

e Korper der reellen Zahlen R: Gebrduchlichstes Zahlensystem in der Analysis, iibliche
Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation, vollstindige und archimedisch geord-
nete Menge, Veranschaulichung als unendlich lange liickenlose Linie (Zahlengerade).

Menge der Maschinenzahlen: Auf einem Rechner exakt darstellbare Zahlen (im All-
gemeinen Elemente eines endlichen Systems normalisierter Gleitpunktzahlen, siehe
Definition 2.2), endliche und insbesondere beschriankte Menge.

e Normalisierte Gleitpunktzahl, Basis, Stellenzahl, Signifikand, Exponent (Definition
2.1): Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B (wobei B € N>y, £ € N>)

g=0 oder g=+|S|-B¥€G=6Gp,, |S|eNs;, B '<|S|<B’, EeZ.

Bemerkungen:
- Die Menge G ist unendlich.

- Eindeutigkeit der Darstellung (Signifikand, Exponent) aufgrund der Normalisie-
rung des Signifikanden.
Beispiel: Darstellung der Zahl 0.012345 = 0.12345-107! = 1.2345-1072 (etc.) als
12345-107% € Gyg 5.

- Auflosung in G:
o= max{|g%£fg| : g, & benachtbarte Zahlen in G\ {0}} = B!,

Denn: Fiir eine Zahl g = +|S|- B € G ist die benachtbarte Zahl gegeben durch
g = (/S| +1)- BE bzw. § = (/S| - 1) - Bf und daher |%| = ﬁ < B!, sofern
g, & # 0. Speziell fiir g = 0 folgt jedoch |%| =1.o

Bemerkung: Betrachtung relativer Groen anstelle absoluter Gréen.
Maschinenzahl (Definition 2.2): Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B

mit beschrianktem Exponenten, d.h. g = 0 oder (wobei B € N>», t € N>; und a,f € Z,
a<p)

g=+ISI-BFeM=Mpqp<Gp;, ISIENs;, B '<|S|<B', Ee€Z, a<Es<§p.

Bemerkungen:
- Die Menge M ist endlich.

- Maschinenzahlen sind (ebenso wie Gleitpunktzahlen) nicht dquidistant verteilt.
Die Auflésung in M stimmt mit der Auflésung in G {iberein, d.h. p = B7%.

— Kleinste positive Maschinenzahl o = B*~1+¢,
GroRte Maschinenzahl A = (B — 1) Bf = B+,



— Ubliche Genauigkeitsstufen sind single precision bzw. double precision bzw.
extended precision, festgelegt durch den Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir
Gleitpunktarithmetik.

Vgl. lllustration2_Maschinenzahlen.

* Bereichsiiberschreitungen treten auf, wenn Rechenergebnisse aulerhalb des defi-
nierten Bereichs [-A,—0] U {0} U [0, A] liegen. In mathematischen Software-Packeten
werden daher auch zusitzliche Sonderoperanden verwendet.

Vgl. Illustration2_Sonderoperanden (Sonderoperanden +oo und quiet NAN not-a-
number in MATLAB) und auch Illustration2 Rundung.

e Vereinbarung: Unter der Annahme, dal8 Bereichsiiberschreitungen vermieden wer-
den kénnen, wird von nun an die Menge der normalisierten Gleitpunktzahlen G an-
stelle der Menge der Maschinenzahlen M betrachtet.

* Eingangsdaten und auch die Ergebnisse von elementaren arithmetischen Operationen
liegen im Allgemeinen nicht im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h.

x,yeG # xx*xyeG.
LA

Deshalb besteht die Notwendigkeit der Rundung rd : R — G, d.h. der Zuordnung einer
reellen Zahl x € R dem linken bzw. rechten Nachbarn in G

gr=max{geG:g<x}<x<gp=min{geG: g=x}.

Insbesondere gilt g; = x = g fiir x € G.

Korrektes Runden, gerichtetes Runden (Definition 2.3): Folgende Arten der Rundung
sind gebrduchlich

gL falls x < gL;—gR )
Korrektes Runden : rd,:R—G:x—{ gy oder gz falls x = —gL;gR )
SR falls x > gL;—gR )

Abrunden: rd-:R—-G:x—gg,

Aufrunden: rdy:R—G:x— gg,
Gerichtetes Runden:

falls x =0,
Abhacken: rdg:R—G:x— gL 1als X
gr fallsx<0.

e Man unterscheidet den absoluten Rundungsfehler rd(x) — x fiir x € R und den relativen

Rundungsfehler

rd(x) — x
ex:T, 0Z£ZxeR.



Fiir x = 0 ist rd(x) = x und man setzt speziell €, = 0.
Maschinengenauigkeit (Satz 2.5): (Relative) Maschinengenauigkeit (wobei p = B!~!
Auflésung in G bzw. M)

% o fir korrektes Runden,
€mach =

o  fiir gerichtetes Runden.

Abschitzung des relativen Rundungsfehlers (Satz 2.4): Fiir 0 # x e R gilt €5 = rd(x%

mit |ey| < €mach Und damit

rd(x) =x(1+&y), |€x| < €mach -

< 288 yund damit rd(x) = g, die Ab-
&8R<

Denn: Bei korrekter Rundung folgt fiir gL <x
. _ | rd(x)—x 1|8r—8L
schitzung |e,| = |2 < 4 |T|

X < gg sowie gerichtetes Runden. ¢

3 Llo. Ahnhche Uberlegungen gelten fiir

Vorbemerkung: Summenformel fiir geometrische Reihe

no _ qn1+1 n()

n q
1 _
Y d = S qi= — la<1.

i=ng q i=ng

Insbesondere gilt (wegen B = 2)

i B—i: B—no :Bl—no
1-B! B-1"

i=no

Bemerkung: Korrekte Rundung einer Zahl x € R auf ¢ Stellen bei Kenntnis von ¢+ 1
Stellen. Mittels der Darstellung (mit Ziffern 0 < s; < B -1, wobei s, < B — 1 fiir ein
{<-2)
-1 '
x=% ) sj-B]+E:is-BE,
j=—o00
-1 -1 -2
= Y s;*B/=) ;B +s.1-B'+r, O0sr= Zs] B/ <(B- 1)23’—3‘1,
Jj=-00 j=0 j=- i=2

ergibt sich fiir die mathematisch korrekte Rundung

-1 .
Y si-BJ, falls s_1<%B,
rd(x) = + BE{ /7
Zs]--B]+1, falls s_; %B

j=0
Beachte, daB die Zifferndarstellung durch die obige Forderung eindeutig ist (beispiels-

weise identifiziert man im Dezimalsystem 4.999...=5). Falls s_; = %B und s =B-1
kommt es zu Uberlauf.

Vgl. Illustration2_Rundung.



2.2. Gleitpunktoperationen

* Die Ergebnisse der elementaren arithmetischen Operationen * € {+,—, x, /} liegen im
Allgemeinen nicht mehr im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h. fiir a, b € G wird statt
des exakten Ergebnisses

axb g G
iA.

eine Ndherungslosung
axbeG

berechnet.

Ideale Arithmetik: Die berechnete Ndherungslésung a *b ergibt sich durch Rundung
des exakten Ergebnisses, d.h. es gilt

a:kb:rd(a*b)EG.

Vereinbarung: Entsprechend dem Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir Gleitpunkt-
arithmetik wird von nun an angenommen, dal die ideale Arithmetik in allen Genauig-
keitsstufen fiir alle elementaren arithmetischen Operationen sowie die Berechnung
der Wurzel und alle Rundungsarten gilt.

* Rundungsfehlerschranken (Satz 2.5): In idealer Arithmetik gilt

at+b=rd(a+b)=(a+b)(1+&)), a>~b=rd(a-b)=(a-Db)(l+e),
a>.<b:rd(ab):ab(1+€3), a?b:rd(%):%(lhm),

mit relativen Rundungsfehlern €; = €;(a, b) und |€;| < €mach-
Beispiel: Vgl. [llustration2_Rundung (B =10, £ =4, €qach = %-101—'? bei korrekter Run-
dung).

* Beispiel (Rundungsfehler bei Addition dreier Zahlen, Vorwértsanalyse):

- Aufgabe: Berechnung von
x=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)

unter dem Einfluf§ von Rundungsfehlern mittels Satz 2.5.
- Bestimmung von (a + b) + ¢ unter dem EinfluR von Rundungsfehlern (wobei
€1l [€2] < €mach)
X=rd(rd(a+b) +¢)
rd((a+b)(1+¢1) +¢)
((a+b)QA+€1)+c)(1+e€2)
(a+b+c+(a+ber)(l+¢r)

a+b
a+b+c

x(1+

81(1+€2)+€2).

10



Als relativer Fehler ergibt sich

_ X-x _ _a+b_
€x =37 = gprc 11t &) + &2,

— Bestimmung von a + (b + ¢) unter dem Einflu§ von Rundungsfehlern (wobei
le3l, 1€4] < €mach)

x=rd(a+rd(b+0))
=rd(a+(b+c)(1 +¢3))
=(a++0)(1+e3))(1+eq)
=(a+b+c+(b+c)es)(l+eq)

b+c

=X (1 t axb+c

e3(1+¢&y4) +€4) .

Als relativer Fehler ergibt sich

_ X-x _ _b+c
3= = pre €3l +€4) + 4.

- Schlulifolgerung: Der relativer Fehler des Ergebnisses bei der Addition von drei
Zahlen hédngt i.A. von der gewdhlten Reihenfolge der Operationen ab, d.h. Asso-
ziativgesetz und Distributivgesetz gelten im Allgemeinen nicht mehr. Im Gegen-
satz zur Addition von zwei Zahlen kann der Fall eintreten, dall der relative Fehler
nicht beschrinkt ist.

— Zahlenbeispiel, vgl. Illustration2_Rundung.

Vgl. llustration2 Rundung: Giinstige Wahl der Reihenfolge bei der Berechnung von
(wobei n>>1)

>

i=1

1
i’

n (_l)i
Z i
i=1

11



2.4. Kondition

e Situation: Losung eines numerischen Problems p : D c R” — R™, d.h. Berechnung
von
y=p.

Annahme p regulér (hinreichend oft differenzierbar).
* Fragestellung: Beurteilung der Sinnhaftigkeit der numerischen Losung eines Pro-

blems, d.h. der Berechenbarkeit des Ergebnisses. Untersuchung der Auswirkungen
kleiner Anderungen der Eingabedaten auf die Ergebnisse bei Anwendung von p: D

R}’l - Rm
Eingabe : x+¢& statt x mit relativem Fehler % ,
Ergebnis : px+&=y+n statt y = p(x) mit relativem Fehler % ,

d.h. fiir £ € R” (klein und jedenfalls so gewéhlt, dalk x + ¢ € D) bestimme 7 € R” mit

n=px+{)—-y=px+&—-px).

Beispielsweise aufgrund der Darstellung der Eingabedaten als Maschinenzahlen sind
solche kleinen Anderungen unvermeidbar.

¢ Vorbemerkungen:

- Betrachtung von kleinen Anderungen (komponentenweise Abschitzung mit In-
krement Ax € R”, wobei die Relation < komponentenweise zu verstehen ist, oder
Abschitzung bzgl. einer Norm mit Ax € R)

€] < Ax oder 1€l < Ax.
— Mittels Taylorreihenentwicklung erhélt man
n=px+&-p)=p e+ o(IE1%).
In Komponenten

Ul O p1(x) ... O, p1(x)) (&1
=] s L+ o).
Mm O, Pm(x) ... Ox,pm(x)) \&n

Fiir ¢ klein genug folgt
n
ni=(p'@é); = ogpi0E, 1<ism,
j=1
und damit fiir den relativen Fehler

n n
THm Y O0ypi) =Y JLogpi L
j:l j:1

12



¢ Kondition, Konditionszahlen (Definition 2.8): Unter der Kondition eines numeri-
schen Problems versteht man die Sensitivitdt des Ergebnisses y + 71 = p(x +¢) gegen-
iiber kleinen Anderungen der Eingangsdaten. Falls kleine Anderungen ¢ kleine Ande-
rungen 7 im Ergebnis bewirken, spricht man von einem gut konditionierten Problem,
falls hingegen kleine Anderungen ¢ groffe Anderungen 1 im Ergebnis bewirken, spricht
man von einem schlecht konditionierten Problem. Die Grolen (unabhéngig von &,7)

Iaxjpi(x)l bzw. (%Oxjm(x)

)

bezeichnet man als absolute bzw. relative Konditionszahlen.
Bemerkung: Anstelle der absoluten Konditionszahlen wird auch oft eine Operator-
norm | p’(x)| betrachtet.

* Beispiele (Kondition):

- Relative Konditionszahlen elementarer Operationen: Einsetzen in obige Rela-
tion speziell fiir
p:R*—R:(a,b)— y=pla,b)

fiihrt auf (wobei & = (£4,E)T)
1=240,pab)+L0,p(a,b) L+ 0(E+E).

x Addition:

e

a

y=plab =a+b, dplab)=dpab=1, =4

QL

_b_ ¢
a+ +a+bb'

Schlecht konditioniertes Probleme fiir a+ b = 0 bzw. b = —a (Annahme
|al,|b| > 0), da dann die relativen Konditionszahlen sehr grol} sind, d.h. Ver-
starkung relativer Eingabefehler.

Phinomen der Ausloschung signifikanter Stellen, vgl. Illustrati-
on2_Kondition.

Bemerkung: Gleichheit gilt aufgrund der Linearitédt der Funktion.

* Subtraktion:
y=pla,b)=a-b, 0;pla,b)=1, dppa,b)=-1, % =4

Bemerkung: Zuriickfithren auf Addition.
* Multiplikation, Division:

y=pla,b)=ab,  0qpla,b)=b, Odppla,b)=a, %zfﬂ%”,
y:P(a,b):%, aap(arb):%r abp(a;b):_b_az; _zz_f

Gut konditionierte Probleme, da die relativen Konditionszahlen durch 1 be-
schriankt sind, d.h. keine Verstarkung relativer Eingabefehler (fiir die lineare
Néherung).
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x Wurzelziehen:

y=p@=va, odpla)=z.-, I~

o=
Q|L

Gut konditioniertes Problem, da die relativen Konditionszahlen durch % be-
schrankt sind, d.h. Verkleinerung relativer Eingabefehler (fiir lineare Ndhe-
rung).

- Relative Konditionszahlen der Formel von Vieta: Bestimmung einer der beiden
Losungen x; » = —a+ V a? + b der quadratischen Gleichung x? +2ax — b =0 (An-
nahme |al,|b| > 0, Relationen x; + x, = —2aund x1x;, = — b)

y=pla,b)=—a+Va*+b,

— a — _ Yy — 1
Oaplab) = =14 g =~ Vv WP@D =7
Nn.o__4a ta b b __a_Sa, atva’+b<p
y Va2+b @  2yVa?+b b Va*+b @ 2Va?+b b

Gut konditioniertes Problem beispielsweise fiir a > 0 und b > 0, da dann die re-
lativen Konditionszahlen durch 1 beschrinkt sind. Falls jedoch a? + b = 0 bzw.
b= —a?(x) = X, sogenannter schleifender Schnitt) ist das Problem schlecht kon-
ditioniert. Daran d@ndert auch die Umformulierung des Problems

_ _ b
y=plab)=——5=,

nichts (Kettenregel: partielle Ableitungen und damit Konditionszahlen gleich,
vgl. Illustation2_Kondition).

Aber! (Vorbemerkung zur Stabilitit von Algorithmen) Fiir a® + b = a® bzw. b = 0
ist das Problem gut konditioniert (z.B. a >> b > 0 und b = 0, relative Konditions-
zahlen durch 1 beschriankt)

(a,b) P, —a+Vat+hb.
‘7 a |<1 ‘a+\/a2+b|<l
Va2+b'™ ! 2vaZ+b T

Berechnung von y = —a+ v a? + b mit dem kanonischen Algorithmus

(€8] (3)

p 2 p® p

(a,bh) — a , a+bh — a’+b
|a2a+b|51"a2b+b|£1 2
(4)
L -a+Va’+b.

—-a VaZ+b
-a+VaZ+b’' —a+VaZ+b

Die Teilprobleme p®, p@, p® sind in der vorliegenden Situation gut konditio-
niert, beim letzten Teilproblem p® kommt es jedoch zur Ausléschung signifi-
kanter Stellen, d.h. der gewéhlte Algorithmus fiihrt fiir ein gut konditioniertes

14



Problem auf ein unzufriedenstellendes Ergebnis (instabiler Algorithmus). Daher
sollte man jedenfalls den (stabilen) Algorithmus

1 2 ®3)

p p p
(a,b) — d° , a+bh — a’+b
1,1 a’° b 1
|a2+b|S1"a2+b|Sl 2
@) )
p p
— a+Vat+b — —L—
—a Va2+b 1,1 a+va*+b

1| |<1

a+VvaZ+b

{a+ a%+b }S

mit in der vorliegenden Situation gut konditionierten Teilproblemen verwenden.
Vgl. Illustation2_Kondition.

Bemerkung: Eine etwas andere Situation liegt fiir den Fall b = —a? (a,b >> 0)
vor. In dieser Situation ist das Problem schlecht konditioniert und damit dessen

numerische Losung nur eingeschrinkt sinnvoll. Auerdem beinhalten beide Al-
gorithmen das schlecht konditionierte Teilproblem p@.
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2.3. Rundungsfehleranalyse

e Situation: Anwendung eines Algorithmus (p,..., p(k)) zur Losung eines numeri-
schen Problems p : D c R" — R™. Betrachtung eines direkten Verfahren, d.h. es gelte

p®o..opl=p.

* Fragestellung: Beurteilung der Giite eines Algorithmus. Untersuchung der Auswir-
kungen von kleinen Anderungen bzw. Rundungen der Eingabedaten sowie von bei der
Losung der Teilprobleme auftretenden Rundungen auf das Endergebnis.

* Rundungsfehleranalyse: Untersuchung der Fortpflanzung von Rundungsfehlern auf
das Endergebnis.

- Vorwirtsanalyse: Vergleich des unter dem Einfluf§ von Rundungsfehlern erhal-
tenen Endergebnisses mit dem exakten Ergebnis und Herleitung einer Relation
bzw. Abschitzung fiir den relativen Fehler.

Nachteil der Vorwiértsanalyse: Analyse bei komplexeren Algorithmen kompli-
ziert.

— Riickwirtsanalyse: Interpretation des unter dem Einfluly von Rundungsfehlern
erhaltenen Endergebnisses als exaktes Ergebnis zu verdnderten Eingabedaten.
Keine Aussage tiber die tatsdchliche Grolle des relativen Rundungsfehlers im Er-
gebnis.

Vorteil der Riickwirtsanalyse: Analyse auch bei komplexeren Algorithmen leich-
ter durchfiihrbar als die Vorwértsanalyse.

* Beispiele (Riickwédrtsanalyse):

- Elementare arithmetische Operationen: Mit Hilfe von Satz 2.5 und dem Ansatz
rd(a = b) = a = b ergibt sich

rd(a*b)=(a*b)(1+&)=ax*b

mit || < €mach (Annahme 1 — eqach > 0). Wihle beispielsweise fiir die Addition
(Subtraktion analog)

rda+b)=(a+b)(Q+e)=a+b,
d=a(+e), b=b(U+e), |=%=|%L| = el < emacn,
fiir die Multiplikation

rd(ab)=ab(l+¢)=ab,
d=avVli+e, b=bV1i+e, ﬂ|:|5;[f’|:|\/1+g_1|: lel

———=<¢&
a Vlte+1 mach»

16



und fiir die Division

rd(f)=30+e) =%,
a=avi+e, b=—L,
|Zz—a| <g |E—b| — 1-Vi+te| _ le| < _ Emach
a | =%mach, 75 Vite  Vi+e(+V1+8)  VI-Emach |

Schluffolgerung: Die bei der Anwendung der elementaren arithmetischen Ope-
rationen auftretenden Rundungsfehler verfidlschen das exakte Ergebnis so wie re-
lative Anderungen der GroBenordnung €y,,cn in den Eingangsdaten.

— Horner-Schema zur Berechnung des Funktionswertes einer Polynomfunktion:

+ Bernoullische Ungleichung: Fiir x € R mit x = —1 und n € N gilt
l+nx<(1+x)".
Denn: Mittels Induktion folgt
A+0" ! =1+0)1+0)"20+0)A+nx)=1+n+Dx+nx* =1+ (n+1x
und damit die Abschédtzung. ¢

Abschitzung fiir Fehlerterme der Rundungsfehleranalyse (Lemma 2.6):
Fiir eine Folge reeller Zahlen (¢;)1<j<, mit |€;| < €mach giltflir0<k<n

k n
ne h
TTa+en T -1 s et
i=1 j=k+1 ] 1 —némach

Denn: Wegen |€;| < €mach 1St — Emach < €;i < €mach SOWI€ —Emach < — €; < €mach
fiir 1 < i < n. Zusammen mit der Relation (1+¢&;)(1—¢;) =1— 5? < 1 folgt
(Annahme 7 emacn < 1 und insbesondere €y,ch < 1)

1 1
1 — €mach < 1+¢; < < .
—€mach=€&; (1+€;) (1-¢gp)=1 1=€i —gpacn=—¢i 1=€mach

Mittels Bernoullischer Ungleichung ergibt sich weiters

ne
1- % = 1-Némach . < (1—E&mach)”
mach <_1"€mach Bernoulli
7 £mach = 1-némach
k n . .
= (1+¢;) . < —
Relation 1:1_11 j:l;[+1 1+€; Relation (1~€mach)”
ne
= : l—ni' =1+ l—nrflslaCh
Bernoulli mach mach

und damit die Behauptung. ¢
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+ Fiir eine Polynomfunktion der Form
n .
px)=) cix'
i=0

beruht das Horner-Schema auf der Umformulierung

1

y=cpx"+cp1 X" +~--+c‘0:(~--((cnx+cn_l)x+cn_2)x+---)x+co.

Mogliche Implementierung (Pseudo-Code)

Yy==¢Cn
fori=n-1:-1:0

Yy=yx+c;
end

Vgl. auch Illustration1_Modifikation.
+ Unter dem EinfluB von Rundungsfehlern erhélt man stattdessen

Y==Cn

fori=n-1:-1:0
y=rd(rdFx)+c¢;)=(Fx(L+¢&)+¢;) A+E)

end

wobei |€;], [€;| < €mach. Das berechnete Ergebnis ld[3t sich in der Form
J=Cpx"+ G X" 4 G

mit Koeffizienten (Induktion)

n—-1
Go=c(1+%), Ch=cn[[A+e)1+E)p),
/=0
i—-1
Ci=ci(1+&) [[Q+en1+8p), 1=<isn-1,
=0

. kéemach N Emach
garskteller)l. Mittels Lemma 2.6 folgt aulerdem (wegen 1= e r—.
SK=n

ci=ci(1+6;), |5i|51_r12+21€;1, 0<i<n.
+ Schluflfolgerung: Die bei der Anwendung des Horner-Schemas auftreten-
den Rundungsfehler verfilschen das exakte Ergebnis so wie relative Ande-
rungen der Groflenordnung lmihh in den Eingangdaten, d.h. den Koeffizi-

enten des Polynoms.

—Né&mac

18



Numerische Stabilitit eines Algorithmus: Ein Algorithmus heif$t numerisch stabil
bzw. gutartig im Sinne der Riickwértsanalyse, wenn die Fortpflanzung von Rundungs-
fehlern zu Anderungen im Endergebnis fiihrt, die in ihrer GréBenordnung mit dem un-
vermeidlichen Fehler aufgrund von Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten vergleich-
bar sind.

Spezialfall: Betrachte speziell einen aus zwei Teilproblemen bestehenden Algorith-
mus zur Losung eines Problems p : R” — R™ (wobei g : R" — R, r : RF — R™)

p(x) =(roq)(x) =r(q(x)).
Die Anwendung der Kettenregel ergibt
pPx)=r'(gx)q x),
Ox,p1 ... Ox,p1 Oyl ... OxI O0x, g1 ... Ox, 1

/ / . . /

p = : : o = s 4= S
axlpm ces axnpm axlrm cee axkrm axlqk cee aank

k
Ox; pi(x) = ) Oy, 11(q(x)) Ox; Go (%)
/=1

Damit ergibt sich fiir die relativen Konditionszahlen

k
Foupin) = Y 3oy ri(2) Loyqi0),  z2=q).
/=1
Die relativen Konditionszahlen des Problems sind unabhéngig von der gewéhlten Zer-
legung, d.h. von der Wahl der Teilprobleme r und q.

Aber! Die Wahl der Teilprobleme wirkt sich auf die Giite des Algorithmus aus, inbeson-
dere bestimmt die GréBe der Konditionszahlen die Fortpflanzung von Fehlern und da-
mit die Stabilitdt des Algorithmus. Untersuchung der Auswirkung kleiner Anderungen
der Eingangsdaten auf das Ergebnis des Algorithmus, d.h. insbesondere Hinzunahme
auftretender Anderungen (Rundungsfehler) bei der Berechnung des Zwischenergeb-
nisses und des Endergebnisses

Eingabe: x+¢ statt x,
Zwischenergebnis : qgx+¢)+¢ statt z=¢q(x),
Endergebnis : r(gx+8+{)+n statt  y=r(q(x)).

Mittels Taylorreihenentwicklung von g folgt
qx+&=2z+q ¢+ 0(IE1°).
Eine Taylorreihenentwicklung von r ergibt weiters
r(gx+&)+{) = r(z+ q x) &+ O(IIE1%) +()
=y+r'@q @+ @+ O(1E17) + o(11%).
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Falls das Problem gut konditioniert ist, ist
Ip' == q @]

von moderater Grofenordnung und damit ’(z) q'(x) ¢ eine kleine Anderung des exak-
ten Endergebnisses. Ist der Algorithmus jedoch so gewihlt, dal$ das erste Teilproblem
sehr gut und das zweite sehr schlecht konditioniert sind (d.h. ||7'(2)|| >> |4’ (2)])) wer-
den unvermeidbare Fehler { im Zwischenergebnis (Rundung) sehr verstirkt, d.h. der
Beitrag r’(z) { fiihrt auf ein unzufriedenstellendes Endergebnis und somit ist der Algo-
rithmus instabil.

* Beispiele:

- Formel von Vieta: Siehe obige Uberlegungen. Das Problem ist fiir a >> b gut kon-
ditioniert. Auswirkung von kleinen relativen Anderungen der Eingangsdaten und
relativen Rundungsfehlern bei der Anwendung der Formel von Vieta

p(l) 9
(ay b)y(gaygb) :’ a )(86{)81)

p(2) 5
— a“+b,(eq €p,€1,€2)

|%{sl,|ﬁ‘sl

3)
p e
_1’ a2+b)(£a»8b’€l;€2’€3)

2

p(4) 2

— —a+Vas+Db,(€q €p €1,€2,€3,E4).
—a VaZ+b

—a+va2+b' —a+vaZ+b

Der Algorithmus ist instabil, da der Verstarkungsfaktor der relativen Rundungs-
fehler im letzten Teilproblem sehr gro ist. Z.B. fiir a = 1000, b = 0.018000000081

vVa’+b ~ 108.

—a+Va*+b
Vgl. llustration2_Kondition.

- Eigenwertberechnung: Das Problem Berechnung der Eigenwerte einer symmetri-
schen Matrix ist sehr gut konditioniert. Der Algorithmus basierend auf der Null-
stellenberechnung des charakteristischen Polynoms ist instabil, da das Teilpro-
blem Berechnung der Nullstellen eines Polynoms hoherer Ordnung sehr schlecht
konditioniert ist.

Siehe Illustrationl.

* Schluf’folgerungen:

- Die numerische Losung eines schlecht konditionierten Problems ist nicht oder
nur eingeschrankt sinnvoll.
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- Daein einzelnes schlecht konditioniertes Teilproblem das Endergebnis stark ver-
falschen kann, ist bei der numerischen Lésung eines gut konditionierten Pro-
blems darauf zu achten, dall der verwendete Algorithmus gut konditionierte Teil-
probleme umfaft.

21



2.5. Stabilitit
e Situation: Anwendung eines Algorithmus (p,..., p(k)) zur Losung eines numeri-
schen Problems p: D c R" — R™

k 1
p®o.op®xp.

Numerische Stabilitéit eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtanalyse): Anderun-
gen im Endergebnis aufgrund von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern vergleich-
bar mit kleinen Anderungen der Eingabedaten.

Nun: Prizisierung des Begriffes der numerische Stabilitét.

* Betrachtung einer Umgebung U = U, . der exakten Eingabedaten (komponentenwei-
se, bzgl. Norm)

U={x+¢eD:|¢|<¢el|x|} cR" oder U={x+éeD: &l <ellxll} cR".
Elemente der zugehorigen Umgebung des exakten Ergebnisses (Bildmenge)
p) ={p(x+&:x+icU}cR™

(oder nahe bei p(U) liegende Elemente) werden als Ndherungslésungen akzeptiert.

Akzeptable Nidherungslosung (Definition 2.9): Eine anstelle des exakten Ergebnisses
y = p(x) berechnete Ndherungslosung y = y heilst akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U, wenn

yep)

oder die abgeschwéchten Bedingungen (komponentenweise, bzgl. Norm)
dzepU) sodaB |y—zl<O(emacn) [yl bzw. -zl < O(emach) IV

erftllt sind.

Numerische Stabilitit eines Algorithmus (Definition 2.11): Ein Algorithmus zur L6-
sung eines Problems p : D c R” — R ist numerisch stabil (im Sinne der Riickwarts-
analyse), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten x € D die unter dem EinfluB von
Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern berechneten Ndherungslésungen y = y =
p(x) akzeptabel beziiglich der Eingabemenge U = Uy, sind.

Bemerkungen:

- Die elementaren arithmetischen Operationen und das Wurzelziehen sind nume-
risch stabil.
- Kondition eines numerischen Problems: Signifikanz der berechneten Ergebnisse.

Numerische Stabilitdt eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtsanalyse):
Gutartigkeit eines Verfahrens hinsichtlich der Auswirkung von Rundungsfehlern.

Je schlechter die Kondition des numerischen Problems ist, desto groRere Fehler
im Endresultat sind akzeptabel.
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¢ Losung eines linearen Gleichungssystems Ax=b:

Numerisches Problem (unter der vereinfachenden Annahme, dall das lineare
Gleichungssystem eindeutig losbar ist, d.h. A invertierbar)

p:DcR™"xR" - R": (A, b)— x=A"1b.
Eingabemenge
U=Uuape={(A+a,b+p)eD:lal<elAl,Ifl<elbl} cR™" xR"

und zugehorige Bildmenge (Annahme A+« invertierbar, etwa ||a|l < || A1t

Satz 4.1)

, vgl.

pU)={(A+a)'(b+B):(A+a,b+p) e U}.

Akzeptable Ndherungslosungen (bzgl. U, im strengen Sinn)
X=(A+a) ' (b+p)ep)

bzw.%:ﬁ_lgmitA:A+a, la| < el A| undE:b+,B, |8l < €|b| bzw.

Ax=b mit |A-Al<e|Al und |b-b|<el|b].

Resultat tiber die Grée des Residuums beim Einsetzen einer akzeptablen Néhe-
rungslosung in Ax = b.

Satz von Prager und Oettli (Satz 2.10): Eine Ndherungslosung X des linearen
Gleichungssystems Ax = b ist akzeptabel (bzgl. U, im strengen Sinn), genau dann
wenn das Residuum r(X) = b — AX die folgende Abschitzung erfiillt

|AX — bl < & (|Al1F| +1bl).

Denn: Einerseits: Falls die Ndherungslosung x akzeptabel ist, ergibt sich die Ab-
schitzung (Bezeichnungen A und b wie zuvor, komponentenweise Relation <)

|AX-bl = _|(A-A)X+b-Db|=laX+pl<lallX+|pl

FAZ=— AX+D

<e(JAlIZ] +bl).

Andererseits: Es ist zu zeigen, daf fiir Ndherungslsungen X, welche die Abschét-

zung |AX-bl<e (IAl1X] + |bl) erfiillen, die Relation AX = b mit |A-Al<e|Alund

|b— b| < €]|b| folgt. Fiir eine Ndaherungslosung x definiere A und b durch
ﬁ:(aij—sign(fj)sﬁilaijl) EZ(bi+€19i|bi|)

1<i,jsn’ 1<i<n’

i falls z; #0

r=AX-b, z=¢e(lAIRI+Ibl), O;=4%
0 falls z;=0.
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Eine kurze Rechnung zeigt (sign(x) x = |x|)

l<isn

_ n
AXx—b= (Z (a,-j—sign(ic'j)g%)iIaijl)%j—(bi+£19,-|bi|))
j=1

n
=AZ-b-(0;e ) (layjlIFj1+bil)) __ =AF-b-r=0.
j=1 1<i=n

[ J
-

=2

Da nach Voraussetzung die Ndherungslésung x die Abschitzung |r| < z (kompo-
nentenweise) erfiillt, folgt auBerdem |9;| <1 fiir 1 < i < n und damit

A- A=(-sign(X))ed;laijl)
b-b=(e9;b;])

1<i,j<n’ |A_A|55|A|,
|b-b|<elbl.

1<i<n’

Damit folgt die Behauptung. ¢
- Bemerkungen:

+ Fir eine genaue Ndherungslosung ist die Differenz zur exakten Losung des
linearen Gleichungssystems |X — x| klein.

+ Fir eine akzeptable Ndherungslosung ist das Residuum beim Einsetzen in
das lineare Gleichungssystem | AX — b| klein.

+ Zusammenfassung: Ein Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems Ax = b (mit A € K" invertierbar) ist numerisch stabil (im Sin-
ne der Riickwirtsanalyse), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten (A, b) die
unter dem EinfluB von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern berechne-
ten Niherungslésungen ¥ ~ x = A~'b akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U p) ¢, Sind, d.h. es gilt (mittels Satz von Prager und Oettli)

Xep(Unapenag) < |AX= Dbl < emacen (1Al +151).
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3. Vektoren und Matrizen

¢ Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate der Linearen Algebra, inbesondere zu Vek-
toren, Matrizen, Skalarprodukt, Orthogonalitédt, Norm.

— QR-Zerlegung einer Matrix, Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt
und Modifikationen.
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3.1. Rechnen mit Vektoren und Matrizen

¢ Endlich dimensionaler Vektorraum bzw. linearer Raum K” mit K = R,C (iibliche
Bezeichnungen fiir Komponenten, identifiziere x € K" mit Spalte x € K"*!, Addition
und Skalarmultiplikation)

X1 X1+n Axy
x=|:|eK', x+y= : , Ax=| |, xyeK', AekK.
Xn Xn+ Yn A Xp
e Menge der komplexen bzw. reellen Matrizen K" (Anordnung in Schema mit m Zei-

len und n Spalten, komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation, quadra-
tische Matrix fiir m = n)

a;ly ... din
— .. — . . mxn
A= (al])lsism,lsjsn_ : : ek :
aml cee amn

Matrizenmultiplikation (assoziativ, nicht kommutativ)

m
C:AB:(Zaikbkj) ek, Aek{*™m, BeKk™"
k=1

lsi<l,1<j<n

ABC=(AB)C=A(BC), AB # BA.
LA.
* Fiir A e K"" ist die zugehorige lineare Abbildung (mit Eigenschaften Additivitdt und
Homogenitit) gegeben durch
fK'-=K":x— Ax.
Bild der linearen Abbildung bzw. der zugehdrigen Matrix
Fa=fK) ={y=AxeK": xeK"} cK™.
Nullraum der linearen Abbildung bzw. der zugehdérigen Matrix
Na=fH0) ={xeK": Ax=0e K"} cK".
» LaRt sich ein Vektor w € K" in der Form

k
w = Z/l,‘ Vi
i=1

mit vq,..., v € K" und A,..., 1, € K darstellen, heilt w eine Linearkombination von
v1,..., Vx. Die Menge aller Linearkombinationen von vy,..., vx bezeichnet man als li-
neare Hiille der Vektoren vy,..., v bzw. den von vy,..., vy aufgespannten Raum

k
(V1y.., Ug) = {w: A;jv; € K":xll,...,/lke[K} cK”.
i=1
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Laldt sich kein Vektor in { Uly. ., vk} als Linearkombination der restlichen Vektoren dar-
stellen, d.h. es gilt

k
Zﬂivizo = 1;=0, 1<i<k,
i=1

heilen vy,...,v; linear unabhingig. Folglich ist auch die Darstellung von w €
(vy,..., V) als Linearkombination der vy, ..., vi eindeutig.

Sind n Vektoren vy,..., v, € K" linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis des Vek-
torraumes K", d.h. jeder Vektor in K" 143t sich als Linearkombination der Basisvekto-
ren darstellen (Erzeugendensystem) und die Darstellung ist eindeutig (lineare Unab-
héangigkeit).

Die Standardbasisvektoren bzw. kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e, € K" (de-
finiert durch (e;); = 0; j fiir 1 =, j < n) bilden eine Basis des Vektorraumes K™. Fiir
x € K" folgt direkt die Darstellung als Linearkombination

x=) x;e;eK".

n
i=1
Veranschaulichung im R?, R3,

Grundlegender Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Dar-
stellungen als Linearkombinationen: Angabe und Umformulierung des Matrix-
Vektor Produktes A x = b ergibt (wobei A € K", x e K", b e K™)

ark
n n
Ax:(zazkxk)l<. =) Xk aik =Db,
k=1 st k=1
Amk

k—te Spalte a; von A
d.h. die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b entspricht der Darstellung der
rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A.

Schluf¥folgerung: Das lineare Gleichungssystem A x = b ist genau dann losbar, wenn
sich die rechte Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A darstellen 1ai3t
(somit ist b € Z,).

Der Rang einer Matrix A € K""*" ist definiert als die Anzahl der linear unabhingigen
Spalten (bzw. Zeilen). Es gilt

rg(A) = n—dim.44.
Eine Matrix A € K™*" hat vollen Rang, wenn rg(A) = min{m, n}.
Falls fiir eine Matrix A € K™ die Anzahl der Zeilen groBer als die Anzahl der Spalten
sind, d.h. es gilt m = n, sind folgende Aussagen dquivalent:
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- Die Matrix A € K" hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

- Die Abbildung f: K" — K" : x — Ax ist injektiv.
Denn: Falls alle Spalten der Matrix linear unabhingig sind, folgt
n
Ax=Ay < Ax-»)=0 < Y (-ywa=0 < x=y
k=1
und damit die Injektivitdt von f. o

- Der Nullraum von A ist gegeben durch .43 = {0} c K.
Denn: Ahnlich wie zuvor folgt aus der linearen Unabhingigkeit der Spalten von A

n
Ax=0 < ) xar=0 <= x=0
k=1

und damit die Behauptung. ¢

Fiir quadratische Matrizen gelten inbesondere die folgenden dquivalenten Aussagen:

- Die Matrix A € K" hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A bilden somit eine Basis von K", d.h. jeder Vektor in K" 143t
sich als Linearkombination der Basisvektoren darstellen und die Darstellung ist
eindeutig.

- Die Abbildung f: K" — K" : x — Ax ist bijektiv.
Die zugehérige inverse Abbildung f~!: K" — K" : x — A~ lx ist durch die inverse
Matrix (bzw. kurz Inverse) A~! € K" definiert, und es gilt

AAT =T,
- Der Nullraum von A ist gegeben durch .4 = {0} c K™.
Die Inverse einer Matrix A € K" erfiillt die Matrix-Gleichung
AX=1,
(Axi|-| Axp) = (er] | en) s

ayn ... din X11 ... X1in 1 0

anl cee ann x;/ll cee x”n 0 ].
d.h. die inverse Matrix A~! ergibt sich als Lésung der 7 linearen Gleichungssysteme

Axi=e;, l<isn, A'=(x||x).

Bemerkung: Fiir invertierbare Matrizen A, B € K"*" gilt

(AB)'=B71A71,
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» Eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems: Falls die Matrix A € K"*"
invertierbar ist, bilden die Spalten von A eine Basis von K”. Folglich ist die Darstellung
der rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A eindeutig und da-
mit die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b eindeutig bestimmt.

* Vgl. Illustration3_VektorenMatrizen.
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3.2. Elementare Matrix-Multiplikationen

e Vorbemerkung: Die Losung eines (eindeutig l6sbaren) linearen Gleichungssystems
AXx = b (mittels Gau8schem Eliminationsverfahren) beruht auf der Transformation der
Matrix A auf Dreiecksgestalt. Fiir theoretische Untersuchungen ist eine Beschreibung
der Transformation mittels elementarer Matrix-Multiplikationen vorteilhaft.

e Elementare Matrix-Umformungen: Die Multiplikation einer Matrix A von links mit
einer elementaren Transformationsmatrix 7 (d.h. Bildung von T A) wirkt auf die Zeilen
der Matrix A.

- Skalierung durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix
d

D =diag(d,,...,d,) = e K™, d;#0, 1<i<n.
dy

Esgilt D™! = diag(dil, ) din)

- Vertauschung von Zeilen (oder Spalten) durch Multiplikation mit einer Permu-
tationsmatrix (Standardmatrix E;; mit Eintrag 1 bei (i, j)-tem Koeffizienten und
ansonsten Eintrdgen 0)

P:I—Eii—Ejj+Eij+Eji€Knxn, ISi,an, l?f]

Esgilt P! =P =PT,

— Addition des skalaren Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen Zeile
(oder Spalte)

Nij(a):I+aEij€[K"x”, ISi,an, l#], aelk.

Es gilt N;; (@) '=N; i(—a) und beispielsweise fiir n = 3 (Reihenfolge der Matrizen
wesentlich!)

1
Noj(a21) N3y (@s1) Naa(@s2) = [ ap; - e K33,

az; a3z 1

Vgl. lllustration3_VektorenMatrizen.
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3.3. Skalarprodukt und Orthogonalitit

 Fiir eine komplexe Zahl z = Rz +iSz € C ist die komplex konjugierte Zahl gegeben
durchz=Rz—-i3z€eC.

* Fiir eine reelle oder komplexe Matrix

a;ly ... din

— .. — mxn
A= (al])lsism,lsjsn_ €k

aml cee amn

ist die transponierte Matrix (bzw. kurz Transponierte) gegeben durch

ailr ... aml

AT: (aj,-) EK”Xm

1<jsnl<ism

aln cee amn

und die adjungierte Matrix (bzw. kurz Adjungierte) A* € K"*"" gegeben durch

ailr ... am
T
A*=A =(a;) e K™,

l<sjsn,l<ism =

aln “en amn

Offensichtlich gilt (wobei A,B e K™*"*,C € K"~k fiir letzte Relation verwende Annah-
me A € K™ invertierbar und z.B. die Relation I = (A7 A)* = A*(A™1)*)

A+B)T=AT+BT, aaT=2AT, AT =cTA”, AH'=uHT,
(A+B)* = A*+B*, (AA)*=1A*, (AC)*=C*A*, (A '=@bH*,

und insbesondere A* = AT fiir A e R™*",
¢ Eine (quadratische) Matrix A € K"*"* heil$t symmetrisch, wenn
A'=4A, aji=aj, 1<i,j=<n.
Eine (quadratische) Matrix A € K" heil3t selbstadjungiert bzw. hermitesch, wenn
A=A, aj;=aij, l<i,j<n.

Offensichtlich ist eine reelle selbstadjungierte Matrix insbesondere symmetrisch.

Eine selbstadjungierte Matrix A € K" heil3t positiv semi-definit oder positiv definit,
falls fiir alle x € K" die Bedingung

x*Ax=0 oder x*Ax>0
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erfiillt ist. Beachte, dal3 die quadratische Form
qg:K"->R:x— x"Ax,
a ... din) (X1 non
q(X):x*Ax:(x_l x_n) :Z al]x_lx],
i=1j=1
anl ... Gup)\xn) 7

aufgrund der geforderten Selbstadjungiertheit von A reelle Werte annimmt, denn es
folgt (fir v, w e K" ist vTw = wTv)

X*Ax = x*A*x=(Ax)*x = Ax)Tx = x*Ax = x*AxeR.
AT=4 (Ax)" =(Ax)T (Ax)T%=%"(Ax)

* Das euklidische Skalarprodukt ist definiert durch (komplexe Konjugation bzgl. des
zweiten Argumentes!)

X1

n
(] )y K'x K" = K: (x, ) = (x|y), =y x=(1 ... Tn)|: :Ziﬁx,-.
x,)

Die zugehdorige euklidische Norm ist gegeben durch

n
Nzt K" = Rag :x— llxllz = \/(x |a), =/ 2 1l
i=1

* Allgemeiner fordert man von einem Skalarprodukt bzw. inneren Produkt folgende
Eigenschaften (positiv definite hermitesche Sesquilinearform, insbesondere fiir K =
R positiv definite symmetrische Bilinearform)

(-] ):K'x K" - K
(x+x[y)=(x[y)+(Z|y), (Ax]y)=A(x|y), AeK, xyeK",

(o) =(xly), xyeK?,
(x|x)=0, (x|x)=0< x=0, xeK".

Die zugehorige Norm, definiert durch
-1 K" = R x— [lxll = /(x| x),
erfiillt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

x|y < Dxliyll,  xp ek

Denn: Insbesondere fiir den Spezialfall y = 0 ist die Behauptung klar. Unter der An-
nahme y # 0 und K = R fiihrt die Minimierung der quadratischen Funktion

FiK=Reg: A= llx+ Ay = (x+Ay|x+Ay) = I1xI? +IAPIyI* + (A {x]y) + A1{y|x))
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wegen f(A) =[x+ %[ yI? +2A{x|y) auf die Ungleichung
f'Qmin) =2 Amin 1Y% +2(x|y) =0, Amin=-pp{(x]y),  f"Amn) =21yI* >0,

0= f(Amin) = Ix° ~ [ (x[9)* = [x[y) ==yl

Fiir K = C ergibt sich die Behauptung direkt durch Einsetzen von A = — W (x]y)

0= f(~ e ¢xly) = 1l = o (x| )

und Wurzelziehen. ¢

Allgemein fordert man fiir eine Norm | - || : K" — R die folgenden Eigenschaften (Po-
sitive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung)

x| =0 < x=0, xeK",
IAxI = IAlx]l, LeK, xeK",
lx+yl<lxl+lyl, xyeK".

Bemerkung: Die durch ein Skalarprodukt definierte Norm erfiillt die Normeigenschaf-
ten. Denn: Die Eigenschaften positive Definitheit und Homogenitét sind leicht nach-
zuweisen. Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

(x|yy+(y|xy=2lxllyl

= (x|x)+(x|y)+(y|x)+{y|y) < IxI®+ 21l Iyl + I yIP
= llx+yI*=lxI®+2lxl Iyl + Iyl

= Jx+yl<lxl+lyl

und damit die Dreiecksungleichung. ¢

Insbesondere im R? ist der von zwei Vektoren 0 # x,y € R? eingeschlossene Winkel
gegeben durch

_ &y
lxlz lyllz”
Speziell fiir | x|l = 1 und mit der Bezeichnung r = | y||, fiir die Ldnge von y ergibt sich

cosa

(x|y), =rcosa,

d.h. (x|y), beschreibt die Projektion von y auf x und (x|y), x die Komponente von y in
Richtung x (vgl. Abbildung, Skriptum, S.42). Falls die beiden Vektoren einen rechten

Winkel einschlielen, d.h. ¢ = %, folgt (x|y)2 =0.

Zwei Vektoren x, y € K" heilen orthogonal, wenn die Bedingung (x|y) = 0 (bzw. spe-
ziell fiir das euklidische Skalarprodukt (x|y), = y*x = 0) erfiillt ist.
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Satz von Pythagoras: Fiir orthonormale Vektoren z,..., z; € K" und skalare cy, ..., cx €
K gilt die folgende Relation

k 2 n
HZC,‘Z,' :<Zcizi
i=1 i=1

n

n n
Yocizy)= Y ag (ailz) = Y lal
j=1 i,j=1 — =l

*

=z
]

Zi:6ij

Eine Teilmenge V = {vy,...,vx} < K"\ {0} heilst orthogonal, wenn je zwei Elemente
orthogonal sind, d.h. es gilt (v; |v;) =0 fiir 1 < i, j < k mit i # j. Nach Satz 3.1 sind die
Elemente einer orthogonalen Menge linear unabhéngig, denn es gilt

k k
Zkivi:O = Z/li<l/l'|l}j>:0, ISjSk' - ﬂjZO, ISjSk.
=lvjl126;;
Sind auBerdem alle Vektoren in V normiert, d.h. ||v;|| = 1 fiir 1 < i < k, hei8t die Menge
orthonormal.

Die Elemente einer orthonormalen Menge V = {v,...,v,} < K" bilden eine Ortho-
normalbasis von K", vgl. Satz 3.1. Fiir einen Vektor y € K" gilt dann die folgende Dar-
stellung beziiglich der Orthonormalbasis

n
y=) (y|vi)vi.
i=1

Denn: Da die Vektoren in V eine Basis von K” bilden, 146t sich y € K" als Linearkom-
bination von vy,..., v, darstellen

n
y=3 Aiv;.
i=1
Durch Bilden des Skalarproduktes mit den Basisvektoren folgt
n
(Yloy=2 Ai{vilv) =2, 1=sjsn = A;=(yly;), 1=j=n,
=T
=5y

und damit die angegebene Darstellung. ¢

Zwei Teilmengen X, Y < K" heissen orthogonal zueinander, wenn fiir jedes Element
x € X und jedes Element y € Y die Bedingung (x|y) = 0 gilt.

Eine quadratische Matrix Q € K"*", deren Spalten orthonormal sind, heil3t eine uni-
tare Matrix (oder speziell orthonormale Matrix fir K = R).

Folglich gilt (Produkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte von Q ergibt Kronecker-Delta
6ij, d.h. Wert 1 falls i = j und ansonsten Wert 0)

Q*Q=1 bzw. Q'=0Q*.
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Die durch eine unitdre Matrix definierte lineare Abbildung f : K" — K" : x — Qx ist
lingenerhaltend, d.h. es gilt

1Qxll2 = llxIl2

wegen || Qx| = x*Q*Qx = x*x = | x|5.

Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Darstellungen als Li-
nearkombinationen: Die Darstellung eines Vektors b € K" als Linearkombination

orthogonaler Vektoren ¢,..., q; entspricht der Losung eines linearen Gleichungssy-
stems mit unitdrer Matrix

n
Qx:b — b:le'ql', Q=(Q1“Qn)
=1

1

Die Losung erhdlt man in diesem Fall auf einfache Weise durch Mulitplikation mit der
adjungierten Matrix

q qib

x=Q*b= : b=| :

dn qnb
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3.4. Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

* Vorbemerkungen:

- Die Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b, A:(al‘---\an)eﬂ&”x”, xeK", bek",
entspricht der Darstellung der rechten Seite b als Linearkombination der Spal-

tenvektoren ay, ..., a;.

— Besonders einfach ist die Losung eines linearen Gleichungssystems

Qy=c, Q:(ql\---\qn)elK”X”, yeK", ceK",

mit unitdrer Matrix Q, d.h. die Spaltenvektoren ¢,...,q, bilden eine Ortho-
normalbasis des Vektorraumes K. In diesem Fall ist das Gleichungssystem ein-
deutig 16sbar und man erhilt die Losung durch Multiplikation mit der adjun-
gierten Matrix

q
y=Q%, Q'=| :
qn
— Formulierung in Hinblick auf die Losung iiberbestimmter linearer Gleichungs-
systeme
Ax=Db, A=(ar|-|ap) eK™", xeK", beK", m=n.

Zusitzliche Annahme, dall die Matrix A vollen Rang hat, d.h. die Spaltenvektoren
ai,...,a, sind linear unabhéngig.

e Problemstellung: Zulinear unbhéngigen Vektoren a, ..., a, € K" finde orthonormale
Vektoren ¢y, ..., q, € K" so, dal§ die Vektoren ay, ..., a; und q,..., g fiir 1 < k < n den-
selben Raum aufspannen, d.h. es gelte

(6]1,...,6]k>:<6ll,...,ak>y l<k<n.

Dies ist dquivalent zur Berechnung der reduzierten QR-Zerlegung der Matrix A

A=0R,
A= (a| | an) ™",
Q=(q || gn) ™",
R i T'nn
R= Cole K™, rii 20, 1<i<n
T'nn
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Denn: Durch Bestimmung des Produktes Q R erhilt man wegen rij =0flirk=j+1
A=0R,

n j
aij =Y. qikTkj = Y qikTkj» I<sism, 1<j<n,
k=1 k=1

J
aj:Zrquk, l1<=j=n,
k=1

a=riqr, ax=ri2qit+raqz, ..., Ap=Tipqi+- - +Tn-1,nqn-1+Tnnqn.
Die zeigt, dall ay,...,ax € {(q1,...,qx) fiir 1 < k < n. Andererseits ist wegen r;; # 0 fiir
1 < i < n die Matrix R invertierbar und deshalb A = QR 4dquivalent zu Q = AR™! (die

Inverse von R wird nicht explizit berechnet, Einsetzen der bereits bestimmten Spalten
von Q). Sukzessives Auflosen der obigen Relationen fiihrt auf

j-1
q;=$(d1—2qu’), l<j=n,
i=1

_1 1

_ 1 —
=754, Go=i-(@—r2q1), etc., gGun=;-(An=Tinq1~" " ~Tn-1,nqn-1),

was zeigt, dald auch q,...,qr € {ay,...,ar) firl<k<n.o

Bemerkung: Als (volle) QR-Zerlegung einer Matrix A € K" bezeichnet man die Dar-
stellung
A=QR,

A:(dl‘---‘an)EKmxn,

A R
Q:(Q‘qu_l‘...‘qm)E[Kmxm’ RZ{T}EKmxn,

wobei die Matrix Q um m— n orthonormale Spalten ¢,,41, ..., g zuU einer unitiren Ma-
trix Q € K™ ergédnzt wird und die Matrix R um m — n Nullzeilen zur Matrix R € K"**"
ergianzt wird.

* Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt ist ein Verfahren zur Be-
rechnung der reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix A = (a1 ‘ ‘ a,) € K™, d.h. or-
thonormaler Vektoren gy, ..., g, € K™ mit

k-1
1
qk:a(ak_izzlrikqi)) ISksnr

wobei r;jjeKfiirl<i,j<nmitr;j=0fliri=j+1lundr; #0fiirl <i<n.
Bemerkung: Wéhle im Folgenden (-|-) = (-[)ound || - [| = || - [|2.
Herleitung des Verfahrens:

- Betrachte die erste Relation q; = ?11 a; mit unbekanntem Koeffizienten r;;. Die
Forderung | ¢; || = 1 impliziert |r1| = [|a1|l. Setze etwa ry; = ||lay |l
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- Betrachte die zweite Relation g, = é (az — r12g1) mit unbekannten Koeffizien-
ten r» und ry,. Die Forderungen (g |g1) = 0 und || g2 || = 1 implizieren

0=Aq2lqn) = <,22(612—f126]1)|611>— (<612|611 -r2) = 7‘12:<az|6]1>,
2270

g2l = |||6lz raqill=1 = |raal=1ql, G2=ax—r12q1.

[r22
Setzte etwa 122 = | g2 |l
- Betrachte allgemein die k-te Relation (beinhaltet auch den Spezialfall k = 1)

k-1
qkzé(ak—z rikqi), l<k<n,

i=1

mit unbekannten Koeffizienten rj fiir 1 < j < k. Die Forderungen (g |q;) = 0 fiir
1< j<k-1und | gl =1implizieren

1) =g Caclagy =) =, re=Cacla;),

l:

k-1 k-1
Z riedil| = Ireel =Gk, Ge=ax— ) rikgi.
= i=1

= (qrlq)) = (7 (ac - lqu)

lqel = 71

Setze etwa rii = | Gkll.

Die obigen Uberlegungen fiihren auf folgendes Resultat.

Existenz und Eindeutigkeit der QR-Zerlegung einer Matrix (Satz 3.2): Fiir jede Matrix

A= (a1|--| an) e K™ von vollem Rang existiert die reduzierte QR-Zerlegung
A=0R,
Q=(a|-| an) ew™",
7'11 cee rnn
R= Dl e KM rii 20, l1<i<n,
T'nn

mit orthonormalen Vektoren ¢, ..., q, € K. Durch die zusitzliche Forderung r;; > 0
fiir 1 <i < nist die reduzierte QR-Zerlegung eindeutig bestimmt.

Das klassische Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt zur Berechnung
der reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix

r]-k:<ak|qj>, ISjSk—l,
k-1
de=aik— Y rikqj, Tke=1qkl, qi=
=1

rkqu’ l<k=n,
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als Pseudo-Code formuliert lautet beispielsweise folgendermalien

Eingabedaten: ai firl<k<n
for k=1:n
q=ag
forj=1:k-1
rie = (ax|q;)
qd=q-rjkq;
end

ek =14l
_1 =
k= 7.5
end

Ergebnisse: g, rjifirl<j<kundl<k<n

Vgl. lllustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.

Die geometrische Veranschaulichung des Orthogonalisierungverfahrens nach Gram-
Schmidt ist, daly vom Basisvektor ay schrittweise die Anteile rjr q; = (ax|q;) q; (Erin-
nerung: {a|q;) ist die Projektion von a; auf g; und (a|q;) q; die Komponente von
ai in Richtung von ¢g;) subtrahiert werden. Der resultierende Vektor g steht dann or-
thogonal (senkrecht) auf q;,..., g1 bzw. die lineare Hiille (q;,..., gx-1). Durch Nor-
mierung (Einheitsldnge) erhdlt man den orthonormalen Vektor .

Vorsicht! Speziell fiir zwei Vektoren ay, a, € K™ fiihrt das klassische Orthogonalisie-
rungverfahren nach Gram-Schmidt auf

N=rra, @=a-(e|g)q=a-jp(ela)a, q¢@=i5G.

Falls die beiden Vektoren ay, a, fast linear abhingig sind, d.h. es ist a, = ca; + 6 mit
0 e K" und |6 klein, folgt

67225—W<5|a1>01,
d.h. esistinbesondere | g2l kleinund damit der bei g» auftretende Faktor m grofs. Re-

lative Rundungsfehler bei der Berechnung von ¢, werden deshalb bei der Berechnung
von ¢, erheblich verstarkt und der Algorithmus ist numerisch instabil.

Betrachte das Beispiel von Lauchli mit

e R**3,

O O M =
SO M O -
n OO -

vgl. Illustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.
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e Ein modifiziertes Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt

Eingabedaten: a; firl<k<n

for k=1:n
dk = a
end
for k=1:n
ik = Gl
k= 7 A
for j=k+1:n
rej ={a;j|qx)
dj=4;—Txjqk
end
end

Ergebnisse: gg, rjxfirl<j<kundl<k<n

beruht auf einer zeilenweisen Berechnung der Eintrdge der Matrix R (anstelle einer
spaltenweisen Berechnung).

Eine zweite Modifikation lautet

Eingabedaten: ai firl<k<n
fork=1:n
q = ax
forj=1:k-1
rie={(dla;)
4=q-rTjkq;
end

ek =14l
-1
T = 7
end

Ergebnisse: gi, rjxfirl<j<kundl<k<n

Bemerkungen:

— Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt und auch beide Modifi-
kationen sind in gewissen Situation numerisch instabil, vgl. Beispiel von Liuchli.

Fiir die Modifikationen kann man zeigen, daf unter dem Einfluly von Rundungs-
fehlern Matrizen Q (im Allgemeinen nicht unitér!) und R (obere Dreiecksmatrix)
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berechnet werden, die von den exakten Matrizen Q und R der QR-Zerlegung ei-
ner Matrix A € K"**" folgendermalien abweichen

IQR - A]|, < C1(m) emacn 1 All2,
1Q*Q -1, < Com) emacn k2(A) + O (3,1, k2(A)?).
Fiir eine fast singuldre Matrix A ist die Konditionzahl x, (A) grofs. Vgl. Bemerkung
im Skriptum, S. 49 sowie Beispiel von Lauchli.
Orthogonalisierungsverfahren und Modifikationen werden aber dennoch im Zu-
sammenhang mit iterativen Verfahren (Arnoldi, GMRES) angewendet.

— Eine numerisch stabile Modifikation des Orthogonalisierungsverfahren nach
Gram-Schmidt verwendet zusitzlich die Idee der Re-Orthogonalisierung. Eine
weitere stabile Alternative der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-
Reflexionen wird in Abschnitt 4.2 besprochen.

e Im Vergleich mit dem Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt speziell fiir
denFalln=3

k=1: r=lal, 6]1=%I|611|l

k=2: q=ay,

j=1: r12:<ag|q1>, g=ax—ri2q1, T12=14l, qz=glzllzill

k=3: q=as,

j=1: rns={(as|q), d=as—nsq,

j=2: ra=(ag|lqz), G=az—-rsqi—raqz, r33=17ql, qs:glg”?f”
fithrt die erste Modifikation auf

k=1:  rm=lal, q=3lal

i=2:  me={(a|q), G=a-r.q

i=3:  rs=(as|q), Gs=as-rzq
k=2: r22 =g, QZ:éHE/’Z”

j=3: r23=(a3|q2>, gs=as—r3q1— 13 gz
k=3: =@l g=-13l

33
und die zweite Modifikation auf

k=1 m=lal, q=lal
k=2: q=ay

i=1: m={@|qn), G=a-roq, m=13l, q==I17l
k=3: q=as

j=1:  rz={q|lam), G=G-rzm

j=2 r23=(q|q2) = (as—r13q1|q2), G=G— e3>

~ 1 ~
=13l gs=:-13l
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3.5. Normen fiir Vektoren und Matrizen

e Fiir Vektoren x € K" und Matrizen A € K" sind Betrdge sowie die arithmetischen
Vergleiche komponentenweise zu verstehen, d.h. man definiert

[x1] laiil ... laixl
xI=] |, A= : ,
[ X5l lamil ... lamnl

A<B fir ABeK™" < a;j<b;; furalle 1<i<m, l<j<n.

e Erinnerung: Eine Norm auf einem Vektorraum K” ist eine Funktion | - || : K" — Ry,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt (positive Definitheit, Homogenitit, Sub-
Additivitit)

x| =0 & x=0, xeK",
IAx] = Al xIl, ek, xeK",
Ix+yl<lxl+lyl, xyeK".

Neben der euklidischen Norm || - ||, (definiert durch das euklidische Skalarprodukt)
werden iiblicherweise die Betragssummennorm || - ||; und die Maximumsnorm || - [ o
verwendet

n n
Ixl =) 1xil, lxlz= \/ Y 1xil2, xXloo =max{|x;|:1<i<nf.
i=1 i=1

Vgl. Definition 3.3 und Veranschaulichungen zum Abstand zweier Vektoren im R? und
der Normkugel im R? (Skriptum, S.51)

U=Uy;={xeK":|Ix| <1}.

Bemerkungen:

— Fiir die Summen- und Maximumsnorm sind die Normeigenschaften leicht nach-
zuweisen (Eigenschaften des Betrages).

- Fiir die euklidische Norm niitzt man den Zusammenhang mit dem euklidischen
Skalarprodukt (vgl. frither) und insbesondere die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz zum Beweis der Dreiecksungleichung.

- Speziell fiir die euklidische Norm und K = R lautet die Ungleichung von Cauchy-

Schwarz i ) i )
(izzlxiJ’i) S(izzle)(i;yiz), x,yeR".

Ein direkter Nachweis beruht etwa auf der arithmetischen-geometrischen
Mittelungleichung

n
1 n
SE.E Xi, xeR”™.



* Der Begriff der Norm la3t sich direkt auf allgemeine Vektorrdume V iibertragen (Funk-

tion || - || : V — Rxp mit den Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitidt und Sub-
Additivitat).
Zwei Normen || - |, |||l : V — Rx¢ auf einem Vektorraum heilen dquivalent, wenn Kon-

stanten ¢y, ¢; > 0 existieren so, daB fiir alle x € V die folgende Relation gilt
clixll s lilxll = c2 1 xll-
In endlichdimensionsionalen Vektorraumen und insbesondere im K" sind alle Nor-
men dquivalent (im Gegensatz zu unendlichdimensionalen Vektorrdumen).
Beispielsweise gilt
Ixlloo < IXll2 < VAl Xlloo.

Denn: Der Index 1 < ¢ < n sei so gewahlt, dald || x|loo = max{|x;|: 1 <1i < n} =|x/|. Dann
folgt einerseits

/-1 n
2 2 2 2 2 2
Ixl5 = lxel” < ) Ixl™ +1xe1”+ Y. 1xi1° = l1x13
i=1 i=0+1

und andererseits ; ,
2 2 2 2
lxlly = ) 1xil* < ) 1xel” = nllxlZ, .
i=1 i=1
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung. ¢

e Fiir A € K" betrachte die lineare Abbildung f : (K", || - [[xr) — (K™, || - [|[xm) : x — Ax.
Die zugehorige Operatornorm || - [|xm—gn : K" — Ry ist definiert durch
| Axlgn

max ——— = max _|[Ax|km,
0Z£xeK” ”_)C”Kn lxllxn=1

| Allm —xn =
vgl. Definition 3.4.
Bemerkungen:
— Nach Festlegung der betrachteten Normen schreibt man kurz || Al

- Wegen der Linearitit von A und der Homogenitidt der Norm gilt m lAx| =
IIAﬁII fir x # 0 und deshalb die angegebene Identitit bei der Definition der
Norm.

- Fur die Identitét I : K" — K" ergibt sich die Operatornorm || I]| = 1.
In Analogie zu den Eigenschaften einer Norm auf K" erfiillt eine Operatornorm

-1 : K™*" — R, folgende Eigenschaften (positive Definitheit, Homogenitét, Sub-
Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung, Sub-Multiplikativitdt, Konsistenz)

Al =0 < A=0, Ae K™,

IAA] =[ALIAL, AekK, AeK™",
A+ Bl <Al +|Bl, A,BeK™",
IABI < |AIIBlI, AeK™™, BeK™"
IAx|l < [IAllllxI, Ae K™ xeK".
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Denn: Die Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitidt sowie Sub-Additivitét fol-
gen aus den Eigenschaften der Norm auf K™ (||A|| = 0 < ||Ax|| = 0 fiir alle Vektoren
xeK'" o A=0, |[AAx] = [Al | Ax]l, ICA+ B)x|l < |Ax| + || Bxl|)). Die Eigenschaft Sub-
Multiplikativitdt erhdlt man aus

|ABx|l |ABx|l IABx|l [|Bx|l
|AB| = max = max = max
0#xek" | x|| 0#£Bxekm || x|| 0#£Bxek™ | Bx| x|
|ABx|l | Bx|| Ayl | Bx|
< max ——— max < max —— max = Al lIB].
0#£BxeK™ [|Bx| 0#xek® |[lx||  ozyek™ |[y|l 0#xek" | x|l

Fiir x = 0 ist die Eigenschaft Konsistenz offensichtlich und wegen

| Ax| | Ax|
< max ——
xll o£xek™ x|l

=[lAl = llAxl < [AllllxI

ergibt sich die Behauptung fiir 0 # x e K".

Berechnungvon Operatornormen (Satz 3.6): Fiir die Betragssummennorm, euklische
Norm und Maximumsnorm ist die zugehorige Operatornorm einer Matrix A € K"**"
gegeben durch die grolSte Spaltenbetragssumme, die Wurzel des maximalen Eigenwer-
tesvon A* A € K"*" und die gro8te Zeilenbetragssumme

m
I Ally :max{ZIaijlzlsjs n},
i=1

I All2 = rnax{\/z: A Eigenwert von A A},
n

||A||oo=max{ Z Ia,-jlzlsis m}
=1

Denn (Nachweis der Relation fiir || A||»): Beachte, daf§ die Matrix
B=A"AeK""

positiv semi-definit ist (x*Bx = ||Ax||§ > 0 fiir alle x € K") und folglich alle Eigenwerte
nicht-negativ sind (jeder Eigenwert A € K mit zugehorigem Eigenvektor v € K" erfiillt
0<v*Bv=A|v|? d.h. 1 =0). AuBerdem ist B wegen B* = (A*A)* = A*A** = A*A=B
insbesondere eine normale Matrix, d.h. es gilt die Gleichheit B* B = BB*. Eine norma-
le Matrix ist unitir diagonalisierbar, d.h. es gilt

QBQ*=A bzw. B=Q*AQ

mit einer unitdren Matrix Q € K”*" und einer Diagonalmatrix A € K"*"*. Nun folgt mit-
tels [Qxll2 = Il xll2

|All> = max ||Ax|l, = max Vx*Bx =
Ixll2=1 x[2=1

ax Vx*Q*AQx = max \/y*Ay

llxll2=1 y=Qx llyl2=1

und schlieflich durch Einsetzen der Standardbasisvektoren die Behauptung. ¢
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Bemerkung: Fiir den Spezialfall A € R>*? ergibt sich

_(* B _|2 _ _(aa+pBb B
A_(Y 6), x_(b)’ ”x”1—|6l|+|b|, Ax_()/d-l-(sb)’ ”Alll_”gﬁ?i(]”Ax”l,

und damit die Abschédtzung

|Ax|1=laa+pbl+|ya+dbl =< (Ial + IYI) lal + (|,3| + |5|) |b|
<max{|al+yl, 181 +161} (lal +1bl),
IAll = max max{la|+|yl,|8l +51} (lal+1bl) = max{|a|+|yl,|B] +15}.
|al+|b|=1 —_——
=1
Durch Einsetzen der Standardbasisvektoren folgt weiters (verwende [le;ll; =1 = [le2ll1)
lal+|yl=1Aeilh < Hﬁazi lAxlly =1Al,

Ixl1=1 = max{lal+|yl, I8l + 81} < [ Al
1Bl +161=1Aezl < Il All1,

Damit folgt die Gleichheit der Operatornorm von A mit dem Maximum der Betrags-
summen der ersten bzw. zweiten Spalte von A

IAlly = max{lal + |yl 18] +151} .
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Maximumsnorm.

Bemerkungen und Veranschaulichungen von Operatornormen:

— Die Norm einer Matrix

| Al = max [[Ax]|, AeK™™,
lxll=1

gibt fiir Elemente der Normkugel in K", d.h. Argumente x € K" mit || x|| = 1, die

maximale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax|| an.

- Speziell fiir invertierbare Matrizen A € K"*" gilt wegen der eindeutigen Zuord-
nung x — y = Ax bzw. y — x = A x fiir x, y € K" (verwende auRerdem die Rela-

tion max{x:xe X} = m fiir eine beschriankte Menge X < R\ {0})

-1
i A~y x| x| 1 1
[A™"| = max = max = max = = —
y20 |yl Ax#0 [|Ax|  x#0 ||Ax]|| . [AxIl  min || Ax|
mim— lx]=1
x20 || x||

und folglich

——— = min || Ax|| fiir AeK™"™ invertierbar.
AL lxl=1

Anschaulich bedeutet das, dal} die Operatornorm ﬁ fiir Argumente x € K" mit
| x|l = 1 die minimale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax|| an-
gibt.
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- Insbesondere im euklidischen Raum (R?, || - ||») bilden fiir Elemente des Einheits-
kreises (d.h. x; = cost, x, = sin f) die zugehorige Bildelemente unter einer linea-
ren Abbildung x — Ax mit A€ R2*2 eine Ellipse, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 53.

Die obigen Uberlegungen motivieren die Definition der Konditionzahl einer Matrix.

Die Konditionszahl einer quadratischen Matrix A € K"*" ist definiert durch

IAINATY), falls A€ K™ invertierbar,
x(A) =

00, falls A € K""™" singular,

vgl. Definition 3.5. Allgemein definiert man fiir A € K"**"

max || Ax||
lxl=1

min ||Ax| *
lxl=1

xK(A) =

Bemerkungen:
— Fiir die Konditionszahl einer Matrix gilt x (A) = 1 (vgl. Veranschaulichung im R?).

- Fur unitdre Matrizen Q € K™*" gilt (wegen Q*Q = I = QQ* ist ||Qxll2 = [l x]l> und
1Q  xl2 = 1Q*xll2 = lxll2)

lel, =1, Q7 =1.

Somit gilt auch

k(Q) =1.

Weiters bleibt bei Transformation einer Matrix A € K™*" mittels einer unitiren
Matrix Q € K™ wegen [|QAx|2 = || Ax||, fiir x € K" die Operatornorm und folg-
lich auch die Konditionzahl erhalten

IQAl2=llAll2,  x(QA) =x(A).

Fiir m x n Matrizen ist die Frobenius-Norm || - | r : K" — Rxq definiert durch

m n
Z Z |aij|2, AeK™",
i=1j=1

IAllF =

Dies entspricht der euklidischen Norm des entsprechenden Vektors a € K" mit den
Komponenten a;; fiir 1 < i < mund 1 < j < n. Die Frobenius-Norm erfiillt die Eigen-
schaften positive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitdt, Sub-Multiplikativitdt und
Konsistenz, ist jedoch keine Operatornorm, da || I = /n # 1 fiir I € K" mit n > 2.
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4. Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme
* Die ndherungsweise Losung linearer Gleichungssysteme ist die wichtigste Grund-
aufgabe der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei
— Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme,
— Verfahren zur Losung von Optimierungsproblemen,
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen,

- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen.

¢ Inhalte:
— Kondition des Problems.

- QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen zur direkten Losung
linearer Gleichungssysteme.

- Gaul’sches Eliminationsverfahren bzw. LR-Zerlegung einer Matrix zur direkten
Losung linearer Gleichungssysteme.

— Numerische Stabilitiat der Verfahren.
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4.1. Kondition linearer Gleichungssysteme

e Fragestellung: Bestimmung der Kondition des numerischen Problems der Lésung ei-
nes linearen Gleichungssystems Ax = b, d.h.

p K" x K" - K": (A b) — x.

Zu untersuchen ist also die Sensitivitdt der Losung x + ¢ = p(A+ a, b + ) gegeniiber
kleinen Anderungen a und § der Eingangsdaten, d.h. das Ziel ist es, die Losung x des
linearen Gleichungssystems Ax = b ist mit der Losung x + ¢ des linearen Gleichungs-
systems (A+ a) (x+¢) = b+ ( in Relation zu setzen und eine Abschédtzung fiir den rela-

tiven Fehler ”5“ herzuleiten.

e Annahme: Es sei A € K"*" invertierbar und die Anderung a € K"*" so klein, dall A+«
ebenfalls invertierbar ist.

Resultat zur Invertierbarkeit der Matrix A+ a (Satz 4.1):

lall < — A+a invertierbar.

IIA IA=T|

Denn: Die Matrix A + a ist genau dann invertierbar, wenn das lineare Gleichungssy-
stem (A + a)x = 0 nur die triviale Lésung x =0 besitzt Mit Hilfe der geforderten Inver-

tierbarkeit von A sowie der Bedingung ||| < "A A 1-1A Ylal >0 folgt

A+@)x=0 = Ax=-ax = x=-Alax
= |xll<lA ' lallxl = a-1A"ablxl<0 = |x|=
und damit x =0. ¢
e Annahme: Essei A € K"*" invertierbar und es gelte |l a| < ”A o fura € K", d.h. die

Matrix A + «a ist ebenfalls invertierbar. Weiters sei 0 # b € K" sowie 0 # x € K".

Abschitzung: Unter der Voraussetzung, dal§ die relativen Fehler der Eingangsdaten
den Schranken (wobei & > 0 hinreichend klein, soda ex(A) = ¢ || Al | A7l < 1)

el I8l
—<g, ——<Eg,
LAl 1Dl

geniigen, ergibt sich folgende Abschétzung fiir den relativen Fehler des Ergebnisses

(beachte ity < 1 wegen bl = | Axll < | AllllxI)

II(fIIS ex(A) (1+ Ibll )
lxll 1-ex(A) AN x|

Bemerkung: Die Konditionszahl der Matrix A ist ausschlaggebend fiir die Kondition
des Problems. Falls ex(A) << 1 gilt, ist das Problem gut konditioniert. Falls hingegen
ex(A) = 1 gilt, ist die Losung des linearen Gleichungssystems ein schlecht konditio-
niertes Problem.
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Denn: Es gilt (verwende 1 — || A}/l > 0)

A+a)(x+8) =b+pf = Ax+Al+ax+al=b+p

A?b Al=p—-ax—al

= {=A"'(f-ax-ag)
= el NAT NI+ lallixl+lallél)
= (1=l1A" al)iEn < 1A~ BN+ lallxl)

A7
= l<l= m(llﬁll +llalllx]).

Einsetzen der vorausgesetzen Schranken ||| < €|l All und || 8| < €]|b|| sowie der Kondi-
tionszahl x (4) = | Al A~} unter Verwendung der Relation

0sg=lA"lal<1, g=g=ex(A)<I,

1 - | 1
) = = Z q < q = — = ,
1-1A Il 1-q = ~ & 1-§ l-ex(A)
ergibt die Abschitzung
A7) ex(A) (bl
ISl = —————— (Bl +llalllx]l) < +llxl],
¢ 1-[A el (16 ) 1-¢ex(A) (IIAII )

und damit folgt die Behauptung. ¢

* Bedeutung des Residuums:
— Fiir eine Ndherungslosung X an die Losung x des linearen Gleichungssystems
Ax = b ergibt sich durch Einsetzen das Residuum

r(x)=Ax->b.

Klarerweise gilt r (x) = Ax— b =0.

— Aber! Aus der Grofle des Residuums kann man im Allgemeinen nichts iiber die
Giite der Ndherungslosung, d.h. die GréRe des Fehlers || X — x|, ableiten.

- Es gilt die Abschédtzung
1%l = acca) 1L
B 2V
die aus der Uberlegung
rM)=AX-b=AF-x) = I-x=A"'r®
- _ - IrGoll
= Z-xI<IAIr@0=x(A) Tl

folgt.
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— Aus der Relation
AX=b+r(X)

folgert man, dald bei einem kleinen Residuum die Ndherungslésung X der exakten
Losung eines linearen Gleichungssystems mit exakter Matrix A und leicht abge-
anderter rechter Seite b + r(X) entspricht und damit eine akzeptable Ndherungs-
l6sung ist.

- Fiir zwei Ndherungslosungen X und X kann aber folgende Situation eintreten
[X—xl=X-x und [Ir@I<<lIrGl

oder sogar
[X—xl>>xX-xI und [r@I <<lr@I.

- Beispiel von Kahan, vgl. [llustration4_Kahan und Abbildung, Skriptum, S. 59.
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4.2. Losung iiber die QR-Zerlegung
e Situation: Es sei A € K"*" invertierbar und es bezeichne
A=QR,
i ... Tin

(]| an) = (a1 || an) o],

'nn

die (eindeutig bestimmte reduzierte bzw. volle) QR-Zerlegung von A mit unitdrer
Matrix Q € K" (d.h. Q*Q = I) und oberer Dreiecksmatrix R € K"*"* mit positiven
Diagonaleintrdgen r;; >0flirl <i < n.

Erinnerung: Die Berechnung der QR-Zerlegung von A mittels des Ortho-
gonalisierungsverfahrens nach Gram-Schmidt basiert auf der Idee, die Spalten-
vektoren von A zu orthogonalisieren. Die Forderung (ay,...,ax) = (q1,...,qx) fur
1 < k < n fiihrt auf eine Dreiecksmatrix R. Die numerische Instabilitdt des Verfahrens
in gewissen Situationen erfordert die Konstruktion eines geeigneten alternativen
Verfahrens.

Alternativer Zugang: Ein alternatives Verfahren zur Berechnung der QR-Zerlegung ei-
ner (invertierbaren) Matrix A € K"*" verwendet die Idee der Triangulierung von A
durch Multiplikation mit geeignet gewéhlten unitdren Matrizen Qy,..., Q7 (d.h. Q; =
Q; fiir1 <i < n, wegen (Q;+1Q:)" (Qi+1Q:) = Q7 Q7,,Qi+1Q; = I ist das Produkt unitérer
Matrizen und damit Q* unitér)

Qi Q,A=R < A=Qu---QiR.
—_—— —_——
=Q* =Q
Transformationen zur Triangulierung von A basieren auf der Verwendung von
Householder-Reflexionen oder Givens-Rotationen.
e Eine Householder-Reflexion ist eine Matrix der Form

T=I-2vv*eK™", veK", lvl.=1.

Bemerkungen zu Householder-Reflexionen:

- Im allgemeinen ist eine Householder-Reflexion eine volle Matrix.
Der Rang einer Householder-Reflexion ist 1.

Zur Berechnung des Produktes Tx mit x € K" verwendet man ausschlie8lich die
folgende Relation
Tx=x-2vpv*x=x-2cv.
~~
=ceK

Zur Berechnung der transformierten Matrix T A verwendet man
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- Eine Householder-Reflexion ist eine selbstadjungierte und unitdre Matrix

T* =(I-2vv*)" =I"-2(wv)* =1-2v"*v* =T1-2v0* =T,
T*T=T*=(I-2vv*)(I-2vv*)=T-4vv* +4v p*v v =1.
-

_ 2 _
=llvl2=1

- Die Bezeichnung Householder-Reflexion erkldrt sich durch folgende Eigen-
schaften: Es sei v, wq,..., w,—; eine Orthonormalbasis des IK”. Einerseits wird v
bei Anwendung von T auf —v abgebildet

Tv=v-2vv*v=v-2v=-v.
~—~—
=1

Andererseits wird jeder auf v orthogonale Vektor w € K", d.h. w € (wy, ..., w,-1)
(Hyperebene im K"), auf sich selbst abgebildet

Tw=w-2vv'w=w.
~——
=0

Fiir einen beliebigen Vektor x € K" folgt mittels eindeutiger Darstellung als
Linearkombination der Basisvektoren

x=Av+w, A=v'x, welw,...,Wy1),
Tx=TAv+w)=ATv+Tw=-Av+w,

d.h. die Multiplikation mit der Matrix T bewirkt eine Spiegelung an der zum Vek-
tor v orthogonalen Hyperebene, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 62.

— In Hinblick auf die Triangulierung einer Matrix mochte man beispielsweise er-
reichen, dall durch Multiplikation mit einer Householder-Reflexion der erste
Spaltenvektor auf ein Vielfaches des ersten Standardbasisvektors transformiert
wird. Die entsprechende Householder-Reflexion wird nun abgeleitet.

Vorbemerkung: Aufgrund der Selbstadjungiertheit von T (d.h. es gilt T* = T)
folgt speziell fiir y = Tx

X'y = xX'Tx = xX*T*'x=(Tx)*x = y*x = x*y = x'yeR.
yete et YR e =TTy

Allgemeiner Fall: Eine Householder-Reflexion T soll so bestimmt werden, daf3
zwei vorgegebene Vektoren gleicher Norm ineinander iibergehen

y="Tx, xyeK", x#y, lxl2=lyl2, x*y=y"xeR.
Die obigen Uberlegungen ergeben

x=Av+w, y=—-Av+w = x-y=2Av
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und fiihren damit auf die Wahl (wegen v = c(x— y) und ||v]l» = 1)

_ 1 _
V= (-
Man setzt somit

T=I-2vv", V= yllz(x »).

Spezialfall: Fiir ein vorgegebenes Argument x € K" und ein (zu bestimmendes)
Vielfaches des ersten Standardbasisvektors als zugehoriges Bildelement y € K"
fithren die obigen Uberlegungen auf (Definition von a in Ubereinstimmung mit
obigen Bedingungen, Wahl des Vorzeichens von a zur Vermeidung von Auslo-
schung bei der Berechnung von x - y = (x; + a, X2, ..., X;), Norm von x — y verein-
facht sich zu [lx - yl5 = llx15 +lal* + 2R(@x) = 21 x/15 +2|x:| | x1l2)

xlo 22X, falls x; #0,

||x||2, falls x; =0,

e Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen: Die
schrittweise Anwendung der obigen Uberlegungen fiihrt auf die Triangulierung von

A:(al‘---‘an)EKnxn.

— 1. Schritt: Elimination in der ersten Spalte

laill 2,  a; #0
—_T7_ * ar+aie; — laii]”’ ’
h=I-2nv, wn = Taraiels’ 1 {”a ” ~0
112, an =u,
TlA:[Tlal‘m‘Tlan), Ta=-arer, Taj=aj-2jaj)v, 2<j<n,
-y * ... * -a; *
* ... % ) )
T\ A= : = a eK™", A e KP-Dx(-D
— 2. Schritt: Elimination in der zweiten Spalte
1
T, = e K™,
T
T, = cKDX=D 4 ¢ (n=2)x(n=2)
A
—ay k% ...k
—ay * *
T, T A= .
%k k
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Insgesamt ergibt sich nach n — 1 Schritten die QR-Zerlegung von A

Tn_l"'TlAZR — A:Tl"'Tn_lR.
_Q* _Q

Als Pseudo-Code formuliert lautet die Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mit-
tels Householder-Reflexionen folgendermalfien

Eingabedaten: g;; fir1<i,j<n

fork=1:n-1
x=A(k:end, k)
u=x, u(l)=u)+lxl2rh
_ 1
Uk—mu

A(k:end, k:end) = A(k:end, k:end) -2 v (v; A(k: end, k : end))
end

Ergebnisse: g;jfiirl<i<j<npundy firl<i<n+l-kundl<k=<n-1

Bemerkungen:

Beachte, daB v e K™ "k fiir 1<k<n-1.

Die Koeffizienten von A kénnen sukzessive durch die neu berechneten Eintrége
der Dreiecksmatrix R und die Komponenten von vy iiberschrieben werden. Zu-
sdtzlich werden die Diagonalelemente von R abgespeichert.

Die Anzahl der zur Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix A € K**" benotig-
ten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

o(5n’),
vgl. Skriptum, S. 65.

Die Erweiterung des Algorithmus auf Matrizen A € K”*" von vollem Rang ver-
wendet die Hinzunahme von T, (d.h. im Pseudo-Algorithmus ersetzt man die
Schleife for k = 1:n-1 ... end durch for k = 1:n ... end), vgl. Skriptum, S. 66.

Die Berechnung des Produktes
Q*b=Ty1---Thb

fiir b € K" benétigt die Kenntnis der Vektoren v € K™ fiir 1 < k < n—1. Als
Pseudo-Code ergibt sich
Eingabedaten: b;firl<i<nund v firl<i<n+1l-kundl<k<n-1
fork=1:n-1
b(k:end) = b(k:end) — 2 v (v b(k : end))
end

Ergebnisse: b; fiirl<si<n
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e Losung eines linearen Gleichungssystems mittels QR-Zerlegung: Falls die QR-
Zerlegung der Matrix A € K**" bekannt ist, ist die Losung des linearen Gleichungs-
systems Ax = b (wobei x € K" und b € K") einfach durchzufiihren. Einsetzen der
QR-Zerlegung von A und Multiplikation des Gleichungssystems mit der adjungierten
Matrix Q* (invertierbar) fiihrt auf ein dquivalentes gestaffeltes lineares Gleichungssy-
stem

Ax=b < QRx=b < Rx=Q"Db
A=QR Q*Q=I N/
=c

dessen Losung direkt mittels Riickwirtssubstitution berechnet werden kann (verwen-
derjj=0firl<j<i<nundr;>0fiirl<i<n)

Rx=c,
rni ... nmnn X1 C1
= )
'nn) \Xn Cn
n 1 n
Zrijszcir xi:E(Ci_ Z rijxj)r l<i=zn,
i=i j=i+l
1 1 a
Xn= 5= Cny eee x1=m(01—zr1jxj)-
j=2

Als Pseudo-Code lautet die Riickwirtssubstitution
Eingabedaten: ¢;,rjjfiirl<i<j<n
fori=n:-1:1

Xi=C;

forj=i+1:n

end
Ergebnisse: x; flirl<i<n
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4.3. Stabilitiit der Losungsmethode iiber die QR-Zerlegung

e Erinnerung: Das in Abschnitt 4.2 besprochene Verfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Ax = b mit A € K'**" invertierbar und b € K" umfaft die folgenden
Schritte.

- QR-Zerlegung von A = QR bzw. Triangulierung von A mittels Householder-
Reflexionen,

- Berechnung des Produktes ¢ = Q* b,
— Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = c.

Stabilitit des Verfahrens (Satz 4.2): Die unter dem Einfluf$ von Rundungsfehlern be-
rechnete Ndherungslosung X ist die exakte Losung eines linearen Gleichungssystems

A¥=b mit |A- Al < O(emac) IAll2,

d.h. das Verfahren ist im strengen Sinn numerisch stabil.
Bemerkungen:
- Die Grolle 0 (emach) hdngt von der Dimension n der Matrix A ab.

- Begriindung der Stabilitdtsaussage fiir die Riickwirtssubstitution. Zusétzliche
Uberlegungen zur Ableitung der Abschitzung.

— Zusdtzliche Berechnung des Residuums AX — b sichert eine akzeptable Néhe-
rungslosung bei kleinem Residuum, vgl. Bemerkung, Skriptum, S. 69.

* Rundungsfehleranalyse der Riickwirtssubstitution (im Sinne der Riickwértsanaly-
se): Die Riickwértssubstitution fiir das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit invertier-
barer oberer Dreiecksmatrix R € K"*" beruht auf der Berechnung der unbekannten
Komponenten x,, x,,—1, ..., x; mittels der Relation

n
= d s s ]
xl_ Tii (Cl j_;Flrl]x]), ISlSn.

Unter dem EinfluR von Rundungsfehlern ergibt sich folgende Ndherungslosung (ver-
wende rd(a * b) = (a * b) (1 + &) mit |e] < Emach)

— rd(ci —rijiv1 Xis1 (L+Ei1)) = ¢i (L+€i1) — rijiv1 X1 L+ €51) (L +E47)
— rd(Ci(1+€i1)—ri,i+13€'i+1(1+€i1)(1+5i1)—ri,i+235i+2(1+5i2))
=ci(l+ei)(A+ep)—riir1 Xiv1 (A +€;1) L+€2) (1 +E;7)
—Tiiv2 Xiv2 (1 +€2) (1 +€2)
— rd(Ci(l+€i1)(1+€i2)—ri,i+1fi+1(1+€i1)(1+8i2)(1+5i1)
—riiv2 Xiv2 (1 +€12) (1 + 51‘2))
=ci(l+ei1)(A+epp)(A+¢€3)—riiv1 Xig1 (L +€;1) (L +€;2) (1 +£:3) (1 +E;1)

—Tiiv2Xis2 (L +€;2) (1 +€;3) (1 +E;2)
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und insgesamt (zur Vereinfachung werden die Gréf3en €;; nicht unterschieden)

n—i

— ¢ [[A+ei) - Z rij Xj H (1+€i0) (1+8)
/=1 j=i+l O=j—i

— 36}':%5(01'1—[(1+€w) Z rij X; H (1+€w)(1+~))

/=1 Jj=i+l l=j—i

mit |€;¢] < €mach flir 1 < ¢ < n—iund |€| < €qach. Weiters erhélt man

%=1 (o [[aven- 3 M (e (149)

/=1 Jj=i+l l=j—i
n _
= i Z rij X H (1+El()(1+~)—ClH(l+€l[)
Jj=i l=j—i /=1
n—i n—i
= c=ri% [ mermet Z rij Xj H ey 1] Qe (1+8)
/=1 j=i+l =1 l=j—i
n-i j—i-1
— Ci:rii%i[l_[ 1+€;p l+£+ erlfxf l_[ l+£ (1+8).
=1 Jj=i+

Mittels Lemma 2.6. folgt damit die Relation (beachte die Abhéngigkeit von n)

ne . .
] i

Dies zeigt, dal} die Ndherungslosung X die exakte Losung eines linearen Gleichungs-
systems ist, dessen Matrix die folgende komponentenweise Abschidtzung bzw. Nor-
mabschitzung erfiillt (verwende R = Q* A und folglich [|R]l» = || All2)

RX¥=c, |R—RI<O(emact)|Rl, IR-Rl2 < Oemach) IRl2 = O (€mach) I All2.

e Zusitzliche Uberlegungen: Es seien 71,..., U, die bei der Triangulierung einer in-
vertierbaren Matrix A € K"*" mittels Householder-Reflexionen berechneten Vektoren
und es bezeichnen Ty = I -2 U i}';; firl<k<n-1und Q=T T, die daraus ent-
stehenden unitiren Matrizen sowie R die berechnete obere Dreiecksmatrix. Dann gilt
im Vergleich mit der reduzierten QR-Zerlegung von A die folgende Abschdtzung (ohne
Begriindung)

IQ R~ All2 < O'(emach) I Al2.-

Weiters erfiillt die bei der Berechnung von Q* b resultierende Niherungslsung ¢ die
Relation (ohne Begriindung)

AQc=b-Qc, IAQIl2 < O (emach) -
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Folglich ergibt sich mit AR definiert durch ARX¥ = ¢— R%, d.h. €= (R+ AR) X, die Rela-
tion
b=(Q+AQ)c=(Q+AQ)(R+AR) X = AX.
Wegen A— A= (Q+AQ) (R+AR)— A= QR-A+AQR+QAR+AQAR ergibt sich weiters
(verwende die Abschédtzungen [|[R|2 = |[QRIl2 < (1 + O(emach)) IAll2 < O (1) || All2 und
IQARIl2 =lIR—=Rll2 < O(emach) I All2)
|A- Al =QR— A+ AQR+QAR+AQAR]|>
< |QR-Al2 + IAQI2 IRl + IQARI> + [AQARI>
N — N—— N~ N—— N———
<O(emach) 1All2 <O(emach) SO All2 <O(emach) I All2 Sﬁ(é‘z

= ach) 1412
< O(€mach) 1 All2.

Dies fiihrt auf die Abschdtzung von Satz 4.2

AX= b, ||A'—A||256)(5mach) Il All2.
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4.4. Gaull-Elimination und Dreieckszerlegung

 Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b

mit A € K" invertierbar und b € K".

Das Gaulsche Eliminationsverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
basiert auf folgender Idee:

- Eine der n Gleichungen wird explizit nach einer der Unbekannten aufgelost
(z.B. nach x;). Die resultierende Bedingung (z.B. x; = fi(x2,...,X,)) wird spa-
ter zur Bestimmung dieser Unbekannten verwendet und in die restlichen n -1
Gleichungen eingesetzt (Elimination z.B. von x; fiihrt auf n — 1 Gleichungen
gi(x2,...,xp) fir1 <i < n-1in den n—1 Unbekannten xy,...,x,). Damit ergibt
sich ein Gleichungssystem in n—1 Unbekannten, welches n—1 Gleichungen um-
fal3t.

— Durch induktive Fortfithrung dieser Idee der Elimination ergibt sich schliellich
eine einzige Gleichung in einer Unbekannten, die direkt aufgelot werden kann.

— Das sukzessive Einsetzen der bereits bestimmten Unbekannten in die expliziten
Gleichungen fiihrt auf die Losung des linearen Gleichungssystems (Riickwarts-
substitution).

e Beschreibung des Gaullschen Eliminationsverfahrens unter der Annahme, daf
bei der schrittweisen Elimination der Unbekannten die natiirliche Reihenfolge
X1,X2,..., X, gewdhlt werden kann.

- Lineares Gleichungssystem

aily aip ... 4ip by

ax azp ... 4 b
AVx=p",  AW=a="" 7 o ek, pW=p=| " |eK".

an1 Qp2 ... Qpn by,

— 1. Schritt: Wahl der ersten Zeile von A als Pivotzeile. Elimination der Unbekann-

ten x in der i-ten Gleichung durch Subtraktion des Z—ﬁ -Vielfachen der ersten Zei-

le von der i-ten Zeile fiir 2 < i < n fithrt auf das dquivalente Gleichungssystem

ay di2 ... Qip ?1
ADx—p® qo | Ol e |2

0 dw ... dnn bn
f,’lzg—ﬁ, ﬁij:a,-]-—&-lalj, Ei:bi—fﬂbl, 2<i<n, ISjSI’l.



Theoretische Beschreibung des ersten Eliminationsschritts durch Multiplikation
von A mit den elementaren Matrizen Ny (—¥€21),..., Np1(=€51), d.h. es ist

AP = Ny (=1) -~ Noy (—€21) AV,

- Analoge Elimination der Variablen xp, ..., x,-1.

Theoretische Beschreibung der weiteren Eliminationsschritte durch Multipli-
kation mit elementaren Matrizen, beispielsweise

A® = Ny (—,3) -+ Nap(—3) A®.

- Nach n —1 Eliminationsschritten ergibt sich ein zu Ax = b dquivalentes lineares
Gleichungssystem der Form
Rx=c

mit oberer Dreiecksmatrix R € K"*", dessen Losung mittels Riickwartssubstitu-
tion bestimmt wird. Da die Matrix A nach Voraussetzung invertierbar ist, ist R
ebenfalls invertierbar, d.h. die Diagonalelemente erfiillen r;; #0 fiir1 <i < n.

Theoretische Beschreibung der Eliminationsschritte durch Multiplikation mit
elementaren Matrizen

R= gVn,n—1(—€n2)"'Nn2(—€n2) o+ N33(=032) Np1 (=€ 1) -+~ N21(—fz1)JA-

_[-1

Dies ist dquivalent zur LR-Zerlegung bzw. Dreieckszerlegung bzw. LU-
Zerlegung der Matrix A (verwende die Relation fir die Inverse von N;;(a) und
erhalte damit L = N (€21) -+ Np1(£01) N32(€32) - - Np2(€2) -+ Ny, n—1 (€ p2))

A=LR,
! r r r
221 1 11 r12 rln
L=|01 ¥3 1 . R= 2 2" ,
. . . . rnn
gnl [nZ gn,n—l 1

vgl. Skriptum, S.74/75. Die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit-
tels Gaulschem Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge entspricht da-
mit der Berechnung der LR-Zerlegung von A

Ax=LRx=b <= Ly=b, Rx=y

und der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Ly = b mittels Vorwirtssub-
stitution

i—-1
Ly=b, yi:b,-—z&-jyj, l<i=n,
=1
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sowie der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Rx = y mittels Riickwiirts-
substitution

n
1 .
Rx=y, xi:E(J/i— > rl-]-xj), l<i<n.
j=i+l

Als Pseudo-Code lautet das GaulRsche Eliminationsverfahren beispielsweise (Uber-
schreiben der Koeffizienten von A und b mit den berechneten Koeffizienten von L, R
und ¢)

Eingabedaten: A, b

fork=1:n-1
fori=k+1:n
Al b = R
forj=k+1:n
A(i, j) = A(i, j) — A(i, k) A(k, )
end
b(i) = b(i) — A(i, k) b(k)
end
end

Zwischenergebnis: A, b

fori=n:-1:1
x(i) = b(i)
forj=i+l:n
x(i) = x(i) — A(i, j) x(j)
end
x(i) = 34
end

Vgl. lllustration4_GaussElimination.
Bemerkungen:

— Ublichweise wird zuerst die LR-Zerlegung von A berechnet und anschlieBend die
Losung des linearen Gleichungssystems mittels Vorwértssubstitution und Riick-
waértssubstitution berechnet.

- Die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*"* benétigten Ope-
rationen (Addition oder Multiplikation in ) ist
o(3n%).

- Glinstige Wahl des Pivotelementes, vgl. Abschnitt 4.6.
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4.5. Rundungsfehler-Analyse der GaufR-Elimination

* Voriiberlegungen: Das in Abschnitt 4.4 besprochene Verfahren zur Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b mit A € K""*" invertierbar und b € K" umfaQt die
folgenden Schritte.

- LR-Zerlegung von A = LR bzw. Triangulierung von A mittels elementarer Um-
formungen (beschrieben durch Multiplikation mit geeignet gewédhlten Matrizen
Nij(a)).

- Vorwadrtssubstitution zur Berechnung von y aus Ly = b.

- Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = y.

Dieses Verfahren ist dquivalent zum Gauf$schen Eliminationsverfahren in natiirlicher
Reihenfolge. Hinsichtlich einer Rundungsfehleranalyse wird verwendet, dafl die Koef-
fizienten der unteren Dreiecksmatrix L und der oberen Dreiecksmatrix R durch folgen-
de Relationen gegeben sind (zeilenweise Berechnung der Koeffizienten z.B. von L, es
istl;p,=0flirk=i+1und¥¢;;=1fiirl<i<n)

A=LR,
! r r r
621 1 11 r12 rln
L=|¥%1 ¥¢3 1 , R= 2o e ,
T'nn
[nl €n2 ‘«ﬂn,n—l 1
) k-1
gik:ﬂ(“ik_zgijrjk)’ l<k<i-1,
7=l 1<i<n

i—-1
rik:aik—z&jrjk, i<k<n,
j=1

Vgl. lllustration4_LRZerlegung.

¢ Rundungsfehleranalyse: Ahnliche Uberlegungen wie in Abschnitt 4.3 im Zusammen-
hang mit der Stabilitdt der Riickwértssubstitution zeigen, dal sich unter dem Einfluf3
von Rundungsfehlern folgende Ndherungslésungen beispielsweise fiir die Koeffizien-
ten der Matrix L ergeben (verwende wieder rd(a * b) = (a * b) (1 + €) mit |€| < €mach)

k-1

é,-k:%k(aik—zlﬁijrjk), l<k<i-1, 1<i<n,
]:

_ k-1 k-1 _ k-1
Cir = %’j (aik[l_[l(1+£ig)— le,-j'fjk []'['(1+m) (1+E)), l<k<i-1, 1<i<n,
= j= =]
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mit |€;¢] < €mach flir 1 < ¢ < k—1 und €] < epach- Mittels Lemma 2.6. folgt damit die
Relation (beachte die Abhéngigkeit von n)

k
b o~ ne .
ai=Y_ CijTac(1+650), 16kl < T = O(€mach), 1<ik=n.
j=1

Ahnliche Uberlegungen fiihren auf folgende Abschitzungen fiir die berechneten Gro-
Ben (zusédtzliche Abhéngigkeit von Dimension n)

|A—LR| < O(emach)ILIIRI,
ALy=b-Ly,  |ALI<O(emacn)ILl,
ARX=7—-RX, |AR|<O(emacn) R].

Daraus folgt weiters

b=(L+ALy=(L+AL) (R+AR) %= AX
A—A=(L+AL (R+AR)—A=LR— A+ALR+LAR+ALAR,
|JA-Al< |LR-Al + |ALl |RI+|Ll |AR| + |ALAR| < O(emaen)lLIIRI,
\—f—j~ S—~— N S~ _ \W—~"~
Sﬁ(gmach)lLHRl Sﬁ(f;mach)lﬂ Sﬁ(“:mach)”ﬂ ﬁ(gfnach)lLHRl
r=b-AX=(A- A)X.

Schluf¥folgerungen:

- Die obigen Uberlegungen zeigen, daR die mittels LR-Zerlegung und Substitu-
tionen berechnete Ndherungslosung x die exakte Losung eines linearen Glei-
chungssystems ist

A¥=b, |A-Al<Oeman)lLIIRI.

- Erinnerung: Der Satz von Prager und Oettli besagt, dal eine Ndherungslosung X
des linearen Gleichungssystems Ax = b genau dann akzeptabel ist (bzgl U, im
strengen Sinn), wenn das Residuum AXx — b die folgende Abschétzung erfiillt

|AX — bl < & (|AI1F| +1bl).

— Nach dem Satz von Prager und Oettli ist die berechnete Ndherungslésung X ak-
zeptabel (bzgl. U _ .. ), wenn das Residuum die Abschitzung

1| =1A— AllX| < €mach (|Al1X] + 1)
erfiillt. Insbesondere ist das Verfahren numerisch stabil, wenn

7] = |A— Al|F] < O (Emach) ILIIRIIF| < €mach (1A% +1b1),
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d.h. [LI|R] = Al
Allerdings gibt es Situation, in denen

ILI|R| >> |LR| = |LR| = | A|

gilt, und somit das Verfahren numerisch instabil ist. Um dies (teilweise) zu ver-
meiden, verwendet man eine Spalten-Pivotsuche oder vollstiandige Pivotsuche,
vgl. Abschnitt 4.6.
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4.6. Pivotwahl bei der Gaul’-Elimination

e Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=Db

mit A € K" invertierbar und b € K".

Vorbemerkung: Das Gauldsche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge
bendétigt, dall im k-ten Eliminationsschritt das natiirliche Pivotelement, d.h. das k-te
Diagonalelement der Matrix A®) ungleich Null ist (notwendige Bedingung fiir Elimi-
nation und Riickwirtssubstitution). Wenn diese Bedingung verletzt ist und auch zur
Verbesserung der Stabilitdt des Verfahrens fiihrt man eine Pivotsuche durch.

Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Falls das k-te natiirliche Pivotele-
ment gleich Null ist, wihlt man unter den Koeffizienten a;j fiir k+1 < i < n ein Pi-
votelement ayj # 0. Bei Berechnungen mit endlicher Genauigkeit beeinflu3t die Wahl
des Pivotelements das Ergebnis. Bei der Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie
wdhlt man im k-ten Eliminationsschritt den betragsmiQig groten Koeffizienten in
der k-ten Spalte der aktuellen Matrix als Pivotelement, d.h. jenes Element a,; mit

lagk| = max{la;i|: k< i<n},

und vertauscht die entsprechenden Zeilen. Die Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-
Strategie sichert, dafd die komponentenweise Abschitzung |L| < 1 erfiillt ist.

Bemerkung: Sollte bei der Durchfiihrung des Gaufischen Eliminationsverfahrens mit
Spaltenpivotsuche im k-ten Eliminationsschritt der Fall a;; = O fiir alle k < i < n eintre-
ten, ist die Voraussetzung A € K" invertierbar verletzt und man bricht das Gau3sche
Eliminationsverfahren ab.

Vollstindige Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Bei der vollstindigen Pivotsuche
mit Maxiumums-Strategie wéahlt man im k-ten Eliminationsschritt das betragsmafig
grollte Element der Koeffizienten a;, fiir k < i, ¢ < n und vertauscht die entsprechen-
den Zeilen und Spalten (entspricht einer Umnummerierung der Unbekannten). Da die
vollstdndige Pivotsuche vergleichsweise aufwendig ist, wird sie selten angewendet.

e Bemerkung: Uberlegungen in Abschnitt 4.5 haben gezeigt, dal das GauBsche Eli-
minationsverfahren bzw. die Losung des linearen Gleichungssystems mittels LR-
Zerlegung numerisch stabil ist, wenn

7] = A= Al|X] £ O (emach) | LIIRIIZ| < €mach (1Al1Z] + |DI),

wobei L und R die berechneten Matrizen bei Durchfithrung der LR-Zerlegung bezeich-
nen.

Schluf¥folgerung: Bei glinstiger Wahl der Pivotelemente sind die Koeffizienten der be-
rechneten Matrix |L||R| = |L||R| minimal.
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Aber! Es gibt Situationen in denen die Wahl des betragsmiRig grofSten Elementes
nicht ideal ist.

Beispiel:
— Fiir den Spezialfall A € R**? fiihrt das GauRsche Eliminationsverfahren in natiir-
licher Reihenfolge (unter Annahme a # 0) auf die LR-Zerlegung

A=LR,

a b 10 a b
efe LY el el

a a

lal Ibl) lal |b|
Al=|LR|= , L||R| = _ .

Eine kurze Rechnung ergibt (Fallunterscheidung |a||b| = ab oder |a||b| = — ab)
_n. _ Ibllc| , lad=bc| _ o |bllc]
d=0: a="r+ T =20

. _ Ibllc|l , lad-bc| _ [bllc| , lad=bc|) _ |blcl bc
d#0:  a=T,+7g |d|(|a||d| TalTd] )_|d|(|alld|+||alld| |a||d|)
= || ({2l + 1= 28]} =1l (1xl+ 1 -x)),  x= 28,

Die Funktion f: R — R: x — |1 — x|+ |x| hat fiir 0 < x < 1 den konstanten Wert 1
und wéchst ansonsten an. Falls 0 < =~ b 2 <loder0=< |b—d| <1, folgt a < 3 und somit

|bel < lad|: ILI|R| = LRI,
d.h. das Verfahren ist numerisch stabil. Falls hingegen
[bcl>>|ad)|: |L||R| >>|LR|

ist das Verfahren numerisch instabil.

— Beachte, daR das Stabilitdtskriterium skalierungsinvariant ist, d.h. Skalierungen
der Zeilen oder Spalten von A bewirken keine Anderung der GréRe %, denn

DA= dl 0 a b _ dla dlb (d1D) (dac) :ﬂ
0 d)\c d d>c dzd’ (dra) (drd) ad’

AD = a b dl 0 _ dla dzb (dob) (d; ©) _ be
c d/\0 d dic dzd’ (dra) (drd) ad "

- Obige Uberlegungen zeigen, dal bei einer giinstigen Pivolwahl die natiirliche
Reihenfolge der Zeilen belassen wird, falls |bc| < |ad|, und ansonsten die beiden
Zeilen der Matrix vertauscht werden. Es gibt jedoch Situationen, in denen eine
Spaltenpivotsuche (nicht skalierungsinvariant) zu einer ungiinstigen Pivolwahl
fiihrt.
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Beispiel von Dahlquist und Bjorck, vgl. Illustration4_Pivotwahl.

Bis heute ist keine Methode bekannt, wie die in numerischer Hinsicht beste Pivot-
wahl getroffen werden kann — bzw. keine praktikable Skalierungsmethode be-
kannt, bei der die Maximums-Strategie immer gut wiire.

Ubliche Strategie: Aquilibrierung der Matrix A, d.h. Skalierung von A

dl ayy ... din dlau dlaln

dn anl cee ann dnanl ces dnann

derart, daR die Zeilenbetragssumme konstant ist
n

J

n -1
aijl=1, l1<isn < dl-:(Zmiﬂ) L 1<i<n
1 j=1

und dann Anwendung der Spalten-Pivotsuche mit Maximums-Strategie. Dies
entspricht der folgenden Pivotwahl im k-ten Eliminationsschritt

(k)

K| _
ik |

| max 2|
Yok lskgza');nd(a
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5. Lineare Ausgleichsrechnung

e Problemstellung: Ndherungsweise Losung eines iiberbestimmten linearen Glei-
chungssystems (mehr Gleichungen als Unbekannte, im Allgemeinen existiert keine
Losung)

Ax=Db, AeK™"  xeK", beK™, m>n.

Bestimme eine Losung des linearen Ausgleichsproblems, d.h. eine Losung im Sinn
der kleinsten Fehlerquadrate (Gaufd)

! .
lAx— bl — min.

Falls |Ax - bll, = 0 & Ax = b erfiillt ist, ist x tatsdchlich eine Losung des linearen
Gleichungssystems.
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5.1. Ein Beispiel

e Polynominterpolation: Bestimme das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad < m—
1

m—1 .
pK—-K:x— Z Ciy1 X'
i=0
durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fiir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten ¢ € K™ des Polynoms durch Losung des linearen Gleichungssystems

p(xj):cl+02xj+~--+cmx}"_l:y]-, l1<j<m,

2 m—1

I x1 xp ... x 1 Y1
2 m—1

1 xm x5, ... X, Cm Ym

Vgl. lllustration5 PolynomlInterpolation (Auswerten mittels Horner-Schema) .

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 86. Fiir m > 10 und dquidistante Stiitzstellen sind Oszilla-
tionen des Interpolationspolynoms insbesondere an den Intervallenden typisch.

Bemerkung: Im Allgemeinen sind Konditionszahlen von Vandermonde-Matrizen
grofs. Eine bessere Alternative zur Berechnung der Koeffizienten des Interpolations-
polynoms verwendet die Darstellung des Interpolationspolynoms nach Newton, vgl.
Numerische Mathematik II.

e Approximation mittels Ausgleichspolynom: Bestimme ein Polynom

n—1
p:K—=K:ix— Y cixt, n<m,
i=0

durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fiir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten c € K" des Polynoms durch Losung des linearen Ausgleichsproblems

m 2 |

lAc=yl2= ) |p(xj)-y;|” — min,

j=1
2 n-1
I x1 xy ... x c n
A=|i 0 o=l y=
2 n—-1
1 xm x5, ... X, Cn Vm

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 87. Glatterer Verlauf des approximierenden Polynoms.
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5.2. Normalengleichungen

e Situation: Ndherungsweise Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx-Dbl, — min, AeK™", xeK", beK™, m>n.

e Mittels Differentialrechung:

- Fiir K = C betrachte das dquivalente reelle lineare Gleichungssystem der Dimen-
sion2mx2n.

- Verwende die dquivalente Formulierung
2 ! .
|Ax—bll; — min.

Bestimmte das Minimum mittels Differenzieren (betrachte z.B. den Fall m = n =
2, fiir eine symmetrische Matrix B € R2*2 bestimme die erste und zweite Ablei-
tung von x'Bx= bnxf +2Db12 X1 X0 + bgzxg , beachte f(x) = f(x,...,x,) € Rund
folglich f(x) = (O, f(x),...,0x, f (X)) € R*™)

fx)=I1Ax-bl3=Ax-bT(Ax-b) =x"AT -b")(Ax-b)

=xTATAx-bTAx—x"ATb+b"D = xTATAx-2b"Ax+b"b,
xTATbh=bT AxeR

flo=2xTATA-2bTA20 <  ATAx=ATb,

Transponieren

f"(x)= AT A positiv semi-definit.

Folglich erfiillt die Lésung des linearen Ausgleichsproblems die Normalenglei-
chungen

ATAx=A"b
mit symmetrischer Matrix AT A.

— Wenn alle Spalten von A linear unabhéngig sind, d.h. die Matrix A vollen Rang
hat, ist die Losung der Normalengleichungen eindeutig bestimmt und die Hesse-
matrix f”(x) = AT A positiv definit.

Denn: Verwende x” f"(x) x = [|Ax[3 =0 < Ax =0 & x =0 bzw. xT f"(x)x > 0 fiir
allex#0und ATAx=06 ATy=0,y=Ax<0=y=Axox=0.¢

* Mittels Ergebnissen der Linearen Algebra:

- Esbezeichnen ay,..., a, die Spalten der Matrix
A= (al‘ ‘ an) EKmxn.
Fritheren Uberlegungen zeigten

Gleichungssystem Ax=b losbar < beZs={(ay,...,ay) bzw.

Gleichungssystem Ax=0>b nichtlosbar < b¢Zs=(ay,...,an).
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- Die Zerlegung von K™ in den Unterraum %4 und den dazu orthogonalen Un-
terraum U fiihrt auf (wiare w = b — AX nicht orthogonal auf % 4, wére |AX — b2
wegen der Dreiecksungleichung nicht minimal)

mg&nlle—bIIZ:?c <~ b=v+w, v=AXe€#,, weU,dh A"w=0.
xeKn

Multiplikation von AX + w = b mit A* fiihrt auf die Normalengleichungen

min||[Ax—bll, =X = A"AX=A"b.
xelk”n

- Es bleibt zu zeigen, dal fiir eine Losung z € K" der Normalengleichungen, d.h.
A*Az = A*b, und einen beliebigen Vektor x € K" die Abschidtzung

IAz-bly<Ax-bll, < [Az-bl5<|Ax-Dl;
gilt. Unter der Annahme || Ax — blI% <||Az- blI% fiir ein x € K" folgt

X*A*Ax—b*Ax—x*A*b+b*b=(x"A*-b*)(Ax-b) = |Ax—bl5
<|Az- bllg =z"AAz—-b*"Az-z"A*b+Db*b
— x"A"Ax- b*A x-x" A"b <z"A"Az—- b*A z-z" A'D
~~ ~~ —~~ ~~
=z*A* A =A*Az =z*A*A =A*Az
— X"ATAx-Z"A"Ax—-x"A"Az+z"A"Az<0
= [Ax-2)|5=(x-2)*A*A(x-2)<0
— Ax=Az,
d.h. fiir Losungen der Normalengleichungen und des linearen Ausgleichs-
problems gilt die Identitdt Az = Ax. Insbesondere ist also das Residuum Ax—b
von Lésungen zum linearen Ausgleichsproblem eindeutig bestimmt.

- Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems
(wegen Az = Ax © x = y) eindeutig bestimmt.

e Resultat zur Losung des linearen Ausgleichsproblems (Satz 5.1): Das lineare Aus-
gleichsproblem ist d4quivalent zu den Normalengleichungen

min||Ax-bll, =X < A"AX=A"D.
xelk”n

Das Residuum ist eindeutig bestimmt, d.h. fiir zwei Losungen x1, x» € K" des linearen
Ausgleichsproblems gilt b — Ax; = b— Ax». Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die
Losung des linearen Ausgleichsproblems eindeutig bestimmt.

e Kondition des linearen Ausgleichsproblems: Es bezeichne X die Losung des (eindeu-
tig l6sbaren) linearen Ausgleichsproblems und 7 das entsprechende Residuum

X=minl|Ax-bl|>», T=AXx-b.
xek”
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Bei Anderungen a und g der Eingabedaten A und B gilt fiir den Fehler der zugehorigen
Losung X+ ¢ und des entsprechenden Residuums 7+p = (A+a) (x+¢) — (b+ p) folgende
Abschétzung (ohne Begriindung)

K1
Il All2

- @z 17z x(4)
F=llalz |%ls +1Blo+1 o, ¥ = ———,
1Al 1-x(4) Lok

IStz <

F! ”Q”ZSF,

Es ist zu beachten, dafl im Vergleich mit einem linearen Gleichungssystem beim linea-
ren Ausgleichsproblem das Quadrat der Kondition der Matrix A (jedoch in Kombinati-
on mit dem Residuum) auftritt.
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5.3. Cholesky-Zerlegung

e Vorbemerkung: Falls die Matrix A € K”**" mit m > n vollen Rang hat, d.h. die Spalten
von A linear unabhingig sind, ist die Losung der Normalengleichungen

A*Ax=A"b

eindeutig bestimmt. Beachte, dal§ die quadratische Matrix B = A* A € K"**" selbstad-
jungiert und positiv definit ist

B*=(A"A)"=A"A""=A"A=B, x*Bx=x"A"Ax = IIAxllg >0 fur0#xek”.
Zur Losung der Normalengleichungen werden tiblicherweise

- das Cholesky-Verfahren (vgl. Abschnitt 5.3) oder

- Orthogonaltransformationen mittels Householder-Reflexionen (vgl. Ab-
schnitt 5.4)

verwendet.

e Situation: Die Durchfiihrung des Gaul3schen Eliminationsverfahrens (Implementie-
rung) bzw. der LR-Zerlegung (theoretische Uberlegungen) unter den Voraussetzungen

- AeK'"™" selbstadjungiert, d.h. A* = A,
- Apositiv definit, d.h. x* Ax > 0 fiir alle 0 # x € K",

fihrt auf die Cholesky-Zerlegung von A. Die effiziente Implementierung der
Cholesky-Zerlegung einer Matrix beruht auf der direkten Berechnung der LR-
Zerlegung der Matrix (s.u.).

Resultat: Unter den obigen Voraussetzungen an die Matrix A kann das Gaul3-
sche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge durchgefiihrt werden. Die
Eigenschaften der Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit bleiben in den
entstehenden Teilmatrizen erhalten.

Denn:

— Im ersten Eliminationsschritt ist die Pivotwahl a;; méglich (Anwendung der po-
sitiven Definitheit von A mit x = e;)

an = efAel >0.

Elimination in der ersten Spalte von (wegen A* = A hat A die angegebene Form)

all a*

— A _
A=A —(a i

), aeK™!, p*=peKrVx-D
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fiihrt auf (z.B. Transformation 2. Zeile — 2. Zeile — “1 x 1. Zeile)

3
@ _[|an @ @ _ 1 % n-1)x(n-1)
A _(0 B(Z))’ BY=p-c-aa” €K .

Die entstehende Teilmatrix B® ist offensichtlich selbstadjungiert (a;; € R)
@V* _(p_ 1 _x\* _px 1 _p_ 1 —B®
(B9) =(B-graa”) =p"-;-a""a"=p-,-aa" =B

Es bleibt zu zeigen, dal3 B® positiv definit ist, d.h. fiiralle 0 # ¢ € K1 gilt

FBYE=¢"(f-g-aa’)E=¢"pE- - aatE>0.

Aus der positiven Definitheit von A folgt

0<x*Ax=(x ¢&¥) (a; cz) (?) =(a <) (“;11?;1:;65)

=anx;+x(a*E+E a)+EFBE, 0#£x= (’z}) e K",

11

und speziell mit x; = — aiu a*¢ ergibt sich die Behauptung

0<anx+x(@ &+ a)+¢"fE == (@)%~ -a™¢(@™ ¢+ @) +¢Be
=L@ arE pe=¢" Bt
Fiir den Fall K = R ist dies motiviert durch (wobei z = a*¢, (Rz)? = |z|? fiir z € R)
auxf+28?zx1:—a+l|z|2 — x1+—§sz1+ |z| =0

= x=-- L —Rz+ \/(%‘Ez)2 Izlzz—%la*é.

— Die obigen Uberlegungen fiir Alassen sich direkt auf B”) anwenden.

Mittels Induktion ergibt sich die Behauptung des Resultates. ¢
Bemerkungen:

- Fiir selbstadjungierte und positiv definite Matrizen ist das Gaufllsche
Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge ein numerisch stabiler
Algorithmus (ohne Begriindung).

- Da samtliche entstehende Teilmatrizen selbstadjungiert sind, ist es ausreichend,
die Koeffizienten in und oberhalb der Diagonale abzuspeichern, z.B. fiir n = 3 gilt

an dpz as an az asa

J— J— * J— - - -
A=|axn axp ax3|=A =|an ax azp
asy dsz2 dass a3 dp3 dss

<> an,ax,a3€R, ax=ap, ay=a3, ap=dax3.
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Die Anzahl der zur Durchfiihrung des Gaulschen Eliminationsverfahren bzw.
dquivalent dazu die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*"
bendétigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist somit (vergleiche
dies mit dem Aufwand fiir die LR-Zerlegung bzw. QR-Zerlegung einer allgemei-
nen quadratischen Matrix)

o(in®).

Rationale Cholesky-Zerlegung und Cholesky-Zerlegung:

+ Die geforderte Selbstadjungiertheit von A € K"*" und der Ansatz

1 S ... Sin

Ron T Snetn
1

zeigt die Relation S = L*. Somit fiihrt die LR-Zerlegung von A auf die ratio-
nale Cholesky-Zerlegung von A

A=LDL",
dy
D= eR™" d;>0, 1<i<n,
dn
1
Lgl 1
L= . e K™",
Lnl Ln,n—l 1

L=LD?, D?= eR™",

Vdn
ergibt sich die Cholesky-Zerlegung von A
A=1T",

Ly

)
Il

e K"
Ln]_ . Lnn

Die Cholesky-Zerlegung berechnet man direkt durch sukzessive Bestim-
mung der Koeffizienten von L.
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Vgl. Illustration5_Cholesky.
* Anwendung der Cholesky-Zerlegung zur Losung der Normalengleichungen
A*Ax=LL*x=A*b.

Die Berechnung der Cholesky-Zerlegung von B = A* A erfolgt gleichzeitig mit der Be-
rechnung von A*A. Ebenso wird die Berechnung von A*b gleichzeitig mit der Vor-
wirtssubstitution Ly = A* b ausgefiihrt.

Bemerkung: Ein Nachteil des Cholesky-Verfahrens zur Losung der Normalen-
gleichungen liegt darin, dall die Konditionszahl der Matrix B = A* A, d.h. das Qua-
drat der Konditionszahl der Matrix A auftritt. Falls die Gleichungen nahezu konsistent
sind, ist das Residuum klein. In diesem Fall diirften sich Rundungsfehler wie x (A) (aber
nicht wie x (A)?) auswirken, d.h. in diesem Fall ist der Algorithmus numerisch instabil.
Eine stabile Alternative wird in Abschnitt 5.4 angegeben.
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5.4. Losung iiber Orthogonaltransformationen

e Situation: Es sei A € K"*" mit m > n eine Matrix von vollem Rang, d.h. die Spalten
von A seien linear unabhéngig.

Uberlegungen: Die Triangulierung der Matrix A € K™*" mittels Householder-
Reflexionen T1,..., T, € K" fiihrt auf ein 4quivalentes lineares Gleichungssystem

Ax=b < Rx=T,--ThHAx=T,---T1b=c,
_Q*

vgl. Abschnitt 4.2. Diese Transformation entspricht der Bestimmung der (vollen) QR-
Zerlegung von A mit unitdrer Matrix Q = (Ty,---T1)* = T} ---T; = Ty---T), € K"™*™
(beachte die Selbstadjungiertheit von 7; fiir 1 < i < n) und oberer Dreiecksmatrix

Re K™
A=0QR,

( R )
Q:Tl'--TnEIKmxm, Q*Q:I, R= 5 e KM

Da die Transformation mittels einer unitdren Matrix die euklidische Norm erhilt
IAx=Dbl2=1Q*Ax—Qbll2 = IRx—Q"bl,
gilt fiir die Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx—blly — min < [[Rx-Q*bly — min.
Dies entspricht (wobei R € K", Re K™ xeK" c= Q*be K™ ceK", ce K™

R ¢ Rx-¢
Rx—c:{—}x— S :{L},
0 c -

=~ ~ ! . -~ ~ ! .
IRx—Q*bl=IRx—¢l2+¢ll, — min <= |Rx—C¢ll, — min.

N |

Aufgrund der geforderten Rangbedingung an A ist die quadratische Teilmatrix R €
K" invertierbar. Deshalb entspricht die Losung des linearen Ausgleichsproblems ge-
rade der Losung eines linearen Gleichungssystems (|[Rx—Cll, =0< Rx =7)

! ~
IAx—b|, — min < Rx=C.
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6. Eigenwerte und SVD (Uberblick)
* Die ndherungsweise Losung des Eigenwertproblems ist eine wichtige Grundaufgabe
der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei

— Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen, beispielsweise bei
Stabilitdtsuntersuchungen fiir dynamische Systeme,

- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen, beispielsweise bei der
Berechnung von Basislosungen (Separationsansatz, Fourieranalyse, Stationidre
Losungen).

* Gekoppelte Schwingungen, vgl. Skriptum, S. 93.

Quantenmechanische Vielteilchenzustinde, vgl. Berechnungen von A. Lauchli am
Supercomputer MACH der Universitdten Innsbruck und Linz.
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6.1. Theoretischer Hintergrund

* Eigenwerte und Eigenvektoren (Definition 6.1): Fiir eine quadratische Matrix A €
K" heilt A € C ein Eigenwert von A und 0 # v € C" ein zugehoriger Eigenvektor,
wenn folgende Relation gilt

Av=A7Av.

Der zum Eigenwert A zugehorige Eigenraum ist gegeben durch (Unterraum von C”
durch Hinzunahme von v = 0)

Naar={veC":(A-ADv=0}.

* Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird verwendet, da die Eigenwerte von A Null-
stellen des charakteristischen Polynoms y : K — K sind (wegen Av=Av, v #0 &
(A-ADv=0,vZ0< det(A-AI)=0)

n .
A EBigenwertvon A < (1) =0, y(A)=det(A-Al)= Z A, cp=E=D".
i=0

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dall ein Polynom vom Grad n mit Koef-
fizienten in K genau n komplexe Nullstellen besitzt (mit Vielfachheit gezdhlt) und
folglich besitzt eine Matrix A € K"*" genau n komplexe Eigenwerte (mit Vielfach-
heit gezdhlt).

Die Vielfachheit eines Eigenwertes bezeichnet man als algebraische Multi-
plizitdat u(A) des Eigenwertes und die Dimension des zugehorigen Eigenraumes
als seine geometrische Multiplizitat v(A). Es gilt v(1) < p(A) (s.u.).

_ 11 2%x2
A—(O 1)€R

Beispiel: Die Matrix

besitzt den Eigenwert A = 1 € R mit algebraischer Multiplizitdt (1) = 2. Wegen

_ 01 U1l _[V2) _ 0 _ 1
(A-ADv =0, v#0 <— (0 0)(1/2)_(0)_(0) — v—vl(o), v1 #Z0

sind alle Vielfachen des ersten Standardbasisvektors zugehorige Eigenvektoren.
Folglich ist der zugehorige Eigenraum gegeben durch

Na-ar = (er) <R,
d.h. die geometrische Multiplizitdt des Eigenwertes ist

vil)=1=pu(l)=2.
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- Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A € K"*" hei8t Spektrum von A und der
betragsmallig grolte Eigenwert gibt den Spektralradius der Matrix an

o ={AeC:AEigenwertvon A}, p=sup{lAl:1eo}.

- Falls fiir alle Eigenwerte der Matrix A € K"*"* algebraische und geometrische
Multiplizitédt iibereinstimmen

p) =v(A),
gibt es eine Basis vy,..., v, des C", die von zugehorigen Eigenvektoren gebildet
wird. Wegen
AV =VA,
M
A(vr]--| va) = (Avn| | Avy) = (Mrva |-+ | Apvn) = (01 ] -] va) ,
=VeCn=n An

ist die Matrix diagonalisierbar mit zugehoriger Diagonalisierung A € C"*" (auf-
grund der linearen Unabhingigkeit der Basisvektoren ist V invertierbar)

AV=VA << A=VAV! < A=V'aV.

Falls die Matrix A € K*" unitir diagonalisierbar ist, d.h. eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren existiert, folgt insbesondere (wegen V! = V*)

AV=VA < A=VAV" < A=V*AV.

— Die Transformation
Fr: K™ S K™ A T AT

mit invertierbarer Matrix T € K" heit eine Ahnlichkeitstransformation. Dies
entspricht einem Basiswechsel im Definitionsbereich und Bildbereich (verwende
y=Ax,X=Tx,y=Ty=TAx=TAT '%).

Die Matrix A und die transformierte Matrix T~! AT besitzen dieselben Eigenwerte
und mittels Fr transformierte Eigenrdume

Av=2Av, 0#veNyy={veK':(A—ADv=0}
— ATw=ATw, 0#ve Ny, 0Zw=T v

v=Tw,w=T"1v

= T 'ATw=Aw, 0#we N1y ={weK":(TTTAT-AD)w=0}.
e Nicht jede (qudratische) Matrix ist diagonalisierbar, jedoch kann jede (quadratische)

Matrix mittels einer unitiren Ahnlichkeitstransformation auf Dreiecksgestalt trans-
formiert werden.
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Lemma von Schur (Satz 6.2): Fiir jede Matrix A € K" mit (beliebig angeordneten)
Eigenwerten A,,...,1, € C gibt es eine unitdre Matrix T € C"*" (d.h. T*T = I) derart,
daR

A«] 812 cese Sln

T*AT=S, S
Sn—l,n
An
Denn: Essei A; € C ein Eigenwert der Matrix A € K"*" und 0 # v; € C" ein zugehoriger
Eigenvektor
AU1 = /11 vy,

wobei zusitzlich [|v;]l2 = 1 und v;; = 0 (v;; bezeichne die erste Komponente von v;)
angenommen wird. Frithere Uberlegungen zeigten, wie eine Householder-Reflexion

T, € """ konstruiert werden kann, sodal$ (Elimination in der ersten Spalte, verwende
die Relation T} 1= T| = Ty, explizite Angabe von T; wird nicht benétigt)

-1
T1U1:€1, Tlelle e =vn.

Mit Hilfe der Relation

n

T ..

e;Bej= Z 5ikBk£5j£:bij» 1<i,j=n,
k,¢=1

folgt somit

(MATY), =e/ 1AT 'er=¢] TI1ATie; = e,

=0 =l =e1

TTl Al/1 :ﬂlef T1 4] :/héil,
~—~— ~—~—

Al * L. %
0
TAT =] . ) ,  Agecthnl
: 2
0

Da A und T; AT dhnliche Matrizen sind, besitzen sie dieselben Eigenwerte. Weiters
gilt fiir das charakteristische Polynom (Determinantenentwicklungssatz)

x(A) =det(A—-AI) =det(T1 A Tl_l —AI) = (A1 —A)det(Ar — AD),

d.h. die restlichen Eigenwerte A,,...,1, von A sind Eigenwerte von A,. Induktiv folgt
mittels der Transformationsmatrizen

1 1
T, = T , T3 = 1 , etc.,
13
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die Relation
Al * ... *

Tn—l"'TLATfl"'T;q_-IL:

=T* =Ty Typ_1=T

*

An
und damit die Behauptung. ¢

Bemerkung: Das Lemma von Schur wird vorwiegend fiir theoretische Uberlegungen
verwendet (s.u.). Die Berechnung der Matrizen S, T (entsprechend der Herleitung) be-
notigt die Kenntnis der Eigenwerte von A und zugehoriger Eigenvektoren.

Folgerung: Essei A € C ein Eigenwert von A € K"*” mit algebraischer Multiplizitat u(1)
und geometrischer Multiplizitdt v(1). Es gilt

v(A) = ud).
Denn: Nach dem Lemma von Schur reicht es aus, die unitar transformierte Matrix

/11 512 Sln

T*AT=S, S - -,
’ Sn—l,n
An

zu betrachten, wobei die Eigenwerte A,,...,1, von A derart angeordnet sein sollen,
daB Ay = A,..., A, = A. Betrachte beispielsweise den Fall

pA)=n=3

und bestimme den zugehorigen Eigenraum durch Losung des linearen Gleichungs-

systems
0 Sz Siz) (w1 S12v2 + 81303 0
(T*AT—/lI)V: 0 523 Uy | = 523123 =10].
0 U3 0 0

Die Unterscheidung der folgenden Fille

S12#0, S13=0, Sx3#0
S12=0, S13#0, S23#0
S12#0, S13#0, S23#0

vo = v3=0, vy beliebig = v(1)=1,

v3 =0, vy, 12 beliebig = v(A)=2,

S12=0, S13=0, S»3=0 = 11,19, v3beliebig = v(1)=3,
S12#0, S13=0, S»3=0 = 1v,=0, v},v3beliebig = vA)=2,
S12=0, S13#0, S»3=0 = wv3=0, v},v,beliebig = vA)=2,
S12=0, S13=0, S»3#0 = wv3=0, v}, beliebig = v(1)=2,
S12#0, S13#0, Sp3=0 — U2:—§—£U3, v1,v3 beliebig = v(1)=2,
>
=
S

v =0,v3 =0, vy beliebig = v(1)=1,
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zeigt v(A) < u(A). Ahnlich Uberlegungen zeigen die Behauptung des Resultates im all-
gemeinen Fall. ¢

Eine quadratische Matrix A € K"*" heilt normal, wenn
ATA=AA".
Spezialfille:
— Reelle symmetrische Matrizen

A=AT=A = A*A=A’=AA*.

Selbstadjungierte Matrizen

A=A = A*A=A%’=AA".

Reelle antisymmetrische Matrizen (d.h. AT = - A)
A'=AT=-A = AA=-A’=AA".

Reelle orthogonale Matrizen
Ar=AT=4"1 = AA=I=AA".

Unitdre Matrizen

A*=A7! = A'A=I=AA".
Resultat zur unitdaren Diagonalisierbarkeit (Korollar 6.3): Eine Matrix A € K"*" ist
genau dann normal, wenn es eine unitdre Matrix T € C"*" gibt, derart dal3
M
T*AT=A=
An

Folglich besitzt eine normale Matrix A ein vollstdndiges System orthonormaler Eigen-
vektoren und insbesondere gilt u(1) = v(A) fiir alle Eigenwerte A von A.
Denn: Mittels Lemma von Schur folgt die Darstellung

T*AT=S
mit unitdrer Matrix 7 und oberer Dreiecksmatrix S und folglich (wegen T-1=T%
A=T*'ST ' =TST*,
A" =(TST")* =T"*S*"T*=TS"T",
TS*ST* =TS T*TST*=A*"A=AA"=TST*TS*T*=TSS*T* < S§*S=SS".
Die schrittweise Betrachtung der Koeffizienten der Differenz
§*§-8S* =0

impliziert S;; =0fir1 <i <i+1 < j < nund damit S = A mit Diagonalmatrix A. Ist
andererseits S= Aund T*AT = A so folgt A*A=TA?T* = AA*.¢
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Folgerung fiir selbstadjungierte Matrizen:

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K"*" ist unitir diagonalisierbar und alle Eigen-
werte sind reell.

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K" ist genau dann positiv definit, wenn alle
Eigenwerte positiv sind.

Denn: Eine selbstadjungierte Matrix (d.h. A* = A) ist insbesondere normal und damit
unitdr diagonalisierbar
T*AT =A, A=TAT".

Damit folgt
TA*T* = T**A*T* = (TAT*)" = A* = A= TAT"
— A=A < A;j=A;, l<isn < M€eR, l<is<n.
Die Wahl 0 # x = v; = T_; fiir 1 < j < n zeigt, dal§ die Matrix positiv definit ist, wenn
O<x*Ax:vl-*Avi:)Li||v,-||§ — A;>0, l1<i<n.
—~—
=i v;
Gilt andererseits A; > 0 fiir alle 1 < i < n, so folgt fiir jedes Element 0 # x € K" mittels
der Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis v,..., v,
n
O;éx:Zcivi, vi=T.; 1<i<n,
i=1
die Relation
n n n n 9
x*Ax= Z cix*Av; = Z cidix*v; = Z ciCiAi Vv = Z lci|“A; > 0.
i=1 i=1 i,j=1 —~— i=1
=i
Dies zeigt die Behauptung. ¢

Resultat zur Kondition der Eigenwertberechnung einer normalen Matrix (Satz 6.4):
Es sei A € K" eine normale Matrix (d.h. A*A = A A*) mit Eigenwerten 1,,...,1, € C.
Dann gilt fiir die entsprechenden Eigenwerte A1,..., A, der Matrix A+ a die folgende
Abschétzung (ohne Begriindung)

|7L]-—/1]-| <|lall,.

Somit ist die Eigenwertberechnung einer normalen Matrix sehr gut konditioniert.
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6.2. Singuldrwertzerlegung
* Voriiberlegungen:

- Betrachte eine Matrix A € K”*" mit m = nund rg(A) = k mit 1 < k < n. Die Matrix
B = A" A e K™" ist selbstadjungiert und positiv semi-definit

B*=(A"A)*=A"A" =A"A=B, xX*Bx=x"A%Ax = IIAxllg >0, xeK”".

Insbesondere ist die Matrix B = A* A unitdr diagonalisierbar mit nicht-negativen
(reellen) Eigenwerten, d.h. es existiert eine unitdre Matrix T € C'"**" derart, dal§

M
T*A*AT=A= , T*T=1I, Aj=0220, 1<i<n.

- Wegen rg(B) = rg(A* A) = rg(A) = k (verwende die Relation rg(A) = n —dim.4,
sowie 1g(A* A) = n—dim .43 4 = n —dim.4, = rg(A)) folgt nach eventueller Um-
ordnung der Eigenwerte (und entsprechender Anpassung von T)

A=Az =11 >0, Agg1=+=1,=0.
— Die Relation

M

T*A*AT=A < S§*S=A=
S=AT 0

0

zeigt, daB die Spalten der Matrix AT = S = (s1|-+-| s,) € ™" orthogonal aufein-
ander stehen, d.h. s}f si=0fiirl <i,j<nmiti # j (die Spalten sind nicht notwen-
digerweise normiert, es gilt s;'s; = A; = 0). Zusétzliche Normierung der ersten k
Spalten von S

=1 -1 m ;
u,—\//l_is,—aislett , 1<i<k,
und Ergdnzung mit orthonormalen Vektoren ug.1,..., u, € C™ fithrt auf die Rela-
tion
]
AT =S= (01| | ouk|Oksr s || onttn) = (| -] un)

On
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und weiters auf die reduzierte Singuldarwertzerlegung von A

A=UZT",
A=(ar|-|ap) eK™",  TeC™, T*T=I,
01
U=(w]|-|us)ec™”, 0*U=1, %= e R™*"

Opn

Die (volle) Singulidrwertzerlegung von A ergibt sich bei Erginzung von U zu ei-
ner Orthonormalbasis des C"”* und entsprechender Ergdnzung von X um Nullzei-

len
A=UZT",
A=(ar|-|ap) eK™",  TeC™, T*'T=I,
o1
U=(w||un)ec™™, vu=1, z=| "~ |er™",
On
0 ... 0

vgl. Skriptum, S. 100.

Bemerkungen:

- Die Erweiterung auf den Fall m < n ergibt sich durch Betrachtung der Singulér-
wertzerlegung der adjungierten Matrix A* = UXV* € K™*" mit n = m und Ad-
junktion A= (UZV*)* = VZTU* e K™,

- Wie tiblich werden von nun an die Bezeichnungen A = UZV™ verwendet.

Resultat zur Singuldrwertzerlegung (Satz 6.5): Jede Matrix A € K""*” mit Rang rg(A) =
k, wobei 1 < k < min{m, n}, besitzt die Darstellung

A=UZV",
ueC™™ U*'U=I, veCc™", v'v=lI,
T =diag(o1,...,0mintmm) ER™", 0122 0,>0, O11="""=Ominimn =0,
mit unitdren Matrizen U, V und Matrix X definiert durch die Singuldrwerte von A.

Mogliche Anwendung der Singuldrwertzerlegung zur Losung eines linearen
Gleichungssystems (entspricht einer Entkopplung der Gleichungen durch geeig-
nete Basiswechsel)

Ax=Db — UV*x=b < ZXy=c¢, y=V*x, ¢=U"Db.
A=UZV*

Falls die Matrix A unitédr diagonalisierbar ist, ergibt sich insbesondere

Ax=b < TAT*x=b < Ay=c, y=T"x, c=T"D.
AT=TA

86



* Eigenschaften der Singuldarwertzerlegung (Korollar 6.6): Fiir die Singuldrwertzerle-
gung A= UZXZV* einer Matrix gelten folgende Eigenschaften:

- Die Quadrate der Singuldrwerte {0%, . .,0%,} stimmen mit den Eigenwerten von
A*Aund A A* tiberein.

- Esgilt Z4 = (uy, ..., uxy und Ny = (Vi41,..., Un).
- Es gilt (wobei x(A) = oo fiiro, =0)

Al =01, K(A)=g—:l.

e Voriiberlegung: Mittels der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A € K™*"

A=UZV*,
V=(nl|-|vp)ec™”, vV'v=I, U=(u||un)ec™™, U'U=I,
o1 ) 01 0
T = - eER™" m=n, = (| eR™", m<n,
On 0
0 ... 0 In

ergibt sich wegen

m k k
Ax=UZV*'x=Uy=) yiui=) 0;U;Xu;=) 0;Ujv;x
l l )
v i=1 i=1 i=1

=y

*
0'11)1.36

vy X i}
) OrViX

y:Z . = Ok ’
vhX )
0

die Darstellung von A als Summe der Rang 1 Matrizen u;v; e C"™* " flir1<i<k
k
A=) oiuvf.
i=1

Diese Darstellung wird zur Approximation der Matrix A verwendet.

Bemerkung: Fir orthonormale Vektoren z,,..., 2z € K" und Skalare cj, ..., c; € K gilt
die folgende Relation (Satz von Pythagoras)

k 2 n n n n
HZC,‘Z,' :<Zcizi’chzj> = Z CiC_j<Zi|Zj>2:Z|Ci|2-
i=1 I | j=1 2 —— a1

i,j=1

=Z}‘Z,‘=5ij
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Resultat zur Approximation einer Matrix durch Matrizen niedrigeren Ranges (Satz
6.7): Fiir die Approximation der Matrix A durch eine Matrix Aj vom Rang1<j<k-1

J k
Aj= Zaiuiv;‘ ~A= Zaiuivf
i=1 i=1
gilt die Relation
IAj— Al =inf{| A= Bll,: BeC™",1g(B) < j} =0 ;1.
Denn: (i) Zeige zunédchst die Relation

IAj—All2=0j41.

Einerseits gilt fiir 1 < j < k-1 (Anwendung des Satzes von Pythagoras auf die Ortho-
normalbasis uy,..., U;)

A— A]—Zau, Zau,v-Za,u,l,

i=1 i=j+1

k
|4~ Ajllz = max (A= Ajxlo = max H Z i xu;| = max .| Y o?vrx?,
Il = xlo=11l; 5 Tixl=1\| 5

Mit Hilfe der Darstellung beziiglich der Basis vy, ..., v, € C" folgt weiters fiir jedes Ele-
ment x € C" mit ||x[l; =1 (wegeno; <o fiir j+1<i<k)

n n
\/Z|5i|2, vix=) &vjvi=¢;,
i=1 i=1 N~

n n
=Y &, 1=lal=| Y e, =
i=1 i=1

:6U
k k
IA—Ajlz= max ,| > o?lvix|*>< max  0j+1 Y ik <0j4.
llxll2=1 i=j+1 lxll2= i=j+1
—_——
<1

Mit der Wahl x = v;,, gilt (beachte, dal [vj,1ll2=1)

k
2 _
Y o lvivjalP < A= Ajla <041 = 1A= Ajlla=0j41.

Oj+1=
\ i=j+1

(ii) Zeige die Relation

|Aj— Al =inf{| A—Bll,: Be C"™*",1g(B) < j}.
Unter der Annahme fiir B € C"*" gilt

1gB)<jeodmAg=n—-j, A= Bll2 <0j1.
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Wihlt man einen (n — j)-dimensionalen Unterraum U, < .45 < C", so folgt

0ZuelU;: (A—-Bu=Au—Bu=Au
= |Aul2=11(A-Blull2 = |A-Bll2llull2 < gj+1llull.

Betrachtet man den j + 1 dimensionalen Unterraum U, = (vy,...,Vj41) C", so gilt
(beachte, dal j+1<k)

j+1 k
u=)y cviel,, A=) osuevy,
i=1 (=1
j+1 j+l k j+1
Au=) ciAvi=)_ ) ciooupv,vi= Y cio;u;,
i=1 i=1/=1 M~ =1
=0i¢
j+1 j+1
lullz= 4| Xl NAulza=4| Y oFlcil? =014 | D lcil? = gjillull,.

i=1 i=1

Wegen 1 < j<k-1<k<nfolgtdimU, 2n-j=1und dimU, = j+1 =2 und
damit dim(U; n U,) = 1, d.h. es existiert ein Element 0 # u € U; N U, mit einerseits
lAull2 < gj1llullz und andererseits || Aullz = oj41llull2. Widerspruch! Somit folgt die
Behauptung. ¢

e Bemerkung: Niedrigrangapproximationen von Matrizen haben Anwendungen in ver-
schiedenen Bereichen der Numerischen Mathematik (Theorie der Inversen Probleme,
Bildkompression).

Beispiel, vgl. Skriptum S. 104: Ein Bild bestehend aus m x n Pixel entspricht einer Ma-
trix A € R"*" (Koeffizient a;; entspricht dem Wert des Pixel an der Position (i, j), d.h.
einer Farbstufe). Eine Kompression des Bildes entspricht der Approximation der Ma-
trix A durch eine Matrix Aj vom Rang 1< j<k-1

J k
* *
AjZZUiuiV,- =~ A= E oiuv; .
i=1 i=1

Ergebnis fiir m =576, n =768, j = 30.

¢ Bemerkungen:

- Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung A = UZV™ einer Matrix konnte man
im Prinzip die Eigenwertzerlegung von B = A* A verwenden (zunéchst die Rela-
tion V*BV = X2 zur Berechnung von X und V sowie die Relation AV = UX zur
Berechnung von U). Diese Vorgehensweise kann allerdings zu einem numerisch
instabilen Algorithmus fiihren, weil sich kleine Anderungen der Koeffizienten
von A stidrker auf die Eigenwerte von B auswirken als auf die Singuldrwerte von A.
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Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung ist es vorteilhafter, die Matrix

A:(A A*)

und die zugehorige Eigenwertrelation (ohne explizite Berechnung von A, ver-
wende A=UXZV* © AV =UZbzw. A* =VIU* © A*U=VY)

AV=VZ, z:(z —z)’ V:(V V),

0, N S

zu verwenden.
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6.3. Algorithmen zum Eigenwertproblem (Uberblick)

e Vorbemerkungen:

- Da es keine explizite Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen Polynoms ho-
heren Grades gibt, kann es keine explizite Formel fiir die Eigenwerte einer allge-
meinen Matrix hoherer Dimension geben. Ein Polynom vom Grad m = 1 mit
Koeffizienten c; € K fiir 0 < i < m (Leitkoeffizient c,,, = 1)

m .
p:K—K:z—p)=)_ ¢z
i=0

entspricht ndmlich dem charakteristischen Polynom der folgenden Matrix
(zusétzliches Vorzeichen (-1)", geeignete GauB3-Elimination zur Berechnung
von det(A — 1) zeigt den Zusammenhang)

1 —C1
A= o |ex™", y(A) =det(A-AD).

I —cma

- Die obigen Uberlegungen zeigen, daB ein numerisches Verfahren zur Berech-
nung eines (bzw. mehrerer) Eigenwertes A einer allgemeinen Matrix A € K"*"
notwendigerweise ein iteratives Verfahren sein muf3, d.h. ein Verfahren der Form

AED — (A 0) - k>0,

welches eine Folge von Ndherungswerten an A ergibt. Sofern das Verfahren kon-
vergiert, d.h. es ist
lim A® =1,

k—o0
bricht man die Iteration ab, sobald eine ausreichende Genauigkeit erreicht wer-
den konnte (beispielsweise verwendet man das Abbruchkriterium |AK+D - 10| <
ToL)
A% — 2| < ToL.

- Das meistverwendete numerische Verfahren zur Berechnung sdamtlicher Eigen-
werte einer Matrix, der QR-Algorithmus (mit Shift), basiert auf dem Lemma von
Schur. Dieses besagt, dal§ jede Matrix A € K*" mittels einer unitdren Matrix
T e C"™" (d.h. T* T = I) auf Dreiecksform transformiert werden kann

/11 812 Sln
A — S=T'AT=
Sn—Ln

An
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Die Diagonalelemente von S entsprechen den Eigenwerten A;,...,4, € C von A
(die Eigenwerte von A bleiben unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten). Die
grundlegende Idee ist es, eine Folge von unitdren Matrizen Qi € C"*" fiir k = 1 zu
konstruieren, derart dal die transformierten Matrizen gegen S konvergieren

A=A, A =QAQr, k=123,
A=A — A=QjAQ1 — A3=Q;Q;AQ01Q; —
limAk:S.

k—oo

Dazu verwendet man die Transformation von A € K" auf obere Hessenberg-
Form sowie die Idee der (inversen) Vektoriteration.

— Beispielsweise mittels Householder-Reflexionen 148t sich eine allgemeinen Ma-
trix A € K”*" auf obere Hessenberg-Form transformieren
H, 11 -- cee H, 1n

A — H=rar=|M

Hn,n—l Hnn
+ 1. Schritt: Konstruktion einer Householder-Reflexion Q; € K~ 1*"~1 derart,

dalk die Spaltenelemente (az1,...,a,1) T € K" auf ein Vielfaches des Stan-
dardbasisvektors e; € R"~! abgebildet werden. Mit

1
o= 4
folgt somit (beachte, dall die entstehenden Matrizen AQ; und Q;AQ; die
gewlinschte Form haben)

* ok *
. * % *
A — QAQ=

+ Die Anwendung analoger Ideen auf die entstehenden Teilmatrizen fiihrt
nach n — 2 Schritten auf eine Matrix in oberer Hessenberg-Form. Die Anzahl
der benotigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

+ Man beachte, dal im Spezialfall einer selbstadjungierten Matrix A € K"*"
(d.h.esist A* = A) die enstehenden Matrizen ebenfalls selbstadjungiert sind.
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Somit fiihrt die obige Vorgehensweise auf eine selbstadjungierte Tridiago-
nalmatrix
Hy Hi
A — H=raT=|"0 T ,
B - Hy-1,n
Hn,n—l Hnn

Hi;eR, H;1;=H;i1€R, l<i<i+1l<n.
— Im Folgenden werden grundlegende Ideen behandelt, die zur Konstruktion von
Algorithmen fiir Eigenwertberechnungen fiihren. Fiir die praktische Berechnung

von Eigenwerten und Eigenvektoren sollte man ausgekliigelte Software-Pakete
verwenden.
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6.4. Vektoriteration und inverse Vektoriteration

e Situation: Essei A € R"”*" eine symmetrische und reelle (quadratische) Matrix (d.h. es
ist AT = A). Folglich sind alle Eigenwerte 1,,...,1,, von A reell und es gibt ein vollst4n-
diges System von orthonormalen Eigenvektoren vy, ..., v, € R”, d.h. es gilt

AV=VA, V=(v|-|vy)eR™", vi=vT,  A=diagh,...,An) eR™",
vgl. fritheres Resultat zur unitdren Diagonalisierbarkeit einer normalen Matrix und

Folgerung fiir selbstadjungierte Matrizen.

Bemerkung: Symmetrische reelle Matrizen sind bedeutsam in Hinblick auf prak-
tische Anwendungen und erlauben gewisse Vereinfachungen. Beispielsweise fiih-
ren Ahnlichkeitstransformationen mittels Householder-Reflexionen auf symmetrische
Tridiagonalmatrizen.

e Fiir Ae R und x € R" ist der Rayleigh-Quotient gegeben durch

xTAx
xTx’

n n
r:R"\ {0} —=R:x—r(x) = xTAx= Z Xiaijxj, xTx:Zx?.

i,j=1 i=1
Fiir den Gradienten ergibt sich folgende Relation (verwende Symmetrie a;; = a;; fiir
1<1i,j < nundbeachte r'(x) = (0x, 7(X),...,0x,7(x)) € R1*™)

r'(x) =2 —— (40" - x7),

2_
xTx

n
> Bipaijxj+xiaijd j)
ij=1

X
Oy, T(x) = _Zr(x)x_T[x

xTx
n n
Z agjXj + Z XiAie
j=1 i=1 Xy
= T —2r(X) ==
x'x x'x
(Ax) 1
xTx

=2

2r(x) all
xTx
P ((Ax) 1 = (%) x7)
- xTx /1 l)-
Ist 0 # v € R” ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R, folgt insbesondere

rw=1, '@ :2% (" -rw) o) =0.
v-v \_7

Taylorreihenentwicklung von r um v zeigt somit

r(x) =r@)+0(lx-vl3).
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Dies zeigt, dald der Rayleight-Quotient fiir eine gute Ndherung x an einen Eigenvek-
tor v eine gute Approximation an den zugehorigen Eigenwert darstellt

rx)=r(w)=A7

r(x)—r) =0(lx-vl3).
* Die obigen Uberlegungen motivieren die (direkte) Vektoriteration

2®) = Ax®D = gk O A0 2 (x0) 5

mit einem geeignet gewihlten Startvektor x© € R” mit || x|, = 1 (mit Ergdnzung ei-
nes Abbruchkriteriums)

(0)

X=X
fork=1,2,...
x=Ax
A=r(x)
end

Mittels der Darstellung des Startvektors beziiglich der Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren ergibt sich (unter der Annahme |A;| > [A] =+ = |1, = 0und &; = v] x@ #0)

n
xXO=3 &,
i=1

n n n
x® = AFxO = ZEiAkv,- = Z&vai = (flxllf(vl +) % (%)kvi),
i i i=2

ey Sk S
1

V1.
i=2

|%|:Qi<1
Fiir den Rayleigh-Quotienten folgt weiters

n
||x(k)||2 Zifz/lmc 52/12k+262/12k gtz/lzk(lJr 23(11)%)’
1

(x(k))TAx(k):(ZéjA;gU]) Z‘f ARy,
i=1

Z é‘ €]Ak+lak UTUl Z{ A2k+1

i,j=1

\N_/
=6i]
n .2
é‘%ﬂ?ﬁ_l (1+Z§_é(/%i)2k+l)
T o 01
r(x(k)):—”x(}c)”% (x(k)) Ax® = = |225 A2k+1 — znzéz —
(L L G
1=
&8 A\ 2k+1
1+Zg—z(i—1) ’
_ i=2 1 k—oo
_Al n gt2 1o~2k - Al
1+§é§(l—i)
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Hier wurden die folgenden Relationen verwendet (geometrische Reihe, fiir p hinrei-
chend klein)

o0
Vs 1+0(p)
ﬁzlzoq , lgl<1, 1+ﬁ(g):l+ﬁ(p).

Dies zeigt, dall die mittels der Vektoriteration berechneten Ndherungswerte gegen den
dominanten (d.h. betragsméallig groten) Eigenwert und einen zugehorigen Eigenvek-
tor konvergieren (unter der Annahme [Ay| > [A12]| = --- = [1,] = 0 und der Forderung
vix©=¢&#0,c=4%1)

1 (k) k—oo (k) k—o0
||x(k)||2x r(x ) — A

Bemerkungen:
- Beachte, dal3 der Rayleigh-Quotient skalierungsinvariant ist

B (cx)TA(cx) B cxTAx

ricx) =

cx)Tex)  xTx =rix), c#0.

Eine Normierung der Approximationen x* dient dazu, rasch auftretenden Over-
flow (falls [A1] > 1) bzw. Underflow (falls [A;] < 1) zu verhindern.

- Die Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration wird durch die Grée

— |42
|2l = |/11 |
bestimmt. Falls |p| = 1 ist die Konvergenzrate sehr diirftig.

- Analoge Uberlegungen gelten fiir eine diagonalisierbare Matrix A € K"*",

Vorbemerkungen: Wesentliche Nachteile der direkten Vektoriteration sind, da3

- nur der betragsmifig grolSte Eigenwerte und ein zugehoriger Eigenwert berech-
net werden kénnen und

- die Konvergenzrate unzufriedenstellend ist, falls |p,| = |%| ~1.

Die inverse Vektoriteration basiert auf der Umformulierung der Eigenrelation (wobei
pERMitu#A;flirl<i<n)

Avi=Aiv;, 1<i<n << (A—,uI)vi:(A,-—u)vi, l<i<n
— (A—u[)_lvi:ﬁvi, l<i<n
= Awi=Av;, B=A-ph™', A=54, ls<isn.

Unter der Annahme, dal} eine Ndherung u = A; an den gesuchten Eigenwert der Ma-
trix A bekannt ist, fithrt man die direkte Vektoriteration fiir die Matrix A, durch

T (k-1 -1 (k-1 1 7
x® = A, x* V= (A-pup~tx*, )L(k):r(x(k))zﬂtzrl_u, Ai ===+ p.
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Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die Lésung eines linearen Gleichungssystems
(effiziente Umsetzung durch Berechnung z.B. einer LR-Zerlegung der Matrix, pro Itera-
tionsschritt sind dann eine Vorwdrtssubstitution und eine Riickwirtssubstitution né-
tig)
(A—pul) x® = k=1

Sofern eine gute Ndherung p = A; bekannt ist und die restlichen Eigenwerte von A
deutlich verschieden von A; sind, ist die Konvergenzrate der inversen Vektoriteration
wegen

[A;—ul
Aj—ul

ANi—pl<<|Aj—ul, 1=<i,j<n, j#i < <1, 1<i,j<n, j#i

ausgezeichnet.

Bemerkung: Es ist zu beachten, dal§ bei der inversen Vektoriteration im allgemeinen
Matrizen mit groBer Konditionszahl auftreten (falls [A; — u| = 0 ist (A — uI)‘1 nahezu
singuldr). Dennoch ist die numerische Anwendung sinnvoll. Offene Fragen sind au-
Berdem die Konstruktion geeigneter Startvektoren und optimale Abbruchkriterien.
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6.5. Die Grundidee des QR-Algorithmus

e Vorbemerkung: Der QR-Algorithmus (genauer der QR-Algorithmus mit Shift) ist ein
effizientes numerisch stabiles Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte einer Matrix
Ae KM,

« Ausgehend von der bereits auf Hessenberg-Form transformierten Matrix A®) = A, ba-
siert der QR-Algorithmus auf einer QR-Zerlegung der Matrix und anschliefender Ma-
trizenmultiplikation

k=0.

QR-Zerlegung: QWRW = A0
Rekombination: A**+D = RK QW)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dafd alle
Diagonalelemente von R® positiv sind (ansonsten erfolgt eine Reduktion des Pro-
blems, vgl. Skriptum, S. 110). Beachte, daR der Ubergang von A zu A®) einer unitiren
Transformation entspricht

A(k+1) — Q(k) — (Q(k))*A(k)Q(k) ,

R(k)
~—~
R(k]:(Q(k))*A(k)

A(k) — (X(k))*Ax(k) , X(k) — Q(O) . Q(k—l) .
Weiters erhilt der QR-Algorithmus Eigenschaften wie Selbstadjungiertheit
(AP) = a® = Ak 2 ((Q(k))*A(k)Q(k))* = (QW)* (AW Q) = AK+D
——
=AW
und auch die Hessenberg-Form einer Matrix.

Konvergenz des QR-Algorithmus: Unter der Annahme 1| > |2 >--- > |1,] > 0, kon-
vergieren die beim QR-Algorithmus enstehenden Matrizen gegen eine obere Dreiecks-
matrix mit den Eigenwerten der Matrix A als Diagonalelemente

Aox . L %
lim A® = TR
k—o0
*
An
Denn: Es reicht aus, die Konvergenz der ersten Spalte und der letzten Zeile von A%
nachzuweisen
Al * o L %
lim A® = : N
k—o0 . .
* *
An
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weil sich dann die Uberlegungen auf die entstehende Teilmatrix der Dimension n — 2
anwenden lassen.

_ Zunichst stellt man mittels X% = Q©...Q%=D d h. es ist Xk*D = X0 QK fol-
genden Zusammenhang her

AR — (X(k))*AX(k) — Ax® = x® JE _ xk+D)pk) .
~~
—QWRM)
— Speziell fiir die erste Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der obe-
ren Dreiecksform von R
AX(k) — X(k+1)R(k)
(k) _ yk+1) pk) _ pk) y(k+1) , _ pk) y(k+1)
AXT1=X RTI =R X e1=Ry X",

d.h. die Iteration fiir die erste Spalte entspricht einer direkten Vektoriteration

(k+1) _ (k) 4.,k (k) _ _1 (k) _ (k)
¥y =cVAy"™, c _R(k)>0, ¥y _X_’l,
11

mit Konvergenz gegen einen Eigenvektor von A zum betragsmaillig grolSten Ei-
genwert 1.

- Adjunktion und Inversion der obigen Relation ergibt (Transformationsmatrizen
sind unitér, d.h. esist 77! = T* und (T7!)" = T)

AX(k) — X(k+1)R(k) ,

(X(k))*A* — (Ax(k))* — (X(k"'l)R(k))* — (R(k))*(X(k+1))*,
(A—l)*X(k) _ X(k+1)((R(k))*)—l'

Speziell fiir die letzte Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der
unteren Dreiecksform von (R®)”

* *_1 *_1
(A1) X8, = X% ((RH)) " = ((R9)7) " ke, = o,

—n nn

2k = g (471 g0 g0 S g g g0 2 x B

—-n’

d.h. die Iteration fiir die letzte Spalte entspricht einer inversen Vektoriteration mit
Konvergenz gegen einen Eigenvektor z von A* zum betragsmiaRig kleinsten Ei-
genwert u. Wegen (Eigenrelation fiir die adjungierte Matrix und Zusammenhang
mit den zugehorigen Eigenwerten und linksseitigen Eigenvektoren)

A'z=uzo z"*A=puz"
stimmt p mit A, Giberein.

99



— Insgesamt ergibt sich somit fiir die erste Spalte bzw. letzte Zeile von A (vgl. Ab-
schnitt 6.4)
A(k) — (X(k)) *AX(k) ,
AB = AWy = (x0)* AxBey = (XP) AxF) 2 Ape,
——
-+l
AB = T AR = (4" x P el)* x® = (47 x0) xR =2 el
——

—Anz
Dies ergibt die Behauptung. ¢

* QR-Algorithmus mit Shift: Im Allgemeinen wird eine Modifikation des QR-
Algorithmus verwendet mit einem zusétzlichen Shift, dhnlich der Idee der inversen
Vektoriteration. Damit verbessert man die Konvergenzrate der letzten Zeile der ent-
stehenden Matrix A%,

Beispiel: Speziell fiir die folgende Matrix

S O W s
(=2 \C RN GL RN SV)
NN
—

ist die Konvergenzrate des QR-Algorithmus sehr diirftig. Ein zufriedenstellendes Er-
gebnis ergibt sich hingegen mittels des QR-Algorithmus mit Shift.

e Bemerkung: Nicht behandelt werden alternative Verfahren zu Eigenwertberechnun-
gen. Fiir symmetrische und reelle Tridiagonalmatrizen verwendet ein numerisch sta-
biles Verfahren die Bisektionsmethode nach Givens oder Sturmsche Ketten. Ein wei-
teres Verfahren ist das Verfahren von Arnoldi.
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7. Nichtlineare Gleichungssysteme

e Problemstellung: Betrachtet wird eine nichtlineare Funktion (wie iiblich sei R"” =

R l)

xl f].(xly---yxn)

f:an_,Rn:x: |—>f(x): ,

Xn fn(xly---;xn)
die als hinreichend oft differenzierbar angenommen wird. Gesucht ist eine
Ndherungslosung an eine (zumindest lokal eindeutige) Losung x € R" des nichtlinea-
ren Gleichungssystems (n Gleichungen, n Unbekannte)

fx)=o0.

Anwendungen:
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme
- Verfahren zur Lésung nichtlinearer gew6hnlicher Differentialgleichungen

— Verfahren zur Losung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen

Vgl. auch den Zusammenhang mit technischen Regelkreisen, Skriptum, S.116.

* Bemerkungen:

- Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen sind Resultate zur Existenz und
(lokalen) Eindeutigkeit von Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme nicht
allgemein sondern nur in speziellen Situationen giiltig. Deshalb wird im Folgen-
den die (lokale) Existenz und Eindeutigkeit der Losung des betrachteten nichtli-
nearen Gleichungssystems angenommen.

- Hinsichtlich praktischer Anwendungen (komplexe Funktionsvorschrift, zusétzli-
che Berechnungen zur Funktionsauswertung erforderlich) ist es wesentlich, die
Anzahl der Funktionsauswertungen von f moglichst gering zu halten.

- Fiir den Spezialfall einer skalaren nichtlinearen Gleichung
fx)=0, fR-R,

gibt es iterative Verfahren mit ausgezeichneten Konvergenzeigenschaften (sofern
die Existenz und lokale Eindeutigkeit einer Losung gesichert ist und ein einschlie-
Bendes Intervall bekannt ist).

In mehreren Dimensionen ist die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems
hingegen ein schwieriges Problem, und es gibt kein allgemein anwendbares und
mit Sicherheit erfolgreiches numerisches Verfahren.

Die Konvergenzeigenschaften der verwendeten Iterationsverfahren hingen we-
sentlich vom gewdhlten Startwert ab. Bisher gibt es fiir die Berechnung eines ge-
eigneten Startwertes kein allgemein anwendbares Verfahren.

101



— Beachte, da3
fR"—RF: x— f(x),
flx):R"—-RF: y— f(x)y, xeR”,
f'(x):R*xR" - RF: (y,2) — f"(¥)(1,2), x€eR",

filxr, ..., xp)

f(x)= : eRF,  xeR”,
Je(x1,...,x,)

Oy, i(x1,..0,x0) ... Ox, f1(x1,...,%5)

fl(x) = : eRF" xeR",
axlfk(xl,---;xn) axnfk(xl;---;xn)

n

Z axl-xjfl(xl;u-»xn) J/iZj

i,j=1

"o,z = : e R, x,,z€R".

n

Y Ouix, fi(X1,ee0, X0) Yizj

i,j=1

Insbesondere fiir k = 1 ergibt sich (beachte dy,x; f = O, x, f sofern f zweimal stetig
partiell differenzierbar)

f:R"—>R:x— f(x),
flx):R"->R:y— f(x)y, xeR",
f"x):R"xR" > R:(y,2)— f'(x)(3,2), xeR",
fx) = f(xg,...,xn) €R, xeR",

() = (0, f(X1yee, Xn)y oy O, (X1, .oy X)) ERYT, xERY,

n
fly=) 0xflx,....x)yi €R,  x,yeR",
i=1

axlxlf(xl,---,xn) axlxnf(xly---;xn)
: eR™", xeR",

f//(x) —

axnxlf(xly---yxn) axnxnf(xl;---»xn)

n
=y f"z=Y Oy fx1.... %) yizj€R,  x,y,z€R".
ij=1

e Optimierungsprobleme: Die Minimierung einer differenzierbaren Funktion
g(x) —!>min, g:R"—R,
fithrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

fx)=0, f=g R"=R"":x—f(x)=¢"x).
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In dieser Situation gibt es zusatzlich alternative numerische Verfahren, die zusatzliche
Eigenschaften der Ableitung von f = g’ ausniitzen (beispielsweise die Symmetrie und
positive Definitheit der Hessematrix f’(x) = g”(x)). Analoge Uberlegungen gelten fiir
Maximierungsprobleme (Betrachtung von — g).
* Inhalt:
- Grundlegende Begriffe und Resultate

— Verfahren fur eindimensionale Probleme (Bisektionsverfahren und Modifikatio-
nen, Newton-Verfahren)

— Verfahren fiir mehrdimensionale Probleme (Modifikationen des Newton-
Verfahrens)
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7.1. Grundbegriffe

e Situation: Es sei f :R" — R" eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Betrach-
tet wird das nichtlineare Gleichungssystem

fx)=0
mit (lokal) eindeutig bestimmter Losung x € R".

* Iterationsverfahren, Fixpunktiteration, Konvergenz:

— Numerische Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Lésung des nicht-
linearen Gleichungssystems f(x) = 0 sind iterative Vefahren. Ausgehend von ei-
nem (geeignet gewihlten) Startwert x, € R” wird eine Folge (xi)x>1 von Nihe-
rungswerten xj € R” an X mittels einer Rekursion der Form

Xk+1 = (P(xk)’ k= 0,

mit Iterationsfunktion ¢ : R” — R” berechnet. Dabei gilt es sicherzustellen, dall
die Iteration (rasch) gegen die gesuchte Losung konvergiert

lim X = X.
k—o0

- Falls die Iterationsfunktion ¢ stetigist und die Folge der Ndherungswerte gegen x
konvergiert, folgt

%= lim x4 = lim (o) = ( lim x) = @(®),

d.h. die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Iterati-
onsfunktion
f)=0 <= X =xX.

Dies motiviert die Bezeichnung Fixpunktiteration fiir die obige Iteration.

- Ein Iterationsverfahren heilt global konvergent, wenn man eine Menge D c R"
angeben kann, sodal die Iteration fiir beliebige Startwerte xp € D gegen den
(eindeutig bestimmten) Fixpunkt x konvergiert. Konvergiert die Iteration nur
fiir Startwerte xg, die hinreichend nahe beim Fixpunkt X liegen, so heilst das
Iterationsverfahren lokal konvergent.

- Essei| - || : R" — R eine festgelegte Norm.

Eine Funktion g : D c R"” — R heil§t Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante
L >0 gibt, sodal fiir alle Elemente x, X € D die folgende Relation gilt

lg(x) —gX)Il < Lllx—XIl.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist insbesondere stetig.
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Eine Funktion g : D c R” — R" heildt eine kontrahierende Abbildung (Kontrak-
tion), wenn es eine Konstante 0 < x < 1 gibt, sodaR fiir alle x, X € D die folgende
Relation gilt (beziiglich einer festgelegten Norm || - ||)

lgx)—gl =xllx-XI, 0<x<1,

d.h. die Funktion g ist insbesondere Lipschitz-stetig mit Konstante x < 1.
Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes: Fiir eine auf einer
abgeschlossenen Menge definierte kontrahierende Selbstabbildung g: D c R" —
R”" (d.h. es gilt g(D) c D) sichert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz und
Eindeutigkeit eines Fixpunktes x € D. Insbesondere konvergiert die Fixpunktite-
ration xi;1 = g(xy) fiir beliebige Startwerte x, € D gegen den Fixpunkt Xx.

Neben Einschrittverfahren
Xo gegeben,  xpy1=@(xr), k=0,

sind (insbesondere im Zusammenhang mit numerischen Verfahren zur Losung
nichtlinearer Differentialgleichungen) auch Mehrschrittverfahren gebrauchlich.
Dabei verwendet man mehrere bekannte Approximationswerte zur Bestimmung
des neuen Ndherungswertes (x,;, = @(Xo,...,Xm-1), Xm+1 = Q(X1,...,X) etc.)

Xo,...,Xm-1 gegeben, Xk =QPXy ooy Xm—14k), k=0,

Mittels der Umformulierung

Xo Xx Xk+1
Xo=| : |, Xe=| : |, oXp=| - |, k=0,
Xk+m-1
Xm— X _
m—1 k+m-1 §0(Xk)

1alt sich jedes Mehrschrittverfahren auf ein Einschrittverfahren zuriickfiihren
(fiir theoretische Untersuchungen)

X, gegeben, Xis1 =D(Xy), k=0.

Konvergenzordnung einer Iteration (Definition 7.1): Fiir alle Startwerte xy € D
sei die Iteration konvergent

X1 =@(xK), k=0, lim x; = Xx.

k—o0

Falls es einen Index Ky € N und eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodal die folgende
Abschédtzung mit p > 0 (als Supremum) gilt, heilst p die Konvergenzordnung des
Iterationsverfahrens

X1 — X < cllxg— X1 fiir alle k = K.
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Im Fall p = 1 spricht man von linearer Konvergenz und die Konstante ¢ heif3t
Konvergenzfaktor. Falls zusdtzlich

X — %I

lim =0,

k—oo [lxg — X|I

spricht man von superlinearer Konvergenz. Im Fall p = 2 spricht man von qua-
dratischer Konvergenz.

Bemerkung: Falls die Iterationsfunktion die folgenden Relationen erfiillt
pP®=0, 1<t<p-1, P @ #0,

folgt mittels einer Taylorreihenentwicklung (beispielsweise fiir den skalaren Fall,
ebenso fiir den allgemeinen Fall)

Xk+1 — X =@(xg) —@(X)
p
=Y L@ - D%+ Ol - NP - 9 (3)
=0
=L P @ G- 0P + O (Ixc - 317,

61 = %I < (19 P @)1+ 6 (v - 71)) Ixc - 17,
und somit ist die Konvergenzordnung des Verfahrens p.

* Eine Linearisierung der Funktion f und Iteration fiihrt auf das Newton-Verfahren

0=f(%) = flxp) + f'(x) (X — x0) + O (1% — x¢17),
O~ f) + ) E—x) < T=xe—(f'x0) " flxw),

Xk+1 = X — (f/(xk))_lf(xk).

- Im eindimensionalen Fall ergibt sich

JACT R )

Xo gegeben, Xk+1 = Xk = P

Veranschaulichung (ersetze Funktion durch lineare Approximation bei x; und
bestimme Nullstelle), vgl. Skriptum, S. 114.

Im mehrdimensionalen Fall erfordert das Newton-Verfahren in jedem Iterati-
onsschritt die Losung eines linearen Gleichungssystems (verwende Hilfsbezeich-
nung § = X — Xi+1)

flx) &k = flxr),

Xk1 = Xk — ks

Xo gegeben, { k=0.
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- Sofern die Matrix f’(x) fiir k = 0 nicht singulir ist (oder die Matrix f'(X) inver-
tierbar ist und xj fiir k = 0 nahe genug bei der gesuchten Losung x liegt) ist das
Newton-Verfahren wohldefiniert.

Die zugehorige Iterationsfunktion lautet

o) =x- (f0) " fx).

Im Allgemeinen ist das Newton-Verfahren nur lokal konvergent, vgl. auch Abbil-
dung, Skriptum S. 117.

Im Spezialfall f: R — R ergibt sich (Produktregel, f(x) =

p(x) =x— %
) =1 — LW f(x)f”(x) _ [ ) o=
(p (X) - 1 f’(x) + (fl(x - (f/(x))z ’ (P (x) =
ne~_ S f) f"(x) ) (f" (x))? '@
¢ X =Tt For 2T ey ¢"(x) = &, # 0,

d.h. das Newton-Verfahren ist quadratisch konvergent (in einer geeigneten Um-
gebung einer einfachen Nullstelle x). Dasselbe Resultat gilt im mehrdimensiona-
len Fall (ohne Begriindung).
Beispiel: Quadratische Konvergenz entspricht einer Verdoppelung der korrek-
ten Dezimalziffern (1 — 2 — 4 — 8 — 16 korrekte Stellen)
lxj-Xl=7 — lxjn-Xl= wz —  lxjr2— Xl =
—  lxjrs =Xl = —  lxjra =Xl =
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- Vorteil des Newton-Verfahrens
+ Ausgezeichnetes lokales Konvergenzverhalten (quadratische Konvergenz)
Nachteile des Newton-Verfahrens

+ Im Allgemeinen keine globale Konvergenz
» Notwendigkeit der Berechnung von f’(xy) in jedem Iterationsschritt

Kondition des Nullstellenproblems (skalare nichtlineare Gleichung): Betrachte die
skalare nichtlineare Gleichung

fx)=0, f:R—R, Losung X,
wobei x € R eine m-fache Nullstelle von f sei
fP9®=0, 0<i=m-1, fU"(x) #0.
Betrachte weiters die verdnderte skalare nichtlineare Gleichung

gx)=0, g:R—R, Losungy,
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unter der Annahme (Abschwidchung durch Betrachtung einer Umgebung der Lo6-
sung x)
lgx)-f(x)l<e, xeR.

Zuuntersuchen ist, wie grol§ die Abweichung |x—y| der zugehoérigen Losungen ist. Mit-
tels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (verwende, dal$ x eine m-fache Nullstel-
le von f ist)

fH=Y+f@F-0'+0(y-x"") =L M@ F-n"+0(y-x""").
i=0
Mittels der Relation g(y) = 0 folgt
fO-g@=L5"@y-0"+0(y-x""),
7 (f) - @) = (1+6(7-3)) 70",
F-0" =1+ 0(17- %)) 7= (FT) - 83),
ly—xl= (1 * ﬁ(lj/—y_cl))m (If‘gki)l)

ly—xl < (1+@’(|5;_3C|))% (lf“;nﬁ)mﬁ'

3|~

1
lfm-gm|™,

Dies fiihrt auf die Abschdtzung (Vernachlassigung von &'(|y — x|) fiir m = 2)

i . BT Y C 1
m=1: Iy—xIS(1+_|ff(§)|)|f'(5c)|€’
1
- —_ ! % L
m=2: Iy—x|fc(|f<$k5c)l) e

Daraus folgt, daR die Berechnung mehrfacher Nullstellen ein schlecht konditioniertes

Problem ist (fiir 0 < € << 1 ist g >> €). Ebenso ist die Berechnung einer einfachen
Nullstelle schlecht konditioniert, falls | f (m)(%)| = 0 (schleifender Schnitt).

Rundungsfehleranalyse von Fixpunktiterationen: Unter dem Einfluf von Run-
dungsfehlern wird anstelle der Folge (xi)x=o eine Folge (yx) =0 berechnet (mit Start-
wert yy = Xo + 0o, die Grollen 64 beschreiben die Rundungsfehler beim Auswerten
von ¢)

X1 = @Xk),  Yee1=@(yr) + 0k, k=0.

Beide Fixpunktiterationen seien konvergent mit Grenzwerten x und y, d.h. es gilt ins-
besondere ¢(x) = x. Weiters gelte

lp'(x)|<c<1.
Mit Hilfe einer Taylorreihenentwicklung (Mittelwertsatz) folgt (fiir ein {} € (y, x) falls
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Yk < X oder fiir ein (i € (X, y¢) falls yx > X, Bezeichnung dj. = yi — X)

dis1= Vi1 _i_,:(P(J/k)_(P(J_C)+5k:(Pl((k)(J/k_3_C)+5k
——
=p(yp+8;  =¢X
=¢' () Vk—Yi+1 + di+1) + 6, k=0,
= din1 = 1y (€0 k= yre) +68), k=0,

und weiters (Abschwichung der Voraussetzung |¢'({)| < ¢ < 1 fiir k = 0 ausreichend,
geometrische Reihe)

\dicr1] = o (19" CONYE = Vst +16k]) < 15 Vi = v |+ 7 18kl k20,

Dies zeigt insbesondere, dali es bei einer Fixpunktiteration zu keiner Akkumulation
von Rundungsfehlern kommt (Abhédngigkeit vom aktuellen Iterationsschritt)

- 1
|Vk+1 = X1 < 15 Ve — Vi1l + 75 16kl, k=0,
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7.2. Verfahren fiir den eindimensionalen Fall

¢ Bisektionsverfahren:

- Situation: Es sei f:R — R eine stetige Funktion und [a, b] R ein Intervall (Ein-
schlieBungsintervall) derart, dal

fla) f(b) <0.

Unter diesen Voraussetzungen existiert (mindestens) eine Nullstelle x € (a, b)
(Zwischenwertsatz). Oft wird zudem angenommen, da das Intervall so gewahlt
ist, daB es genau eine Nullstelle in (a, b) gibt.

- Das Bisektionsverfahren ist ein Zweischrittverfahren. Ausgehend von den Inter-
vallgrenzen a, b und den zugehorigen Funktionswerten f(a), f(b) verwendet es
die Berechnung des Intervallmittelpunktes ¢ = %2 und des zugehorigen Funkti-

2
onswerts f(c).

+ Falls f(a) f(c) =0ist, ist ¢ die gesuchte Nullstelle.

+ Falls f(a) f(c) <0 ist, liegt die Nullstelle im Intervall (a, ¢) und man setzt b =
c.

+ Falls f(a) f(c) > 0ist, liegt die Nullstelle im Intervall (¢, b) und man setzt a =
c.

Die Fortfiihrung der Intervallhalbierung ergibt eine Folge von Ndherungswer-
ten xi4+1 (Intervallmittelpunkte) an die gesuchte Nullstelle x.

— Zum Nachweis der Konvergenz des Bisektionsverfahrens verwendet man, daR ei-
ne streng monotone und beschrinkte Folge konvergiert und die Linge der ent-
stehenden Intervalle gegen Null geht. Unter den obigen Voraussetzungen ist das
Bisektionsverfahren global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare

1

Konvergenz) und Konvergenzfaktor ¢ = 5

| X1 — X| < 4 |xx — X
— Als Abbruchkriterium wahlt man meist die Linge des Intervalls
b—a<tol,

eventuell zusammen mit dem Kriterium | f(c)| < tol (insbesondere bei schleifen-
den Schnitten wire | f (¢)| < tol als alleiniges Abbruchkriterium jedoch wenig aus-
sagekriftig). Bei der Wahl der Toleranz sollte die GréBe der Nullstelle X miteinbe-
zogen werden.

- Vgl. Pseudo-Code, Skriptum, S. 120.

* Regula falsi:
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- Die Regula falsi ist eine Modifikation des Bisektionsverfahren. Anstelle des

Intervallmittelpunktes ¢ = %b wird die Nullstelle der Sekante durch die Inter-

vallgrenzen berechnet, d.h. die Bedingung 0 = g(x) = f(a) + W (x — a) (ins-
besondere ist g(a) = f(a) und g(b) = f(b)) fithrt auf W(C— a) = — f(a) und
weiters (wegen f(a) f (b) < 0 ist Verfahren wohldefiniert)

_ b—
c—a—f(T;’e(a)f(a)-

— Unter der Annahme, da die Funktion f hinreichend oft differenzierbar ist, ist
die Regula falsi global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare Kon-
vergenz).

|Xk41 — X < x| x5 — X[

Allerdings kann der Fall eintreten, da8 der Konvergenzfaktor x gréRer als der Kon-
vergenzfaktor x = % des Bisektionsverfahrens ist und die Regula falsi somit lang-
samer konvergiert.

Denn: Zur einfacheren Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Regula falsi
wird angenommen, daf§ die Funktion f konkav (d.h. f” < 0, Graph von f ober-
halb jeder Sekante, z.B. f(x) = —x? und f"(x) = —2 < 0) bzw. konvex ist (d.h.
f" >0, Graph von f unterhalb jeder Sekante, z.B. f(x) = x* und f”(x) =2 > 0). In
dieser Situation bleibt eine Intervallgrenze unverdndert und die Regula falsi ver-
einfacht sich zu einem Einschrittverfahren. Man beachte, daf8 der Schnittpunkt
der Sekante gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert, die Ldnge des einschlie-
Benden Intervalles konvergiert jedoch nicht gegen Null. Beispielsweise fiir den
Fall, dal§ das linke Intervallende a fest bleibt, sind die Iterationswerte gegeben
durch

_ _ . g-afa _ a(fxp-f@)-(x—a) fla) _ afp)-—xi f(a)
X1 = Q(Xk) = A= 7" Fg = Tao-T@ = T ieo—f(@

Die Ableitung der Iterationsfunktion bei x beschreibt die Konvergenzrate des Ver-
fahrens (verwende f(x) =0)

o' = feh -
R
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt damit die Abschidtzung (ohne Begriindung)
K=|1+ E-a) f'®) <1

fla)

und damit die Konvergenz des Verfahrens. ¢

* Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dal es fiir eine auf einem ab-
geschlossenen Intervall definierte und stetige Funktion f : [a, b] — R, die im Inneren
differenzierbar ist, einen Punkt ¢ € (a, b) gibt, sodall (b—a) ' (&) = f(b) — f(a).
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¢ Sekantenverfahren:

- Im Gegensatz zum Bisektionsverfahren und der Regula falsi wird beim Sekanten-
verfahren die Nullstelle der Sekante durch die vorherigen Iterationswerte xj_;
und xj bestimmt, d.h. es gilt

— _ Xe—Xk—1
Xk+1 = Xk FOo)—F XD f(xk) .

Eine Reduktion dieses Zweischrittverfahrens auf ein Einschrittverfahren ist nicht
moglich.

— Das Sekantenverfahren erfiillt die Relation (mit &, zwischen xj_1, X, X und (j
zwischen xj_; und xj, ohne Begriindung)

X =X = fps (=X (e %), k=0,

Sofern die zweite Ableitung von f stetig (und damit beschrédnkt auf [a, b]) und die
Nullstelle einfach ist (und somit f’ > 0 auf [a, b]), folgt die Abschitzung

X1 — XN = cllxg — Xl I xg—1 — %I, k=0.

- Die Konvergenzordnung des Sekantenverfahrens ist p = 1; = %(1 +1/5) (insbe-
sondere keine natiirliche Zahl), d.h. es gilt

- —iA
xg+1 —xlI = Cllxg—XI™,  k=0.

Denn: Es bezeichne (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei angenommen,
daR 6 >0fiir k=0und c >0)

Sk=lxk—%ll, ne=In(cép), Sr==1e™, k=0.
Dann gilt (Multiplikation mit ¢ > 0, Logarithmieren)

Orps1=¢6rbr1, k=0,
COps1=clrcodr_1, k=0,
Nk+1 =Mk +MNk-1, k=0.

Die Betrachtung der zugehorigen Gleichung
Ck+1=Ck+Ck-1, k=0,

ist ausreichend, weil aus der Abschitzung n; < {; fiir alle 0 < j < k insbesondere
die Relation ng4+; < Ng+Ni-1 < {x + (k-1 = (k41 folgt. Die Losung dieser linearen
Dreitermrekursion (Fibonacci-Folge) verwendet die Umformulierung der Itera-
tion als Einschrittverfahren

K= leih) =l =0 () A=t asfi ) ko
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und die Eigenwertzerlegung der Matrix A

-1 1

X(/l):det(A—/U):det( 1 1-1

):12—1—1:0, Mp=3(1+V5),

1 v 1
A= %(1—\/5) ( 1 1— M) (v;) ( ), Vo =101, U:vl(/ll)’
A 1 v 1
%(1+\/_) ( 12 1— 12) (v;) ( ), vy = Ay, U:vl(/lz)’
A 1
_ -1 1 -1__1
A=VAV A‘( Ag) (Al /12) S e

Ay -1
- 1)

Dies fiihrt auf (beachte 1; = 1.618 und A, = —0.618, eventuelle Vergroflerung des

kleinsten Index)

AR =vVARVTY AR Xy = VAFVTIX,,

(kzﬁ((ﬂzfo—fl)ﬂf+((1—Alzo)ﬂg)zjfﬂk, YZ%

, k=0.

Beachte, daR dies dem Ansatz {; = A entspricht. Es folgen die Relationen (fiir

kleinsten Index hinreichend groR)

o=y AN, G =M, k=0,

~ k
6k:%e(’<z%e”1, k=0,
~ k+l ky A _ ky A 15
5k+1:_e5k+1~_e?’/1 (e?’/ll) 1_ch 1(%37”11) e oM 16/;1, k=0.
= A1-1 A
[ Xk+1 =Xl <™ lxe—xI™,  k=0.

Somit ergibt sich die Behauptung. ¢

- Bemerkung: Ein Vergleich der Konvergenzrate und der bendtigten Funktions-
auswertungen ergibt, dall das Sekantenverfahrens effizienter als das Newton-

Verfahren ist, jedoch ebenfalls nicht global konvergent.

¢ Bemerkungen:

- Der Dekker-Algorithmus kombiniert die Idee des Bisektionsverfahrens und des
Sekantenverfahrens und besitzt gute lokale und globale Konvergenzeigenschaf-
ten (Sekantenschritte, die das EinschlieBfungsintervall verlassen wiirden bzw. na-

hezu verlassen wiirden, werden durch Bisektionsschritte ersetzt).

- Das Verfahren von Muller mit Konvergenzrate x = 1.84 erweitert das Sekanten-
verfahren (quadratisches Polynom durch drei aufeinanderfolgende Iterations-
werte (x, f(x;)) fiir j = k-2, k-1, k, Nullstelle ist neuer Iterationswert).

— Das Verfahren von Brent verwendet die Idee der inversen Interpolation (quadra-
tisches Polynom durch (f(x;), x;) fiir j = k-2, k-1, k, Auswerten bei Null ergibt

den neuen Iterationswert) und die des Dekker-Algorithmus.
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7.3. Der mehrdimensionale Fall

* Vorbemerkung: Bereits bei zwei nichtlinearen Gleichungen in zwei Unbekannten

flx, =0, g(x,y) =0,

zeigen sich die Schwierigkeiten bei der Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.
Vgl. Graphik, Skriptum, S. 124 (Lésungen sind durch den Schnitt der Hohenlinien ge-
geben).

e Samtliche praktikablen Verfahren zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen
Gleichungssystems sind Modifikationen des Newton-Verfahrens mit

- besseren Konvergenzeigenschaften und

- verringertem Aufwand bei der Berechnung der ersten Ableitung.

* Quasi-Newton-Verfahren:
- Das Quasi-Newton-Verfahren beruht auf der Idee, das lineare Gleichungssystem
fx)=0, f:R"—>R",
mit dem Minimierungsproblem
Fx)=3Ifxl3,  F:R"—R,

in Verbindung zu bringen. Eine Losung des linearen Gleichungssystems ist ein
globales Minimum von F (wegen | f(x)]l2 = 0 & f(x) = 0). Deshalb sollten die
gewdhlten Iterationsschritte in Abstiegsrichtung sein, d.h. es sollte gelten

F(xgs+1) < F(xg), k=0.
Das Newton-Verfahren erfiillt diese Bedingung, denn mit (beachte F'(x) € R1*™)
F) =3 f@1=1(fw) fa =13 ()
i=1

L fi = (@) £0)

1

0y, F(x) =) fi(x) Oy, fi(x) =
i=1 ~——
=(f"(x)ie
F=w) ),

und mittels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (sofern (€ 3) hinrei-
chend klein)

n

X =& &= (o) fxn),
F'(x) &= (FaN T ) (F o) ™ ) = 1 F (x5,
F(xps1) = Fxp) = F' () &+ O(1€k13) = Flx) = 1L f xll5 + O (I1€x113) < Fxp),

d.h. ein Iterationsschritt des Newtonverfahrens entspricht einem Schritt in Rich-
tung abnehmender Funktionswerte von F.
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- Obwohl Iterationsschritte des Newtonverfahrens in Abstiegsrichtung erfolgen,
kann es passieren, dal§ die Schrittldnge zu groR ist und somit nicht die optima-
le Verkleinerung der Funktionswerte von F erreicht wird. Beim Quasi-Newton-
Verfahren verwendet man deshalb stattdessen die Iterationsfunktion

Xpe1 = e = Akée, k= () f),  k=0.

Die zusitzliche Schrittweite A wird dabei so bestimmt, dafd F(x; — A &) (zu-
mindest ndiherungsweise) minimal wird (Liniensuche: Quadratischer (oder ku-
bischer) Ansatz F(xx—A¢y) = p(A) = ap+ by A+ ¢y A? mit Kenntnis der Funktions-
werte bei A = 0,1 sowie der Ableitung — F'(xx — A&r) &k = p'(A) = by +2¢o A bei
A = 0 fiihrt auf die berechenbaren Koeffizienten ag =~ F(xy), bo = — F'(xx) &k, co =
F(xy — &) — ap — bp und die Wahl A = Apin. Armijo-Goldstein Bedingung:
F(xp41) = F(xg — Ak &x) < F(xg) — a A F' (x1) i bei vorgegebenem Parameter a).

- Unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion f, den Startwert x, und
die Schrittweitenfolge (1x)x=0 kann gezeigt werden, da das Quasi-Newton-
Verfahren global konvergent ist, vgl. Skriptum, S. 126.

e Vorbemerkung: Um den erheblichen Aufwand bei der Berechnung der Jacobima-
trix f'(xx) fir k = 0 zu verringern, verwendet man beim vereinfachten Newton-
Verfahren die Iteration (dies erfordert beispielsweise nur eine einzige LR-Zerlegung
von f’(xp) und jeweils eine Vorwérts- und Riickwirtssubstitution pro Iterationsschritt)

X1 =Xk =k, f(x0)Ex = f(xp), k=0.

Allerdings ist dann im Allgemeinen die Konvergenz linear und nicht quadratisch.

Das Verfahren von Broyden verwendet folgende Iterationsvorschrift im k-ten Schritt
fiir k = 0 (iiblicherweise mit Jo = f’(xg))

Fur Ji = f'(x;) bestimme & aus Ji & = f(xx) und berechne xj.; = xx — &
Bestimme Jj.,1 aus Ji+1 &k = — (f (k1) — f (k) -

Im eindimensionalen Fall entspricht das Verfahren dem Sekantenverfahren und ins-
besondere /i, der Steigung der Sekante durch (x, f(xx)) und (xg41, f(Xk+1)) (Wegen
— &k = X1 — X, sofern Ji # 0)
S W

Im mehrdimensionalen Fall ist die Matrix Ji;; nicht eindeutig festgelegt (beispiels-
weise sind die Koeffizienten einer Matrix A € R>*? bei Vorgabe von x € R?> und b € R?
durch die Bedingung Ax = b & ay1x1 + ayjpxo = by, ax x1 + azex2 = b, nicht eindeutig
festgelegt). Durch die Zusatzforderung (Rang-1-Modifikation)

T
Jiks1=Jktuv
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folgt (Einsetzen in Ji4+1 &k = f(xx) — f (Xk+1))

T —_ _ — - — =
v Gk u=fx) = fhs1) = JeSk = — fXks1) = u=cflxe+1).
:—lER :f(xk)
Cc
Die spezielle Wahl v = —¢j fiihrt auf (—% = 0T = —||v5k||§ & c = m,
2
1
mf(xkﬂ))
Jikr1=Jk— mf(xk+l)f£;
das Verfahren von Broyden.

Bemerkung: Falls fiir eine Matrix A € R"*" die LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) be-
kannt ist, benotigt die Berechnung der LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) einer Rang-
1-Modifikation von A

A=LR, A+uvT:(L+€)(R+r):LR+€R+Lr+€r,

uv  =¢R+Lr+?r,

lediglich &(n*) Operationen (und nicht & (n®) Operationen).
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1. Polynominterpolation

¢ Vorbemerkungen:

- Ein wichtiges Gebiet der Numerischen Mathematik ist die Interpolation und
Approximation von Funktionen. Man unterscheidet dabei den Fall univariater
Funktionen (d.h. Funktionen in einer Verdnderlichen) und den im Allgemeinen
um ein Vielfaches schwierigeren Fall multivariater Funktionen (d.h. Funktionen
in mehreren Verdnderlichen).

- Thema der Vorlesung ist insbesondere die Interpolation mittels Polynomen fiir
univariate Funktionen. Vorteile der Verwendung von Polynomfunktionen sind
ihre einfache Darstellung und mittels Horner-Schema rasche und stabile Aus-
wertung (vgl. Numerische Mathematik I). Ein Nachteil der Polynominterpolation
ist jedoch die schlechte Kondition bei h6herem Polynomgrad.

Anwendungen:
* Numerische Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen (z.B. Interpolation
durch Polynome vom Grad 1 zur Herleitung des Sekantenverfahrens)
* Numerische Integration (Newton—-Cotes Formeln)
* Numerische Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen (Kollo-
kationsverfahren, Adamsverfahren)

- Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation ist die Interpolation mit-
tels Splines (stiickweise Polynome, Zusatzbedingungen).

— Eine Alternative zur Interpolation insbesondere bei fehlerbehafteten Daten ist
die Approximation (Lineare Regression, Nichtlineare Regression).

 Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.



1.1. Aufgabenstellung und Notation

* Problemstellung: Zu vorgegebenen Datenpunkten, d.h. zu gegebenen reellen Stiitz-
stellen und zugehorigen reellen Stiitzwerten, wird eine Polynomfunktion gesucht, wel-
che die Datenpunkte interpoliert. Die Stiitzwerte werden als Funktionswerte oder Ab-
leitungen einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f: [a, b] — R interpretiert.

Vgl. lllustration, Skriptum, S. 15 (Zugrundeliegende Funktion und interpolierende Po-
lynomfunktion bei dquidistanten bzw. nicht dquidistanten Stiitzstellen sowie interpo-
lierende stiickweise kubische Polynomfunktion bei dquidistanten Stiitzstellen).

* Bezeichnungen: Fiir n = 0 bezeichnet P, den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum der
reellen Polynome vom Grad < n (bzw. von der Ordnung n + 1), d.h. es gilt

P, = {p:R— R Polynom vom Grad < n}.
Die Monome
pi:R—R:x— x', 0<i<n,
bilden die Taylor-Basis von P,.

Bemerkung: Eine (unwesentliche) Verallgemeinerung ist die Betrachtung der Poly-
nomfunktionen p;(x) = (x — xp)* fiir 0 < i < n (Reduktion durch Variablentransforma-
tion x < x — xg, vgl. Taylorreihenentwicklung).

* Fragestellung: Prdzisierung der Problemstellung (Behandlung einfacher und mehr-
facher Stiitzstellen).

Interpolationsaufgabe (Definition 1.1): Es sei f : [a, b] — R eine gegebene Funktion
und x; € [a, b] fiir 0 < i < n. Ein Polynom p € P, heilt Polynominterpolant von f zu
den n + 1 Stiitzstellen (x;)o<;<n, wenn das Restglied r = p — f die Nullstellen x; € [a, b]
fiir 0 < i < n besitzt, d.h. es gilt

r(x) = p(x)— f(x) = h(x) [](x-x)

i=0

mit einer (differenzierbaren) Funktion & : [a, b] — R. Als Interpolationsaufgabe be-
zeichnet man das Problem, zu vorgegebener Funktion f und vorgegebenen Stiitzstel-
len (x;)p<i<n den zugehorigen Polynominterpolanten p zu bestimmen.

Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird manchmal zusitzlich angenommen, daR die
Stiitzstellen angeordnet sind, d.h.esista< xp<--- < x, < b.

- Im Fall einfacher Stiitzstellen, d.h. paarweise verschiedener Stiitzstellen

Xi # Xj, i#j, 0<i,j<n,



folgt mittels Produktregel

r)=p@) - fx)=h®x-x), hx)#0,
r(x;) =px;)—f(x;)=0,
O =p @ -f @)= x-x)+hx), r'x)=px)-f(x)#£0,

und somit
pxi) = f(x), 0<i<n.

Die Interpolationsaufgabe besteht also darin, zu vorgegebenen Daten
(Xi, ¥i)o<i<n mit Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ein Polynom p € P, zu
bestimmen, welches die Interpolationsbedingungen erfiillt

pxi) =y, O<si=<n.

- Im Fall zumindest einer mehrfachen Stiitzstelle spricht man von Hermite-
Interpolation. Beispielsweise sei x; eine m-fache Stiitzstelle (wobei m = 2, je-
doch keine (m + 1)-fache Stiitzstelle), d.h. bei angeordneten Stiitzstellen gelte

Xi-1<Xi=+"=Xitm-1<Xj+m-

Da in diesem Fall das Restglied den Term (x — x;)"" enthilt, folgt mittels Produkt-
regel bzw. der Regel von Leibniz

rx)=p@) - fx)=h@x-x)™,  hix;)#0,
r(x;) =px;)—f(x;) =0,
) =p @) -fx)=hx&-x)"+mhx) (x-x)"",
r'(x)=p'(x) - f'(x;)=0,
k . i .
rPw=pP - fPw=Y Al D) x-x)™7,  0sks=m-1,

o Ji=Plom=7)!
]:

r(k)(x,-):p(k)(x,-)—f(k)(xi):o, O<k=m-1,
und somit
P(k)(xi)=f(k)(xi), O<k=m-1.
Bei mehrfachen Nullstellen beinhalten die Interpolationsbedingungen neben
Funktionswerten auch Ableitungen der zugeho6rigen Funktion.
Fragestellung: Aussage zur Existenz und Eindeutigkeit des Polynominterpolanten
(Konstruktion).

Eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (Satz 1.2): Die Loésung der
Interpolationsaufgabe ist eindeutig bestimmt.
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Denn: Zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms p
wird die Darstellung nach Newton

n

i—1
px) =Y ¢ [](x—x0)
/=0

i=0
=cptc1(x—xp)+c2(x—x0) (x—x1)+---+cp(x—x0) -+ (X —Xp-1)

mit zu bestimmenden Koeffizienten (c;)o<i<, verwendet. In diesem Fall ergibt sich
ein lineares Gleichungssystem, dessen eindeutige Losbarkeit offensichtlich ist. Die
iibliche Darstellung einer Polynomfunktion mittels Taylor-Basis wiirde auf ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten fithren, dessen Losbarkeit nicht ersichtlich ist.

- Bei einfachen Stiitzstellen fiihren die Interpolationsbedingungen
px)=yi=fx), 0sisn,
auf das lineare Gleichungssystem

Jo= p(XO) =Co,
Y1 =px1) =co+c1 (X1 — Xo),
Yo = p(x2) = cp+ ¢1 (X2 — Xp) + €2 (X2 — Xo) (X2 — X1),

Yn=pxy) =co+c1(xp—Xo) + C2 (X, — X0) (X — X1) + -+
+cp(Xn—Xx0) - (Xn—Xp-1),

dessen Losung ¢ = (cy,...,cy) schrittweise berechnet werden kann (n + 1 Glei-
chungen fiir n + 1 Unbekannte, Lésung mittels Vorwértseinsetzen, Koeffizient
bei c; gegeben durch (x; — xp) --- (x; — x;-1) #0).

- Der allgemeine Fall mit mehrfachen Nullstellen beruht auf d4hnlichen Ideen, al-
lerdings ist es komplizierter, das resultierende lineare Gleichungssystem anzuge-
ben. Beispielsweise bei einfachen Nullstellen xy, x» und einer dreifachen Nullstel-
le x; fiihrt das Einsetzen der Interpolationsbedingungen

px) =yi=f(xi), i=0,1,2,
pPax)=y=f(x1), pe=y/=f"(x),

in die Darstellung
p(X) = co + 1 (X — Xg) + €2 (X — Xg) (X — X1) + €3 (X — X0) (X — x1)* + €4 (X — Xg) (x — x1)°
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auf das lineare Gleichungssystem

Yo = p(xo) = co,

= px) =co+c1(x1—xo),

y1=p'(x1) =c1+c(x1 - x),

yi=p"(x1)=2cr+2c3(x1 — x0),

¥2 = p(x2) = co+ €1 (X2 — Xo) + €2 (X2 — Xo) (%2 — X1) + €3 (X2 — Xo) (%2 — x1)*

3
+ ¢4 (X2 — Xp) (X2 — x1)°,

dessen Losung schrittweise bestimmt werden kann (5 Gleichungen fiir 5 Unbe-
kannte, Losung mittels Vorwértseinsetzen, Koeffizient bei ¢; ungleich Null). ¢

Bemerkung: Zur Bestimmung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms nach
Newton verwendet man anstelle der Losung des im Beweis von Satz 1.2 angegebenen
Gleichungssystems iiblicherweise das Schema von Aitken—Neville (vgl. Abschnitt 1.2).

Fragestellung: Angabe des Polynominterpolanten (einfache Stiitzstellen).

Lagrange-Polynome (Definition 1.3): Fiir n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
(Xi)o<i<n (d.h. x; # xj fir i # jund 0 < i, j < n) sind die Lagrange-Polynome (L;)o<j<n

definiert durch
X—X;

Lix= ] 0<j<n.
O<isn

i£j

xj—xi’

Vgl. llustration, Skriptum, S.8 (Aquidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i < n = 20,
Langrange-Polynome Lo und L1;).

Eigenschaften der Lagrange-Polynome:

— Die Lagrange-Polynome sind Polynome vom Grad n und insbesondere gilt L; €
P, fir 0< j < n.

- Es gilt Lj(x;) = 6;; fur 0 < i,j < n. Insbesondere sind die Lagrange-
Polynome (L)o<j<, linear unabhéngig und bilden somit eine Basis des Vektor-
raumes P,.

Lagrange-Interpolationsformel (Satz 1.4): Zu einfachen Stiitzstellen (x;)o<;<; und
zugehorigen Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ist die eindeutig bestimmte Losung
der Interpolationsaufgabe gegeben durch

n
p=) yiLi.
i=0

Denn: Aufgrund der Basiseigenschaft der Lagrange-Polynome folgt fiir jedes Polynom
p € P, die Darstellung

n
p=> a;L;
i=0

6



mit eindeutig bestimmten reellen Koeffizienten (a;)o<;<,. Einsetzen der Stiitzstellen

n
yi=pW)) =) a;Lilx)) = a;
i=0 Tg_/
=5

fithrt auf die angegebene Relation. ¢

Bemerkung: Die obige Darstellung des Interpolationspolynoms ist fiir theoretische
Uberlegungen wesentlich. Fiir praktische Berechnungen bei einer gréBeren Anzahl an
Datenpunkten sind alternative Darstellungen vorzuziehen, da es aufgrund von stark
anwachsenden Funktionswerten mit unterschiedlichem Vorzeichen zu numerisch un-
giinstigen Operationen und insbesondere zur Ausléschung signifikanter Stellen kom-
men kann.



1.2. Berechnung des Polynominterpolanten nach Aitken-Neville
e Situation: Es sei f : [a, b] — R hinreichend oft differenzierbar, und es seien (x;)o<i<n
mit x; € [a, b] fiir 0 < i < n einfache Stiitzstellen (und zusétzlich angeordnet).

Fragestellung: Gesucht ist eine fiir numerische Berechnungen vorteilhafte Darstel-
lung des Polynominterpolanten durch vorgegebene Datenpunkte (nach Satz 1.2 ein-
deutig bestimmt)

pxi)=yi=f(x;), 0<i<n.

Der in Abschnitt 1.2 behandelte Zugang wird in Abschnitt 1.3 nochmals betrachtet
und fithrt dann auf den bei praktischen Berechnungen verwendeten Zugang (Darstel-
lung nach Newton, Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms mittels
Schema der dividierten Differenzen).

Vorbemerkung: Zur Konstruktion des Polynominterpolanten durch n+ 1 Datenpunk-
te
pxi)=yi=fx), 0=<i<n,

wird einerseits der Polynominterpolant durch die ersten n Datenpunkte
qxi)=yi=fx), 0<i<sn-1,
und andererseits der Polynominterpolant durch die letzten n Datenpunkte
qx)=yi=f(xp), l<isn,
betrachtet. Der Ansatz (p € ’, wegen g, g € P,—1)
p(x) = ¢ (x—x,) q(x) + € (x — x0) G (x)
und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes

Yo =pxo) = c(xXo—Xn) g(xo) =c(Xo—Xn) Yo = C€=—1—,

Yn=pxp) =Cxp—x0)G(xp) =C(Xp—X0)yn = C=

Xn—xXo '
fithrt auf die Darstellung
P = s (= %0) G(0) = (X = %) g()) .
Wie gewlinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitdt
pxi) = 1 (= X0) Gx) = (x; = Xp) G (%))
=i ((i—x0) yi - (xi—xp) yi)=yi, 1sisn-1.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Darstellung
nachgewiesen.



Das Schema von Aitken-Neville ist ein konstruktives Verfahren zur Berechnung des
Polynominterpolanten, das auf der Idee beruht, den Interpolanten durch n + 1 Da-
tenpunkte auf zwei Interpolanten durch n Datenpunkte zuriickzufiihren (siehe Vor-
bemerkung). Es bezeichne ij den Polynominterpolanten durch die Datenpunkte
(X0, ¥i) j<i<k

Pfa)=yi=flx), j<is<k.

Weiters sei ij_l der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, y;) j<i<k-1
Pl =yi=foa), j<i<k-1,
und P]k+1 der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, i) j+1<i<k
P ) =yi=f(x), j+lsis<k.
Wie zuvor fiihrt der Ansatz
PF0) = c(x—x0) PFH 00 + Tlx— x)) Py ()
und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes auf die Darstellung

P = ot (=) P (0 = (o= ) A1),

Wie gewlinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitét
PFx)=yi, j+lsisk-1,

und aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Dar-
stellung nachgewiesen. Diese Rekursion kann verwendet werden, den Polynominter-
polanten p = P ausgehend von den konstanten Funktionen Pl.i =y fir0<i<n
schrittweise zu berechnen, vgl. Schema von Aitken-Neville und Algorithmus, Skrip-
tum, S. 10.

Bemerkung: Im Fall einer mehrfachen Nullstelle x; = --- = x; wird anstelle der zuvor
angegebenen Relation die Darstellung von ij mittels Taylorpolynom verwendet

k—j
PF(x) = ; L O (x-x)°
=0

und beim Schema von Aitken-Neville an der entsprechenden Stelle eingesetzt, vgl.
Skriptum, S. 11.



1.3. Dividierte Differenzen

e Vorbemerkung: Bei Polynomfunktionen p € B, in der iiblichen Darstellung mittels
Taylor-Basis

n .
px)=) ¢ix'
i=0

ist die Kenntnis der Koeffizienten (¢;)o<i<, zur Auswertung mittels Horner-Schema
ausreichend. Ahnlich ist bei der Darstellung nach Newton

n i—1
px) =) ¢ [](x—xp)
i=0 ¢=0

die Kenntnis der Stiitzstellen (x;)¢<;<, und der Koeffizienten (c;)g<;<, ausreichend.
Die in Abschnitt 1.2 hergeleitete Rekursion wird nun verwendet, um die Koeffizien-
ten in dieser Darstellung des Polynominterpolanten zu berechnen, das Polynom wird
dann mittels eines modifizierten Horner-Schemas ausgewertet. Bei praktischer Be-
rechnung des Polynominterpolanten (h6heren Grades) wird ausschlielflich diese Vor-
gehensweise angewendet, die Uberlegungen in Abschnitt 1.2 dienten zu Motivation,
alternative Darstellungen z.B. mittels Lagrange-Basisfunktionen dienen vorwiegend
theoretischen Uberlegungen.

Dividierte Differenzen, Interpolationsformel nach Newton (Definition 1.5, Satz 1.6,
Satz 1.7): Die Leitkoeffizienten der im Schema von Aitken—Neville auftretenden Poly-
nome P¥ heifen dividierte Differenzen. Bei einfachen Stiitzstellen (x;)<j<, sind die
dividierten Differenzen rekursiv durch

0yii+1= —?::%’ ) O<i<i+l=n,
2 _ 0Yi+vLi+2=0Yii+1 c_
O Yiinive =2, 0sisi+2=<n,
8 Yisiej11=87 Viin . ,
8 yi i1 = Yirboobof 20 Vi) - 0<j<i+j+l<n, 0<jsn-1,

Xit+j+1—Xi

0y. 80,
gegeben; mit 603/1' = y; gilt zudem 6J/i,i+1 = % Im Fall einer mehrfachen Stiitz-
stelle setzt man

Xi= = Xjgj: 6]J’i,...,i+]':(j—li)!f(]_l)(xi), O<i<i+j=n, 0=sj=n.

Das Interpolationspolynom nach Newton ist durch
noo. i-1
px)=) 8yo,.i [](x—x0)
i=0 7=0
= Jo+0y0,1 (X —x0) + 8% 0,12 (X — Xo) (X = X1) + -+ +6"ygn (X X0) -+ (X = X_1)
gegeben.
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Schematische Darstellung:

2 3
Xi Vi 0Yiir1 0% Yi i+1,i+2 0 Vi i+1,i+2,i+3
Xo Yo ey
_J1—Jo
6YO'1 A% Y2-V1 Y1—Yo
2 _ 0y12-0y0,1 _ xo-%X1 X1—Xq
X1 N o Yo1,2 = X0 X3—Xo , ,
_ YN 3 _ 0%y123=0%Y0,1,2
ON2= % Ys-V2 Y2-Vi V0128 =
2 _0y23=0y12  X3-%X» Xo—X3
X2 )2 6°y123= a—x X3—X]
5 _Y3~)2
Y23 = %%,
X3 Y3

Einfaches Beispiel: Wihlt man als Funktion das kubische Polynom
fxX)=4x>+3x°+2x+1
und die Stiitzstellen —2,0, 1,2, ergeben sich die Stiitzwerte
f(=2)=-23, fO)=1, f(Q)=10, [f(2)=49.
Mittels des Schemas der dividierten Differenzen

2 3
Xi Yi O0Yiiv1 0%Yiit1,i+2 0°Viit1,i+2,i+3

-2 =23
12
0 1 -1
9 4
1 10 15
39
2 49

ergibt sich als Interpolationspolynom in der Darstellung nach Newton
px)=-23+12(x+2)- (x+2)x+4(x+2)x(x—1),

und eine kleine Rechnung verifiziert f = p. Zur Auswertung des Interpolationspoly-
noms wird ein modifiziertes Horner-Schema verwendet. Vgl. Illustration (Polynom-
interpolation, einfaches Beispiel).

Bemerkung: Fiir theoretische Uberlegungen ist es zweckmiRig , den Fall mehrfa-
cher Nullstellen durch Einfiihrung eines Inkrements € und Grenziibergang ¢ — 0 auf
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den Fall einfacher Nullstellen zuriickzufiihren. Beispielsweise betrachtet man bei einer
dreifachen Nullstelle die Stiitzstellen und Stiitzwerte (Taylorreihenentwicklung)

xi, f(x),
Xis1=Xi+e,  fi+e)=f)+ef (x)+ie2f x)+O(e),
Xiva=X;i+2€,  flxi+28) = flx)+2ef (x) +2e*f" (x;)) + O (&%),

und dann den Grenziibergang € — 0. Dies ergibt

Sy i = YTV _ ) +e flx)+3 e f (x)+ O (€3) - f(x;)
Yiitl = %= = €

e—0
=f+ief"xp)+0(e%) = [fx),
5y _ Yieo—yier _ Fp+2e flxp)+2€ f7 () - f(xi)—e [ (x;)— 5 €2 [ (x;)+ O(€7)
L2 = xi—Xi

= f'x)+3ef"(x)+ O(€%)

e—0
—_

£
flx).
Als Grenzwert der zweiten dividierten Differenz ergibt sich die zweite Ableitung f” (x;)

52V i1 i = 8Yisriva—0yiiv1 _ [ +3ef"(x)—f'(xi)—1e [ (x)+O(e%)
YViji+l,i+2 = Xiro—2X; = 5%

=1+ o =0 1.

* Restglied der Polynominterpolation: Ziel ist es, eine Aussage iiber die Giite der Ap-
proximation einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R durch den
Polynominterpolanten p € P, zu treffen, d.h. eine Relation bzw. Abschétzung fiir den
Fehler der Polynominterpolation

noo. i-1
rx)=px)-fx), px)=) 6"y..i[]@x-x0)
i=0 /=0

abzuleiten.

Satz von Rolle (vgl. Analysis): Es sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar,
und es gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Element c € (a, b) mit f'(c) = 0.

Zusammenhang zwischen dividierten Differenzen und Ableitungen (Erweiterter
Mittelwertsatz, Satz 1.8): Es sei f € " ([a, b]). Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

8yi ivj=4fP®, O=i<i+jsn, 0<j=n.
Denn: Zum Beweis der Relation

8" yo,..n = %f(n) )

wird verwendet, dal§ die Differenz r = p — f (zumindest) n + 1 Nullstellen xy, ..., x, be-
sitzt. Nach dem Satz von Rolle besitzt die erste Ableitung r’ (zumindest) n Nullstellen

12



¢i € (x,xi41) fir 0 =i < n—1. Die wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle zu-
sammen mit den Relationen

p™ &) =n'6"yy,..n dd;nxizo, 0<i<n-1, dd;nx”:n!,

zeigen, daB die n-te Ableitung (zumindest) eine Nullstelle ¢ € [a, b] besitzt, d.h. es gilt

und damit folgt die Behauptung. ¢

Fehlerdarstellung der Polynominterpolation (Satz 1.9): Es sei p € P, der Polynomin-
terpolant zu den Datenpunkten (x;, f(x;))o<i<n, und es gelte f € € ([Xmin, Xmax]) mit
Xmin = Min{xy,..., X,, X} sowie Xmax = max{x,..., xX,, X} fiir ein (fixiertes) Element x € R.
Dann existiert ein ¢ € [Xmin, Xmax] derart, daB das Restglied die folgende Relation erfiillt

rX)=p@-f&@=—om f" VO [[G-x).

i=0

Denn: Der Polynominterpolant g zu den Datenpunkten (x;, f(X;))o<i<n+1 Mit X411 = X
ist gegeben durch

i=0
Fiir x = X und mittels des obigen Resultates fiir die dividierten Differenzen ergibt sich
n
f®=q9® =p@+ 51 PO [TE-x)
i=0
fiir ein ¢ € [Xmin, Xmax] Und damit die Behauptung. ¢
Bemerkungen:

- Das oben angegebene Resultat zeigt, dald die Gro8e des Restgliedes einerseits
durch den funktionsabhédngigen Beitrag

S F©

und andererseits durch den von den Stiitzstellen abhédngigen Beitrag

[TG-x)
i=0

bestimmt ist.

— Als Mal fiir die Lange einer stetigen Funktion oder auch den Abstand zweier ste-
tiger Funktionen betrachtet man die Supremumsnorm

[£leo= max [F0], 1 =l = max|f@-f0l,  f.f€€abD.
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- Unter der allerdings sehr einschrinkenden Voraussetzung, dafl simtliche Ab-
leitungen der Funktion f : [a,b] — R beschriankt sind, konvergiert das
Interpolationspolynom gleichméllig gegen f. Genauer, falls eine Konstante C > 0
existiert, sodal fiir alle j = 0 gilt

0 — ) <M
17 = max | 00| <,
konvergiert das Interpolationspolynom p, € P, zu (beliebigen) Stiitzstellen
(Xni)o<i<n Mit Xp; € [a, b] fiir 0 < i < n beziiglich der Supremumsnorm gegen die
Funktion f, d.h. es gilt

n—oo

||pn—f||oo:xr£%]|pn(x)—f(x)| = o.

Denn: Aus der oben angegebenen Darstellung fiir das Restglied folgt die Relation

n—oo

n _ n+l
|Pn0) = F@O)| = o | f" PO [T Ix-xmil = C L2~ == 0, xelabl,
i=0

und damit die Behauptung. ¢

- Bei der Interpolation von rationalen Funktionen zu dquidistanten Stiitzstellen
kommt es zum Phidnomen von Runge. Im Inneren des durch Polstellen von f
festgelegten Intervalls konvergiert der Polynominterpolant p,, € P, fiir n — oo ge-
gen die Funktion f, im AuReren des Intervalles treten jedoch starke Oszillationen
auf und das Interpolationspolynom divergiert. Bekanntes Beispiel ist die ratio-
nale Funktion

flx) == x € [-5,5].

T+x2’
Vgl. lllustration (Polynominterpolation, Phinomen von Runge).

- Vorbemerkung: Eine Funktion f : [a, b] — R heil3t Lipschitz-stetig, wenn eine
Konstante L > 0 existiert, sodal? fiir alle Elemente x, X € [a, b] die Abschidtzung

|f(0) - fX)|<Lix-3%|

gilt. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R Lipschitz-
stetig mit Konstante
L=|f'|l. = max |f'(x)].
I = ma |
Interpolation basierend auf Chebychev-Knoten: Eine optimale Wahl der Stiitz-
stellen sind die Chebychev-Knoten

(2(i+1)—1)7r)

D) 0<i<n,

xi=1(a+b+(b-a)cos

da sie den Beitrag der Stiitzstellen im Restglied minimieren

n
max [[(x—x;) — min.
xela,bl ;_
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In diesem Fall ist bereits fiir Lipschitz-stetige Funktionen f : [a, b] — R die gleich-
maRige Konvergenz des Polynominterpolanten gesichert
n—oo

IPn—fllo = max |pax) - fx)] == 0.

x€la,b)

Vgl. Illustration (Polynominterpolation, Chebychev-Knoten).

- Ilustration zur Polynominterpolation mit &quidistanten Stiitzstellen und
Chebychev-Knoten, vgl. Skriptum, S. 15.

e Vgl. Skriptum, S.16: In der Praxis — das heifst bei der Berechnung des Interpolanten
auf einem Computer mit endlicher Stellenzahl — darf man trotzdem keine Polynome
zu hohen Grads (gréfser 30) verwenden, da diese zu schlecht konditioniert sein kénnen.
Der Versuch etwa, im Rungeschen Beispiel ein Interpolationspolynom vom Grad 100 zu
den Tschebyscheff-Stiitzstellen zu berechnen, resultiert in Datenschrott.
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1.4. Kondition der Polynominterpolation

* Kondition der Polynominterpolation (Satz 1.10): Die Polynominterpolation ist ein
numerisches Problem, das vorgegebenen Stiitzstellen (x;)o<;<;, und Stiitzwerten
(¥ido<i<n mit y; = f(x;) fiir 0 < i < n sowie einem Argument x den Funktionswert des
Polynominterpolanten zuordnet

PRI X R™E X R = R: (X0, X1 Y0 e s Yo X) — P(X).
Die absoluten Konditionszahlen der Polynominterpolation sind durch
0P=p', 0 ,P=-p'x)L;, 0,P=L;, Os<is<n,

gegeben.
Denn: Zur Bestimmung der Konditionszahlen d,, P und 0y, P wird die Darstellung mit-
tels Langrange-Basis

n X— Xy .
px)=) yilix), Lix= [] , 0=j=n,
i=0 0<t<nXi —X¢
123

verwendet. ¢

Bemerkung: Bestimmend fiir die Kondition der Polynominterpolation ist die Grof3e
L;. Im ungiinstigsten Fall verstiarken sich Anderungen in den Stiitzwerten um den Fak-

tor
n
k=) |Lil.
i=0

Insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen kann dieser Faktor (vorallem am Rand des
betrachteten Intervalls) grofe Werte annehmen, mit Chebychev-Knoten 148t sich hin-
gegen ein vorteilhafteres Verhalten erzielen.

Ilustration (Werte von «x in [0, 20] fiir 4quidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i <20 und
entsprechende Chebychev-Knoten), vgl. Skriptum, S. 18.
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1.5. Vor- und Nachteile der Polynominterpolation

* Vorteile der Polynominterpolation:

- Aufgrund der einfachen Handhabung sind Polynome fiir numerische Berech-
nungen gut geeignet, insbesondere sind die Berechnung und Auswertung des
Polynominterpolanten einfach zu realisieren.

- Polynominterpolanten besitzen gute lokale Approximationseigenschaften.

Nachteile der Polynominterpolation:

— Mit 0'(n?) Operationen ist der Rechenaufwand der Polynominterpolation gegen-
iiber &'(n) Operationen bei der Spline-Interpolation erheblich.

- Invielen Fillen ist die Polynominterpolation schlecht konditioniert.
— Im Allgemeinen besitzen Polynominterpolanten schlechte globale Approxima-

tionseigenschaften.

Die Berechnung eines Polynominterpolanten vom Grad = 15 sowie ein Auswerten des
Interpolanten in Randbereichen des betrachteten Intervalles sollten vermieden wer-
den. Im Allgemeinen ist die Spline-Interpolation eine bessere Alternative.
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2. Polynom-Splines

* Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation, insbesondere in Situationen
in denen der Polynominterpolant hohen Grad besitzt oder keine Chebychev-Knoten
verwendet werden kdnnen, ist die Interpolation mittels Polynom-Splines, d.h. mittels
stiickweisen Polynomfunktionen, die zusétzlichen Stetigkeitsbedingungen geniigen.

Illustration (Vergleich Polynominterpolant und kubischer Splineinterpolant), vgl.
Skriptum, S. 20.

* Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.
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2.1. Kubische Splineinterpolanten

* Splinefunktionen sind stiickweise Polynome vom Grad k = 1 bzw. von der Ord-
nung k+1 auf den jeweiligen Teilintervallen, die global (k—1)-mal stetig differenzierbar
sind.

Splinefunktionen (Definition 2.1): Fir m>1sei a =19 <--- < 7,, = b eine Zerlegung
des Intervalles [a, b] in m Teilintervalle [7;,7;4+1] fiir 0 < i < m — 1. Der Raum der Spli-
nefunktionen vom Grad k = 0 (bzw. von der Ordnung k + 1) zu den m + 1 Knoten
T ={1¢,..., T} ist gegeben durch

Por ={s:la b) — R:Shn,rm) ePfir0<i<m-1},

Prr={s:la,bl =ReC* " (a,b):s|, .  ePifirosism-1}, k=1.

Bemerkungen:

- Die Summe zweier Splinefunktionen s, s € P ; und das skalare Vielfache einer
Splinefunktion s € Py ; liegen in Py ;, d.h. der Raum der Splinefunktionen Py ;
bildet einen reellen Vektorraum. Geeignete Basisfunktionen sind B-Splines, vgl.
Abschnitt 2.2.

— Die stirkere Forderung s € Py, N 4*([a, b]) wiirde implizieren, daR die Spline-
funktion s global mit einer Polynomfunktion iibereinstimmt.
Denn: Fiir zwei Polynome vom Grad k=0

k ) k .
p)=) pix—a)', q)=) gi(x-a),
i=0 i=0

deren Funktionswert und deren j-te Ableitung fiir 1 < j < k in einem Punkt iiber-
einstimmen, folgt die Gleichheit der Koeffizienten (0.E.d.A. wéhle x = a, dndere
ansonsten die Darstellung der Polynomfunktionen)

ipi=pP@=q"@=jlq;, O0s<j<k,
und damit die Gleichheit der Funktionen. ¢
¢ Splinefunktionen vom Grad 0 bzw. von der Ordnung 1: Der Splineraum
Por ={s:la,b) = R: s|[r,~,ri+1) ePfir0<i<m-1}
umfalt stiickweise konstante Funktionen
Sl @ =i,  O0<sism-1,

die bei insgesamt m + 1 Knoten durch m vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise
an den Knoten 7y,...,7;,—1 bestimmt sind. Im Allgemeinen sind die Splinefunktionen
unstetig, mit Sprungstellen an den Knoten; der Funktionswert bei 7,, = b wird nicht
miteinbezogen.

Ilustration (Splinefunktion vom Grad 0), vgl. Skriptum, S. 22.
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¢ Splinefunktionen vom Grad 1 bzw. von der Ordnung 2: Der Splineraum
Pir={s:la,bl—ReC(ab):s|,  ePfir0<i<sm-1}
umfalt stiickweise lineare Polynome

s|[ ](x):a,-+/3i(x—Ti), O<i<=m-1,

TiTi+l

die bei insgesamt m+ 1 Knoten durch m+1 vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise
an den Knoten 1g,..., T, bestimmt sind. Die Funktionen sind auf dem Intervall [a, b]
stetig, im Allgemeinen jedoch an den Knoten nicht differenzierbar.

Illustration (Splinefunktion vom Grad 1), vgl. Skriptum, S. 22.
* Splinefunktionen vom Grad 2 bzw. von der Ordnung 3: Der Splineraum
Py ={s:la,bl — Re € ([a,b]): S|,y EP2 fllr 0< i< m—1}
umfalit stiickweise quadratische Polynome
si) =8| D =ai+ i (x—T)+yi (x-T)(x=Tir1), O=ism-1,
die auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar sind, d.h. an den inneren Knoten die
Bedingungen
sici(T) =si(ry), s (@) =si(r), 1<is=m-1,
erfiillen.

Bemerkung: Aufgrund der unerwiinschten Eigenschaft, daf sich Anderungen in ei-
nem einzelnen Teilintervall (ungeddmpft) auf die gesamte Splinefunktion auswirken,
werden quadratische Splines selten verwendet. Dies zeigt sich beispielsweise an der
Splinefunktion mit Funktionswert Null in sdmtlichen dquidistant verteilten Knoten
(mit 7; = ih fir 0 < i < m = 3). Einsetzen der Darstellungen (zusétzliche Skalierungen
der Koeffizienten vorteilhaft)

so(x):ao+%x+y—,fX(x—h), x€[0,hl,

s@W=a+ 2 @x-m+Nx-nx-2n, xelh2hl,
sz(x):a2+ﬁ—hz(x—2h)+y—hz(x—2h)(x—3h), x€el[2h,3h],
in die Bedingungen an die Funktionswerte
ao=50(0)=0, Po=s0M)=0=s1(h)=ai,
Pr1=512h)=0=s22h) = a2, P2=50Bh)=0,
fiihrt auf die Relationen
sox) =R x(x—h), xel0,hl,
si) =Y x-h(x-2h), xel[h2h],
s2(0) =R (x-2h) (x-3h), x€[2h,3h].
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Die Stetigkeitsbedingungen an die ersten Ableitungen

so)=%@2x-h), xelo,n],
si =Y @2x-3n), xe[h2h],
sy(x) =2 @2x-5h), xe[2h3h,
Yo=So(W=s1(M=-y1, y1=512h)=s2h) =72,
ergeben weiters
so) =R x(x—h), xel0hnl,
si0)=-R(x-m(x-2h), xe[h2h],
s2(0) = (x-2h)(x-3h), x€[2h,3h].

Die Anderung des Koeffizienten y, bei der Funktion im ersten Teilintervall bewirkt so-
mit eine Anderung der Funktionen auf allen anderen Teilintervallen.

Splinefunktionen vom Grad 3 bzw. von der Ordnung 4: Der Splineraum
P3; ={s:(a, bl — Re €*(a,b]): s|[Tini+l] ePsfir0<i<m-1}

umfaldt stiickweise kubische Polynome, die auf dem Intervall [a, b] zweimal stetig
differenzierbar sind.

— Ziel ist es, die Funktionen
si)=s|, . 0, 0<ism-1,

beispielsweise bei vorgegebenen Funktionswerten in den Knoten und vorgege-
ben Werten fiir die erste Ableitung in den Randpunkten

sitd)=yi, 0<i<m,  s3(T0)=VYy Siye1(Tm) =V,

zu bestimmen. Dazu verwendet man zunéchst, dafl das kubische Polynom s;
durch die Funktionswerte und die (noch unbekannten) Werte der ersten Ablei-
tung an den Knoten 7; und 7,4 fiir 0 < i < m —1 eindeutig festgelegt ist

siT)=yi, Si@iv)=Yis1, S@) =y, S:(Tix1)=Yiq O<i=m-1.

Damit sind die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die Spline-
funktion und deren erste Ableitung erfiillt. Die Darstellung (wobei h; = 7,411 — 7;
fliro<ism-1)

5100 = yi (1+2755) (550 + yin (3-2557) (557)°

1

T X T X X—T; .
+yl(’“l )(x Ti)— y,Jrl ”};i ’(x Ti), O<i=m-1,
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verifiziert man leicht durch Einsetzen

z() =57, 2(1)=0, z@i)=1,
2 =132 2@y =1, ZTi)=0

si=Yi(Z#+222%) +yi1(32°-22%) + ¥y hizZ* -y, hi 2°Z,

si(ti)=Yyi, Si(Ti+1) = Yi+1, 0<si=m-1,

bzw. Differenzieren und Einsetzen (wegen z’' hi =-2)

si= h%-yi (z°-Zz-222)+ }%yiﬂ (z-2%)+yi(2*-222)+y.,, (z*-222),
i) =y, s@is) =V, 0<is=m-1.
Aus der obigen Darstellung erhilt man folgende Relationen fiir die Werte der
zweiten Ableitung an den inneren Knoten

/!

s} :h%y,'(1+22—42)+%yi+1(1—22)+}%y;(z—22)+h%y;-+1(2z—2),
S:.,(Ti):;%(yi+1_yi)_h%.(2y;'+y:'+1)f l<si<sm-1,
S;/(Ti+l):%(yi—yi+1)+h£i(y§+2y;+l), O<is=m-2.

Die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die zweite Ableitung der
Splinefunktion ergeben

(T~):S'-'(T-), lsi=m-1,

ﬁ(yi—l_yi) hL(yzl—i_zyl) hZ(yl+1 yl)_ (ZYL+yl+1) ISiSm—l,

und weiters

ﬁy;—l_kz(ﬁ hi)yl iy;.+1:%(yi—yi_l)+%(yi+l_yi)) l<si=m-1.

Aus diesen Relationen lassen sich bei vorgegebenen Funktionswerten an den
Knoten und vorgegeben Werten fiir die erste Ableitung in den Intervallenden die
zu bestimmenden Werte der ersten Ableitung in den inneren Knoten berechnen.

Berechnung eingespannter kubischer Splinefunktionen (Satz 2.2, Satz 2.3): Eine ku-
bische Splinefunktion s € P53 ; ist durch die Darstellung

si(x) = S|[r,-,rl-+1)(x) =¥ (1 +2x—_fi) (%)2 Y (3 _9 xz:i) (xziri)z

T X / Tiy1—X X—T; .
+yi( s ) (X=T) =Yy =G (x=1)),  0=sism-1,

gegeben. Bei Vorgabe von m + 1 zu interpolierenden Funktionswerten

sit)=yi=f@), 0<i<m,
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lauten die m — 1 Bedingungen an die m + 1 Ableitungswerte an den Knoten

/ ! .
s; (T =y, 0<i<m,

ﬁy§_1+2(ﬁ hi)J’z h-y;'+1:%(yi_)/i—l)"‘%(ywl_yi), l<i<m-1.

Beispielsweise bei der Festlegung der Werte der ersten Ableitung an den Intervallen-
den

soso)=yo=f @, S, @m)=y,=f D),

ist der Vektor y' = ( y;.) 1<i=m—1 als eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems

gegeben und damit die zugehorige kubische Splinefunktion (eingespannter Spline)

eindeutig bestimmt.

Denn: Bei Vorgabe der Funktionswerte y; = f(r;) fiir 0 < i < m und der Ableitungen
= f'(a) und y,, = f'(b) sind die restlichen Ableitungen y;,..., y; _, als Losungen der

linearen Gleichungen

C_ 1. 1,1 1./ _ 3 3 1
i=1: Z(h—0+h—l)y{+h—1y§—h—S(Jﬁ—J/O)"‘h—%()’z—yl)—h—oJ/(,)»
- ) 1 1,1 1 _ 3 3
2si=m-2: 3= Yiaa +2(—h,~_1 + h_i)y;' + h_iyi'+1 N (vi—yi1)+ W (i1 =),
. ) 1 1 1 _ 3
i=m-1: 5 =Vmot2(5 5t )Vma= 7 (Ym-1—Ym-2)

3 1 !
+ 2, (ym_J/m—l) —mym,

gegeben. In kompakter Form als linearen Gleichungssystems mit symmetrischer Tri-
diagonalmatrix ergibt sich

Ay'=r,  A=(aij)i=ijzma €RPTIXITD 5 e g
@i =2(p=+3), 1sism-1, a@in=amn,i=g, l<ism-2,
%(y1—yo)+%(yz—y1) 1
0 1 7s Yo

" : 0
y: , r= %(%‘J’i—l)"‘%(}’iﬂ‘%) —
Ym-1 : 1 0

/

h23 (J/m—l__)’m—z)‘thi(J/m_,Vm—l) hm-1 Vm

-2 m—1

Da die Matrix A strikt diagonaldominant ist, ist das lineare Gleichungssystem eindeu-
tig l6sbar und damit die zugehorige kubische Splinefunktion eindeutig bestimmt. ¢

Bemerkungen:

- Eine Matrix A € R"*" heilt strikt diagonaldominant, wenn folgende Relation gilt
n
laiil > Y la;;l  firalle 1<i<n.
Jj#i
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Wegen (mit betragsmiflig grolStem Koeffizienten x,)

n
Ax=0 = aijjxj=0 fir 1<i<n
j=1
n
=  agx¢=-)_ agx; mit Ixz|=1lllifi)’<1|xi|

j=1
j#l
n n
= lagllxel < )_laeil1xj1 <1x71)_lagjl
j=1 j=1
j#l J#e

n

= (lanl- Y. lagl) 1/ <0
j=1
j#C

>0
= x,=0

g x:o

ist jede strikt diagonaldominante Matrix invertierbar.

Beinhaltet ein lineares Gleichungssystem eine symmetrische und positiv definite
Matrix A € R"*", so ist das Gau8sche Eliminationsverfahren ohne Spaltenpivot-
suche numerisch stabil durchfiihrbar. Ist die Matrix zudem eine Tridiagonalma-
trix, so werden zur Elimination der Subdiagonale &'(n) Operationen benétigt.

Vgl. Illustration (Eingespannter Spline, Matrix) fiir den Spezialfall 4quidistanter
Knoten (m = 6). Fiir die zugehorige Matrix

)

Ay'=r,  A=(aiji=ij=s € R

aii:%, l<sism-1, ai,i+1:ai+1,i:%, l<ism-2.

Das Gaul8sche Eliminationsverfahren (bzw. die Cholesky-Zerlegung) fiihrt auf die
Zerlegung A= LD L” mit positiv definiter Diagonalmatrix D (d.h. alle Diagonal-
eintrige sind positiv) und auf einfache Weise rekursiv berechenbarer Matrix L
(Diagonalelemente von L gleich Eins, erste Subdiagonale zu berechnen). Wegen
xTAx=x"TLDL"x = y"Dy > 0 mit y = L x folgt die positive Definitheit von A
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir den allgemeinen Fall.

Fehler der kubischen Splineinterpolation (Satz 2.4): Fiir f € €*([a, b]) sei s: [a, b] —
R die eindeutig bestimmte kubische Splinefunktion zu den Funktionswerten

siT)=yi=f(), 0<i<m, Ss@=f(a), sb)=f(b).

Dann gelten folgende Abschédtzungen fiir den Approximationsfehler des Splineinter-
polanten (zu m+1Knotena=19<:--<Tp,p=bmith; =7;4; - 7; flir0<i<m-1und
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hmax =max{h;:0<i<m—-1}, | flloo =max{f(x):a<x < b})

|(F-9@)| = Zh eI fP |, x€lmiTival, 0sism-1,
(=9 = Hhiba [ [Py x€lTiTin], 0sism-—1,
|(f—s)”(X)|S%hilaxxrg%]”fw”oo, x€lt;,Tiz1], 0<i<m-1,
(F-9"@| =3 hi(1+ (52 |V xeliTial, 0<ism-1.
Bemerkungen:

- Die Approximationseigenschaften von kubischen Splinefunktionen fiir regulire
Funktionen sind insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen besser als die Ei-
genschaften von Polynominterpolanten.

— Werden die benétigten Werte der Ableitung an den Intervallenden ndherungs-
weise mittels kubischer Polynominterpolation an vier Knoten bestimmt, bleibt
der Approximationsfehler von der GréRenordnung h? ...

- Neben eingespannten Splinefunktionen mit vorgegebenen Ableitungen an den
Intervallenden sind beispielsweise auch Splinefunktionen zu natiirlichen Rand-
bedingungen sj(a) =0= s}, _, (b) gebrduchlich, allerdings besitzen diese weniger
gute Approximationseigenschaften.

- Splinefunktionen kommen urspriinglich aus dem Schiffsbau und sind wesent-
lich fiir Anwendungen aus den Bereichen Computergraphik und Design (u.a.
Computeranimationen, Design von Autos und Flugzeugen).

 Vgl. Illustration (Splineinterpolation) sowie Illustration (Approximationsfehler).
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Kurveninterpolation

e Die bisher behandelten Ideen lassen sich auch zur Interpolation von Kurven anwen-
den. Beispielsweise fiir eine ebene Kurve beruht die Interpolation mittels kubischen
Splinefunktionen auf folgendem Zugang:

- Eine ebene Kurve durch m + 1 Punkte der Ebene v; = (x;, ¥i)o<i<m ist durch eine
Parametrisierung gegeben

y:[a,b]—»l]%zzt-—»(x(t)).

y(1)

Als Knoten a =19 < - -+ < T, = b wahlt man beispielsweise die Zeitpunkte (Zeitin-
kremente entsprechen der Lange der verbindenden Polygonziige ||v; — v;_1ll2)

To=a, Ti=Ti1+llvi—vi—1ll2, 1=<i=m,

lvi—vicll = 11X = Xi—1, i — yie) T llo = \/(xi - xi-1)?+ (yi — yi-1)?,

und setzt dann b = 7.

Vgl. lllustration (Punkte der Ebene, zugehoriges Stiitzpolygon), Skriptum, S. 27.
— Man bestimmt einerseits die interpolierende Splinefunktion sy : [a, b] — R zu den

Datenpunkten (7;, x;)o<i<m und andererseits die interpolierende Splinefunktion

sy : [a,b] — R zu den Datenpunkten (7;, y;)o<i<m. Die interpolierende Kurve ist
dann durch

s:la,b] > R*: t— (Sx(l‘))

sy ()
gegeben.
Vgl. Illustration (Tragflachenprofil), Skriptum, S. 28.

e Vgl. lllustration (Kurveninterpolation).
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2.2. B-Splines
 Ziel: Bestimmung einer geeigeneten Basis des Vektorraumes der Splinefunktionen
Po: ={s:la,b) —»[Ri:s|[ri o EPoflilr0=i< m—1},
Prr={s:la,bl =ReE* " (a,b):s|,, ,  ePfirosism-1}, k=1.
e Dimension des Raumes der Splinefunktionen und Basisfunktionen (Lemma 2.5, De-

finition 2.6, Satz 2.7): Bei m + 1 Knotenpunkten (7;)o<;<m» hat der Vektorraum P , fiir
k = 0 die Dimension m + k, d.h. es gilt

dimI]J’kJ:m+k, k=0.

Die rekursiv definierten B-Splines (Ny;)-k<i<m-1 (mit Einfithrung zusatzlicher Hilfs-
knotent_j < <7 1<7ound T, <Tipi1 < <Timsk)

1 xelt;,Ti+1), .
k=0: Noi(x) = (7, Ti+1) O<i=m-1,
0 xd&I[7;,Tiv1),
k=1: Nii(x) = m/:—n (X —7;) Nk-1,i(x)
m(THkH—x)Nk—l,iﬂ(x), —-k=<i=m-1,

bilden eine Basis von P ;. Jede Splinefunktion s € Py ; ist somit in eindeutiger Weise
als Linearkombination der Basisfunktionen

m

s= ). ¢iNg
i=—(k-1)

darstellbar. Denn: Vgl. auch Uberlegungen in Abschnitt 2.1.
- k =0: Eine stiickweise konstante Splinefunktion in Py ; ist durch m Stiitzwerte
an den Knoten 7y,...,7,,—1 bestimmt, und folglich ist
dim [FD()’T =m.

Offenbar bilden die m Splinefunktionen (Ny;)o<i<m-1, definiert durch

1, xe€lt4,Ti41), .
Noi(x) = 73 Ti) 0O<ism-1,
Oy x€[Ti)Ti+l);
eine Basis von Py ;. Da die Splinefunktion Ny; am Knoten 7; den Wert 1 und an
den restlichen Knoten den Wert 0 annimmt
NOi(Tj):(Sij» O<i=m-1, OSjSm,

ist jede Splinefunktion s € Py ; in eindeutiger Weise als Linearkombination

m—1
SZZCiNOi; ci=s(;), 0<is=m-1,
i=0

darstellbar. Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 30.
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- k =1: Eine stiickweise lineare Splinefunktion s € P, ; ist auf dem ersten Teilinter-
vall [7g, 7] durch k+ 1 = 2 Bedingungen festgelegt, auf jedem weiteren Teilinter-
vall [7;,7;41] fiir 1 =i < m—1kommt aufgrund der Stetigkeitsbedingung an s nur
jeweils eine Bedingung hinzu. Dies fiihrt auf insgesamt 2+ m —1 = m + 1 Bedin-
gungen, und somit ist

dimP;=m+1.

Geeignete Basisfunktionen sind die m + 1 stiickweise linearen Funktionen
(N11)o<i<m, definiert durch (die Einfithrung von zwei Hilfsknoten 7_; < 79
und 1,,41 > T, erlaubt die gleichzeitige Behandlung der inneren Teilintervalle
[T;,Ti41] fir 1 =i < m—2 und der Randintervalle [1g, T1], [Tm—1, Tm]; auf (77, Ti+1]
filhrt der Ansatz N;;(x) = @ + B(x — 1;) und die Forderungen Nj;(r;) = 0 und
Nyi(ti+1) = 1 auf die angegebene Darstellung, auf dem Teilintervall [7;41, T;12]
fiihrt der analoger Ansatz N;;(x) = @+ fB(x—7;+2) und die Forderungen N;;(7;+1) =
1 und Nj;(7;4+2) = 0 auf die angegebene Darstellung)

1

oo (X =T, x € [T, Tisl,
Nyi(x) = m(THz—x% X€[Tit1,Tival, -l<is=m-1,
0, sonst,

d.h. N;; nimmt am Knotenpunkt 7;;; den Wert 1 und an den restlichen Knoten-
punkten (einschlieflich der Hilfsknoten) den Wert 0 an

Ny (1)) = bit1,j, -l<ism-1, -1<jsm+1.

Mittels der Basisfunktionen (Np;)o<;<m ergibt sich die Darstellung

Nij () = 7= (0= T) Noi(0) + 75— (Tis2 = ) Nojsa (0, —1<ism-1.

Offensichtliche ist die Basisfunktion N; stetig, auf (z;,7;42) positiv, und es gilt
Nyi(x) =0 fiir x & (7, 7;+2), d.h. die Funktion besitzt einen lokalen Triger

supp Ni; = {x € R: Ny;(x) #0} = [17, Ti2] .

Ahnlich wie zuvor folgt fiir s € P; ; die Darstellung

m—1
s= ) ¢y, ci=5(Ti+1), —-l<ism-1.
i—1

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 31.

- k=2: Ahnliche Uberlegungen gelten fiir Splinefunktionen vom Grad k. Auf dem
ersten Teilintervall (7o, 71] ist s € Pt durch k+1 Bedingungen festgelegt, und auf-
grund der geforderten Stetigkeitsbedingungen an s\ (r;) fiir 0 < j < k— 1 kommt
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auf jedem weiteren Teilintervall [7;,7;41] flir 1 <i < m —1 nur jeweils eine Bedin-
gung hinzu, was auf insgesamt k+ 1+ m — 1 = m + k Bedingungen fiihrt

dimPr,=m+k.

Die Konstruktion geeigneter Basisfunktionen, der B-Splines, basiert auf der Re-
kursion (Einfithrung weiterer Hilfsknoten, Relation konsistent mit obigen Uber-
legungen fiir den Fall k =1)

Nii(x) = =—1— (x - 1) Ng_1,;(x)

Ti+k~Ti
1

Ti+k+17Ti+1

(Titk+1 = X) Ni-1,i+1(x), —k<i=m-1.

Eine wesentliche Eigenschaft der B-Splines ist die Lokalitat (Trigerinter-
vall [7;,7;41] fur Noj, [T, Ti42] fir Nyg, [74, Ti43] fiir Np; etc.)

supp Ni; = {x € R: N (X) # 0} = [74, T4 k1]

Wie zuvor folgt fiir s € Pi; die Darstellung (Berechnung der Koeffizienten, vgl.
Abschnitt 2.3)

m—1

S= 2: CiA&i.
i=—k

Damit folgt die Behauptung. ¢
Vgl. lllustration (Rekursive Berechnung einer quadratischen B-Splinefunktion).

* Bei einer Linearkombination von B-Splinefunktionen fiihren kleine Anderungen der
Koeffizienten zu kleinen Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion. Ebenso

bewirken kleine Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion kleine Anderun-
gen der Koeffizienten.

Kondition der B-Splines (Satz 2.8): Es gilt die Abschitzung
m—1
max |¢;| < |ISllec = Max [s(x)|< max |cil, s= ¢i N,
Y—ksism—ll il = lIslleo asxsb| ( )| —ksism—ll il i:X—:k Pk

mit einer von der Wahl der Knoten und Koeffizienten unabhingigen Konstante .
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2.3. Linearkombinationen von B-Splines

 Effiziente Berechnung von Splinefunktionen: Die effiziente Berechnung einer Spli-
nefunktion beruht auf der Darstellung als Linearkombination von B-Splines, vgl. Ab-

schnitt 2.2.
Einsetzen der Rekursion (Kubische Splinefunktionen): Fiir eine kubische Splinefunk-
tion
m-1
s= ) ¢iNsi€Ps;
i=-3

ergeben sich bei schrittweisem Einsetzen der in Abschnitt 2.2 angegebenen Rekursion

Nii () = == (X = 7) N1, (%)
m(‘rnkﬁ—x)]vk—liﬂ(x), —k<si=m-1, k=1,
N3;j(x) = 75 Npi (%) + 724 Np i (%), —3<ism-1,
Nai(x) = i T’ =Ny () + 52N (), —2sism-l,
Ny;(x) = = ” = Noi (0 + 2222 Ny (0, —lsism-1,

1 x€lt;,7Ti41), .
Noi(x) = 71, 7141) 0<si<sm-1,
0 xd&I[7;,Tis1),

die Relationen (Indexverschiebung j=i+1—i=j—-1)

m—1
s(x)= ) ¢iN3i(x)
i=—3
— _Titqa—X
= Z Cl-,+3 T — Noj(x) + Z Cititin N21+1(x)
i=-3
m—1
= ,_XTTi . Ti+3—X .
= Z Ci gt +Cin ng—ri)NZl(x) +Randterme,
m—1
_ X—T; L Tis3=X\ _X—T; L X-Tig L _Tigp—X | Tig2—X
s(x) = ,Zl((cl Tig—ti T Ciml ms—n) Tia—Ti (ci-1 Tia—ti | Cim2 Ti+2_Ti—l) Tiv2 =T )N“(x)
i=—
+ Randterme,
m—
. Ti+3—X X—T;
s(x) = Z (( Ci T+3 T +Ci-1 Ti+3_Ti) Tiy2—Tj
X—Tj-1 Ti+2—X Tit+2—X X—Tj
+|ci- = Ci— )
( 17— tia ! 2Ti+z—Ti—1)Ti+z—Ti Tis1—T;
X—Ti_1 Tiva—X | _X—Ti
+{(ciog =+ ¢y
(( 1710 -2 Ti+2_Ti—1) Tis1—Ti-1

X—Ti-2 R Ti+1—X Ti+1—X Ti+1—X .
+(ci2; -tz T Ci=3 Ti+1_Ti—2) Ti+l_Ti—l) Ti+1_Ti)NOZ(x) +Randterme.
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Berechnung der Koeffizienten (Allgemeiner Fall): Die Koeffizienten (¢;) _g<j<m-1 wer-
den so bestimmt, dald die Splinefunktion an Stiitzstellen (x;)_g<i<m-1, welche auch
von den Knoten verschieden sein konnen, eine vorgegebene Funktion f interpoliert

s(x;) = f(x1), —-k<is=sm-1.

Der Satz von Schoenberg-Whitney (Satz 2.9) sichert die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung, wenn die Stiitzstellen die Bedingung x; € (7;,7;4¢) flir —k<i<m—-1er-
fillen.

Berechnung der Koeffizienten (Kubische Splinefunktionen): Beispielsweise im Fall ei-
ner kubischen Splinefunktion fithren die Interpolationsbedingungen und die obigen
Uberlegungen

s(x;) = f(xi), —k<ism-1,

m—1

— L _XTT L Ti43=X) _X=T;

$(x) = X;') (((C’ Tia—7; 1 Ci-1 Ti+3_Ti) Tisv2—T;

1=

X—Ti—1 Tit2—=X | Ti+2—X X—Ti
+(ci- i .
(Cl 1Tt T Vi2 Ti+2_Ti—1) Ti+2_Ti) Tis1—Ti

i X—Ti1 . Tit2—X X—Ti1
+ (Cz—l T TCi-27 o )T,
i+2 i-1 i+2 i—-1 i+1 i—-1

+(C,' 2 T2 +Cj—3

Tit1—X ) Tit1—X )THI_X
TETie1mTi2

Tir1—Ti2 Ti+1_Ti) Np; (x) + Randterme,

Ti+1—Ti-1
auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten (c;)-3<j<m-1, welches in der
Situation des Satzes von Schoenberg—Whitney eindeutig losbar ist. Aufgrund der Loka-
litdt der B-Splines besitzt die zugehorige Matrix Bandstruktur (Diagonale und wenige
Nebendiagonale beinhalten Elemente, die verschieden von Null sind) und das Glei-
chungssystem ist somit mittels LR-Zerlegung (sogar ohne Pivotsuche) effizient 16sbar.
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3. Numerische Integration

e Inhalt: Verfahren zur numerischen Quadratur, d.h. zur ndherungsweisen Berech-
nung bestimmter Integrale der Form

b
I(f) = f £ dx
a

mit einer (zumindest stetigen) Funktion f : [a, b] — R.
Bemerkung:

— Die numerische Berechnung bestimmter Integrale ist erforderlich, wenn es nicht
moglich ist, eine Stammfunktion des Integranden in geschlossener Form (d.h.
mittels elementarer Funktionen) anzugeben. Es gibt aber auch Situationen, in
denen eine direkte Auswertung der Stammfunktion aufgrund des Auftretens des
Phdnomens der Ausloschung signifikanter Stellen numerisch instabil ist, nume-
rische Quadratur hingegen ein zufriedenstellendes Ergebnis ergibt.

Illustration (Partielle Integration, Instabilitét).

- Numerische Quadraturformeln beruhen auf der Idee, das bestimmte Integral

b
I(f):f f(x)dx
a

durch ein einfach zu berechnendes bestimmtes Integral

~ b~
I(f):f f(x)dx

zu approximieren, d.h. der (komplizierte) Integrand f wird durch eine geeignete
Approximation einfacherer Struktur (beispielsweise durch eine (stiickweise) Po-
lynomfunktion) ersetzt.

— Falls Funktionswerte des Integranden an beliebigen Stiitzstellen im Inter-
vall [a, b] berechnet werden kdnnen, stehen adaptive Quadraturformeln zur Ver-
fligung, die fiir hinreichend regulédre Integranden ein Ergebnis hoher Genauigkeit
liefern.

e Erinnerung: Ein Mal fiir die Lidnge einer stetigen Funktion oder auch den Abstand
zweier stetiger Funktionen ist die Supremumsnorm

v - Flle = max | f(x) -fw|,  f.fe€Uab).

|l = max | £

Kondition der Integration: Zur Untersuchung der Sensibilitdt des Wertes eines be-
stimmten Integrals in Abhdngigkeit vom Integranden betrachtet man die Differenz

o~ b o~ o~
1) - 1(f) =f (f@-fw)dx, f,fe?ab).
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Als Abschitzung fiir die absolute Kondition ergibt sich

_ b _ _ b
1=1P]= [ |0 -Feoldr= Tl [ 1
=w-a)|f-flo, fFfe%lab).

Bei der relativen Kondition hingegen

1N-1Hy_ I~ Fls
| =TT i
_ b=l 17 = Fllo
11l Iflloo
——

=K

f.fe€(a,b),

kann der Fall eintreten, daf§ der Faktor

K:%>>l
[1(f)]

einen grofen Wert annimmt und somit kleine relative Anderungen des Integranden
zu grofRen Anderungen des Ergebnisses fithren. Ein typischer Fall eines schlecht kon-
ditionierten numerische Problems ist ein stark oszillierender Integrand, der etwa bei
Fourier-Integralen auftritt (I(f) =0, (b—a) | fllco = 1).
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3.1. Elementare Quadraturformeln

 Fragestellung: Einfiihrung grundlegender Begriffe und Relationen.

Eine s-stufige Quadraturformel (b;, ¢;)1<i<s ist durch die Knoten c; € [0,1] und die
zugehorigen Gewichte b; € R fiir 1 < i < s gegeben. Eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<i<s
heil$t symmetrisch, falls ¢s11-; =1—-c;und bgy1—; =b; flir1 <i <s.

— Lokale Approximation (Einheitsintervall): Fiir eine Funktion g : [0, 1] — R erhélt
man eine Approximation an den Wert des bestimmten Integrals mittels

Qo(g) =

S
1=

1
biglci) = Io(g)=f0 g ds.

1

Die Konstruktion von (ersten einfachen) Quadraturformeln beruht auf der Ap-
proximation von g durch einfache Funktionen g (z.B. Polynominterpolanten) fiir
welche das bestimmte Integral leicht berechnet werden kann (s.u.)

N

1 1
Qo(g) = Y. biglcy = Io(@) = fo FOAE =~ Ig= fo g(€) de.

i=1
Der (lokale) Verfahrensfehler

N 1
Qlg)~olg) = Y. bigle— | g©) ¢

i=1

ist damit durch die Relation

S 1 1
QO(g)—IO(g)ZZbig(Ci)—j; g() df=fo(§)—fo(g)=f0 (g-8©d¢

i=1

gegeben.

— Globale Approximation: Fiir eine Funktion f : [a, b] — R erhdlt man mittels einer
Zerlegung des betrachteten Intervalles in kleine Teilintervalle

a=x9p<---<xy=>b, hj=xj.1—-xj, 0<j<N-1,

und der Variablentransformation x = xj+{ hj < ¢ = hij (x—x;) die Approximation
b N-1 Xj+1 N-1 1
I(f):f fodx=)_ f)dx=) h]-f fxj+&hj) dé
a j=0JXj j=0 0
N-1 s
=Q(f)= ) hj) bif(xj+cih).

j=0 =1

Wesentlich fiir die Abschitzung des (globalen) Verfahrensfehlers
N-1 s 1
QN -I(f)= ) h; (Zbif(xj+cihj)—f0 f(xj+fhj)df)
j=0 i=1
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sind somit Abschitzungen fiir den lokalen Verfahrensfehler
N 1
Qo(g)-To(g) =) bigj(ci)_j; gj&)d¢, gij)=flxj+&hy), 0<j=N-1.
i=1

Bemerkung: Es ist wiinschenswert, Quadraturformeln mit positiven Gewichten zu
verwenden. In diesem Fall ist sichergestellt, dal} aus der Positivitdt des Integranden
die Positivitidt des bestimmten Integrals und ebenso die Positivitdt der Quadraturap-
proximation folgt

fx)=0 fiurxela,b] = I(f)=0, Q(f)=0.

e Fragestellung: Untersuchung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation
(Glite der Approximation, Konstruktion von Quadraturformeln)

— Zur Abschidtzung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation

N-1 s 1
QNI =) hy (Zbif(xf'ﬂihﬂ—fo flxj+Ehy) de)

j=0 i=1

betrachtet man zunéchst den lokalen Verfahrensfehler. Mittels der Taylorreihen-
entwicklungen

p-1

foj+eihp =3 7 f 00 el hj+ o fP o) el by,
=0
p-1

Faj+Ehp =3 7 O ni+4 fP @i P v,
=0

ergibt sich die Relation

S 1
Z bif(x]' +Ci hj) _,[0 f(x]' +€hj) d¢
i=1

s p-1 p-1 1
= Zlbi [Z‘E)%fm(xj)cf EDY %f([)(xj)hffo éhde
1= =

=0
1
=711
S 1
3 by P = O] [ e
i-1 D
1
L
S o 1Yo (1% ) P 1 = )P
= 1= 1=
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Weiters erhélt man die Entwicklung

Q(f)_-[(f) Z Z%(Zblcf_g_}_l)f(l)(xj)hi-kl
j=0

/=0 i

=1
s
Z b f(l?) (77:]) C _ p+1 f(P) (771])) hp+1

i=1

=
o Z (
— Falls die Ordnungsbedingungen

S
Zbiclq—l:%, l<qgs<p,

g=1: biy+--+bs=1

qg=2: b161+---+bcs—%

q=3 by c?+---+bsc? —%
p-1 p-1

qg=p: bic; +--+bsc _5

erfiillt sind, ergibt die Quadraturformel eine Approximation der Ordnung p = 1,
d.h. fiir den lokalen Verfahrensfehler gilt die Relation (sofern f (P quf [a, b] be-
schrinkt ist)

s 1
Zbif(xj+c,-hj)—f f(xj+(fhj)d€:ﬁ(h§1ax), Amax = mMmax h],
i=1 0 0=j=N-1

und fiir den globalen Verfahrensfehler folgt die Abschdtzung (mit Konstante C

abhéngig von den Knoten und Gewichten (b;, ¢;)1<;<s sowie der Ordnung p)

lQUH-1H]=C|fP|, § h”“<C(b Moo fP ) Pmax= max hj.
0<j<N-1
=

- Fiir eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<;<s der Ordnung p folgt insbesondere, dal die
Quadraturapproximation auf dem Einheitsintervall fiir die Taylor-Basis

grx)=x", o0<t=<p-1,

das exakte Ergebnis liefert (verwende Linearitdt der Quadraturformel und des
bestimmten Integrals)

S S 1 1
Zlbicfzzbigg(ci):fo ge©dé= [ (ac=r, 0sr<pol.
1=

* Beispiele fiir (einfache) Quadraturformeln: Mittelpunktsregel, Trapezregel, Simp-
sonregel
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— Mittelpunktsregel

+ Die Forderungen s = 1 und p = 2 s = 2 fiihren auf die Knoten und Gewichte
der Mittelpunktsregel (Losung der Ordnungsbedingungen by = 1, by ¢; = %,
jedoch by c% # %, symmetrische Quadraturformel, Superkonvergenz p > s,
Gaullsche Quadraturformel der maximalen Ordnung p =2s)

s=1, b=1, ¢ =3, p=2.

N|—

* Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R im Intervall-
mittelpunkt % mittels eines Polynoms vom Grad 0 und Integration fiihrt auf
die Quadraturapproximation

50 = ~ g, o0=és<1,
1
Qolg) = f F6) dé= f Dae=g(l) ~ Iig= fo g6 de,
s=1, bl—l, 61:%.

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.39 (a =0, b = 1, Rechtecksfldche).
* Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation (wegen i = x;j,1—x; und
Xj+ % ]’lj = % (Xj+Xj+1))

N-1 . 1
QN =Y W f(5) = 1= [ fogeehpde
j=0 0

— Trapezregel

* Die Forderungen s = 2 und p = s sowie ¢; = 0 und ¢, = 1 fiihren auf die Ge-
wichte der Trapezregel (Losung der Ordnungsbedingungen b;+by =1, by ¢1 +
by ¢, = 3,jedoch by ¢ +bs ¢ # 3, dquidistante Knoten in [0, 1], Newton-Cotes
Formel)

s§s=2, blzézbg, 61:0, 62:1, ]9:2.

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R in den Inter-
vallenden 0, 1 mittels eines Polynoms vom Grad 1 und Integration fiihrt auf
die Quadraturapproximation

g§O=g0)+(gM-g@)¢ = g, 0sésl1,
1 1
Q)= [ g0 = [ (50)+ (50~ g0)¢) dE = g00) + 4 (501) - 500)
1
—l(g@+g) ~ Ig)= fo g(© dé,
s=2, blzézbg, c1=0, c=1.

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.41 (a =0, b =1, Fladche des Trapezes).
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+ Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation

N-1
QU =3 X hj(flep)+flxjn)
j=0
N-1
:% Y hj (x])+ Z hjf(xj+1)
j=0
N-1

% hf(x])+2 th 1 f(x))

N-1

=l feo+ X S )+ B ) = 100= [ Fax,

j=1

* Fiir periodische Funktionen und dquidistante Stiitzstellen vereinfacht sich
die obige Relation zu (f (xny) = f(xp) und ;=0 fiir0< j < N-1)

N-1 b
QY =h) flxj) = I(f)=f f(x) dx.
j=0 a

Die Trapezregel hat spezielle Bedeutung bei der numerischen Berechnung
von Fourierreihen (Signalverarbeitung).

- Simpsonregel (Falregel, Johannes Kepler, 1615)

* Die Forderungen s = 3 und p = s sowie ¢; =0, ¢2 = % und c3 =1 fithren auf
die Gewichte der Simpsonregel (Losung der entsprechenden Ordnungsbe-
dingungen b1+bg+b3 =1, b1 Cl+b2 Cg+b3 C3 = %, bl Cf+bg C%-i—bg C§ = %, éiqui—
distante Knoten in [0, 1], Newton—Cotes Formel, aufgrund der Symmetrie der
Quadraturformel gilt sogar by 3 +b, ¢+ bs ¢5 = ; jedoch by ¢} + b, ¢y + b3 5 =
% und damit p = 4)

, 03:1, p:4.

D=~

1 2 1
S:?’) b]zg, b2:§r b3:6) C]_:O) C2 =

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R in den Inter-
vallenden 0,1 und dem Intervallmittelpunkt % mittels eines Polynoms vom

Grad 2
0 g
20 -50) 1
Loy 1 2(g0)-2g(3)+g)
2(gm-g(3)
1 g

g =g0+2(g(2)- g(0>)é+2( 0)-2g(3)+gM)é(E-13)
~ g, 0=<¢=
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und Integration fiihrt auf die Quadraturapproximation

1
Qolg) = fo 50 de

= fol (g0 +2(g(}) - g@)¢ + (g0 -25(3) + gD) (22~ ¢) ) dé

g()+i(g@-2g(2)+gM)
=1(g+4g(})+gW),

823) blzé) bZZ%; bSZ%! Cl:()! 62:%! C3:1-
* Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation
1 N-1 Xj+Xj+1
QU =5 2 hi(Fx)+4f(ZF) + £ (xj41)
j=0
ho 2= hj-1+h; 2 R Xj*tXj+1y | hnoa
=SS0+ ) T fap+5 ) hi F(FF)+ H F )
j:l j=0

b
zI(f):f f(x)dx.
a

* Verschiedene Klassen von Quadraturformeln:

- Allgemeiner erhélt man die Newton-Cotes Quadraturformeln bei Vorgabe von s
dquidistanten Knoten in [0, 1] und Lésung der Ordnungsbedingungen fiir p = s
(eindeutig losbares lineares Gleichungssystem mit Vandermonde Matrix, aller-
dings schlecht konditioniert). Dies entspricht gerade der Integration des Polyno-
minterpolanten. Da fiir h6here Stufenzahlen negative Gewichte auftreten, wer-
den Newton—Cotes Quadraturformeln h6herer Ordnung im Allgemeinen vermie-
den.

- Bei Verwendung der Chebychev-Knoten ergeben sich die Clenshaw—Curtis Qua-
draturformeln mit stets positiven Gewichten.

- Quadraturformeln hoher Ordnung, deren Konstruktion auf orthogonalen Poly-
nomen beruht, sind beispielsweise die Gau3schen Quadraturformeln (p = 25)
und die Radauschen Quadraturformeln (p =2s-1).
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3.2. Best-Approximation des Integrals

e Fragestellung: Zu bestimmen ist die beste Quadraturapproximation an das Integral

" b
T(f) = f £ dx
a

bei Vorgabe von s Stiitzstellen und zugehdorigen Stiitzwerten

asy <--<yssb, ni=fi), l<iss.

Betrachtet werden dabei lokale Quadraturapproximationen der Form (Transformati-

on des Intervalles [a, b] auf das Einheitsintervall [0, 1] mittels x = a+¢(b—a) — ¢ = ﬁ

_ b 1
I(f):f f(x)dx:(b—a)fo fla+&-a)dé

N N
~Q(f)=) b-ab; fla+tcib-a)) = Biflyi).
QN Zl( ;) i f(a CL(Y. a)) i:ZIﬁlfm)
Als Mal} fiir Funktionen betrachtet man die mittlere quadratische Kriimmung (Semi-

norm, v(f) = || f"l;2)

b
v(f)2=f (f")*dx,  fe%?(ab).

Je glatter die Funktion f ist, desto kleiner ist v(f), und insbesondere gilt v(f) = 0 fiir
lineare Polynomfunktionen f € P;. Fiir beliebige Funktionen f € %?(la, b]) \ Py sollen
die Quadraturgewichte (f;)1<;<s so bestimmt werden, dal$ die Grof3e

WO -1(f)| — min

minimal wird. Als Losungen des Minimierungsproblems ergeben sich natiirliche ku-
bische Splinefunktionen zu den Stiitzstellen (y;);<;<s (Variationsrechnung)

QN =1(s), sePsy, s"(y1)=0=5"(yy.
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3.3. Romberg-Quadratur

» Vorbemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, einen hinrei-
chend regulédren Integranden f zu fixieren und anstelle der Abhédngigkeit der Qua-
draturapproximation vom Integranden die Abhéngigkeit von der Schrittweite h (zu
einer dquidistanten Zerlegung des Integrationsintervalles) anzugeben. Ebenso wird
der Wert des bestimmten Integrals kurz mit I (oder auch mit a) bezeichnet.

Erinnerung: Bei dquidistanten Stiitzstellen a = xo < -+ < xy = b mit x; = a+ j h fir
0<j=<N-1,wobeih= b;N“, fiihrt die Anwendung der Trapezregel auf die globale
Quadraturapproximation

N-1

b
T(h):h(%f(x0)+ > f(xj)+§f(xN)) ~ I:f F(x) dx.

j=1
Friihere Uberlegungen zeigten die Abschitzung
T -1 <Cb-a)h?|f"|,,-

Eine zusidtzliche Analyse des Verfahrensfehlers fiihrt auf eine asymptotische Ent-
wicklung (ohne Begriindung). Diese Entwicklung wird dann geniitzt, um verbesserte
Approximationen zu berechnen (Extrapolation, Romberg-Quadratur).

Asymptotische Entwicklung (Trapezregel) (Satz 3.1): Es sei f € €?X((a, b]). Der Ver-
fahrensfehler der Trapezregel (mit h = b;N“ undxj=a+jhfir0<j<N-1)

N-1 b
T(h)=h(%f(xo)+Zf(xj)-i-%f(xN)) = ap= f fx)dx
j=1 a

besitzt die asymptotische Entwicklung

K-1 b
T(h-ao= Y arh®* +axm)h?*,  |ax(h)|< Cf |25 )] dx,
k=1 a

mit Koeffizienten a; € R fiir 1 < k < K — 1 und einer beschrinkten Funktion ag : R — R
(Schranke unabhéngig von h).
Bemerkungen:

— Aus der obigen Relation und inbesondere wegen der Abschitzung fiir ak folgt die
Konvergenz der Quadraturapproximation gegen den Wert des bestimmten Inte-
grals fiir h — 0.

— Fiir hinreichend kleine Werte der Schrittweite & ist a; h? der dominante Beitrag
im Verfahrensfehler

T(h)—ag=a1h®+ah*+ -+ ag_1W?E VD +ag(h) WX = ay W2+ 0(hY.
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Elimination dominanter Fehlerterme (Richardson-Extrapolation): Die grundlegen-
de Idee der Extrapolation ist, fiihrende Fehlerterme durch geeignete Linearkombina-
tionen zu verschiedenen Schrittweiten zu eliminieren.

- Fiir zwei verschiedene Schrittweiten hy # h (zu zwei dquidistanten Zerlegungen
des Integrationsintervalles) lauten die Entwicklungen

T(hy) - do = alhf + azhil +-e+ (XK_lhf(K_l) + aK(hl) h%K,
T(hy) — o = alhg + szhg +--+ a[(_lhg(K_D +ag(h) th

Elimination der Unbekannten «a; fithrt auf (Multiplikation und Subtraktion ana-
log zum Gaul3schen Eliminationsverfahren, Bezeichnung fiir restliche Terme)

T(hy) — ag = a1 h§ + ashi + R(hy,6),
T(hy) — ag = a1 h5 + azhy + R(hy,6),
5 (T(hy) — ap) — h% (T(hy) — @) = az hi h3(h% — h3) + h5 R(h1,6) — k% R(hy,6),
5 T(hy) — b2 T(hy) + (K% — h3) ap = az h% h3(h% — h3) + h3 R(hy,6) — hi R(hy,6),
h5 T(hy) — hi T(hy)
hy = Iy

h3 R(hy,6)—h3 R(h2,6)
h2-h?

:ao—azh%]/é*l-

Somit ist die aus den (berechenbaren) Quadraturapproximationen T (hy), T (hy)
gebildete Approximation

BT (hy) — h3T(h)

h2h2
h? — 2 aO_“Zh%hg“‘ﬁ(R(th)—R(h1,4)).

eine verbesserte Approximation an den Wert des Integrals.

- Speziell fiir die Wahl h; = hund hy = g erhilt man

AT(H)-T(h)

—— =ag— tap h* + I R* (R(L,4) - R(h,4)),

hy_
4T(2)3 T(h) —ay= ﬁ(h4)

Vgl. lllustration (Extrapolation).

- Im allgemeinen Fall werden die Approximationen zu K paarweise verschiedene-
nen Schrittweiten

geeignet kombiniert. FEine elegante Losung mittels Polynominterpolation geht
auf Romberg zuriick (vgl. Satz 3.2). Zur praktischen Durchfiihrung verwendet
man das Schema von Aitken—Neville (vgl. Schema der dividierten Differenzen,
vgl. Algorithmus zur Romberg-Quadratur, Skriptum, S. 49).

Vgl. lllustration (Extrapolation).
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— Eine tibliche Wahl der Schrittweiten ist

hi=h, hin=3hi=5=h, 1<isK,

i— 2i-1
oder auch die Bulirsch-Folge

hy=h, hi=ih, 2<k<K.

Bemerkung: Das Interpolationspolynom durch einfache Stiitzstellen (x;)o<i<;, und
zugehorige Stiitzwerte y; = f(x;) fir 0 < i < n ist durch

n —
p=Y yiLieP,, Lix= [] , 0<i=sn,
i=0 0<j=<nXi —Xj

J#i

gegeben. Im Folgenden werden die Bezeichnungen P (Interpolationspolynom) statt p
(Ordnung der Quadraturformel) sowie Indizes 1 < k < K statt 0 < i < n verwendet. Die
Darstellung des Interpolationspolynoms zu Datenpunkten (x;, y;)1<i<x lautet dann

K X—X;
j .
P=Y) yiLiePgx1, Lix)= [] , 1<i<K.
i=1 1<j<kXi = Xj
J#i

Extrapolation (Satz 3.2): Es sei f € ¥ 2K ([a, b)), und es bezeichne P € Px_; das Inter-
polationpolynom zu den Datenpunkten (hf, T (h;))1<i<x mit positiven und paarweise
verschiedenen Schrittweiten h; > 0 fiir 1 < i < k. Dann gilt

1=i<K

b
P0)-ao=O(h2K,), aO:f f(x)dx, hpax= max h;.
a

Denn: Die explizite Darstellung des Interpolationspoynoms P € Pg_; duch die Daten-
punkte (hl?, T(hi))1<i<x mittels Langrange-Basispolynomen lautet

K x—h?
P(x)=) Th)Lix)ePxy, Lix)= [[ w5, l=<is<K.

i=1 1=j=k B = 1]

=J= J

Da die Polynomfunktionen Qy(x) = x* fiir 0 < k < K — 1 exakt durch das Interpolati-
onspolynom zu den Stiitzstellen (h?) 1=i<k dargestellt werden, gilt

K K
K= =Y QUHL(x)=Y K¥*Li(x), O0<ksK-1.
j=i =i
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Einsetzen der asymptotischen Entwicklung fiir T'(h) fithrt auf

K
P(x) =} T(hi) Li(x)

i=1

N

~
I
—

K-1
(X awn? + axh W) Lix)
k=0

T

1 K r
=Y ar Y L0+
i=1

K
Y ax(h) hi¥¥Li(x)
k=0 =

i=1

————

K-1 K
=Y apx*+ Y ak(h) BF¥Li(x).
k=0 i=1

Extrapolation bei x = 0 ergibt (Auswerten des Interpolationspolynoms an Argumen-
ten auBerhalb des betrachteten Intervalles)

K
PO =ao+Y axh)h¥*L;0), L= [] 515, 1=i<K,
i=1 1<j<k 5= N3

und somit die Abschdtzung (Schranke fiir ag, positive Schrittweiten h; >0 fiir 1 <i <
K)
K h?
|P(O) - ao| = Y lax () BZX [l ———
i=1 lsjsthj_hil
J#i
b K h?
it e[ Ireowlary 1 oL
a i:llsjsthj_hil
Jj#i

Dies zeigt die Behauptung.
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3.4. Adaptive Verfahren

* Vorsicht! In Abschnitt 3.3 wurden Schrittweiten h;,..., hx zu dquidistanten Zerlegun-
gen betrachtet. Im Folgenden geht es um die optimale Wahl der Schrittweiten einer
einzigen Zerlegung, und /; bezeichnet die Schrittweite im j-ten Teilintervall.

* Adaptivitit:

- Das Grundprinzip adaptiver Verfahren ist es, eine Balance zwischen Genauigkeit
und Effizienz zu erreichen.

- Im Zusammenhang mit Numerischer Integration ist es wiinschenswert, in Be-
reichen wo der Integrand wenig variiert relativ grofle Schrittweiten zuzulassen
und in Berechen wo der Integrand hingegen stark variiert relativ kleine Schritt-
weiten zu wihlen. Aufgrund zusétzlicher Funktionsauswertungen und Rechen-
operationen hat eine Verkleinerung der Schrittweite eine Verringerung der Effi-
zienz des Verfahrens zur Folge, eine Vergroflerung der Schrittweiten steigert die
Effizienz.

Vgl. Verlauf des Integranden, Skriptum, S. 50.

* Adaptive Verfahren zur numerischen Integration (Trapezregel)

- Esbezeichnet a = xyp < --- < xy = b eine Zerlegung des Integrationsintervalles mit
zugehorigen Schrittweiten h; = xj41 — x; fiir 0 < j < N — 1. Beispielsweise fiir die
Trapezregel ist die Quadraturapproximation durch

N-1 b
QN =3 Y hi(fap+flxj+)) = I(f)=/ fx)dx
rt .

J
gegeben.
- Fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel gilt die Abschidtzung

QA =IN|Cl-D o[Vl hmax= max h;.

Die Vorgabe einer sehr kleinen maximalen Schrittweite wiirde zwar auf eine sehr
gute Approximation fithren

hmax<<1 = [Q(A)-I(f)] <1,

wadre jedoch sehr ineffizient. Das Ziel adaptiver Verfahren ist es sicherzustellen,
daB die Schrittweiten (h;)o<j<n-1 S0 gewéhlt werden, da8 die Approximation ei-
ne vorgegebene Toleranz erreicht

|Q(H—1(f)|=ToL.

1 1
——— dx.
f_l 1074 4 x2
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- Grundlegende Ideen:

+ Ausgehend von einer groben Zerlegung des Intervalles (z.B. ein oder zwei
Teilintervalle) bestimmt man jenes Teilintervall I; = [xj, Xj+1] in welchem
der (absolute oder relative) geschétzte Verfahrensfehler

Xj+1
Qi =3h;(fxp+flxjs)) = Ij(f):fj f(x)dx
Xj

maximal ist. Solange die Forderung (Schitzung I = I)

Q) -T(fH] = ToL

verletzt ist, wird das Teilintervall I; halbiert und die zugehérigen Quadra-
turpproximationen berechnet (Berechnung der zusitzlich benétigten Funk-
tionswerte, Berechnung der Quadraturapproximationen sowie der geschitz-
ten Verfahrensfehler auf den beiden Teilintervallen.

x Zur Schdtzung des Verfahrensfehlers verwendet man beispielsweise eine
Quadraturformel hoherer Ordnung wie etwa die Simpsonregel, die wenig
zusdtzliche Funktionsauswertungen erfordert. Eine Alternative ist auch Ri-
chardson Extrapolation.

* Bei praktischen Berechnungen verwendet man die bessere Approximation
(Unterschédtzung der Schrittweite).

Vgl. Illustration Adaptive Verfahren (Trapezregel, Simpsonregel, ohne Schiatzung
des Verfahrensfehlers).
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4. Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

¢ Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate zur Theorie von Anfangswertproblemen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen

- Prinzip der Diskretisierung, Verfahrensklassen, Diskretisierungsfehler
- Konvergenzresultat, Adaptivitat

- A-Stabilitdt von Losungsverfahren, Steife Differentialgleichungen

* Grundlagen:
— Quadraturapproximationen, Interpolation

- Losungsverfahren fiir lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Weitere Anwendungen:

- Zeitdiskretisierungen partieller Differentialgleichungen

e Bemerkung: Die Analyse des Diskretisierungsfehlers unterscheidet sich von der im
Skriptum gewdhlten Vorgehensweise.

47



4.1. Theoretischer Hintergrund

* Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung:
Fiir vorgegebene Punkte £y € R (Anfangszeitpunkt) und T € R (Endzeitpunkt) sei I =
[to, T] falls ty < T (bzw. I = [T, to] falls £y > T). Weiters sei f: IxR% — R? : (£, v) — f(t,v)
eine vorgegebene stetige Funktion und y, € R? ein vorgegebener Anfangswert bei f.
Eine Losung des Anfangswertproblems

{ %J’(t)=f(t,y(t)), te(t, 1), (bzw. (T, ty))
y(tO):yOy

ist eine Funktion y: I — R4, welche die (gewohnliche) Differentialgleichung (erster
Ordnung) und die Anfangsbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, dall y auf I
stetig und zumindest in (fy, T) (bzw. (T, tp)) differenzierbar ist.

Beispiel, vgl. Skriptum, S. 60 (d = 2, nichtautonome nichlineare Differentialgleichung).
Bemerkungen:
— Falls d > 1 spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

- Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen fiir Funktionen in einer
Verdnderlichen geben partielle Differentialgleichungen Zusammenhénge zwi-
schen Funktionen in mehreren Verdanderlichen und deren partiellen Ableitungen
an.

- Invielen Anwendungssituationen beschreibt die Variable ¢ die Zeit und die Funk-
tion y den zeitahdngigen Zustand eines Systems (z.B. das Wachstum einer Spezi-
es oder die Bahn eines Massenpunktes unter der Einwirkung von Kréiften). Zum
Zeitpunkt fy, befindet sich das System in dem bekannten Zustand y(t) = yo.
Zu bestimmen sind die Zustdnde y(¢) zu spéateren (bzw. fritheren) Zeitpunkten
te(ty, T) (bzw. t € (T, ty)).

- Die (komponentenweise) Integration der Differentialgleichung
Ly =y =f(ty®), telty,D),

t t
y’(r)dr:f flmym)dr, e, D),
Ip

To
t

y(t)—y(to)=f flr,ym)dr, te(t, 1),

fo
und Einsetzen der Anfangsbedingung y (%) = yp fiihrt auf die Integralgleichung

T
y(t):y(to)+f floym)dr, tet,T).

To

Diese wird einerseits fiir theoretische Untersuchungen (Existenzresultate,
Picard-Lindelof) und andererseits zur Konstruktion numerischer Verfahren
(u.a. mittels Quadraturapproximationen bzw. Interpolation) genutzt.
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- Eine vorteilhafte Alternative, die eine (semilineare) Formulierung der Differenti-
algleichung mit zeitunabhingiger Matrix A € R%*¢ niitzt, beruht auf der linearen
Variation-der-Konstanten Formel (Nachpriifen durch Einsetzen bei #, und Dif-
ferenzieren)

Ly =aym+g(tym), te,D,

t
y(t):e(t_t")Ay(to)+f e Mg(r,y(m)dr, te(ty,T).
To

— Im Zusammenhang mit Anwendungen (z.B. aus der Mechanik) haben auch
Differential-Algebraische Gleichungen besondere Bedeutung

Ly _(F(6yw,20)
0 g(t, y(1),2(0))

¥ (1) _ (Yo
z(1p) z)’

die in der allgemeineren impliziten Form enthalten sind

)’ te(t()’T)’

F(tY(0,L2Y®)=0, te(t, D),
Y(t) =Y.

Falls die Funktion F bzgl. des Argumentes % Y (¢) auflosbar ist, ergibt sich eine
explizite Differentialgleichung der oben angegebenen Form.

Autonome Differentialgleichungen: Falls die die Differentialgleichung erster Ord-
nung definierende Funktion f nicht explizit von der Variable ¢ abhéngt, heilst die
Differentialgleichung eine autonome Differentialgleichung

{ Ly =flyw), te,D,
y(to) =)0-

In diesem Fall kann man ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Anfangszeit o =0
annehmen.

Reduktion auf autonome Differentialgleichungen: Jedes Anfangswertproblem fiir ei-
ne nichtautonome Differentialgleichung

Ly =fley®), te,D,
y(t()) = yO)
kann mittels der Definitionen

ol o=(2) 0=
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auf ein Anfangswertproblem fiir eine autonome Differentialgleichung zuriickgefiihrt
werden

% Y()=F(Y(®), te(tT),
Y (t) =Yp.

Reduktion auf Differentialgleichungen erster Ordnung: Jedes Anfangswertproblem
fiir eine Differentialgleichung k-ter Ordnung

(k-1)

{ Ly = Ly, &y, S yw), e, D),
k-1
.V(to):J/O, %y(to):y{), %y(to):yo ,

kann mittels der Definitionen

Yi(1) P Yo
Ya(t) Sy '
Y(t) — 2. = de . ’ YO = y:O y
Vi) {22y ¥
Yg(t) YZ([)
F(t,Y(0) = Vi1 (8 = Yk—.l(t)

Fly®, &y, s5yw)| \fl6ym)

auf ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickge-
fithrt werden

LYW =F(,Y®), teln,),
Y() =Y.

Beispiel (d = 2, autonome lineare Differentialgleichung), vgl. Skriptum, S.62. Eine
Transformation (Y7 = 3, Y, = % y) der Schwingungsgleichung (Newtonsche Bewe-

gungsgleichung, Masse m, Auslenkung aus der Ruhelage y, Geschwindigkeit % ¥, Be-

schleunigung (?—:2 ¥, Federkraft nach dem Hookschen Gesetz mit Federkonstante k, Rei-
bungskraft durch Ddmpfung z.B. in zdher Fliissigkeit mit Reibungskoeffizient r, Vorga-
be der Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit) fiihrt auf

m&Sy@+r Ly +kyn =0,
d (Yl(t)):( Yo (1) ):( 0 1 )(Yl(t))
0] -f£n0-£nw) -5 -L)\n0)
Vgl. lllustration (Losung der Schwingungsgleichung mittels Matrixexponentialfunkti-

on).
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e Lineare Differentialgleichungen: Falls die rechte Seite der Funktion die spezielle
Form f:1x RY — R : (t,v) — f(t,v) = A(f)v + g(f) mit zeitabhédngiger Matrix A :
I — R4 und Inhomogenitit g : I — R? hat (d.h. die Funktion f ist inbesondere li-
near bzgl. der Variable v), heil3t die Differentialgleichung eine inhomogene lineare
Differentialgleichung (bzw. eine homogene lineare Differentialgleichung, falls spezi-
ell g=0)

{ Ly =Amy®+g), tet, ),
y(to) = yo.

Ahnlich wie bei Gleichungssystemen ist auch bei Differentialgleichungen der nichtli-
neare Fall wesentlich schwieriger als der lineare Fall.

e Vorbemerkung: Eine Funktion f : D c R" — R hei8t Lipschitz-stetig, wenn eine
Konstante L > 0 existiert, sodal fiir alle Elemente x,x € D die folgende Abschitzung
mit Lipschitz-Konstante L > 0 gilt

If 0 - f@| <Lix-xI.

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit (Satz von Picard-Lindel6f): Falls die Funk-
tion f: I xR? —R%: (t,v) — f(t, v) stetig und beziiglich der Variable v Lipschitz-stetig
ist, d.h. fiir alle £ € I und v, 7 € R4 gilt die Relation

|fv) = ft, )| sLIv-7]

mit Konstante L > 0, existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funkti-
on y: I — R4, welche das Anfangswertproblem

{ %y(t) =f(t,y®), te(n D),
y(l'()) = J’O»

erfullt.

Bemerkung: Eine Abschwichung des Satzes von Picard-Lindelof niitzt die lokale
Lipschitz-Stetigkeit ein einer Umgebung der Anfangsbedingung (ty, yo) und sichert
die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung y : [fy, f + 6] — R<.

Beispiel: Ein bekanntes Beispiel einer Funktion, die insbesondere bei x = 0 nicht (lo-
kal) Lipschitz-stetig ist, ist die Abbildung

. . _ f(X) _f(o) 1
f.R—’R.X'—’f(X)—\/}, T—ﬁ
Zudem gilt f:R\ {0} — R: x— ﬁ wegen
fEAAN)-f(x) _ Vx+Ax—v/x _ 1 Ax—0 f’(x) 1
Ax Ax Erweitern mit v x+Ax+y/x, VatAxtyx 2vx

Verwendung von (a—b) (a+b)=a?—b?
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* Wesentlich in Hinblick auf die Theorie dynamischer Systeme ist das folgende Resultat
zur Sensitivitidt der Losung eines Anfangswertproblems beziiglich Anderungen in den
Anfangswerten.

Stetige Abhiingigkeit der Losung von den Anfangswerten (Kondition, vgl. Satz 4.2):
Falls die Funktion f: I x R? — R : (¢,v) — f(t, v) stetig und beziiglich der Variable v
Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0 ist, gilt fiir zwei Losungen y, y der Differentialglei-
chung

Lzt =f(t,2(0),  telty, D),

zu den Anfangswerten yy, yy die Abschidtzung

ly@ -7 e yo-H|, tet,D.

Bemerkung: Das exponentielle Auseinanderdriften von Lésungen zeigt sich beispiels-
weise bei der folgenden skalaren Differentialgleichung mit A =0

dzi=0zn), z2(=e"""z(1), t=1.
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4.2. Diskretisierungen und Diskretisierungsfehler

» Zeitintegrationsverfahren (Zeitdiskretisierungsverfahren) fiir Anfangswertprobleme
der Form

y(ty) gegeben,

beruhen auf folgendem Zugang (time-stepping approach). Ausgehend von einem
ndherungsweisen Anfangswert

{ %y(t):f(t’y(t))’ tE(to,T),

Yo = y(t)
berechnet man an gewissen Zeitpunkten mit zugehorigen Zeitschrittweiten
hh<th<--<ty=T, hi=tiz1—t;, 0<i<N-1,
mittels einer Rekursion Ndherungswerte an die exakten Losungswerte
Yn = y(ty), l=n<N.
Bei Einschrittverfahren hat die Rekursion die Form
Yn=®hp-1,th-1,¥n-1), 1=<n<N, Yo gegeben.

Zur Konstruktion und Analyse von Zeitintegrationsverfahren fiir (lineare) Differential-
gleichungen ist es vorteilhaft, den numerischen Lésungsoperator ® mit dem exakten
Losungsoperator E zu vergleichen
Yn=Php-1, tn-1,Yn-1) = y(ty) = E(hn—ly tn—l»J’(tn—l)); l=n=<N, Yo gegeben.
Allgemeiner hingt bei Mehrschrittverfahren (k-Schrittverfahren) der numerische Lo-
sungsoperator von zuvor berechneten Approximationen ab
yn = (D(hn_l,..., hn_k, tn-l,yn_l,...,yn_k), k =n< N.
Neben dem Startwert sind dann geeignete Approximationen yj,..., Yx-1 (z.B. mittels
eines Einschrittverfahrens) zu berechnen.
» Beispiele fiir (einfache) Zeitintegrationsverfahren:
- Explizites Eulerverfahren (Explicit Euler, Forward Euler):
+ Das explizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialgleichung
(Auswerten bei t = t,_1)
Sy0_, = fltar,y(ta-))),  1<n<N,
den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Vorwartsdif-
ferenz, forward)

Y(tn)—y(tn-1)

~ d _ 1 y@)—y(tp-1)
th—tn1 ~ dty(t)|t:tn,1_tl}m

PSR Al /50
zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion (explizite Relation)

Yn=Yn-1+hu-1f(tn-1,¥yn-1), 1=n<N,  ypgegeben.
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+ Eine alternative Herleitung des expliziten Eulerverfahrens beruht auf der In-
tegralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsinter-
vall [£,-1, tn])

In
Y(tp) = y(tp-1) + f flr,ym)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei ¢,,_;)
Y(tn) = y(tn-1) + hn-1 f(tn-1, y(tn-1).
* Vgl. Skizze, Skriptum, S.66.

— Implizites Eulerverfahren (Implicit Euler, Backward Euler):

+ Das implizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialglei-
chung (Auswerten bei t = t,,)

%y(t)|t:tn:f(tn,J/(tn)), l1=n=N,

den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Riickwarts-
differenz, backward)

Y(tn)~y(tn-1)

~ d i YO =y (tn)
th—tn_1 ~ dty(t)|t:tn—hm —

=1, In

zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion
Yn=Yn-1+hu-1f(tn,yn), 1=n<N,  y gegeben.

* Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren ist beim impliziten Eulerver-
fahren in jedem Zeitschritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu lésen
(vgl. Numerische Mathematik I). Aufgrund des besseren Stabilitdtsverhal-
tens, lohnt sich im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen (Ab-
schnitt 4.4) der Mehraufwand.

* Eine alternative Herleitung des impliziten Eulerverfahrens beruht auf der In-
tegralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsinter-
vall [t,-1, t5]) ;

y(ty) :y(tn—1)+ft f(r,y(@)dr,
n-1

und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei ;)

y(ty) = y(tp-1) + hn—lf(tn;J’(tn)) .

- Mittelpunktsregeln (Einschrittverfahren, Zweischrittverfahren):

+ Eine Herleitung einer Mittelpunktsregel beruht ebenfalls auf der Integral-
gleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsintervall

[tn-1,tnl)
In

y(t,) =y(tn—1)+f f(r,y(m)dr,

In-1
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und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt #,—; + % hy-1, vgl. entspre-
chende Quadraturapproximation)

y(tp) = y(tp-1) + hy— f(tn—l + % hn—ly.V(tn—l + % hn—l)) .

Zur Approximation des unbekannten Losungswertes kann man einerseits
das explizite Eulerverfahren verwenden

y(tn—l + % hn—l) R Yn-1t % hn-1 f(tn—l»yn—l)

und erhilt dann die Rekursion fiir die (explizite) Mittelpunktsregel

Yn=Yn-1+hn f(tn—l + % hn-1,yn-1+ % hn-1 f(tn—l,yn—l)) , l=n<N.
Verwendet man hingegen das implizite Eulerverfahren (Losung eines nicht-
linearen Gleichungssystems zur Berechnung der Hilfsapproximation Y;,—; 1)

y(tn—l + % hn—l) = Yn—l,l =Yn-1t % hn-1 f(tn—l + % hp-1, Yn—l,l)r

ergibt sich die (implizite) Mittelpunktsregel

Yi-11= Yn-1+ 3 hnt ftn-1+ 3 Bn1, Yno11),
Yn=Yn-1+hn f(tno1 + 3 huo1, Yao11), 1sn<N,  y geg.

Bemerkung: Die implizite Mittelpunktsregel ist ein erstes Beispiel eines im-
pliziten Runge-Kutta Verfahrens (Definition, s.u.), das sich speziell fiir die
Wabhl der folgenden Verfahrenskoeffizienten ergibt

1 1
s=1, ca=3, an=3, b=1.

Betrachtet man die Integralgleichung (Integration der Differentialgleichung
mit Integrationsintervall [#,_», t,], zur Vereinfachung konstante Zeitschritt-

weite h)
In

y(tn) =J/(tn—z)+f flr,ym)dr,

In-2
und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt t,_,, vgl. entsprechende
Quadraturapproximation)

J/(tn) = y(tn—Z) +2 hf(tn—l;J’(tn—l)) )
so ergibt sich ein explizites Zweischrittverfahren (vgl. Skriptum, S. 67)
Yn=Yn—2+2hf(ty-1,¥n-1), 2<n<N, Yo gegeben.

Zur Bestimmung der unbekannten Approximation y; verwendet man iibli-
cherweise ein Einschrittverfahren (z.B. explizites Eulerverfahren mit hinrei-
chend kleiner Zeitschrittweite zur Erhaltung der Konvergenzordnung).
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- Trapezregel: Die Trapezregel beruht auf der Integralgleichung (Integration der
Differentialgleichung mit Integrationsintervall [£,,_1, £,,])

tn
y(t,) :J/(tn—l)"'f f(r,ym)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 1, Intervallenden ¢,-; und ¢, als Stiitzstellen,
vgl. entsprechende Quadraturapproximation)

Y(t) = Ytn) + 3 B (£ (801, ¥(0no0)) + £ (1 Y (1)),
Dies fiihrt auf die Rekursion fiir die Trapezregel

Yn=Yn1+ 321 (fltn-1, yn-1) + f(tn,¥n)), 1=n<N,  yo gegeben.

Die Trapezregel ist ebenfalls ein Beispiel eines (impliziten) Runge-Kutta Verfah-
rens (s.u.).

e Klassifizierung von gebriduchlichen Zeitintegrationsverfahren (Runge-Kutta Ver-
fahren, Lineare Mehrschrittverfahren):

- Ein Runge-Kutta Verfahren besitzt die Form
!
Yn—l,i

s
/
Yn-1,i=Yn1+ hn— Z ajj Yn—l,j’
=

= f(ty-1+cihp-, Yin-1,i),

S

Yn=Yn-1+hn-1 ) b; Y,;_l,,-, l=n=<N, Yo gegeben,
i=1

mit Hilfsapproximationen (Y,-1,i)1<;<s und (Yr,z _1 1siss (Stufen) an die Funk-

tionswerte bzw. Ableitungen der exakten Losung Y,_1; = y(f,-1 + ¢;h,-1) bzw.

Y =y (the1+cihpo1) = f(tn=1 + cihn-1, y(tn—1 + cihp—1)). Ersetzt man die in-

n—1,i
ternen Stufen, so ergibt sich die alternative Darstellung

S

/ /
n-1,i = f(tn—l +C; hn—l;yn—l +hy-1 Z ai;j Yn—l,j)’
j=1

S
Yn=VYn1+hn 1) biY, ,;, 1<sn<N,  y gegeben.
=1

1

Ein Runge-Kutta Verfahren (und damit die Approximationsgiite der Ndherungs-
l6sung) ist durch die Angabe der Verfahrenskoeffizienten im (John) Butcher Ta-
bleau

¢=(Ci)1=iss ‘ A= (aijsijss
‘ b=(bi)i<i<s
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festgelegt. Das Verfahren ist explizit, falls a;; = 0 fiir alle 1 < i < j < 5, ansonsten
implizit.

Lineare Mehrschrittverfahren beniitzen die Kenntnis von Approximationen zu
fritheren Zeitpunkten. Ein lineares k-Schrittverfahren ist durch eine Rekursion
der Form (zur Vereinfachung fiir konstante Zeitschrittweiten / formuliert, bei va-
riablen Schrittweiten hdngen die Koeffizienten des Verfahrens von Schrittweiten-
verhéltnissen ab)

k

k
Y @i Yn-k+i=h D Bi fUnkrir Yn—k+i)
i=0 i=0

mit Verfahrenskoeffizienten (a;, B;i)o<i<x gegeben. Falls der Koeffizient 4 nicht
auftritt (d.h. B = 0), ist das Verfahren explizit, ansonsten implizit.

Die Konstruktion der bekanntesten Linearen Mehrschrittverfahren beruht aufIn-
terpolation.

x Bei den BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formulae) betrach-
tet man das Interpolationspolynom P € P, durch die Datenpunkte
(tn—k+i» Yn—k+i)o<i<k fur k =1 und bestimmt den unbekannten Approximati-
onswert y;, so, dal die Forderung

%p(t”t:tn = f(tnyp(tn)) = f(tn;)/n)

erfiillt ist, d.h. das Interpolationspolynom P erfiillt die Differentialglei-
chung in t,. Offensichtlich fiihrt dieser Zugang auf ein implizites k-
Schrittverfahren.

(i) Fir k=1 fihrt der Ansatz

P =Yu1+—101) 3 Un—Yn-1),  SPO=3n—Yn1),
und die Forderung
3 Un=Vn-D) = G PO oy = fltn,yn)
auf das implizite Eulerverfahren
Yn=Yn1+hfltn,yn), 1sns<N.

(ii)) Fur k = 2 fiihrt beispielsweise der Ansatz (Interpolation nach Newton,
Schema dividierter Differenzen)

P(t) = yn—2+ (- tp-2) % (Yn-1—Yn-2)
+ (= tn2) (t=ty-1) 35 Yn—=2Yn-1+ Yn-2),
%P(t) = % (Vn-1—Yn-2)+ 2t —ty-1—tp-2) ﬁ (Yn—=2Yn-1+Yn-2),
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und die Forderung

7 1= Yn-2)+ Qtn—tn1 = tr-2) 577 Yn—=2Yn-1+ Yn-2)
=+ (Vn-1 = ¥Yn=2) + 5 (Yn—2Yn-1+ Yn—2)
= 3 (3¥n—4Yn-1+ yn-2)
=LPW|,_, = ftnyn)

auf das bekannte Zweischrittverfahren BDF 2 (zuvor angegebene Form mit
Koeffizienten ag = %, a1=-2,a= %, Bo=0=p1,P2=1)

%yn_zyn—l"'%_)/n—z:hf(tn»J/n), 2<n<N.

Bei den Adamsverfahren betrachtet man die Integralgleichung

tn
y(tn) =y(tn—1)+f f(r,ym)dr
In-1

und ersetzt den Integranden durch ein Interpolationspolynom zu gewissen
Datenpunkten. Im Fall der expliziten Adams-Verfahren (Adams-Bashforth
Verfahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € P;_; durch
(tn—trir f(tn—ksis Yn-k+i))g<j<p_1» Was auf ein explizites k-Schrittverfahren
der Form

k-1

Yn=Yn-1t+h Zﬁif(tn—k+i»J/n—k+i): k=n=N,

i=0
fihrt. Bei den impliziten Adams-Verfahren (Adams-Moulton Ver-
fahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € Py durch
(tn—tc+ir f(tn—k+is» Yn-k+i))g<j<; (beinhaltet die unbekannte Approxima-
tion y,) und erhélt damit ein implizites k-Schrittverfahren der Form

k
J/n:J’n—l+hZ,Bif(tn—k+i’J’n—k+i)y k=sn<N.

i=0
Bemerkung: Zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems kann man die Idee der Fixpunktiteration verwenden. Ausgehend
von einem geeigneten Startwert werden Approximationen an eine Losung
des Problems

n=Fm

mittels der Iteration
ni=Fmn;-1), i=12,...

berechnet. Im Zusammenhang mit impliziten Adamsverfahren fiihrt dieser
Zugang auf Pradiktor-Korrektor Verfahren, d.h. zur Bestimmung geeigne-
ter Startwerte wendet man das explizite Adamsverfahren an und berechnet
anschlieBend (einige wenige) Werte mittels Fixpunktiteration.
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Illustrationen (Explizite Verfahren der Ordnungen p = 1,2, 4 fiir eine skalare Testglei-
chung mit bekannter Losung, implizite Verfahren der Ordnung p = 1,2 fiir eine skalare
lineare Testgleichung, Explizites Zweischrittverfahren der Ordnung p = 2).
Fragestellung: Giite der Approximation mittels Zeitintegrationsverfahren.
Vorbemerkung: Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante Zeitgitter be-
trachtet, d.h. es gelte

t,=ty+nh, 0<n<N, h:%.

Ansonsten ist in den globalen Fehlerabschédtzungen die konstante Schrittweite /& durch
die maximale Schrittweite

Amax = max hy,, h,=ths1—-t,, 0<n=<=N-1,
0<nsN-1

Zu ersetzen.
Globaler und lokaler Fehler:

- Um die Giite der mittels eines Zeitintegrationsverfahrens bestimmten Approxi-
mationen an die exakten Losungwerte

Y0, Y1,¥Y2,--»YN>» Yn=yty), 0=n<N,

beurteilen zu konnen, definiert man den globalen Fehler

ey =yn—Y(N).

Unter der Annahme, dal Anfangswertprobleme betrachtet werden, die durch ei-
ne hinreichend regulire Funktion f : I x R? — R? gegeben sind, heilt ein Zei-
tintegrationsverfahren konvergent mit Konvergenzordnung p = 1, falls eine Ab-
schitzung der Form (fiir hinreichend kleine Schrittweiten 0 < . < h)

lyn—yn)|| = Ch?
bzw. in Kurzschreibweise die Relation
enN = 1% (hp )

gilt. Wesentlich ist dabei, dal3 die Konstante C weder von der Schrittweite & noch
von der Anzahl der Zeitschritte N abhédngt. Bei nichtlinearen Problemen ist die
Existenz der numerischen Losung im Allgemeinen nur fiir Schrittweiten 0 < h < I
sichergestellt.

— Zur Analyse des globalen Verfahrensfehlers (und auch zur Konstruktion von Ver-
fahren) ist es im Allgemeinen vorteilhaft, den lokalen Fehler eines Zeitintegrati-
onsverfahrens zu untersuchen. Bei Einschrittverfahren betrachtet man die Diffe-
renz zwischen numerischer Approximation und exaktem Losungwert, ausgehend
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von einem gemeinsamen (beliebigen) Anfangswert (zur Vereinfachung der Nota-
tion wird der Startzeitpunkt #, nicht angegeben)

y1—=y(t) =D(h, yo) — E(h, yo).

Ein Einschrittverfahren hat Konsistenzordnung p = 0 (im Unterschied zur Kon-
vergenzordnung), wenn

V1 —y(tl) = ﬁ(hp-ﬂ) .

Bei einem k-Schrittverfahren geht man von einem (beliebigen) Anfangswert y
und Startwerten yy,..., V-1 aus, die exakten Losungwerten entsprechen (insbe-
sondere gilt yx_; = y(fx—1)), und betrachtet dann die Differenz

J/k_J/(tk) :q)(h,yo,---,J/k—l)—E(h»J/k—l)-

- Ein Hauptresultat der Numerik von Zeitintegrationsverfahren besagt, daf unter
gewissen Stabilitdtsforderungen aus einer lokalen Fehlerentwicklung

y1-y(t) = O(hP*)
die globale Fehlerentwicklung
yn—y(tn) = O'(hP)

folgt (bei hinreichend regulédrer Funktion f und geeignet gewdhlten Startwerten).
Kurz gefaldt
Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz

Ein wesentlicher Schritt ist somit die Analyse des lokalen Fehlers fiir verschiedene
Verfahrensklassen.

Beispiele von lokalen Fehlerentwicklungen fiir (einfache) Zeitintegrationsverfah-
ren:

- Vorbemerkungen:
+ Bei der Konvergenzanalyse eines Zeitintegrationsverfahrens betrachtet man
als ersten Schritt eine skalare lineare Testgleichung (Dahlquist Testglei-
chung, autonome Differentialgleichung, Anfangszeitpunkt #y = 0)

Ly =flLym)=Ay®, tz0, yO0) =y, AeR, (bzw.1€C)
mit exakter Losung
v =etyy,  t=0.

* Aufgrund der Linearitdt der Testgleichung ist es zudem ausreichend, den nu-
merischen und exakten Losungsoperator zu betrachten, d.h. man verwendet
die einfache Abhéngigkeit der numerischen und exakten Lésung vom An-
fangswert y; = ®(h, yo) = ®(h) yp und y(h) = E(h, yo) = E(h) yo.
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+ Eine Abschdtzung des globalen Verfahrensfehlers mittels einer Abschét-
zung fiir lokale Verfahrensfehler und Stabilitdsabschdtzungen basiert auf der
Teleskopsumme (selbes Prinzip fiir Skalare «, f € R bzw. Matrizen «, § € R4xd
bzw. sogar Losungsoperatoren)

ak—ﬁk: ak—a’k_lﬂ+ak_lﬁ—ak_2ﬁ2+ak_2ﬂ2—ak_3ﬂ3+"'+a’ﬁk_l _ﬁk
:ak—l ((X—ﬁ) ak—Z(a_ﬁ)ﬁ :ak—S(a_ﬁ)ﬁZ :((Z—ﬁ)ﬁk_l
=aF Y a-p+a2@-pp+aBSa-ppiL---+@-p prt

k-1 ‘ ‘
Y a1 a-ppl.
j=0

+ Vorsicht! Bei der Analyse der lokalen Fehlers nimmt man an, daR die Zeit-
schrittweite & hinreichend klein ist und somit eine Entwicklung des Wertes
der Exponentialfunktion bei h sinnvoll ist (die Anfangsglieder der Entwick-
lung sind dominant)

e =1+nA+InPA%+ IRPA3+.
——
vergleichsweise klein

Die Verwendung einer Entwicklung beim Endzeitpunkt T
e =1+ TA+1T* A2+ 133+ ...

ist im Allgemeinen jedoch nicht sinnvoll (die Anfangsglieder der Entwick-
lung sind nicht dominant).

— Explizites Eulerverfahren:

+ Das explizite Eulerverfahren (einzelner Zeitschritt der Liange h)

¥1=Yo+ h f (1, yo)

angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihen-
entwicklung der Exponentialfunktion)

n=oMmy = yh)=EMny,
®(h)=1+hA = EW=e=1+hA+0(1?).

+ Der lokale Verfahrensfehler des expliziten Eulerverfahrens

= yh) = (@(h) - E(h)
erfiillt somit die Abschédtzung (Konsistenzordnung p =1,d.h. p+1=2)

ly1—y(W)| = Ch.
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+ Die Approximation zum Endzeitpunkt ¢y = T ist durch

hA

)NJ/O =~ y(ty) =eNy,

yN:(l-l-h/l

gegeben.

+ Einfacher als die direkte Analyse des globalen Verfahrensfehlers (insbeson-
dere fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen)

yn—y(n) = (N - E(tn) yo = ((1 + ]M)N_ eNm) Yo

ist die Verwendung der Relation (Teleskopsumme)
k-1 . .
Ofk—ﬁk: Z (Xk_l_] (a_ﬁ)ﬁ];

j=0

die auf die Relation (Lady Winderemere Ficher, fiir den exakten Losungs-
operator gilt die Gleichheit E(h) = E(Nh))

N-1 )
yn—yan) = (@Y -EmN) yo= Y @ (@) - E(W) EGi ) yo
j=0

und damit auf die Abschédtzung

N-1 X N-1
lyn —y(ew)| < ‘q>(h)|N‘1"J [o() - E)| |EGiyo| < Ch Y b
I m-i=c | =on2 =y(t)I=C =
=Nh=T
<Ch
fiihrt.

Bemerkung: Das exponentielle Anwachsen der Losungen fiir A > 0 spiegelt sich
in der Stabilitdtsschranke (Annahme /> 0)

|o()|" =11+ kA" < e,

In dieser Situation ist ein exponentielles Auseinanderdriften (Fehlerschranke im
wesentlichen |yy — y(ty)| < C e'T hP) der numerischen und exakten Losung un-
vermeidbar. Insbesondere iiber lange Zeiten T >> 1 ist die Bestimmung genau-
er Approximationen mit sehr hohem Rechenaufwand verbunden bzw. man kann
sich nicht erwarten, dall die Ergebnisse quantitativ korrekt sind (chaotische Sy-
steme, qualitative Theorie).

— Implizites Eulerverfahren: Das implizite Eulerverfahren
n=yot+hfhy)
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angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihenent-
wicklung der Exponentialfunktion, geometrische Reihe fiir [hA| < 1 anwendbar)

n=0Mmy, = yh=EMNy,
O =(1-hA) ' '=1+hA+O0(h*) = EW=e"=1+hA+0(h?).

Der lokale Verfahrensfehler des impliziten Eulerverfahrens erfiillt somit die Ab-
schiatzung (Ordnung p = 1, d.h. p+1 = 2, ebenso wie das explizite Eulerverfahren)

ly1 —y(w)| = Ch?.

Die Approximation zum Endzeitpunkt ¢ = T ist durch

=1-r)"Vy = yun =My,

gegeben. Wie zuvor beruht die Analyse des globalen Verfahrensfehlers auf der
Relation

N-1 )
yn=yn) = (@Y -EmN)yo= Y, @)V (@(h) - E(h) E(jh) yo
j=0

und fithrt damit auf die Abschitzung (fiir A < 0 und wegen h > 0 ist die Schranke
|1-hA|™! < 1 immer giiltig!)

N-1

. N-1
lyv =y = ) 1®(h)|N‘1‘{ [@(n) - E| [EGGyo| <Ch Y h
T oomAFN--DsCc =CR2 =ly(ipIsC U
=Nh=T
<Ch.

Verallgemeinerung: Zur Konvergenzanalyse von Einschritt- und Mehrschrittver-
fahren fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen mit (lokal) Lipschitz-
stetiger definierender Funktion verwendet man dasselbe Prinzip wie beim expli-
ziten und impliziten Eulerverfahren

N-1 .
v—yun|= X Jew | Jem-Em|  [EGw]
—_— ~_ | —_—
Globaler Fehler <C <Chr+l <C
Stabilitdtsabschétzung Lokale Fehlerabschiitzung Exakter Losungwert
<Ch”,

vgl. Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5).

Ahnlich wie bei Quadraturapproximationen beruht die Konstruktion von explizi-
ten und impliziten Runge-Kutta Verfahren auf der Losung von Ordnungsbedin-
gungen, die sich aus der Forderung

n-yh)=0(h"")
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ergeben. Die Herleitung der Ordnungsbedingungen fiir autonome Differential-
gleichungen mit hinreichend oft differenzierbarer Funktion f beruht auf Taylor-
reihenentwicklungen der exakten Losung (Differentialgleichung y'(¢) = f(y(1)),
mittels Kettenregel y' (1) = f'(y (1)) f(y(1)))

yW=y+hy©)+3h* YO +..
—~— ——
=f(yo) =f"o) f(yo)
unter der Verwendung graphentheoretischer Mittel wie Bdume) und analoger
Entwicklungen der Runge—Kutta Losung (komplizierter Teil). Beispielsweise fiih-

ren die Gaultschen Quadraturformeln auf implizite Runge-Kutta Verfahren, die
Gaul3schen Verfahren.
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4.3. Konvergenzresultat fiir Einschrittverfahren
 Fragestellung: Konvergenzresultat fiir Zeitintegrationsverfahren (vgl. Abschnitt 4.2)

Stabilitdt von Zeitintegrationsverfahren: Ein Zeitintegrationsverfahren (inbesonde-
re ein Einschrittverfahren) mit Verfahrensfunktion ® heif$t stabil, wenn die mehrfache
Hintereinanderausfiihrung von ® durch eine Konstante beschrinkt ist, wobei die Kon-
stante unabhingig von der Gré8e und der Anzahl der Zeitschritte ist.

Vorsicht! Bei Zeitintegrationsverfahren unterscheidet man die Begriffe Stabilitat und
u.a. A-Stabilitit (vgl. Abschnitt 4.4), weiters zu unterscheiden von verschiedenen Sta-
bilitdtsbegriffen bei Differentialgleichungen oder der numerischen Stabilitit eines Al-
gorithmus.

Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5): Die das Anfangswertpro-
blem definierende Funktion f sei hinreichend regulér

{ Ly =f(t,y®), teln,D,
y(to) gegeben.
Weiters sei das Einschrittverfahren mit Verfahrensfunktion ® wohldefiniert und stabil
(fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten0< h; < h,0<i<N-1)
h<h<---<ty=T, hi=tiq1—t, 0<i<N-1,
Yn=®hp-1,th-1,¥n-1), 1=<n<N, Yo gegeben,

und es besitze die Konsistenzordnung p = 1. Dann gilt die globale Fehlerabschédtzung

[y =yl = Cllyo—y@l+hine),  hmax = max hi,

mit Konstane C > 0 unabhéngig von der Gréfe und der Anzahl der Zeitschritte.
Bemerkung: Die Aussage des Konvergenzresultates gilt im Wesentlichen auch fiir

Lineare Mehrschrittverfahren. Fiir ein stabiles k-Schrittverfahren mit Startwerten
Yo,---,» Yk—1 ergibt sich die globale Fehlerabschidtzung

lyn =yt = C max lyi=y(l+hfray).
Da Mehrschrittverfahren durch Mehrschrittrekursionen definiert sind und diese im
Allgemeinen instabil sind, sind Mehrschrittverfahren hoherer Ordnung zu vermeiden.

Illustrationen (Einfache stabile Zeitintegrationsverfahren, Numerische Berechnung
der Konvergenzordnungen):
- Explizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Explizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
Explizites Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4
— Implizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Implizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
(Implizite) Trapezregel (Ordnung 2)
- Mittelpunktsregel (explizites Zweischrittverfahren, Ordnung 2)
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Bemerkungen (Beweis des Konvergenzresultates):

- Die Herleitung eines Konvergenzresultates fiir Einschrittverfahren angewendet
auf nichtlineare Differentialgleichungen beruht auf dem zuvor fiir das explizi-
te Eulerverfahren angegebenen Zugang. Zur Abschitzung des globalen Fehlers
wird die folgende Relation verwendet (zur Vereinfachung Formulierung fiir linea-
re Differentialgleichungen und dquidistante Schrittweiten)

N-1 .
v—yu= X e Jew-Em]  [EGh|
—_— - [ — [ — |
Globaler Fehler J=0 <C <Chprt1 <C
Stabilitdtsabschitzung Lokale Fehlerabschitzung Exakter Losungwert

<CHhP.

Wesentlich ist es somit, Stabilitdtsabschdtzungen und lokale Fehlerabschitzun-
gen (Taylorreihenentwicklungen) abzuleiten.
Beispiele:
+ Mittels der folgenden Taylorreihenentwicklung der exakten Lésung
dry=flym),
y(h) =y +hy©+5h* y'0) +0(h°),
— ——
=f(y) =1 (o) f (o)

ergibt sich fiir das explizite Eulerverfahren die lokale Fehlerentwicklung
(Konsistenzordnung p = 1)

n=yo+hfy), yh)=y+hfy)+0(h?),
n-yh) =0(h?),

und fiir die explizite Mittelpunktsregel die lokale Fehlerentwicklung (Kon-
sistenzordnung p = 2)

n=w+h  f+5f00)  =yo+hfo)+3h ') fye) +O(R),
——
=G0 +5 hf' (o) foo+6 (h2)
Y0 = yo+ B f(yo) + 3 B2 /(o) f(yo) + O(1%),
y1—yh) =0(h?).

+ Diffiziler ist die Vorgehensweise beim impliziten Eulerverfahren

J/l:y0+hf(J/1),

da hier zuerst der Nachweis der Existenz der numerischen Lésung erbracht
werden mufl. Dazu verwendet man beispielsweise den Banachsche Fix-
punktsatz (vgl. Numerische Mathematik I). Fiir Lipschitz-stetige definieren-
de Funktionen f mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist fiir hinreichend kleine
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Zeitschrittweiten 0 < 1 < & die Kontraktivitit der Abbildung F sichergestellt

n=Fy1))=y+hfOn),
IF(2) = F@l = Ih(f(2) - f@)I < Lk llz=Z]l.

!
=x<1

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes y; sowie die Be-
schrénktheit der numerischen Losung

Lyl < lyoll + RILF ()l
<yl + RIf o)l + Al f(y1) = f (ol
< lyoll + kI f (o)l + R LIy - yol
<@+hL) Iyl +hlfyo)ll +hLlyll
= InlsC=7(A+rL Iyl +hlfyl),

Nun ist ein Taylorreihenentwicklung der numerischen Losung sinnvoll und
fiihrt auf die lokale Fehlerabschitzung (Konsistenzordnung p = 1)

yi=yo+hf)=yo+hf(yo+hfy))=yo+hf(yo)+0(h%),
y(h) = yo+hf(yo) +O(h?),
y1—yh) =0(h?),

- Ein alternativer Zugang verwendet (vgl. Skriptum S. 76)

N-1 .
lyv-yaw =3, [Etn-1-p)| e -Emw] o0y
—— = N ~ - > ~ -_ v
Globaler Fehler =0 <C <ChpPt1 <C
Abschétzung mittels Satz 4.2 Lokale Fehlerabschitzung Numerische Losung
<ChP.

Stabilitdtsabschdtzungen gehen hier bei der Abschédtzung der numerischen Lo-
sung ein.

- Zur Konvergenanalyse von Linearen Mehrschrittverfahren niitzt man die Formu-
lierung als Einschrittverfahren (vgl. Numerische Mathematik I, Abschnitt 7.1).

- Bereits bei einfachen Anfangswertproblemen kann es zu Ordnungsreduktionen
kommen, wenn beispielsweise die definierende Funktion f und damit die exakte
Losung y nicht hinreichend oft differenzierbar ist.

Illustration (Ordnungsreduktion): Fiir das triviale Testbeispiel (direkter Zusam-
menhang mit bestimmten Integralen und Quadraturapproximationen)

T
dym=fm=3Vi, 0<t<T, y(T):y(0)+f0 fde=y©) +T?,
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beobachtet man aufgrund der Singularitét bei £ =0
2
Lyn=%rm=3%,  o<i<rT,
fiir Ein- und Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 eine Reduktion

auf die Konvergenzordnung %

- Bei Miteinbeziehung des Einflusses von Rundungsfehlern (zusitzliche Inhomo-
genitdt in der Differentialgleichung) ergibt sich insgesamt die Fehlerabschidtzung
(wegen Nh =T folgt N = % fiir 4quidistante Zeitschrittweiten)

Gesamtfehler < C hP + Cé€mach %
~——
Verfahrensfehler
Rundungsfehler

Bei zu groll gewédhlten Zeitschrittweiten dominiert der Verfahrensfehler, bei zu
klein gewdhlten Schrittweiten beeintrdchtigt der Fehler aufgrund der Akkumu-
lation von Rundungsfehlern die erreichbare Genauigkeit. Fiir die optimale Wahl
(Vernachlissigung der Konstanten, £mach = 10719)

g(h) =hP + €mach % — min,

0=g'(W=ph’™" —emach # - # (PhP" ~emach) = h= p+\/1 gml?m '

_P_

ghy=el
p=1:  gh) = Emach =107,
p=2:  gh) :giachz 1071,
p=4: gh) zeiach: 10712,
p=10: g = Eﬁach ~1071%,

zeigt sich der Vorteil bei der Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens hohe-
rer Ordnung.

e Richardson Extrapolation (Explizites Eulerverfahren): Im Zusammenhang mit Zeit-
integrationsverfahren beruhen Extrapolationsverfahren auf der Idee, Linearkombina-
tionen von numerische Approximationen zu verschiedenen Zeitschrittverfahren zu
berechnen, die eine hthere Ordnung besitzen. Bestimmt man beispielsweise mittels
explizitem Eulerverfahren numerische Approximationen zu den Schrittweiten & und
% h (Ordnung p = 1, einzelner Zeitschritt)

n=yo+hfle,y), zi2=yo+3hflto,y0), z1=2z12+3hf(to+3h 2172),

so zeigt eine einfache Rechnung, dal§ die Linearkombination
2 Z1 — J/1
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Ordnung p + 1 = 2 besitzt. Der allgemeine Zugang beruht dhnlich wie bei Quadratur-
approximationen auf asymptotischen Entwicklungen der numerischen Losung.

Vgl. lllustration (Extrapolation).

Entsprechend adaptiven Quadraturformeln verwendet man u.a. Paare von Runge-
Kutta Verfahren verschiedener Ordnung zur vorteilhaften Wahl der Zeitschrittweiten
(Verfahren zur Integration, Verfahren zur Schitzung des lokalen Fehlers). Optimale
Verfahren in Hinblick auf die Anzahl der benétigten Funktionsauswertungen sind ein-
gebettete Runge-Kutta Verfahren der Ordnungen p # p

cl A c| A
b b

mit gleichen Knoten und internen Stufen, jedoch unterschiedlich gewadhlten Gewich-
ten.

Beispiel: DOPRI (Dormand - Prince Verfahren, 1980), explizites Runge—Kutta Verfah-
ren der Ordnung 4(5), Standard-Ldser ODE45

Adaptive Zeitintegrationsverfahren: Ahnlich dem Prinzip adaptiver Verfahren zur
numerischer Berechnung bestimmter Integrale sollen bei adaptiven Zeitintegrations-
verfahren die Zeitschrittweiten dem Losungsverlauf optimal angepallt werden. Die
Idee ist es, bei Anwendung eines Verfahrens der Konsistenzordnung p die Schrittweite
so zu modifizieren, dal eine vorgegebene Toleranz erreicht wird

_ - +1 - p+1 -
ERRjokal = €1T(h) = C hP™, err(hoptimal) =C hoptimal =ToL.

Die Division beider Relationen fiihrt auf folgende Faustregel fiir die optimale Zeit-

schrittweite )
optimal \ p+1 - _ToL . ~ p+l —TOL
( h ) ™ ERRjgkal hoptimal = 1 ERRigkal *

Dabei bezeichnet ERRjok, den mittels eines Verfahrens hoherer Ordnung (siehe auch
Eingebettete Verfahren, Extrapolation) geschitzten lokalen Fehler.

Vgl. Illustration (Schrodingergleichung, Adaptive Verfahren).

69



4.4. A-Stabilitiit

e Situation: Betrachtet wird eine autonome Differentialgleichung mit hinreichend re-
guldrer definierender Funktion f : R? — R? (unendliches Zeitintervall)

Syw=1yw), >

Asymptotisch stabile stationire Losungen: Eine Losung z: I = [£y,00) — R4 der Dif-
ferentialgleichung mit Anfangswert zy = z(fp) heilst asymptotisch stabil, wenn es eine
Konstante § > 0 gibt, sodaR fiir jede andere Losung Z : I — R der Differentialgleichung
mit Anfangswert z, = zZ(#y) folgende Eigeschaft gilt

lzo—Zoll <6 = lim flz() —z(O)l1 = 0.

Besondere Bedeutung haben asymptotisch stabile stationire Losungen (bzw. Gleich-
gewichtslosungen), d.h. zeitunabhéngige Losungen der Differentialgleichung

dzin=0=f(z0), t>1t.

Beispiel: Die skalare lineare Differentialgleichung
Ly =Aym, t=0, A<0,

besitzt die asymptotisch stabile stationdre Losung z = 0. Fiir beliebige Anfangswerte
Zp € R gilt ndmlich

zZ(H)=eMz,, t=0, lim |Z(2)|| = lim e | Z,]| = 0.
t—o0 I—o0

» Fragestellung: Approximationsgiite eines Zeitintegrationsverfahrens bei der Berech-
nung asymptotisch stabiler Lésungen.

Bemerkung: Aus dem zuvor angegebenen Resultat zum Konvergenzverhalten von
Zeitintegrationsverfahren folgt keine Aussage iiber die Approximationsgiite bei der Be-
rechnung asymptotisch stabiler Losungen, da die Konvergenzabschidtzung nur auf be-
schréinkten Zeitintervallen giiltig ist (Aussage fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten,
aufgrund der auftretenden Konstante C = C(T) ist die Abschidtzung nur auf vergleichs-
weise kurzen Zeitintervallen sinnvoll).

e Vorbemerkung: Es sei z eine stationdre Losung der Differentialgleichung

Ly =f(ym), t>.

Theoretische Resultate sichern, dall das asymptotische Verhalten der stationdren L6-
sung durch die linearisierte Differentialgleichung bestimmt ist

Ly =fly)=f@+f (20 -2)+0(ly®-2zl?),
L350 =4510, 70=e"1), tz6, A=f'.
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Falls alle Eigenwerte der Matrix A negativen Realteil haben, ist die Losung asympto-
tisch stabil, falls jedoch ein Eigenwert mit positivem Realteil existiert, ist die Losung
asymptotisch instabil. Dies rechtfertigt die Betrachtung der Testgleichung von Dahl-
quist.

Im Folgenden wird wieder die Bezeichnung y : I — R? fiir die betrachtete Losung ver-
wendet, und z bezeichnet eine stationdre Losung der Differentialgleichung.

Bemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, die exakte und nu-
merische Losung mittels des exakten und numerischen Losungsoperators anzugeben
(fiir die Testgleichung wird die Abhédngigkeit vom Zeitpunkt bzw. von der Zeitschritt-
weite und dem Parameter A angegeben)

n=ehNy = yh)=EHhAy0).

Testgleichung (Dahlquist): Betrachte die skalare lineare Testgleichung mit bekannter
exakter Losung (vgl. Abschnitt 4.2, Annahme yg # 0)
Ly =2yw®, t=0, yO=y, A<0, (bzw.A€CmitRA<0)
y(0) =EtN) yo=eyy, =0, lim E(A1) =0.
—00

A-Stabilitit (vgl. Definition 4.8): Ahnlich dem Verhalten der exakten Lésung der Test-
gleichung fordert man von einem A-stabilen numerischen Verfahren mit Verfahrens-
funktion ® (angewendet mit d4quidistanten Zeitschritten / > 0), dall in der obigen Situ-
ation die Approximationswerte gegen die asymptotisch stabile Lésung konvergieren

Yn=®hA) y—1 =) yy, n=0, lim ®(hA)" =0.

n—oo

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung
[D(hA)| <1

bzw. auch damit, dal’ die linke Halbebene im (absoluten) Stabilitdtsbereich des Ver-
fahrens enthalten ist

Ceoo={peC:Ru<0}cS={ueC:|oWwl<1}.

Bemerkungen:

- Abhiéngig von der betrachteten Problemklasse ist auch eine Abschwidchung des
Begriffes der A-Stabilitédt ausreichend.

- Bei Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens auf die Testgleichung ist es
naheliegend, die Bezeichnungen ®(hA) = E(hA) zu verwenden, welche die
wesentlichen GréBen beinhalten.
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Beispiele (Explizites Eulerverfahren, Implizites Eulerverfahren):

— Das explizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch

®hA)=1+hA = EHhA)=e",
ynzq)(h/l)”y():(l-i-h/l)”yo ~ y(nh)ZE(nh?L)yoze”Myo,

gegeben. Somit folgt

lim y,=0 <= |[®MhA)|=|1+hAl<]1

n—oo

und weiters (A1 <0, Fall |1 - h|A||=1- h|A| <1 fiir 1 — h|A| > 0 ist abgedeckt)
1+ hAl=|hIAl-1|=hIA|-1<1 < hlAl<2.

Z.B. fiir A = — 10/ fiihrt dies auf die Schrittweiteneinschrankung h < 2-107/ . Bei
zu grof3 gewdhlten Zeitschrittweiten oszilliert die numerische Lésung und wichst
betragsmallig stark an, folglich ist das numerische Ergebnis wertlos.
Der Stabilitdtsbereich

S={peC:1+ul<1}

beschreibt das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt —1 und Radius 1, d.h. das
explizite Eulerverfahren ist nicht A-stabil.

— Das implizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch

O(hA) = = E(hA) =e

U

gegeben. Die Bedingung
|0(hA)| = <1 <= 1<l1-hAl=1+hIA|

ist fiir alle Schrittweiten h > 0 erfiillt, und insbesondere ist das implizite Eulerver-
fahren A-stabil.

Fazit: Bei der numerischen Losung der Testgleichung mittels explizitem Eulerverfah-
ren sind aus Stabilitdtsgriinden (fiir A >> 1 extrem starke) Schrittweiteneinschriankun-
gen erforderlich. Die numerischen Losung der Testgleichung mittels implizitem Eu-
lerverfahren bleibt hingegen fiir beliebige Zeitschritte stabil und fiihrt bereits bei ver-
gleichweise grollen Schrittweiten auf ein zufriedenstellendes Ergebnis.

Allgemein gilt, dal nur implizite Zeitintegrationsverfahren die Eigenschaft der A-
Stabilitdt besitzen konnen.

— Implizite Runge-Kutta Verfahren wie Radau IIA Verfahren sind A-stabil.

- Das implizite lineare Mehrschrittverfahren BDF 2 ist A-stabil. Fiir 3 < k < 6 ist das
Verfahren BDF k zwar nicht A-stabil, jedoch A(9)-stabil (Sektor anstelle Halbebe-
ne im Stabilitdatsbereich enthalten).
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* Stabilitdtseigenschaften numerischer Verfahren wie A-Stabilitit sind im Zusammen-
hang mit steifen Differentialgleichungen (insbesondere partiellen Differentialglei-
chungen wie Diffusionsgleichungen) wesentlich.

Curtiss & Hirschfelder (1952): ... stiff equations are equations where certain
implicit methods ... perform better, usually tremendously better, than explicit
ones.

Illustration (Zeitintegration der Diffusionsgleichung mittels explizitem und implizi-
tem Eulerverfahren)
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5. Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

¢ Inhalte:
- Problemstellung

- Schief$verfahren (Losung von Anfangswertproblemen, Newtonverfahren)
Differenzenverfahren
Kollokationsverfahren

Bemerkung: Vertauschen der Abschnitte 5.3 und 5.4

* Ausblick: Ortsdiskretisierungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
- Finite Differenzen Methode

— Finite Elemente Methode (Galerkin Verfahren)
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5.1. Problemstellung

¢ Erinnerung:

- Bei einem Anfangswertproblem sind das Zeitintervall I = [#y, T, die (hinreichend
regulire) definierende Funktion f : I x R? — R? und der Anfangswert y, € RY
vorgegeben. Gesucht ist eine (hinreichend regulire) Funktion y : I — R%, die die
Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingung erfiillt

{ %y(t) =f(t,y(®), te(t, ),
y(l'o) =Jo.

- Speziell bei der Schwingungsgleichung sind neben der Differentialgleichung
mf—;y(t)+r%y(t)+ky(t):o, te(t,T),

die Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben

Y,  Gy@|., -

Bei der Formulierung der Differentialgleichung zweiter Ordung als
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, entsprechen die erste bzw. zweite
Komponente des Vektors Y (f) = (y(?), % y()T der Auslenkung bzw. Geschwin-
digkeit zum aktuellen Zeitpunkt

Yi(1) 0 1 Yi(1)
% (y;(t)) = ( k )(Y;(t)) , te(t, 1), Y (%) gegeben.

_k _r

m m

e Vorbemerkung: Bei der Schwingungsgleichung kann man anstelle der Anfangs-
auslenkung und Anfangsgeschwindigkeit beispielsweise auch die Auslenkung zum
Anfangs- und Endzeitpunkt vorgegeben, was auf ein Randwertproblem fiihrt. Allge-
meiner ist ein Randwertproblem durch eine gewo6hnliche Differentialgleichung und
eine algebraische Bedingung fiir die Randwerte y(fy) und y(T) gegeben.

Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung: Fiir
vorgegebene Punkte 7o e Rund T e Rsei I = [fy, T] falls 1y < T (bzw. I = [T, 1] falls #, >
T). Weiters seien f : I x RY - R: (t,v) — ft,v)und r: R4 x RY — R : (v, w) — r(t,v)
vorgegebene (reguldre) Funktionen. Eine Losung des Randwertproblems

Ly =fltyw), tetn,D,  (bzw. (T, &)
r(y(to), y(T)) =0,

ist eine Funktion y : I — RY, welche die (gewohnliche) Differentialgleichung (erster

Ordnung) und die Randbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, dal y auf I stetig
und zumindest in (ty, T) (bzw. (T, ty)) differenzierbar ist.

75



— Falls die Funktion r durch Matrizen A, B € R?*% und eine Spalte c € R4 definiert
ist, d.h. es ist r (v, w) = Av+ Bw — ¢, spricht man von einer linearen Randbedin-

gung
Ay(tp)+By(T) =c.

— Falls die Funktion r von der Form (v, w) = (o(v), 9(w)) mit Funktionen p : R% —
R* und p : RY — R % fiir 1 < k < d — 1 ist, spricht man von einer separier-
ten Randbedingung. Insbesondere ist dies fiir Randbedingungen der einfachen
Form (nach eventueller Umordnung der Komponenten von y)

yilto) =c1, ..., Yx(to) = ck, Yi+1(T) = Cks1y -y ya(T) = cq,
der Fall.

Bemerkung: Im Gegensatz zu Anfangswertproblemen ist es bei (nichtlinearen)
Randwertproblemen (noch) schwierig(er), allgemeine Aussagen zur Existenz und
Eindeutigkeit zu machen.

— Dies zeigt sich beispielsweise an der einfachen linearen Differentialgleichung
(Schwingungsgleichung mit m=k=1,r =0)

Ly +y0=0, re©m),
mit exakter Losung
y(t)=Cysint+ Cy cost, te(0,m].
Wegen y(0) = C, und y(7r) = — C, existieren bei Vorgabe der Randbedingungen
y(0)=0, y(@r)=0, y(t) =Cy sint,
unendlich viele Losungen, bei Vorgabe der Randbedingungen
y@ =1, y@=1,

existiert jedoch keine Losung.

— Verallgemeinerung: Die Losung y : I — R einer skalaren linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist von der folgenden Form mit homogenen Losun-
gen yp1 und yp» (zur Differentialgleichung mit y = 0) und einer partikuldren
Losung y, (spezielle Losung).

(j‘—:zy(t)+a(t)%y(t)+/3(t)y(t)zy(t), te (b, 1),
V=Ciyn1+CoyYn2+yp.

Bei der spezieller Wahl der Anfangsbedingungen (Satz von Picard-Lindel6f si-
chert die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen)

Yhi1(to) =1, %J’h,l(l‘)|t:t0=0, Vh2(t) =0, %Yh,z(t)h:m:l,
Yplt) =0, Lyp®],_, =0,
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folgen bei Vorgabe der Randbedingungen

y(to) = Yo, y()=yr,

die folgenden Relationen fiir die zu bestimmenden Konstanten Cj, C,

!
y(t0) = Cy yn,1(t0) +C2 yn,2(%0) + yp(to) = C1 = o = (1=,
=1 =0 =0
y(T) =£,LYh,1(T) + G yp2(T)+ yp(T) = yo Yp,1 (1) + Co ypo(T) + yp(T) = yr
=Yo
=  Cyn2(D)=yr—yp(T) = yoyn1(1).

Somit konnen drei unterschiedliche Fille eintreten:
* Yp2(T) #0: Eindeutige Lésung mit C, = m (y1—yp(D) = yo yna1 (D).
* Yp2(T) =0und y(T) = yp(T) + yo yn,1(T) = yr: Unendlich viele Losungen.
* Ypo(T)=0und y(T) = y,(T) + yo yn,1(T) # yr: Keine Losung.

* Freie Randwertprobleme: Beispielsweise beim Re-Entry Problem (Wiedereintritt ei-
ner Rakete in die Atmosphére) tritt ein Randwertproblem auf, wo der Endzeitpunkt
nicht festgelegt ist und stattdessen eine zusitzliche Randbedingung vorgegeben ist
(dh.esist r:R? xR x R — R4*1)

Ly =f(tyw), tew,, (bzw. (T, k))
r(y(t), y(T), T) =0,

Solche freien Randwertprobleme lassen sich mittels einer Transformation des Zeitin-
tervalles auf das Einheitsintervall

[t, T] «~— [0,1]

t=to+s(T—ty) — s:}%‘;

auf die Standardform eines Randwertproblems fiir den Losungsvektor Y(s) =
(Y(s), )T mit Y(s) = y(t) reduzieren, ndmlich (wegen % Y(s)= % y(1) % =flt,y®) T
folgt % Y(s)= T f(to+s(T—1ty), Y (s)), weiters ist Y (0) = (y(to), H)und Y (1) = (y(T7), T))
Tf(to+s(T-1),Y
dy(s)= florsT=h YN = (o),
0
r(Y(0),Y(1)=0.

Ilustration: Wurfparabel als Anfangswertproblem, Randwertproblem und Freies
Randwertproblem (zwei physikalisch sinnvolle Losungen zu den Endzeitpunkten
Tl’ TZ > 0)
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5.2. Losung durch Riickfiihrung auf ein Anfangswertproblem (Schiefverfahren)

¢ Einfaches SchieRverfahren:

- Vereinfachung: Zur Vereinfachung wird zunédchst ein Randwertproblem fiir eine
Funktion y = (y1, y2)T : I = [ty, T] — R? mit speziellen separierten Randbedingun-
gen betrachtet

Ly =f(t,y0), teln D,
n) =y, nM=yrmn.
Beispiele: Schwingungsgleichung, Wurfparabel

- Idee: Die Idee des (einfachen) SchieRverfahrens ist es, das Randwertproblem auf
ein Anfangswertproblem zuriickzufiihren

{ %y(t) =f(t,y(®), te(t, ),
y(t0) = yo = (Yo1, yo2) L.

Die unbekannte Komponente des Anfangswertes soll dabei so bestimmt werden,
dall die zugehorige exakte Losung (Angabe der Abhdngigkeit des Losungsopera-
tors E vom aktuellen Zeitpunkt, Anfangszeit und Anfangswert)

J/(t) = E(t’ tO) J/O)

im Endzeitpunkt T die geforderte Randbedingung erfiillt (dabei bezeichnet
y1(T) = (E(T, ty, yo))1 die erste Komponente der exakten Losung bei t = T)

(1) = (E(T, to, yo)), = y11,

d.h. es ist die nichtlineare Gleichung

F(yo2) = y1(T) = yr1 = (E(T, %0, ¥0)), — Y11 =0

zu losen.

Illustration (Verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten und zugehérige Losun-
gen), vgl. Skriptum, S. 99.

- Verallgemeinerung: Die Losung eines Randwertproblems allgemeiner Form fiir
eine Funktion y: I — RY

Ly =f(ty®), tet,D,
r(y(t), y(D)) =0,

beruht auf der Betrachtung des zugehorigen Anfangswertproblems
Ly =fltyw®), te,D),
y(to) = Yo,

und der Losung der nichtlinearen Gleichung (fiir die unbekannten Losungskom-
ponenten)

F(yo) = r(y(t), y(1)) = r(y0, E(T, 1o, 0)) = 0.
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— Ndherungsweise Losung:

+ Im Allgemeinen wird die nichtlineare Gleichung

*

F(yo) = r(y(10), y(T)) =0

mittels eines iterativen Verfahrens ndherungsweise gelost, und eine nahelie-
gende Wahl ist das Newtonverfahren oder Modifikationen davon (vgl. Nume-
rische Mathematik I). Bei Verwendung des Newtonverfahrens wird (zumin-
dest ndherungsweise) die erste Ableitung der Funktion F bendotigt (Ketten-
regel, partielle Ableitungen 0; r und 0, r, Ableitung der exakten Losung nach
dem Anfangswert 0, y)

F'(y0) =017 (y0, y(T)) + 021 (y0, (1)) 0y, y(T).

Zur Bestimmung der Ableitung der exakten Losung nach dem Anfangswert
verwendet man die Variationsgleichung (zeitabhdngige Matrix Y = 0, y er-
fiillt Differentialgleichung & ,, y(¢) = 8, f (¢, () 8y, ¥(¢) und Anfangsbedin-
gung d,, y(to) = 1, 0> f (¢, v) bezeichnet die partielle Ableitung von f beziiglich
des zweiten Argumentes v)

Ly =f(tyw), tew, T, ylto) =,
Ay =o.f(tyn)Y®), tew,T), Y)=I,

vgl. Dynamische Systeme und insbesondere Stabilitdt von Differentialglei-
chungen.

Zur naherungsweisen Losung eines Randwertproblemes wird im Allgemei-
nen die folgende Vorgehensweise gewéhlt:

(i) Wahl eines geeigneten Startwertes yj.

(i) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung
des zugehorigen Anfangswertproblems, und insbesondere Berechnung
einer Approximation an den Funktionswert yn = y(T) = E(T, ty, yo) (vgl.
Abschnitt 4). Berechnung von F(y) = r(¥o, yn) = F(0).

(iii) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung
der zugehorigen Variationsgleichung, und insbesondere Berechnung ei-
ner Approximation an den Funktionswert Yy = d,, y(T). Berechnung von
G(¥0) =017 (yo, yN) + 027 (¥o, yn) YN = F' ().

(iv) In einem Newtonschritt, ersetze yp durch yp — G( yo)_lﬁ (o) und iteriere.

In Situationen, wo die obige Vorgehensweise versagt, weil das Newtonverfah-
ren schlechte Konvergenzeigenschaften besitzt (Startwert ungeeignet, Diffe-
rentialgleichung mit exponentiell anwachsenden Losungen, grol3es Integra-
tionsintervall) wird anstelle des einfachen SchieSverfahrens das mehrfache
Schiellverfahren (Einfiigen zusétzlicher Stiitzstellen) verwendet, vgl. Skrip-
tum, S. 100.
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- Speziell fiir ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem fiir eine
skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen separierten
Randbedingungen herstammt (Lésung z: I — R)

C 2t +a®) Lz + BB z(1) = y(1) t
de dr —Y ) € (tOy T))
z(t)) =29, z(T)=zr,

kann man die gesuchte Komponente des Anfangswertes bestimmen (sofern spe-
zielle homogene und eine spezielle partikuldre Losung bekannt sind). In diesem
Fall ist das zugehorige Anfangswertproblem (setze y = (y1,12)” = (2, &2)7 : I —
R?)

a(no)_ ¥a(1)
Wy =B —-a@yp@+y@]’

(J/1(Ifo)) _ (J/m)
¥ (to) Yoz

Die unbekannte Komponente y;, des Anfangswertes soll dabei so bestimmt wer-
den, dal die zugehorige exakte Losung im Endzeitpunkt die geforderte Randbe-
dingung erfiillt

te (t()rT))

n(M) =z(T)=zr.
Falls homogene Losungen zji, zp2 und eine partikuldre Losung z, der

Differentialgleichung zweiter Ordnung bekannt sind (zu den in Abschnitt 5.1 an-
gegebenen Anfangsbedingungen), folgt die Losungsdarstellung

z2=Crzp1+Cozpo+2zp.

Einsetzen der bekannten Funktionswerte y;(ty) = z(ty) = zo, y1(T) = z2(T) = zr
bzw. der geforderten Anfangsbedingung y» () = % zZ(0)| =, = Yoz flihrt auf

zZ= C1 Zp,1 +C2Zhy2+Zp,

d ,_ d d d
aZ—Cl dch'1+C2 dch,2+dth,

z(to) = Cy zp,1 (1) +Co zp2(to) +2p(to) =Cr =20 — C1 =2,
—— ——
=1 =0 -0

d - 4 d d -C, =
Ez(t”t:to =G di Zhvl(t)ltth"‘cz di Zhﬂ(t)'tth"'gt Zp(t)ltth_ C2 = yoz

Vv~ g g

=0 =1 =0
= C2=Yo2,
z(T) = Crzp 1 (T) + Co 22 (T) + 2p(T) = 20 21,1 (T) + Yo2 23,2(T) + 2p(T) = 27

_zr—2p(T)—20 2,1 (T)
= Joz= Zn2(T)

Sofern die Bedingung zj »(T) # 0 fiir die Losbarkeit des Randwertproblems erfiillt
ist, ist die Losung des Randwertproblems gerade die Losung des zugehorigen An-

fangswertproblems mit
_zr—zp(T)—zp zp, 1 (T)
Yoz = zp,2(T)
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- Illustration (Einfaches SchieBverfahren fiir homogene lineare Differentialglei-
chung y' = Ay).
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5.4. Kollokationsverfahren

* Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem der Form fiir eine Funktion y : I — R?

r(y(to), y(1)) = 0.

Bemerkung: Mit Kollokation bezeichnet man die Interpolation von Funktionswerten
und Ableitungen.

Idee: Bei einem Kollokationsverfahren fiir ein Randwertproblem betrachtet man einen
Raum von Funktionen (z.B. Polynomfunktionen oder Splinefunktionen, zusétzliche
Eigenschaften) und fordert, dall die Differentialgleichung in gewissen Stiitzstellen so-
wie die Randbedingungen erfiillt sind. Im Allgemeinen ist der Funktionenraum als li-
neare Hiille (vy,..., vk) von Basisfunktionen gegeben und man wéhlt den Ansatz

K
z=) civi =y,
i=1

wobei die Koeffizienten c¢; € R so bestimmt werden, dal$ fiir vorgegebene Stiitzstel-
len fp < f1 <---tny-1 < ty = T die Bedingungen (Differentialgleichung in den inneren
Punkten, Randbedingung)

420, = fltwztn), 1snsN-1,
r(z(t), z(tn)) =0,

erfiillt sind.
Bemerkungen:

— Oft ist es vorteilhaft, die Basisfunktionen so zu wihlen, dal spezielle Rand-
bedingungen wie etwa die homogene Randbedingungen y(a) = 0 = y(b) automa-
tisch erfiillt sind (Linearkombinationen der Basisfunktionen erfiillen dann eben-
falls die homogenen Randbedingungen).

- Vgl. Konstruktion der BDF-Verfahren.

Illustration (Einfache Differentialgleichung, Kollokation mittels Polynomfunktionen),
vgl. Skriptum, S. 110.
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5.3. Differenzenverfahren

e Vorbemerkung: Differenzenverfahren (Relaxationsverfahren) sind globale Verfahren
(kein time-stepping approach) zur ndherungsweisen Losung von Randwertproblemen
fiir gewohnliche Differentialgleichungen und werden auch zur Ortsdiskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen verwendet. Aus diesem Grund wird die unabhéngi-
ge Variable in diesem Abschnitt mit x bezeichnet.

e Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem
fiir eine skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen sepa-
rierten Randbedingungen herstammt (Lésung y : [a, b] — R, (zumindest) stetige Funk-
tionen a, B,y : [a, b] — R, Voraussetzung f = 0 (punktweise), d.h. f(x) = 0 fiir x € [a, b])

- dd—;y(x) + a(x) d%y(x) + B(x) y(x) =y(x), x€(a,b),
y@=ya, yb)=yp.

Kurzschreibweise mittels Differentialoperator: Eine {ibliche Kurzschreibweise mit-
tels eines (linearen) Differentialoperators (zweiter Ordnung) ist (Bemerkung zu Defi-
nitionsbereich, s.u.)

L:%%*a,b)— C(a,b):z— Lz = —dd—;z+ad%z+/3z,
d.h.esist (Lz)(x) = - (f—jz z(x)+a(x) % z(x)+B(x) z(x) (oftauch kurz Lz(x) statt (Lz)(x)).

Die Differentialgleichung 148t sich dann in der kompakten Form (dhnlich einem linea-
ren Gleichungssystem, s.u.)

Ly=y bzw. (Iy)x)=y(x), xe(ab),

angeben.

Differenzenverfahren: Die Idee von Differenzenverfahren (bzw. Finiten Differen-
zenverfahren) ist es, in einer Differentialgleichung die auftretenden Differentialquo-
tienten durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Bei einer linearen Differentialglei-
chung fiihrt dies auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Naherungswerte an den
vorgegebenen Stiitzwerten.

Beispiele (Symmetrische Differenzen): Haufig verwendete Approximationen der er-
sten und zweiten Ableitung sind (Vorwiértsdifferenz, Riickwértsdifferenz, Symmetri-
sche Differenzen)

+h)— - S
w = ddx y(JC) + ﬁ(h) » A —)h = = = %(x : - d%cy(X) " ﬁ(h) ,
+h)-yx—h
Yyl _ d ()1 0(h?),
_ _ 2
YA 2V yh) _ &y 4 (2.

h? x
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Genauer: Falls die Funktion y hinreichend oft differenzierbar ist, fithren Taylorreihen-
entwicklungen auf folgende Relationen fiir die symmetrischen Differenzen (jeweils mit
¢elx—h,x+h])

h)—y(x—h 3
ye3ab): %:%y(x)+%h2%y(x)|x=5,
h)- -h 2 .
ye€Hap: (XEUREORED o &y + LR Ly,

Gitterfunktion (Grid function): Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante
Gitterpunkte zur Gitterweite h > 0 betrachtet (M innere Punkte xi, ..., xps)

Q={xp=a+mh:0sm=M+1}, h=12

Als diskretes Analogon der exakten Losung y : [a, b] — R des Randwertproblems ist die
Gitterfunktion auf dem Ortsgitter definiert

Die Randwerte yy = y(xp) = ¥4 und ypr41 = y(Xm+1) = yp sind vorgegeben (zur Verein-

fachung exakte Randwerte), zu bestimmen sind die Werte der Gitterfunktion an den
inneren Gitterpunkten

Q={xp=a+mh:1<m=< Mj}.

Bemerkungen:

- Im vorliegenden eindimensionalen Fall ist die Gitterfunktion y durch die Funkti-
onswerte an den (fixierten) inneren Gitterpunkten x,..., xj; bestimmt, und des-
halb wird auch die Vektorschreibweise (Matrix in 2D, Tensorstruktur in 3D)

y:(yM)ISmSM:(yly---)j/’M)T

verwendet.

- Nach Einschriankung der exakten Losung auf die Gitterpunkte (wie zuvor Vektor-
schreibweise mit y,, = y(x,,) fir0<m< M +1)

y|Q: (yl’---’yM)T,

ist es sinnvoll, die Differenz (Fehler des Differenzenverfahrens, kein Beitrag der
Randwerte unter der Annahme yj = y(xg) = yq und ya+1 = y(Xm+1) = ¥p)

j/"_ylg = (J~/1—J/1,---»J7M—J/M)T
zu betrachten.
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Approximation mittels symmetrischer Differenzen: Mittels der oben angegebenen
symmetrischen Differenzen ergibt sich als diskretes Analogon des Differentialopera-
tors

d? d

Lizr—Lz=—g5z+ag2+fz

der Differenzenoperator

L:2=(Zm), ey — L2 = (- Zmei22t Bt o g(x,)) ZmslBed 4 B0 Zn) s
Beachte! Der Operator L ist vorerst fiir auf dem offenen Intervall zweimal differenzier-
bare Funktionen z: (a, b) — R definiert, und es ergibt sich eine Funktion Lz : (a, b) — R.
Durch die Voraussetzung z € 6?(a, b) kann man Lz (in eindeutiger Weise) auf das
abgeschlossene Intervall [a, b] fortsetzen. Der Operator L ist fiir Gitterfunktionen Z :
Q — R definiert, und ergibt eine auf den inneren Gitterpunkten definierte Funktion
LZ:Q — R. Schreibt man fiir LZ dieselben Randwerte wie fiir Z vor, erhilt man eine auf
allen Gitterpunkten definierte Funktion LZ: Q — R, bei der Funktionsvorschrift gibt
man iiblicherweise jedoch nur die Werte der inneren Gitterpunkte an.

Kompake Schreibweise: Mittels Matrix- und Vektorschreibweise ergibt sich

B(x1) Z B(x1) Z1
(ﬁ(xm) Zm)lsmsM = ,B(xm) Em = ﬁ(xm) Em
Blxm) Zm Bxan) ) \Zu

= Ao

sowie

a(x1) (Z2 — Zp)
~ _~ _ 1 _ . ~
(a(xm) Zrnﬂz—hzml)lsmSM = 2h a’(xm) (Zm+1 - Zm—l)

a(xy) (Zy+1 — 2pm-1)

0 atw) 2 —a(e) %
: 0
= ﬁ —a(xy,) 0  alxy) Zm |+ ﬁ :
. : 0
—alxy) 0)\zy)  \alm) ZM+1 ;
N ~ , n
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und weiters

22—221+20

Zm+1—2Zm+Zm—1 _ 1 ~ = ~
(m+ hzm = )lsmsM_ﬁ zm+1—22m+zm_1

ZM+1—22ZM + ZM-1

-2 1 21 ZO
: 0
== 1 -2 1 Zm |+ |
: 0
1 -2)\zZy ZM+1
N / ——
:A2 =b2

Insgesamt fiihrt dies auf die kompakte Darstellung (affin-lineare Abbildung)

L:RM —RM.Z——T1Z=AZ+b,

mit
A= Ag+ Ay — Ay eRM*M |
B +F  gpaltn) -
A= —n@xm) — gz Blm) 5z 35 a(m) =5z :

—sp ) -5 Bl + 5
und (Einsetzen der vorgegebenen Randwerte)
- (ﬁ a(x)) + #) Ya
0
b=b-b, = : eRM.
0
(27 @Cen) = 52) ¥b

Differenzenverfahren fiir Randwertprobleme: Die nidherungsweise Losung des

Randwertproblems
Ly=y
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mittels symmetrischer Differenzen entspricht der Losung des linearen Gleichungs-
systems (wegen LZ = AZ+ b, mit Tridiagonalmatrix A)

Ly=y <<  Ayj=7-b,

wobei die Approximation ¥ = (¥(Xxn))1=m=m = (¥m)1=m=m bei vorgegebener rechter
Seite ¥ = (¥(xm));<,<ps ZU bestimmen ist.

Fragestellungen:

— Losbarkeit des linearen Gleichungssystems, d.h. Existenz und Eindeutigkeit der
diskreten Losung

- Konvergenz der diskreten Losung y gegen die exakte Losung y fiir 7 — 0, Appro-
ximationsgiite

Vorbemerkung: Anstelle der direkten Betrachtung der Matrix A wird ein Maximums-
prinzip verwendet (niitzlich in Hinblick auf Verallgemeinerungen fiir Finite Differen-
zen Verfahren und Finite Elemente Verfahren zur Ortsdiskretisierung von partiellen
Differentialgleichungen).

Erinnerung: Fiir eine (zumindest stetige) Funktion z : [a, b] — R bezeichnet

1 Zlloo,1a,0) = 1Zlloc = max |z(x)]|.
a<x<b

Bezeichnung: Fiir eine Gitterfunktion Z: Q — R bezeichnet

1Zl 5= max [Zml, IZleo= max [Zul.
’ Osm=M+1 l=m=M

Diskretes Maximumsprinzip (Lemma 5.1): Es sei Z: Q — R eine Gitterfunktion mit
(Lz),,<0, 1l=ms=M.

Weiters sei die Gitterweite h > 0 so gewdhlt, dald die Bedingungen 1+ g a(x,,) = 0sowie
1- g a(x;,;) =0 fiir 1 < m < M erfiillt sind. Falls 8 = 0 folgt

1zl q = max{|Zol,|1Zp+11} -
Denn: (i) Falls B =0 gilt (Definition von L)
(ZZ)m = —Zm“_z}fgﬁz’"*l + a(xy) —2’"“2_,12’"*1 , l=m=<sM.
Sollte das Maximum in einem inneren Punkt angenommen werden

12l g=12j] mit 1<j=<M,
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folgt durch Umformen der Relation (Anwendung der Voraussetzungen (L2) j <0und
1+ 2 a(x,,) 2 0)

T Zj+l_22j+2j—l ) 2j+l_zj—l
(LR)j=—————— +alx)) ~—F—

1,27 1~ s 1z 1 5 5
— Sh(L2)j=-5Zj1+Zj— 32j-1+7hax))(Zj+1-Zj-1)
11275 .=3._1(1-% Nz, -1 h NE7
= hUD;=Zj—;(1-Fax))Zjn -5 (1+5alx))Zj
—

Zi=in*IDj+i(1-Laxp)Z+3 1+ Lalx))Zj

v
<0 =max{z;-1,Zj+1}

Zj =< max{Zj_l,Zjﬂ}

bl

Zi1=Z =%

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt, dal Z notwendigerweise kon-
stant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird)

20=Z1 =" =ZM+1-

(ii) Wie zuvor wird angenommen, dal§ das Maximum an einem inneren Gitterpunkt
angenommen wird, d.h. es gelte || Z]| 5 = Iz mit 1 < j < M. Unter der Voraussetzung
B = 0 (punktweise), folgt ahnlich wie zuvor

~ _ 2j+1—22j+2j_1 Zj+1_2j—1 ~
(L2); = - L0 q(xy) LA+ B(x)) Z;

2h? (L2 = (1+Bxp)Z -3 (1-Faxp)Zjs - 3 (1+ F alx)) Zj

Zi=5 P ADj+5(1-Fap)Zjm +5 (1+5 ax)) Zj

~~

—
—

<0 SmaX{zj_l,zj_H}
= zj= max{zj_l,zj+1} - ,B(x]') Zj.
Falls z; = 0 erhdlt man die Abschédtzung
Ej < maX{Zj_l,Zj+1}—ﬁ(xj) Zj < max{Zj_l,ZjH} = Z]‘_l = Z]' = Zj+ly
—_——
<0
und falls Z; < 0 verwendet man
Zj<Zj+Px))Zj<smax{Zj_1,Zj11} = Zj-1=Z;=Zj+1.
—_——
=0

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt wiederum, dal$ Z notwendiger-
weise konstant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird). ¢

Bemerkung: Lemma 5.1 ist das diskrete Analogon zum Maximumsprinzip fiir Funk-
tionen, welches besagt, dal eine Funktion z € 62(a, b) mit Lz < 0 (punktweise) ihr
Maximum am Rand des Definitionsbereiches [a, b] (d.h. im Punkt a oder b) annimmt.
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Insbesondere fiir den Differentialoperator L = — dd—; entspricht die Bedingung Lz <0
der Eigenschaft, dal} die Funktion z konvex ist und die Giiltigkeit des Maximumsprin-
zipes ist dann offensichtlich.

Beispiel: Fiir die Funktion z: [a,b] — R: x — z(x) = x* (nach oben getffnete Parabel
mit Maximum am Rand) folgt dd—;z =2 und damit Lz = - dd—;z <0.

Erinnerung: Im Folgenden wird weiterhin die Voraussetzung f = 0 verwendet.

Abschitzung fiir Gitterfunktionen (Lemma 5.2): Falls die Gitterweite h > 0 hinrei-
chend klein gewahlt ist, erfiillt jede Gitterfunktion z: Q — R die Abschédtzung

1Zll o5 < C | L2 ., + max{lZol, |1Zn411}

Denn: (i) Zur (nichttrivialen) Konstruktion einer Gitterfunktion Z: Q—-R:x,— Z m
die den folgenden Eigenschaften gentigt

{(m=0, 0sm=M+1, (L{), =1, l=m=M,

verwendet man den Ansatz (mit Konstante A > 0)

~ ) im=a

(m:e;t—e b-a Osm=<M+1.

Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt (Abschitzung % < 1, Monotonie der

Exponentialfunktion)
Zm:el—elxglf;azo, O<sm=<M+1.
Andererseits folgt (mit y = ﬁ, verwende cosh x = % (e*+e ") und sinh x = % (e*—e ™)
T 7 ~m _2~m ~m— ~m _~m— ra
(LY = — Smet=2ep sl o () Smelolonl 4 B(x) Oy
‘m+1-4a Xm=—a Xm-1-4
=1 (e’l—eA ba —2et+2er P +et—etFa )

2
Xm+1-4 Im-1-4
+a(xm) ﬁ (el —er T —etretTia )

+ B(xm) (el —et xglf;a)

~

-

=0

> et ha (# (e + e - 2) —a(xm) 5 (eh“—e‘h“))

13

>1 [ J/

= (2 (cosh(hw) —1) — ha(xm) sinh(h,u)) :

!
=1

Bei geeigneter Wahl von £ > 0 (hinreichend klein) und p > 0 (d.h. A hinreichend groR)
14t sich auch die zweite Bedingung erfiillen (setze x = hu und verwende die Abschét-
zung a(x;,;) < &max durch den Maximalwert)

% (2 (cosh(hpw) —1) — ha(xp) sinh(hu))

%Z(coshx—l), a<0,

= 2
inz (2 (coshx—1) — h amax sinh x) ,  sonst.
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(ii) Fiir die Gitterfunktion Z : Q — R definiert man mittels der zuvor konstruierten
Gitterfunktion ¢ : Q — R in Abhédngigkeit vom Vorzeichen von zj

7=z T2l g0l oder =2 |I2],0l,

derart daB | D] = |1Zo — | LZlleo,0 €| < 1Z0] (falls Zy = 0) oder |T| = |2 + | LZ]loo.q € < |Z0]
(falls Zy < 0). Es gilt (verwende Linearitit von L, o.E.d.A. | LZ| ., , > 0)

”LZ”ooQL )’
l<=m=<M.

Lo=+L2- 12| 0 L¢ =

(£9),, =12, (C)

|uﬂmguc

”LZ”ooQ )

J/

>0

Mittels Lemma 5.1 folgt (fiir /2 > 0 hinreichend klein, Gitterfunktionen v erfiillen Vor-
aussetzung Lv <0 (komponentenweise), nach Konstruktion ist |vy| < |Zg| und wegen

Cm+1 =01t |Upr41] = 1Zp411)
Tl < 101l o 5 = max{|Tol, |Ty411} < max{|Zol, 1Zu411},
und damit wegen (Zp, = U + |LZ]| o Cm)

1Zm| <10+ | LZ] o o [{m| < max{|Zol, 1Zy11} + C | LZ]|
g ”

die Behauptung. ¢

Bemerkung: Lemma 5.2 ist das diskrete Analogon zu einem Resultat, welches besagt,
daR eine Funktion z € %2 (a, b) die Abschitzung

maxb|z(x)| <C max |Lz(x)| +max{|z(a)| |z(b)|}
asx<

erfiillt. Insbesondere im Zusammenhang mit Randwertproblemen

Ly=y  bzw Ly=vy
bezeichnet man die Abschitzung von Lemma 5.2 als Stabilitdtsabschitzung (Schran-

ke fiir die Werte der Losung in Abhédngigkeit von den Eingabedaten, d.h. von den Rand-
werten und der rechten Seite y).

Bemerkung: Bei Differentialgleichungen, wo = 0 oder = 0 bzw. § < 0 (kein Vor-
zeichenwechsel) kann man die Einschrankung an die Gitterweite i > 0 vermeiden. Im
letzteren Fall verwendet man anstelle der symmetrischen ersten Differenzen die ein-
seitigen Differenzen (Riickwirtsdifferenz Y (x_h)h_ Yo _ yx- y x=h _ y(x) + O'(h) falls

(x+h) yx) _ y(x) +0(h) falls B <0, vgl Upwindverfah-

B = 0 bzw. Vorwirtsdifferenz £
ren bei Diffusions-Advektionsglelchungen)
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* Eindeutige Losbarkeit: Das lineare Gleichungssystem

Ly=7

besitzt eine eindeutige Losung (fiir hinreichend kleine Schrittweiten & > 0).
Denn: Friihere Uberlegungen zeigten (mit 7 = (3(x1),..., 7(x,) 1)

Ly=A7+b=7.
Es reicht aus, das homogene lineare Gleichungssystem
Aj=0
zu betrachten und zu zeigen, dal nur die triviale Lésung y = 0 existiert. Dies entspricht
dem Fall y = 0 und 3y = ¥(xp) = ¥4 = 0 sowie ypr41 = Y(Xp+1) = yp = 0 (und somit b = 0).

Mittels Lemma 5.2 folgt

171005 = C |L7]| o o + max{iFol, [Fu+1l} =0 = Jn=0, lsmsM,

=0

=0
was auf y = 0 fiihrt.

Bemerkung: Die Losung des linearen Gleichungssystems
Ly=7

mit Tridiagonalmatrix I € R™*M benotigt ¢ (M) Operationen (vgl. Abschnitt 2.1. zu
Kubischen Splineinterpolanten).

* Konvergenz der diskreten Losung: Wie zuvor bezeichnet y : [a, b] — R die Losung des
Randwertproblems und y : Q — R die Losung des mittels symmetrischer Differenzen
erhaltenen linearen Gleichungssystems (an den inneren Gitterpunkten, zu den exak-
ten Randwerten)

Ly=y bzw. Ljy=7%.

Die Differenz (Einschrankung der exakten Losung auf die inneren Gitterpunkte, in den
Randpunkten ist nach Annahme dy =0 = dp;+1)

d:)7—y|Q:Q—>[R€:xm-—>dm:)7m—ym
erfiillt an den inneren Gitterpunkten die Relation

La=L7-Lyla =7~ Irla=1la~Drla=wola-Trla
(L) Gtm) = = y0)] o +am) & Y], +Blm) Y(m),
(L¥la)m = =72 (Y Emi) =2y &m) + y(xm-1)) + €(Xm) 35 (Y Ems1) = Y (Em-1))
+B(xm) y(xm), 1l=m=M.
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Frithere Uberlegungen zeigten (Taylorreihenentwicklungen symmetrischer Differen-
zen, jeweils mit ¢ € [x — h, x + h])

h)-y(x—h 3
ye%\%(a’b): %_%y(x):%hzddx?’y(x)lx:f’
h)-2 —h 2 .
ye€iap): (AEREUED &y = SR Sy,

und da die Koeffizienten a, § auf [a, b] stetig und damit beschriankt sind ergibt sich die
Abschétzung

ILT =Y loon = CH ¥ o

Mittels Lemma 5.2 erhidlt man somit die (globale) Fehlerabschédtzung (vergleichsweise
einschrankende Regularitdtsvoraussetzungen fiir Ordnung 2)

17-Yaleoo =P [y? ]

Bemerkungen:

- Die Idee der Extrapolation mit Losungen y; und yy/» zu den Gitterweiten & und
g fiihrt auf die verbesserte Approximation (Ordnung 4)

% (4J7h/2,m - yh,m)

- Die Idee der Adaptivitét fiihrt auf nichtuniforme Gitter.

- Die Anwendung von Differenzenverfahren auf nichtlineare Differentialgleichun-
gen fiihrt auf nichtlineare Gleichungssysteme (Lésbarkeit und Konvergenz deut-
lich schwieriger zu analysieren).
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