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1. Polynominterpolation

* Vorbemerkungen:

- Ein wichtiges Gebiet der Numerischen Mathematik ist die Interpolation und
Approximation von Funktionen. Man unterscheidet dabei den Fall univariater
Funktionen (d.h. Funktionen in einer Verdnderlichen) und den im Allgemeinen
um ein Vielfaches schwierigeren Fall multivariater Funktionen (d.h. Funktionen
in mehreren Verianderlichen).

- Thema der Vorlesung ist insbesondere die Interpolation mittels Polynomen fiir
univariate Funktionen. Vorteile der Verwendung von Polynomfunktionen sind
ihre einfache Darstellung und mittels Horner-Schema rasche und stabile Auswer-
tung (vgl. Numerische Mathematik I). Ein Nachteil der Polynominterpolation ist
jedoch die schlechte Kondition bei h6herem Polynomgrad.

Anwendungen:
* Numerische Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen (z.B. Interpolation durch
Polynome vom Grad 1 zur Herleitung des Sekantenverfahrens)
+ Numerische Integration (Newton—-Cotes Formeln)
*+ Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen (Kollo-
kationsverfahren, Adamsverfahren)

- Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation ist die Interpolation mittels
Splines (stiickweise Polynome, Zusatzbedingungen).

- Eine Alternative zur Interpolation insbesondere bei fehlerbehafteten Daten ist die
Approximation (Lineare Regression, Nichtlineare Regression).

* Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.



1.1. Aufgabenstellung und Notation

* Problemstellung: Zu vorgegebenen Datenpunkten, d.h. zu gegebenen reellen Stiitzstel-
len und zugehorigen reellen Stiitzwerten, wird eine Polynomfunktion gesucht, welche
die Datenpunkte interpoliert. Die Stiitzwerte werden als Funktionswerte oder Ableitun-
gen einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R interpretiert.

Vgl. lllustration, Skriptum, S. 15 (Zugrundeliegende Funktion und interpolierende Poly-
nomfunktion bei dquidistanten bzw. nicht dquidistanten Stiitzstellen sowie interpolie-
rende stiickweise kubische Polynomfunktion bei dquidistanten Stiitzstellen).

e Bezeichnungen: Fiir n = 0 bezeichnet P, den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum der
reellen Polynome vom Grad < n (bzw. von der Ordnung n + 1), d.h. es gilt

P, = {p:R — R Polynom vom Grad < n}.

Die Monome
pi:R—-R:x—x', 0<i<n,

bilden die Taylor-Basis von P,,.

Bemerkung: Eine (unwesentliche) Verallgemeinerung ist die Betrachtung der Polynom-
funktionen p;(x) = (x — xp)* fiir 0 < i < n (Reduktion durch Variablentransformation
X < X — Xp, vgl. Taylorreihenentwicklung).

* Fragestellung: Prézisierung der Problemstellung (Behandlung einfacher und mehr-
facher Stiitzstellen).

Interpolationsaufgabe (Definition 1.1): Es sei f : [a, b] — R eine gegebene Funktion und
X; € [a, b] fiir 0 < i < n. Ein Polynom p € B, heil3t Polynominterpolant von f zuden n+1
Stiitzstellen (x;)o<i<n, wenn das Restglied r = p— f die Nullstellen x; € [a,b] flirO<i<n
besitzt, d.h. es gilt

n
r(x)=p@) - f@)=h [[x-x)

i=0

mit einer (differenzierbaren) Funktion h : [a,b] — R. Als Interpolationsaufgabe be-
zeichnet man das Problem, zu vorgegebener Funktion f und vorgegebenen Stiitzstellen
(xi)o<i<n den zugehorigen Polynominterpolanten p zu bestimmen.

Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird manchmal zusitzlich angenommen, daR die
Stiitzstellen angeordnet sind, d.h.esista< xp<---<x, <b.

- Im Fall einfacher Stiitzstellen, d.h. paarweise verschiedener Stiitzstellen

Xi # Xj, i#j, 0<i,j<n,



folgt mittels Produktregel

) =px) - f)=h® (x-x), hx)#0,
r(x;)=plx;)—f(x;)=0,
r=p@-f =" x-x)+hx), r'x)=px)-f(x)#0,

und somit
px;) = f(x), 0<i<n.

Die Interpolationsaufgabe besteht also darin, zu vorgegebenen Daten (x;, ¥i)o<i<n
mit Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ein Polynom p € P, zu bestimmen, welches
die Interpolationsbedingungen erfiillt

p&xi) =y, 0<i<n.

- Im Fall zumindest einer mehrfachen Stiitzstelle spricht man von Hermite-
Interpolation. Beispielsweise sei x; eine m-fache Stiitzstelle (wobei m = 2, jedoch
keine (m + 1)-fache Stiitzstelle), d.h. bei angeordneten Stiitzstellen gelte

Xi-1<Xi =+ "= Xitm-1 < Xi+m-

Da in diesem Fall das Restglied den Term (x — x;)™ enthadlt, folgt mittels Produkt-
regel bzw. der Regel von Leibniz

rx)=p@) - f@)=h@@x-x)",  hx)#0,
r(x;)=px;)—f(x;) =0,
@ =p @) -fx)=hx&-x)"+mhx) (x-x)"",
r'(x)=p'(x)-f'(x;)=0,
k o~ . .
rfw =pPw - P =Y sy R @ e, 0sksm-1,

r(k)(xi)=p(k)(x,-)—f(k)(x,~):0, 0<k=<=m-1,
und somit
P(k)(xi)=f(k)(xi), O<k=m-1.
Bei mehrfachen Nullstellen beinhalten die Interpolationsbedingungen neben
Funktionswerten auch Ableitungen der zugeho6rigen Funktion.
* Fragestellung: Aussage zur Existenz und Eindeutigkeit des Polynominterpolanten (Kon-
struktion).

Eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (Satz 1.2): Die Losung der Interpola-
tionsaufgabe ist eindeutig bestimmt.



: Zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms p
wird die Darstellung nach Newton

n i—1
px) =) ¢ [[(x—x0)
/=0

i=0
=cp+cr(x—xp)+c2(x—xp) (x—x1) +---+Cp(x—x0) -+ (X —Xp-1)

mit zu bestimmenden Koeffizienten (c;)o<i<, verwendet. In diesem Fall ergibt sich
ein lineares Gleichungssystem, dessen eindeutige Losbarkeit offensichtlich ist. Die
iibliche Darstellung einer Polynomfunktion mittels Taylor-Basis wiirde auf ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten fithren, dessen Losbarkeit nicht ersichtlich ist.

- Bei einfachen Stiitzstellen fiihren die Interpolationsbedingungen
pxi)=yi=fx), O0sisn,
auf das lineare Gleichungssystem

JYo= p(xo) = 0o,
y1=px1) =co+cr(x1—xo),
Yo = p(x2) = o+ ¢1 (X2 — Xp) + €2 (X2 — Xp) (X2 — X1),

Yn=p&xy) =co+c1(xy—Xo) + C2 (X — X0) (X —X1) + -+
+cp(Xp—x0) - (Xp—Xp-1),

dessen Losung ¢ = (cy, ..., ¢,) schrittweise berechnet werden kann (n+1 Gleichun-
gen fiir n+1 Unbekannte, Losung mittels Vorwértseinsetzen, Koeffizient bei c; ge-
geben durch (x; — xp) --- (x; — x;-1) #0).

- Der allgemeine Fall mit mehrfachen Nullstellen beruht auf dhnlichen Ideen, aller-
dings ist es komplizierter, das resultierende lineare Gleichungssystem anzugeben.
Beispielsweise bei einfachen Nullstellen xj, x, und einer dreifachen Nullstelle x;
fiihrt das Einsetzen der Interpolationsbedingungen

p(xi):J/i:f(xi), i:0)172)
p'(x1) =y = f'(x1), p"(x1) =y = f"(x),

in die Darstellung

p(x) = co+ €1 (X — Xo) + €2 (X — Xg) (X — X1) + €3 (X — X0) (x — X1)* + ¢4 (x — Xg) (x — x7)°



auf das lineare Gleichungssystem

Yo = p(xo) = ¢,

1 =p(x1) = ¢ + c1 (X1 — Xp),

Vi=p'(x1)=cr+c(x - x),

yi=p"(x1)=2c2+2c3(x1 — x0),

V2 = p(x2) = €o+ €1 (X2 — Xo) + €2 (X2 — X0) (X2 — X1) + €3 (X2 — X0) (X2 — x1)°

3
+ ¢4 (X2 — Xp) (X2 — x1)°,

dessen Losung schrittweise bestimmt werden kann (5 Gleichungen fiir 5 Unbe-
kannte, Losung mittels Vorwirtseinsetzen, Koeffizient bei ¢; ungleich Null).

Bemerkung: Zur Bestimmung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms nach
Newton verwendet man anstelle der Losung des im Beweis von Satz 1.2 angegebenen
Gleichungssystems iiblicherweise das Schema von Aitken—Neville (vgl. Abschnitt 1.2).

Fragestellung: Angabe des Polynominterpolanten (einfache Stiitzstellen).

Lagrange-Polynome (Definition 1.3): Fiir n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
(Xi)o<i<n (d.h. x; # xj fiir i # j und 0 < i, j < n) sind die Lagrange-Polynome (L)o<j<n
definiert durch

X— X; .
Lim= [] ~,  0<j<n.
o<isnXj —Xi
i£]

Vgl. Illustration, Skriptum, S.8 (Aquidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i < n = 20,
Langrange-Polynome Lo und L;).

Eigenschaften der Lagrange-Polynome:

— Die Lagrange-Polynome sind Polynome vom Grad 7 und insbesondere gilt L; € P,
fir0<j<n.

- EBs gilt Lj(x;) = 6;; fiir 0 < i,j < n. Insbesondere sind die Lagrange-
Polynome (L;)o<j<n linear unabhingig und bilden somit eine Basis des Vektor-
raumes P,.

Lagrange-Interpolationsformel (Satz 1.4): Zu einfachen Stiitzstellen (x;)p<;<, und zu-
gehorigen Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ist die eindeutig bestimmte Losung der
Interpolationsaufgabe gegeben durch

n
p=>_yilLi.
i=0

: Aufgrund der Basiseigenschaft der Lagrange-Polynome folgt fiir jedes Polynom
p € P, die Darstellung

n
p=) aiL
i=0



mit eindeutig bestimmten reellen Koeffizienten (a;)o<;<,. Einsetzen der Stiitzstellen

n
yi=pxj) =) a;Lixj) =a;
iZO T
=0ij

fithrt auf die angegebene Relation.

Bemerkung: Die obige Darstellung des Interpolationspolynoms ist fiir theoretische
Uberlegungen wesentlich. Fiir praktische Berechnungen bei einer gréeren Anzahl an
Datenpunkten sind alternative Darstellungen vorzuziehen, da es aufgrund von stark
anwachsenden Funktionswerten mit unterschiedlichem Vorzeichen zu numerisch un-
giinstigen Operationen und insbesondere zur Ausloschung signifikanter Stellen kom-
men kann.



1.2. Berechnung des Polynominterpolanten nach Aitken—-Neville
e Situation: Essei f : [a, b] — R hinreichend oft differenzierbar, und es seien (x;)p<;<, mit
X; € [a, b] fiir 0 < i < n einfache Stiitzstellen (und zusétzlich angeordnet).

Fragestellung: Gesucht ist eine fiir numerische Berechnungen vorteilhafte Darstellung
des Polynominterpolanten durch vorgegebene Datenpunkte (nach Satz 1.2 eindeutig
bestimmt)

px) =yi=f(xi), O<i=<n.

Der in Abschnitt 1.2 behandelte Zugang wird in Abschnitt 1.3 nochmals betrachtet und
fiihrt dann auf den bei praktischen Berechnungen verwendeten Zugang (Darstellung
nach Newton, Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms mittels Sche-
ma der dividierten Differenzen).

Vorbemerkung: Zur Konstruktion des Polynominterpolanten durch » + 1 Datenpunkte
px)=yi=fx), Osisn,
wird einerseits der Polynominterpolant durch die ersten n Datenpunkte
gx)=yi=f(x), 0<isn-1,
und andererseits der Polynominterpolant durch die letzten n Datenpunkte
q(x;) =yi = f(x:), l<isn,
betrachtet. Der Ansatz (p € P, wegen g, q € P,—1)
p(x) = ¢ (x—xn) g(x) + € (x = xo) (%)
und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes

Yo=pxo) =c(o—Xn) G(x0) = (o= Xp) Yo = €=—31r,

1
Xp—Xo’

Yn=pxp) =CXp—x0) (xp) =C(Xp—X)Yn = C=

fiihrt auf die Darstellung

p(x) = —— ((x — x0) G(x) — (x — x,) g (x)).

n—X0
Wie gewlinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitét

pOxi) = e (= X0) Gxi) = (x; = xp) G (%))

= i (i-x)yi-(i—x) yi)=yi;, 1<i<n-1.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Darstellung
nachgewiesen.



Das Schema von Aitken-Neville ist ein konstruktives Verfahren zur Berechnung des
Polynominterpolanten, das auf der Idee beruht, den Interpolanten durch n + 1 Daten-
punkte auf zwei Interpolanten durch n Datenpunkte zuriickzufiihren (siehe Vorbemer-
kung). Es bezeichne P]k den Polynominterpolanten durch die Datenpunkte (x;, y;) j<i<k

PR =yi=flx), j<is<k.
Weiters sei ij_l der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, y;) j<i<k-1
Pl =yi=fx), j<i<k-1,
und P]’il der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, i) j+1<i<k
Pl () =yi=f(x), j+l<i<k.
Wie zuvor fiihrt der Ansatz
PF(x) = c(x—xp) PF 1 (0) + (x - x)) P (%)

und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes auf die Darstellung

P00 = 55 (G- x)) P (0 = (=0 P ().

Wie gewlinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitét
Pf)=yi, j+l<i<k-1,

und aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Darstel-
lung nachgewiesen. Diese Rekursion kann verwendet werden, den Polynominterpolan-
ten p = P ausgehend von den konstanten Funktionen Pl.i = y; fiir 0 < i < n schrittweise
zu berechnen, vgl. Schema von Aitken—Neville und Algorithmus, Skriptum, S. 10.

Bemerkung: Im Fall einer mehrfachen Nullstelle x; = --- = x; wird anstelle der zuvor
angegebenen Relation die Darstellung von ij mittels Taylorpolynom verwendet

k=
PF(x) = [Z RBNCDHICEEDN
=0

und beim Schema von Aitken—Neville an der entsprechenden Stelle eingesetzt, vgl.
Skriptum, S. 11.



1.3. Dividierte Differenzen

* Vorbemerkung: Bei Polynomfunktionen p € P, in der iiblichen Darstellung mittels
Taylor-Basis

n .
px)=) ¢x'
i=0

ist die Kenntnis der Koeffizienten (¢;)o<;<, zur Auswertung mittels Horner-Schema aus-
reichend. Ahnlich ist bei der Darstellung nach Newton

n i—1
px) =) ¢ [[x—xp)
i=0 ¢=0

die Kenntnis der Stiitzstellen (x;)¢<;<» und der Koeffizienten (c;)¢<;<» ausreichend. Die
in Abschnitt 1.2 hergeleitete Rekursion wird nun verwendet, um die Koeffizienten in
dieser Darstellung des Polynominterpolanten zu berechnen, das Polynom wird dann
mittels eines modifizierten Horner-Schemas ausgewertet. Bei praktischer Berechnung
des Polynominterpolanten (h6heren Grades) wird ausschliellich diese Vorgehenswei-
se angewendet, die Uberlegungen in Abschnitt 1.2 dienten zu Motivation, alternative
Darstellungen z.B. mittels Lagrange-Basisfunktionen dienen vorwiegend theoretischen
Uberlegungen.

Dividierte Differenzen, Interpolationsformel nach Newton (Definition 1.5, Satz 1.6,
Satz 1.7): Die Leitkoeffizienten der im Schema von Aitken—Neville auftretenden Poly-
nome ij heilen dividierte Differenzen. Bei einfachen Stiitzstellen (x;)o<j<;, sind die
dividierten Differenzen rekursiv durch

cooo = Vil Yi <i<i <
6yz,l+l—xi+1_xl.y O<i<i+l=n,
2 _ 0Yirni+2=0Yii+1 . .
5Yi,i+1,i+2—W, O<si=<i+2=n,

i+1 _ . . . .
o/ Vioyi+j+1 = P , 0<i<i+j+1l<n, 0<j<n-1,

0y. 50,
gegeben; mit 6°y; = y; gilt zudem 8y; ;41 = %. Im Fall einer mehrfachen Stiitz-
stelle setzt man

xi=oe=xinpt o Oy = gm U0, Osisi+jsn, 0<jsn.

Das Interpolationspolynom nach Newton ist durch

n o i-1
px)=Y &yo i [](x—x0)
i=0 =0
= Yo+8y0,1 (x = X0) + 80,12 (x = x0) (x = x1) + -+ + 6" yo, . n (X = Xg) -+ (X = Xp_1)

gegeben.



Schematische Darstellung:

2 3
Xi Vi 0Yii+ 0% Yii+1,i+2 O Vi i1,i+2,i+3
Xo Yo ey
_ N
63/0,1 R y2—y1 yi—Yo
2 _0y12-0y01 _ xo—x1 X1—Xgo
X1 N 0°yo1,2 = Xo—xo Xo—Xo , ,
_»—n 3 _ 6°y123=6y0,1,2
6)/1.2 e Yy3—y2 J2—)1 ° Yorzs= T
2 _0y3=0y12_ x3—xp xo—X1
X2 Y2 0 V23=" = o
5 _ Ys—)2
Y23 = %~x
X3 V3

Einfaches Beispiel: Wahlt man als Funktion das kubische Polynom
fX)=4x+3x>+2x+1
und die Stiitzstellen —2,0, 1,2, ergeben sich die Stiitzwerte
f(=2)=-23, fO)=1, f(1)=10, [f(2)=49.
Mittels des Schemas der dividierten Differenzen

2 3
Xi Vi OViiv1 O0%Yii+1iv2 O Vii+1,i+2,i+3

-2 =23
12
0 1 -1
9 4
1 10 15
39
2 49

ergibt sich als Interpolationspolynom in der Darstellung nach Newton
px)=-23+12(x+2)-(x+2)x+4(x+2)x(x—1),

und eine kleine Rechnung verifiziert f = p. Zur Auswertung des Interpolationspoly-
noms wird ein modifiziertes Horner-Schema verwendet. Vgl. Illustration (Polynom-
interpolation, einfaches Beispiel).

Bemerkung: Fiir theoretische Uberlegungen ist es zweckmifig , den Fall mehrfacher
Nullstellen durch Einfiihrung eines Inkrements € und Grenziibergang € — 0 auf den Fall



einfacher Nullstellen zuriickzufiihren. Beispielsweise betrachtet man bei einer dreifa-
chen Nullstelle die Stiitzstellen und Stiitzwerte (Taylorreihenentwicklung)

Xi, f(xi))
X =xi+e,  fi+e)=f)+ef (x)+3 " (x)+O(%),
Xiv2=X;+2€,  flxi+2€) = flx)+2ef (x) +2*f"(x)) + O(€),
und dann den Grenziibergang € — 0. Dies ergibt
Sy oon = Y=V _ fap+e flx)+1 e f7(x)+ 03— f(x1)
Viitl = S = €

=flx) +2e f!(x) + O(€?) fl(x),
_ Yieo—yier _ f+2e fxp+2e f () - f(xi)—e [ (x;)—5 €2 f" (x;)+ O(e°)

OYis1iv2 = Xiv2=Xit+1 €
—0

=fl)+3ef" )+ 0(e*) = flx.

e—0
—_

Als Grenzwert der zweiten dividierten Differenz ergibt sich die zweite Ableitung f” (x;)

S52V: i irn = 8Yisviva—=0yiiv1 _ [ +3ef"(c)—f'(xi) -3 & [ (x)+O(e?)
Vii+1,i+2 = = 2

Xi+2—Xj
=3 f"x)+ O(e) 3" ().

e—0
e

* Restglied der Polynominterpolation: Ziel ist es, eine Aussage iiber die Giite der Approxi-
mation einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R durch den Poly-
nominterpolanten p € P, zu treffen, d.h. eine Relation bzw. Abschitzung fiir den Fehler
der Polynominterpolation

abzuleiten.

Satz von Rolle (vgl. Analysis): Es sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar,
und es gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Element c € (a, b) mit f'(c) = 0.

Zusammenhang zwischen dividierten Differenzen und Ableitungen (Erweiterter Mittel-
wertsatz, Satz 1.8): Essei f € ¢ k((a, b]). Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

: Zum Beweis der Relation

5ny0,...,n = %f(m ("f)

wird verwendet, daR die Differenz r = p — f (zumindest) n + 1 Nullstellen xy,-- -, x,, be-
sitzt. Nach dem Satz von Rolle besitzt die erste Ableitung r’ (zumindest) n Nullstellen



¢i € (xj,x;41) flir 0 < i < n—1. Die wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle zusam-
men mit den Relationen

.....

und damit folgt die Behauptung.

Fehlerdarstellung der Polynominterpolation (Satz 1.9): Es sei p € P, der Polynominter-
polant zu den Datenpunkten (x;, f(x;))o<i<n, und es gelte f € " ([ Xmin, Xmax]) Mit
Xmin = Min{xy,..., X,, X} sowie xXmax = max{xo,..., xX,, X} fr ein (fixiertes) Element x € R.
Dann existiert ein ¢ € [xmin, Xmax] derart, dall das Restglied die folgende Relation erfiillt

r@)=p® - f@=-5amy V@ [[G-x).
i=0

: Der Polynominterpolant g zu den Datenpunkten (x;, f(x;))o<i<n+1 Mit X417 =X
ist gegeben durch

.....

i=0
Fiir x = X und mittels des obigen Resultates fiir die dividierten Differenzen ergibt sich
n
f®=q®=p@+ g f"O [TE-x)
i=0
fiir ein ¢ € [Xmin, Xmax] Und damit die Behauptung.
Bemerkungen:

- Das oben angegebene Resultat zeigt, dall die Grolle des Restgliedes einerseits
durch den funktionsabhédngigen Beitrag

1 1
e S ©)

und andererseits durch den von den Stiitzstellen abhédngigen Beitrag

[TG-x)
i=0

bestimmt ist.

— Als Mak fiir die Lange einer stetigen Funktion oder auch den Abstand zweier steti-
ger Funktionen betrachtet man die Supremumsnorm

v - Flle = max | f(x) ~-fw|,  f.feCUab).

[ flleo = max |00



- Unter der allerdings sehr einschrinkenden Voraussetzung, daf sdmtliche Ablei-
tungen der Funktion f : [a, b] — R beschrédnkt sind, konvergiert das Interpolations-
polynom gleichmiRig gegen f. Genauer, falls eine Konstante C > 0 existiert, sodall
fiir alle j = 0 gilt

[ £ loo= max |FP 0] <M,

x€la,b]

konvergiert das Interpolationspolynom p, € P, zu (beliebigen) Stiitzstellen
(Xni)o<i<n Mit x,; € [a, b] fiir 0 < i < n beziiglich der Supremumsnorm gegen die
Funktion f, d.h. es gilt

n—oo

[pn=Sloo = max [pu) ~fl0] =" 0.

: Aus der oben angegebenen Darstellung fiir das Restglied folgt die Relation

n
_ \n+l —
|Pn(0) = f0)] = 5o [F PO [TIx—xnil s € B2 ™= 0, xela,bl,
i=0

und damit die Behauptung.

— Bei der Interpolation von rationalen Funktionen zu dquidistanten Stiitzstellen
kommt es zum Phidnomen von Runge. Im Inneren des durch Polstellen von f
festgelegten Intervalls konvergiert der Polynominterpolant p, € P, fiir n — oo ge-
gen die Funktion f, im AuReren des Intervalles treten jedoch starke Oszillationen
auf und das Interpolationspolynom divergiert. Bekanntes Beispiel ist die rationale
Funktion

flx) =L x € [-5,5].

1+x2°

Vgl. lllustration (Polynominterpolation, Phdnomen von Runge).

- Vorbemerkung: Eine Funktion f : [a, b] — R heil3t Lipschitz-stetig, wenn eine Kon-
stante L > 0 existiert, sodal fiir alle Elemente x, X € [a, b] die Abschédtzung

|f0)—f®|=LIx-x|

gilt. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R Lipschitz-
stetig mit Konstante
L=|f1_= max |f(x)].
110 = max o)
Interpolation basierend auf Chebychev-Knoten: Eine optimale Wahl der Stiitzstel-
len sind die Chebychev-Knoten

20411

=1 —
xi =3 (a+b+(b-a) cos =555

0<i<n,

da sie den Beitrag der Stiitzstellen im Restglied minimieren

n

max [[(x-x;) — min.
xe[a,b]izo



In diesem Fall ist bereits fiir Lipschitz-stetige Funktionen f : [a, b] — R die gleich-
maRige Konvergenz des Polynominterpolanten gesichert

n—oo

[Pn=Fllo= max [pPa0 - fl0] =" o.

Vgl. lllustration (Polynominterpolation, Chebychev-Knoten).

— [lustration zur Polynominterpolation mit &dquidistanten Stiitzstellen und
Chebychev-Knoten, vgl. Skriptum, S. 15.

* Vgl. Skriptum, S. 16: In der Praxis — das heifst bei der Berechnung des Interpolanten auf
einem Computer mit endlicher Stellenzahl — darf man trotzdem keine Polynome zu ho-
hen Grads (gréfser 30) verwenden, da diese zu schlecht konditioniert sein kénnen. Der
Versuch etwa, im Rungeschen Beispiel ein Interpolationspolynom vom Grad 100 zu den
Tschebyscheff-Stiitzstellen zu berechnen, resultiert in Datenschrott.



1.4. Kondition der Polynominterpolation

* Kondition der Polynominterpolation (Satz 1.10): Die Polynominterpolation ist ein nu-
merisches Problem, das vorgegebenen Stiitzstellen (x;)o<;<, und Stiitzwerten (¥;)o<i<n
mit y; = f(x;) fir 0 < i < n sowie einem Argument x den Funktionswert des Polynom-
interpolanten zuordnet

P:R™ XxR™ xR —=R: (X0,..., Xn V0o v r Yrn X) — P(X).
Die absoluten Konditionszahlen der Polynominterpolation sind durch
oP=p', 04P=-p'(x))L;, 0,P=1L;, 0<i<n,

gegeben.
: Zur Bestimmung der Konditionszahlen d), P und dy, P wird die Darstellung mit-
tels Langrange-Basis

n X— Xy )
p)=) yiLix), Lix)= ] ,  0=j=n,
i=0 0<t<nXi —X¢
C#i

verwendet.

Bemerkung: Bestimmend fiir die Kondition der Polynominterpolation ist die GréRe L;.
Im ungiinstigsten Fall verstirken sich Anderungen in den Stiitzwerten um den Faktor

n
k=) |Lil.
i=0

Insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen kann dieser Faktor (vorallem am Rand des
betrachteten Intervalls) grolle Werte annehmen, mit Chebychev-Knoten 14t sich hin-
gegen ein vorteilhafteres Verhalten erzielen.

[llustration (Werte von « in [0,20] fiir &quidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i <20 und
entsprechende Chebychev-Knoten), vgl. Skriptum, S. 18.



1.5. Vor- und Nachteile der Polynominterpolation

* Vorteile der Polynominterpolation:

- Aufgrund der einfachen Handhabung sind Polynome fiir numerische Berech-
nungen gut geeignet, insbesondere sind die Berechnung und Auswertung des
Polynominterpolanten einfach zu realisieren.

- Polynominterpolanten besitzen gute lokale Approximationseigenschaften.

Nachteile der Polynominterpolation:

— Mit &' (n?) Operationen ist der Rechenaufwand der Polynominterpolation gegen-
tiber ¢'(n) Operationen bei der Spline-Interpolation erheblich.

- Invielen Fillen ist die Polynominterpolation schlecht konditioniert.
— Im Allgemeinen besitzen Polynominterpolanten schlechte globale Approxima-

tionseigenschaften.

Die Berechnung eines Polynominterpolanten vom Grad = 15 sowie ein Auswerten des
Interpolanten in Randbereichen des betrachteten Intervalles sollten vermieden wer-
den. Im Allgemeinen ist die Spline-Interpolation eine bessere Alternative.



2. Polynom-Splines

* Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation, insbesondere in Situationen
in denen der Polynominterpolant hohen Grad besitzt oder keine Chebychev-Knoten
verwendet werden konnen, ist die Interpolation mittels Polynom-Splines, d.h. mittels
stiickweisen Polynomfunktionen, die zusétzlichen Stetigkeitsbedingungen geniigen.

[llustration (Vergleich Polynominterpolant und kubischer Splineinterpolant), vgl.
Skriptum, S. 20.

e Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.



2.1. Kubische Splineinterpolanten
e Splinefunktionen sind stiickweise Polynome vom Grad k = 1 bzw. von der Ordnung k+1
auf den jeweiligen Teilintervallen, die global (k — 1)-mal stetig differenzierbar sind.

Splinefunktionen (Definition 2.1): Fiirm > 1seia=1¢ <--- <1, = b eine Zerlegung des
Intervalles [a, b] in m Teilintervalle [7;,7;;] fiir 0 < i < m—1. Der Raum der Splinefunk-
tionen vom Grad k = 0 (bzw. von der Ordnung k+1) zu den m+1 Knoten 7 = {7y, ..., T}
ist gegeben durch

Por ={s:la,b) —»IR%:S|[” oy EPofir0=is= m-1},

Prr=1{s:la,bl = Re€* ' (a,b): S|m,n+11 ePflir0<sism-1}, k=1.

Bemerkungen:

- Die Summe zweier Splinefunktionen s,s € P, und das skalare Vielfache einer
Splinefunktion s € Py ; liegen in Pk ;, d.h. der Raum der Splinefunktionen Py ; bil-
det einen reellen Vektorraum. Geeignete Basisfunktionen sind B-Splines, vgl. Ab-
schnitt 2.2.

~ Die stirkere Forderung s € Py, N €*([a, b]) wiirde implizieren, daR die Spline-
funktion s global mit einer Polynomfunktion iibereinstimmt.
: Fiir zwei Polynome vom Grad k=0

k . k .
p)=) pix—-a)', qw=) gix-a),
i=0 i=0

deren Funktionswert und deren j-te Ableitung fiir 1 < j < k in einem Punkt iiber-
einstimmen, folgt die Gleichheit der Koeffizienten (0.E.d.A. wédhle x = a, dndere
ansonsten die Darstellung der Polynomfunktionen)

ipi=r?@=q"@=jq;, 0=<js<k,
und damit die Gleichheit der Funktionen.
* Splinefunktionen vom Grad 0 bzw. von der Ordnung 1: Der Splineraum
Por ={s:la,b) > R: S|[TirTi+1) ePfir0<i<m-1}
umfalit stiickweise konstante Funktionen
Ny @=ai,  0<ism-1,

die bei insgesamt m + 1 Knoten durch m vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise an
den Knoten 7y, ..., 7,1 bestimmt sind. Im Allgemeinen sind die Splinefunktionen un-
stetig, mit Sprungstellen an den Knoten; der Funktionswert bei 7, = b wird nicht mit-
einbezogen.

[llustration (Splinefunktion vom Grad 0), vgl. Skriptum, S. 22.



* Splinefunktionen vom Grad 1 bzw. von der Ordnung 2: Der Splineraum
Pir={s:la,bl—ReC(ab):s|,  ePfir0<ism-1}
umfalt stiickweise lineare Polynome

Sl[Tl',T,'+1](x):ai+ﬁi(x_Ti)) OSiSm—l,

die bei insgesamt m + 1 Knoten durch m + 1 vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise
an den Knoten 71y,..., T, bestimmt sind. Die Funktionen sind auf dem Intervall [a, b]
stetig, im Allgemeinen jedoch an den Knoten nicht differenzierbar.

[lustration (Splinefunktion vom Grad 1), vgl. Skriptum, S. 22.
* Splinefunktionen vom Grad 2 bzw. von der Ordnung 3: Der Splineraum
Por={s:la,bl =ReC (a,b):s|, .  ePfir0<i<m-1}
umfalit stiickweise quadratische Polynome
si0) =8|, @ =ai+ Bi(x—T)+yi (x-T) (x=Ti1), O0sism-1,
die auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar sind, d.h. an den inneren Knoten die
Bedingungen
sic1(T) =si(ti), S (T)=s:@t), l<is=m-1,
erfiillen.

Bemerkung: Aufgrund der unerwiinschten Eigenschaft, daR sich Anderungen in einem
einzelnen Teilintervall (ungeddmpft) auf die gesamte Splinefunktion auswirken, wer-
den quadratische Splines selten verwendet. Dies zeigt sich beispielsweise an der Spli-
nefunktion mit Funktionswert Null in sdmtlichen dquidistant verteilten Knoten (mit
7; = ih fiir 0 < i < m = 3). Einsetzen der Darstellungen (zusdtzliche Skalierungen der
Koeffizienten vorteilhaft)

oW =ao+ R x+ Wx(x-n),  xel0,h],

sW=a+ 2 x-m+ M x-nx-2n, xelh2hl,
sz(x):a2+’B—hZ(x—2h)+Y—hz(x—Zh)(x—?)h), x€[2h,3h],
in die Bedingungen an die Funktionswerte
ap=350(0)=0, Po=s9(h)=0=s1(h)=a,
B1=512h)=0=522h)=az, P2=s508h)=0,
fiihrt auf die Relationen
sox) =R x(x—h), xel0,hl,
si0) =L (x-h)(x-2h), xe[h2h],
20 =% (x-2h) (x-3h), x€[2h,3h].



Die Stetigkeitsbedingungen an die ersten Ableitungen

so)=%@2x-h), xelo,n],

si) =Y @x-3n), xe[h2h],

sy(x) =¥ @2x-5h), xe[2h3hl,

Yo=so(h) =s1(W=~y1, y1=52"N=s52h)=~7y2,
ergeben weiters

so() = x(x-h), xel0,hl,
sl(x):—w(x—h)(x—zh), x€l[h,2h],
()= (x-2h)(x-3h), x€[2h,3h].

Die Anderung des Koeffizienten 7y, bei der Funktion im ersten Teilintervall bewirkt so-
mit eine Anderung der Funktionen auf allen anderen Teilintervallen.

Splinefunktionen vom Grad 3 bzw. von der Ordnung 4: Der Splineraum
Ps.={s:[a,bl = ReG*(a,b):s|, .  ePsfir0<i<m-1}

umfalt stiickweise kubische Polynome, die auf dem Intervall [a, b] zweimal stetig
differenzierbar sind.

— Ziel ist es, die Funktionen
si)=sl, . ,®, 0sism-1,

beispielsweise bei vorgegebenen Funktionswerten in den Knoten und vorgegeben
Werten fiir die erste Ableitung in den Randpunkten

si@)=yi, 0<ism,  s5(T0) =Y Se1(Tm) =V

zu bestimmen. Dazu verwendet man zundchst, dafl das kubische Polynom s;
durch die Funktionswerte und die (noch unbekannten) Werte der ersten Ableitung
an den Knoten 7; und 74, fiir 0 < i < m — 1 eindeutig festgelegt ist

siT) =yi, SiTix)=Yier, ;@)=Y S;Tie)) =Vieq O0si=m-1.
Damit sind die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die Splinefunk-

tion und deren erste Ableitung erfiillt. Die Darstellung (wobei h; = 74, — 7; fiir
O<si=m-1)

5100 = i (1 25720) (S22 4y (32 270) (5720

+yl(‘r1+1 X) (x Tl) yl+1 TH};i X X— Tl (x Tl), OSism—l,




verifiziert man leicht durch Einsetzen

() =51, 2(r)=0, z@n)=1,

Tiv1—X
hi

si=yi(Z2+222%) +yin (32°-22%) +y hizZ* -y, | hi 2°Z,

sit) =yi, S$iTiv1) =Yiy1, Osis=m-1,
bzw. Differenzieren und Einsetzen (wegen z’ = hi =-2)
1

2

I _ (=2
si=w iz

)

-Z-22Z)+ ,%yiﬂ (z-2%)+y.(2°-222) +y.,, (z*-222)
i) =y, si@iv) =y, 0<ism-1.
— Aus der obigen Darstellung erhilt man folgende Relationen fiir die Werte der zwei-
ten Ableitung an den inneren Knoten
s = h%y,- (1+2z-42) +h%yi+1 (1-22)+ £ yi(2-22)+ £ yi,, (22-2),
S;-'(Ti)=%(yi+1—yi)—;%(2y:-+y§+1)» l<ism-1,
S;'/(Tiﬂ):%(J’i—%+1)+h%(y;+2y;+1)’ Osi=m-2.
Die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die zweite Ableitung der
Splinefunktion ergeben

i i .
s (T)=s;(13), l<sism-1,

i -yt as i +2y) = i -y -5 @yi+via),  1sism-1,

und weiters

1 1 1y, , 1 1 __3 3 ;
EJ/i—lJ“Z(EJ“h_,-)J’ﬁh_iym = E(.Vi‘)’i—l)"'h_lg(ﬁﬂ—yi), l<ism-1.
Aus diesen Relationen lassen sich bei vorgegebenen Funktionswerten an den Kno-

ten und vorgegeben Werten fiir die erste Ableitung in den Intervallenden die zu
bestimmenden Werte der ersten Ableitung in den inneren Knoten berechnen.

Berechnung eingespannter kubischer Splinefunktionen (Satz 2.2, Satz 2.3): Eine kubi-
sche Splinefunktion s € P5 ; ist durch die Darstellung

5100 = 5[ 7, 1 00 = 3 (1+27570) (B0 4y (3-2757) (3574)°

I (Tir1—X)\2 I Tis1—X X—T; .
+yi () = T) Y T g (-1, 0sism-l,

gegeben. Bei Vorgabe von m + 1 zu interpolierenden Funktionswerten

sit)=yi=f@y), 0<ism,



lauten die m — 1 Bedingungen an die m + 1 Ableitungswerte an den Knoten

si(T) =y, 0<i<m,

ﬁy;—l*‘z(ﬁ hl)yl + h Vi = hz?il (J/i_J/i—l)"‘%(J/iH—yi), l<sism-1.
Beispielsweise bei der Festlegung der Werte der ersten Ableitung an den Intervallenden
o) =yo=f (@, s @m)=y,=f(D),

ist der Vektor y’ = (y})1<i<m-1 als eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems
gegeben und damit die zugehorige kubische Splinefunktion (eingespannter Spline) ein-
deutig bestimmt.
Bei Vorgabe der Funktionswerte y; = f(7;) fiir 0 < i < m und der Ableitungen
= f'(a) und y,, = f'(b) sind die restlichen Ableitungen y},...,y,, _; als Losungen der
linearen Gleichungen

i=1: (hi+hi1)yj+hiy':%(yl—J/o)Jf%(yz—yl)—hioJ/S,
2<ism-2: hLy; 1+2(h hi)y, hiy§+1Z%(Yi—yi—lﬂ%(wu—%),
i=m-1: my;ﬂ_2+2( )ym1 (ym 1~ Vm- 2)

h2_4 (¥m = ym-1) = ﬁﬂn,

gegeben. In kompakter Form als linearen Gleichungssystems mit symmetrischer Tridia-
gonalmatrix ergibt sich

Ay =r, A= (ajj)isi,jsm-1 S S I S 1
aii=2(h l+ﬁ), l<sis=sm-1, ai,i+1=di+1,i—hl I<is=m-2,
w2 (1 =y0) + 57 (2= ) 1
0 1 7o Y0
) )
N 3 : 3 0
y= : , r= E(Yi—yi—1)+ﬁ(Yi+l_Yi) — :
Vm-1 : 0
!/
h23 (J’m—l - J’m—z) + hzi (ym = ¥Ym-1) Fom1 Y
-2 m—1

Da die Matrix A strikt diagonaldominant ist, ist das lineare Gleichungssystem eindeutig
16sbar und damit die zugehorige kubische Splinefunktion eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:

- Eine Matrix A € R**" heil3t strikt diagonaldominant, wenn folgende Relation gilt

|6lii|>Z|aij| fiiralle 1<i<mn.
j=1
J#i



Wegen (mit betragsmaflig grolStem Koeffizienten x,)

n
Ax=0 — Zaijxj:O fir 1<i<n
j=1

n
= agx¢=-)_ agxj mit |x,|= max|x]|
j=1 1<i<n
j#l
n n
= lagllxel < )_lagilxjl < |x71)_ agl
j:l ]:1
j#e j#e
n
= (lawl- Y lagl) 1xe1 <0
j=1
j#l

>0

= x,=0

= x=0

ist jede strikt diagonaldominante Matrix invertierbar.

- Beinhaltet ein lineares Gleichungssystem eine symmetrische und positiv definite
Matrix A € R"*", so ist das Gaul3sche Eliminationsverfahren ohne Spaltenpivotsu-
che numerisch stabil durchfiihrbar. Ist die Matrix zudem eine Tridiagonalmatrix,
so werden zur Elimination der Subdiagonale &'(n) Operationen benétigt.

- Vgl. Mllustration (Eingespannter Spline, Matrix) fiir den Spezialfall &quidistanter
Knoten (m = 6). Fiir die zugehorige Matrix

Ay'=r,  A=(ajisijss RMTIXOTD,

a,-,-:%, l<is=sm-1, ai,i+1:ai+1,i:%, l<ism-2.

Das Gaul3sche Eliminationsverfahren (bzw. die Cholesky-Zerlegung) fiihrt auf die
Zerlegung A = LD L” mit positiv definiter Diagonalmatrix D (d.h. alle Diagonal-
eintrige sind positiv) und auf einfache Weise rekursiv berechenbarer Matrix L
(Diagonalelemente von L gleich Eins, erste Subdiagonale zu berechnen). Wegen
xTAx=xTLDL"x = y"Dy > 0 mit y = LT x folgt die positive Definitheit von A
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir den allgemeinen Fall.

Fehler der kubischen Splineinterpolation (Satz 2.4): Fiir f € €*([a, b]) sei s: [a,b] — R
die eindeutig bestimmte kubische Splinefunktion zu den Funktionswerten

sit)=yi=f(x), 0<ism, Ss@=f(a, sb=f(b.

Dann gelten folgende Abschétzungen fiir den Approximationsfehler des Splineinter-
polanten (zu m+1 Knoten a =179 << Ty =bmit h; =7;4—7; flr0<i<m-1



und Amax =max{h;:0<i<m-1}, || flloo =max{f(x):a<x < b})

((f =90 = &1 Mo | /P oy x€lT0Ti00], 0<is=m-1,
|(f =90 = Hhi b [ [P or ¥€T5,Tin], 0sism-—1,
|(f-9"(x)| < Shfnax n}ailllf(‘”lloo, xelrTinl, 0<ism-1,

(=90 = 2 (14 (22)?) | F9) s xElTiTia), O<i=m-1.

Bemerkungen:

- Die Approximationseigenschaften von kubischen Splinefunktionen fiir reguldre
Funktionen sind insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen besser als die Eigen-
schaften von Polynominterpolanten.

- Werden die benétigten Werte der Ableitung an den Intervallenden ndherungswei-
se mittels kubischer Polynominterpolation an vier Knoten bestimmt, bleibt der
Approximationsfehler von der GréRenordnung ki ..

- Neben eingespannten Splinefunktionen mit vorgegebenen Ableitungen an den In-
tervallenden sind beispielsweise auch Splinefunktionen zu natiirlichen Randbe-
dingungen s;(a) =0 = s/ _, (b) gebrauchlich, allerdings besitzen diese weniger gu-
te Apprommatlonselgenschaften.

- Splinefunktionen kommen urspriinglich aus dem Schiffsbau und sind wesent-
lich fiir Anwendungen aus den Bereichen Computergraphik und Design (u.a.
Computeranimationen, Design von Autos und Flugzeugen).

 Vgl. lllustration (Splineinterpolation) sowie Illustration (Approximationsfehler).



Kurveninterpolation

* Die bisher behandelten Ideen lassen sich auch zur Interpolation von Kurven anwen-
den. Beispielsweise fiir eine ebene Kurve beruht die Interpolation mittels kubischen
Splinefunktionen auf folgendem Zugang:

- Eine ebene Kurve durch m + 1 Punkte der Ebene v; = (x;, yi)o<i<m ist durch eine
Parametrisierung gegeben

y:[a,b]—»IRZ:tH(x(t)).

y(1)

Als Knoten a = 79 < -+ < T, = b wihlt man beispielsweise die Zeitpunkte (Zeitin-
kremente entsprechen der Lange der verbindenden Polygonziige ||v; — vi_1ll2)

To=a, Ti=Tj1+lvi—vi1ll2, 1<i=m,

lvi— vl = 1 = Xi—1, i — Yie1) ' llo = \/(xi —Xxi-1)2+ (yi — yi-1)?,

und setzt dann b = 7.
Vgl. lllustration (Punkte der Ebene, zugehoriges Stiitzpolygon), Skriptum, S. 27.

— Man bestimmt einerseits die interpolierende Splinefunktion sy : [a, b] — R zu den
Datenpunkten (7;, X;)o<i<m und andererseits die interpolierende Splinefunktion

sy : [a,b] — R zu den Datenpunkten (7;, y;)o<i<m. Die interpolierende Kurve ist
dann durch

s:la, b —>R?: t— (Sx(l‘))

sy(2)
gegeben.
Vgl. lllustration (Tragflachenprofil), Skriptum, S. 28.

e Vgl. lllustration (Kurveninterpolation).



2.2. B-Splines
 Ziel: Bestimmung einer geeigeneten Basis des Vektorraumes der Splinefunktionen
Por=1{s:lab)—R:s|, . ePfir0<i<m-1},
Prr={s:[a,bl = Re€* (a,b)): gy EPfir0<ism-—1}, k=1,
e Dimension des Raumes der Splinefunktionen und Basisfunktionen (Lemma 2.5, Defini-

tion 2.6, Satz 2.7): Bei m + 1 Knotenpunkten (7;)o<;<m hat der Vektorraum P , fiir k =0
die Dimension m + k, d.h. es gilt

dimIPkyT:m+k, k=0.

Die rekursiv definierten B-Splines (Ng;)_x<i=m-1 (mit Einfiihrung zusétzlicher Hilfs-
knotent_;<---<7t_1<tound T, < Tms1 < <Tim+k)

1 xelt;,7i01), .
k=0: Nyi(x) = (i, Ti1) O<ism-1,
0 xdl7;,Tiv1),

k=1: Nii(x) = == (x - 1) Ni_1,:(x)

Ti+k—Ti
1

Titk+1~Ti+1

(Tivk+1 —X) Ni-1,i+1(x), —k<i=m-1,

bilden eine Basis von P ;. Jede Splinefunktion s € Py ; ist somit in eindeutiger Weise als
Linearkombination der Basisfunktionen

m
s= Z ci Nii
i=—(k-1)
darstellbar. : Vgl. auch Uberlegungen in Abschnitt 2.1.

- k=0: Eine stiickweise konstante Splinefunktion in Py ; ist durch m Stiitzwerte an
den Knoten 7y,..., 7,1 bestimmt, und folglich ist
dim Py, = m.

Offenbar bilden die m Splinefunktionen (Ny;)o<i<m-1, definiert durch

]" xe '? 1 ) .
Noi(x) = 3 Tie) 0O<is<sm-1,
0, x¢&I[tiTiv1),

eine Basis von Py ;. Da die Splinefunktion Ny; am Knoten 7; den Wert 1 und an den
restlichen Knoten den Wert 0 annimmt
Noi(tj) =6;;, 0<i=m-1, 0<j=<m,

ist jede Splinefunktion s € Py ; in eindeutiger Weise als Linearkombination

m-1
SZZCiNOi» ci=s(ty), 0<sis=m-1,
i=0

darstellbar. Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 30.



- k =1: Eine stiickweise lineare Splinefunktion s € P; ; ist auf dem ersten Teilinter-
vall [1g,T1] durch k + 1 = 2 Bedingungen festgelegt, auf jedem weiteren Teilinter-
vall [7;,7;41] fiir 1 =i < m—1 kommt aufgrund der Stetigkeitsbedingung an s nur
jeweils eine Bedingung hinzu. Dies fiihrt auf insgesamt 2+ m — 1 = m + 1 Bedin-
gungen, und somit ist

dimP;;=m+1.

Geeignete Basisfunktionen sind die m + 1 stiickweise linearen Funktionen
(N1i)o<i<m, definiert durch (die Einfiihrung von zwei Hilfsknoten 7_; < 79 und
Tm+1 > Tm, €rlaubt die gleichzeitige Behandlung der inneren Teilintervalle [7;, T;41]
fiir 1 =i < m-2 und der Randintervalle [tg,T1], [Tm-1, Tm:]; auf [7;,T;;1] fiihrt der
Ansatz Ny;(x) = a+ f (x—1;) und die Forderungen N;;(7;) = 0 und Ny;(7;4+1) = 1 auf
die angegebene Darstellung, auf dem Teilintervall [7;41,7;+2] fiihrt der analoger
Ansatz Ny;(x) = a+ B(x—71;+2) und die Forderungen Nj;(7;+1) = 1 und Ny;(7;42) =0
auf die angegebene Darstellung)

1

oo (X T, X €7, Tiv1l,
— 1 .
Ny () = 7=~ (Tir2 = X), X € [Tiv1, Tital, -l1<is=m-1,
0, sonst,

d.h. N;; nimmt am Knotenpunkt 7;;+; den Wert 1 und an den restlichen Knoten-
punkten (einschlieBlich der Hilfsknoten) den Wert 0 an

Nli(Tj)Z(SHLj, -l<is=m-1, -1<js=m+1.

Mittels der Basisfunktionen (Np;)o<;<m ergibt sich die Darstellung

Nij () = 5= (0= T) Noi () + 7525~ (T = ) Noin (1), ~l<ism-—1.

Offensichtliche ist die Basisfunktion Nj; stetig, auf (7;,7;42) positiv, und es gilt
Nyi(x) =0 fiir x ¢ (7, 7;4+2), d.h. die Funktion besitzt einen lokalen Tréager

supp Ny; = {x € R: Ny;(x) #0} = [15, Tivol .

Ahnlich wie zuvor folgt fiir s € P, ; die Darstellung

m—1
s= ) ¢y, ci=5(Ti+1), —-l<is=m-1.
i—1

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 31.

— k =2: Ahnliche Uberlegungen gelten fiir Splinefunktionen vom Grad k. Auf dem
ersten Teilintervall [7o, 1] ist s € Pg; durch k + 1 Bedingungen festgelegt, und auf-
grund der geforderten Stetigkeitsbedingungen an s\/)(t;) fiir 0 < j < k— 1 kommt



auf jedem weiteren Teilintervall [7;,7;4;] fiir 1 < i < m— 1 nur jeweils eine Bedin-
gung hinzu, was auf insgesamt k+ 1+ m — 1 = m + k Bedingungen fiihrt

dimPy,=m+k.

Die Konstruktion geeigneter Basisfunktionen, der B-Splines, basiert auf der Rekur-
sion (Einfithrung weiterer Hilfsknoten, Relation konsistent mit obigen Uberlegun-
gen fiir den Fall k =1)

Nii (%) = —— (x = 7;) Nj_1,;(x)

Ti+k~Ti
1

Titk+1Ti+1

(Tisk+1 = X) Ni—1,i1(x), —k<is=m-1.

Eine wesentliche FEigenschaft der B-Splines ist die Lokalitdt (Tradgerinter-
vall [7;, Tj41] fir Nog, [Ti, Tiv2] fir Nuj, [T, 7i43] flir No; etc.)

supp Ni; = {x € R: Ni; (x) #0} = [T}, Tjs 1] -

Wie zuvor folgt fiir s € Pt ; die Darstellung (Berechnung der Koeffizienten, vgl. Ab-
schnitt 2.3)

m—1

s= Z ci N .
i=—k

Damit folgt die Behauptung.
Vgl. [llustration (Rekursive Berechnung einer quadratischen B-Splinefunktion).

* Bei einer Linearkombination von B-Splinefunktionen fiihren kleine Anderungen der
Koeffizienten zu kleinen Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion. Ebenso

bewirken kleine Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion kleine Anderun-
gen der Koeffizienten.

Kondition der B-Splines (Satz 2.8): Es gilt die Abschitzung

m—1

y max ¢ <|sleo= max [s(x)|< max ||, s= Y ¢ Ny,
—k<ism-1 as<x<b —k<ism-1 ik

mit einer von der Wahl der Knoten und Koeffizienten unabhingigen Konstante y.



2.3. Linearkombinationen von B-Splines

* Effiziente Berechnung von Splinefunktionen: Die effiziente Berechnung einer Spline-
funktion beruht auf der Darstellung als Linearkombination von B-Splines, vgl. Ab-
schnitt 2.2.

Einsetzen der Rekursion (Kubische Splinefunktionen): Fiir eine kubische Splinefunkti-

on
m—1

s= ) ¢iN3iePs,
i=—3

ergeben sich bei schrittweisem Einsetzen der in Abschnitt 2.2 angegebenen Rekursion

Nii (%) = 7—— (x = 7;) Ni—1,i (%)
m(7i+k+l_x)Nk—li+l(x); —-k<sism-1, k=1,
N3j(x) = Z=E Npi () + 4= Np i (%), —8<ism-—1,
Noi(x) = 72 Nii (0 + 2252 Ny (), —2<ism-1,
Ni(x) = T’;T’T Noi (x)+TT’2++xNol+1(x), -l<ism-1,

1 x€lt;,7Tis1), .
Noi(x) = 1, %141) 0<ism-1,
0 x¢I[7:,7iv1),

die Relationen (Indexverschiebung j=i+1<—i=j-1)

m-1
s(x)= ) ¢iN3i(x)
i=—3
— Ti 4
= Z CLT e ‘r — Noj (x) + Z Citrn—tin » N,iv1(x)
=-3
m-—1
_ X-T; Tip3—X
=) (c e +ci_1h) N,;(x) + Randterme,
i=-2
m—
Ti+3—X X—Tj X—Ti-1 Ti+2—X Tit2—X
P P = iy ALY S PR Pt i SR P N
s(x0) = _Z (C’T+3 —g; T Ci 1Ti+3—Ti)Ti+2—Ti (ci 1Tt G 27i+2—7i—1)71+2 r) 1i(%)
Randterme,
m—
s(x) = Z F gy TETE) 2T
~ ’T+3 T =17 571 T
X—Ti_y Tiva—X | Tis2—X )| _X—T
+ = =2 1 Ci_ )
( “17o=Tin ! Ti+2_Ti—l)Ti+2_Ti Tip1—T;
X=Tj_1 Tiva=X ) _X-Tjj
+((cjog = gy
(( 11— ! 2Ti+2—Ti—1)Ti+1—Ti—1

R X—Ti—2 R Ti+1—X Ti+1—X Tit1—X R
+(ci-2 Ttz | Ci=3 Ti+1—Ti—2) Ti+1—Ti—1) Tis1—T ) No; (x) + Randterme.



Berechnung der Koeffizienten (Allgemeiner Fall): Die Koeffizienten (c;)_g<j<m-1 wer-
den so bestimmt, dall die Splinefunktion an Stiitzstellen (x;)-x<j<m-1, welche auch von
den Knoten verschieden sein kénnen, eine vorgegebene Funktion f interpoliert

s(x;) = f(x1), —-k<i=sm-1.

Der Satz von Schoenberg-Whitney (Satz 2.9) sichert die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung, wenn die Stiitzstellen die Bedingung x; € (7;,7;44) flir —k < i < m— 1 erfiillen.

Berechnung der Koeffizienten (Kubische Splinefunktionen): Beispielsweise im Fall ei-

ner kubischen Splinefunktion fiihren die Interpolationsbedingungen und die obigen
Uberlegungen

s(xp) = f(xi), —-k<i=sm-1,

m—1

_ X X—T; X Ti+3—X X—T;
stx) = Z;') (((C’ Ti+3~Ti +Cim1 Ti+3_Ti) Ti+2~Ti
1=

+

Ci X7Ticl 4 o Tit2—X | Tit2—X | _X-T;
e =2 30 —Ti1) Tiso—7i ) Tin1—Ti
i+27ti-1 i+27ti-1 i+27 b i+17 4

Ti+2—X ) X—Ti—1

X—Ti_1
+ ((c-_ e
Elyo-nia " V2 Tt 1) Tt

# (Cimg 2EIE 4 gy LX) T ) Bl ) N (1) + Randterme,
auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten (c;)_3<j<m-1, welches in der Si-
tuation des Satzes von Schoenberg-Whitney eindeutig 16sbar ist. Aufgrund der Lokalitat
der B-Splines besitzt die zugehorige Matrix Bandstruktur (Diagonale und wenige Ne-
bendiagonale beinhalten Elemente, die verschieden von Null sind) und das Gleichungs-
system ist somit mittels LR-Zerlegung (sogar ohne Pivotsuche) effizient 16sbar.



3. Numerische Integration

e Inhalt: Verfahren zur numerischen Quadratur, d.h. zur ndherungsweisen Berechnung
bestimmter Integrale der Form

b
I(f):f f(x)dx

mit einer (zumindest stetigen) Funktion f : [a, b] — R.
Bemerkung:

- Die numerische Berechnung bestimmter Integrale ist erforderlich, wenn es nicht
moglich ist, eine Stammfunktion des Integranden in geschlossener Form (d.h. mit-
tels elementarer Funktionen) anzugeben. Es gibt aber auch Situationen, in denen
eine direkte Auswertung der Stammfunktion aufgrund des Auftretens des Pha-
nomens der Ausloschung signifikanter Stellen numerisch instabil ist, numerische
Quadratur hingegen ein zufriedenstellendes Ergebnis ergibt.

[llustration (Partielle Integration, Instabilitit).

— Numerische Quadraturformeln beruhen auf der Idee, das bestimmte Integral

b
I(f):f f(x)dx

durch ein einfach zu berechnendes bestimmtes Integral

~ b~
I(f):f f(x)dx

zu approximieren, d.h. der (komplizierte) Integrand f wird durch eine geeignete
Approximation einfacherer Struktur (beispielsweise durch eine (stiickweise) Poly-
nomfunktion) ersetzt.

- Falls Funktionswerte des Integranden an beliebigen Stiitzstellen im Intervall [a, b]
berechnet werden kénnen, stehen adaptive Quadraturformeln zur Verfiigung, die
fiir hinreichend reguldre Integranden ein Ergebnis hoher Genauigkeit liefern.

e Erinnerung: Ein Mal fiir die Ldnge einer stetigen Funktion oder auch den Abstand
zweier stetiger Funktionen ist die Supremumsnorm

|£leo= max [Fl, 1f~flo= max |f@~F0l,  f.fe@a,bD.

Kondition der Integration: Zur Untersuchung der Sensibilitdt des Wertes eines be-
stimmten Integrals in Abhédngigkeit vom Integranden betrachtet man die Differenz

~ b ~ ~
1) 1) = f (Fo)-F)dx,  f,fe@ab.



Als Abschitzung fiir die absolute Kondition ergibt sich

_ b _ _ b
|1(f)—1(f)|sf If(x)—f(x)IdXSllf—flloof 1dx
=b-d|f-flo [ FeCUab).

Bei der relativen Kondition hingegen

1H-1Dy_,, I~ Fle
T R i
_ =@ fleo [F = Fllo
11(f)l 1flloo
—_—

=K

,  f.fe%a,b),

kann der Fall eintreten, daR der Faktor

=D flo

1
nr

einen groBen Wert annimmt und somit kleine relative Anderungen des Integranden
zu groBen Anderungen des Ergebnisses fiihren. Ein typischer Fall eines schlecht kon-
ditionierten numerische Problems ist ein stark oszillierender Integrand, der etwa bei
Fourier-Integralen auftritt (I1(f) =0, (b—a) [ flloo = 1).



3.1. Elementare Quadraturformeln

* Fragestellung: Einfiihrung grundlegender Begriffe und Relationen.

Eine s-stufige Quadraturformel (b;, ¢;)1<;<s ist durch die Knoten c; € [0, 1] und die zuge-
horigen Gewichte b; € R fiir 1 < i < s gegeben. Eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<;i<s heil$t
symmetrisch, falls c¢g41-; =1—c; und bg ;= b; fir1 <i<s.

— Lokale Approximation (Einheitsintervall): Fiir eine Funktion g : [0,1] — R erhdlt
man eine Approximation an den Wert des bestimmten Integrals mittels

s 1
Qo(8) =) _biglc) = Ih(g = fo g(é) dé.
i=1

Die Konstruktion von (ersten einfachen) Quadraturformeln beruht auf der Appro-
ximation von g durch einfache Funktionen g (z.B. Polynominterpolanten) fiir wel-
che das bestimmte Integral leicht berechnet werden kann (s.u.)

S 1 1
Qo(g) =) biglc) =1p(® = fo gHdé =~ g = fo g dé.
i=1

Der (lokale) Verfahrensfehler

N

1
Qo(®) —Io(e) =) biglci) —](; g()d¢

i=1
ist damit durch die Relation
S 1 1
Qo(g) ~ Io(g) = . biglci) - fo g(&) e = (@)~ Io(g) = fo (&) de
i=1

gegeben.

— Globale Approximation: Fiir eine Funktion f : [a, b] — R erhélt man mittels einer
Zerlegung des betrachteten Intervalles in kleine Teilintervalle

a=xp<--<xy=b, hj:x]'+1—x]', OSjSN—l,

und der Variablentransformation x = x; +§ hj < ¢ = hij (x — x;) die Approximation
b N-1 prxjn N-1 1
I(f):f f)ydx=)_ fx)dx=) hjf fxj+&hj) dé
a j=0Y%; j=0 0
N-1 s
=Q(f) = Z hij,-f(xj+cihj).

j=0 =1

Wesentlich fiir die Abschitzung des (globalen) Verfahrensfehlers

i=1

N-1 S 1
QU -1 =X hy (X b flage i [ foxg+ehy) ]
j=0



sind somit Abschitzungen fiir den lokalen Verfahrensfehler
s 1
Qo(gj)—To(g) =) bigj(Ci)—fO gi)ds, gj@)=f(xj+¢h;), 0=<j<N-1.
i=1

Bemerkung: Es ist wiinschenswert, Quadraturformeln mit positiven Gewichten zu ver-
wenden. In diesem Fall ist sichergestellt, daly aus der Positivitdt des Integranden die
Positivitdt des bestimmten Integrals und ebenso die Positivitdt der Quadraturapproxi-
mation folgt

fx)=0 fiurxela,b] = I(f)=0, Q(f)=0.

* Fragestellung: Untersuchung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation (Giite
der Approximation, Konstruktion von Quadraturformeln)

— Zur Abschitzung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation

1
QN -I(f) = Zh (Zb f(x]+clh)—f f(x,-+£hj)dé)

j=0 i=1

betrachtet man zunéchst den lokalen Verfahrensfehler. Mittels der Taylorreihen-
entwicklungen

p-1

fojeihp =Y 7 fO0) el hi+ 5 fP el v,
=0
p-1

Feg+eh) = Y 4 O e h+ & P ¢ n,
=0

ergibt sich die Relation

S 1

Z bif(x]' +Cj hj) —f f(x]'-l-fhj) d¢
i=1

S — 1
=Z Z,% Ol né - Zé,fw)(x])h[f & de

—_——

N

b P =L O] [ de
i=1

0

M |
=

N N
(3 et = ) 7O (5 PP = S £ ) 7
1 i=1

N
I
(=]
~.
I



Weiters erhilt man die Entwicklung
- N

N—-
AN-1H=Y Z%(Zbin—ﬁ)fm(xﬂhf“

j=0 ¢=0 i=1
S

N-
pi Z (Zbif(p)(mj)Cf p+1f(p)(m])) [

i=1

- Falls die Ordnungsbedingungen

q:2 bycy + +b Cs—%

2 1

qg=3 bici+--+bscy =3
q=p: blcl_1+---+bscf_1:%

erfiillt sind, ergibt die Quadraturformel eine Approximation der Ordnung p = 1,
d.h. fiir den lokalen Verfahrensfehler gilt die Relation (sofern f” auf [a, b] be-
schréankt ist)

S 1
Zbif(xj+0ihj)—fo O+ Ehp) = (R, fmax = | max b,
i=1

und fiir den globalen Verfahrensfehler folgt die Abschédtzung (mit Konstante C ab-
héingig von den Knoten und Gewichten (b;, ¢;)1<i<s sowie der Ordnung p)

QP -TPI=CFP |, T h* < C =) Rl 7] Fimax = I8\ -
j=0

- Fiir eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<j<s der Ordnung p folgt insbesondere, dal$ die
Quadraturapproximation auf dem Einheitsintervall fiir die Taylor-Basis

gz(x):x[, 0<l<p-1,
das exakte Ergebnis liefert (verwende Linearitdt der Quadraturformel und des be-
stimmten Integrals)
N

S 1 1
Y bief =Y bigelen= | ge@ac= | & dr=ghy, 0sr=po1.
i=

* Beispiele fiir (einfache) Quadraturformeln: Mittelpunktsregel, Trapezregel, Simpsonre-
gel



- Mittelpunktsregel
+ Die Forderungen s = 1 und p = 2s = 2 fiihren auf die Knoten und Gewichte
der Mittelpunktsregel (Losung der Ordnungsbedingungen b; = 1, by c; = %,
jedoch by cf # %, symmetrische Quadraturformel, Superkonvergenz p > s,
Gaul3sche Quadraturformel der maximalen Ordnung p =25)

p=2.

D=

s=1, b1=1, C1 =

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R im Intervall-
mittelpunkt % mittels eines Polynoms vom Grad 0 und Integration fiihrt auf
die Quadraturapproximation

50 = g, 0=¢<l,
1
Qolg) = f 6 dé = f Dag=g(}) ~ Iig= fo g(6) dé,
s=1,

bi=1, c¢=

U

N|—

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.39 (a =0, b = 1, Rechtecksfldche).
* Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation (wegen h; = x;+1 — x; und
Xj+ % hj = % (Xj+Xj+1))

Nt Xj+X; 1
Q= hif(5") = I(f):f flxj+&hydg.
Jj=0 0

- Trapezregel

+ Die Forderungen s = 2 und p = s sowie ¢; = 0 und ¢, = 1 fiihren auf die
Gewichte der Trapezregel (Losung der Ordnungsbedingungen b; + by = 1,
b1 c1+b; ¢, = §, jedoch by ¢? + by 5 # §, dquidistante Knoten in [0, 1], Newton-
Cotes Formel)

s=2, bi=3=by, =0, =1, p=2.

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g: [0,1] — R in den Interval-
lenden 0, 1 mittels eines Polynoms vom Grad 1 und Integration fiihrt auf die
Quadraturapproximation

g =g +(gM-gO®)¢ =~ g@&, 0=¢<1,
1 1
Qu(g) = fo g dé = fo (50)+ (g(1) - g©) ) dé = g(0) + 1 (g(1) - g(0))
1
“L(g@+g) ~ Iog)= f g(© dé,
s=2, bl —bg, 61:0, 62:1.

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.41 (a =0, b = 1, Fliche des Trapezes).



+ Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation

N 1

QN =3 Y hj(f(xp)+f(xj+1))
j=0
N—l
:% ~ (x])+ Z hj f(xj+1)
]:
N-1 N
=3 2 hifxp+3 3 hjioafx))
j=0 j=1
h Nt 1+h h b
S pg) 4 Y B ey 2 B ) s I(f):f F(x) dx.
j=1 a

+ Fir periodische Funktionen und dquidistante Stiitzstellen vereinfacht sich die
obige Relation zu (f(xy) = f(xp) und h; =0flir0< j<N-1)

N-1 b
QH=hY fx) = z(f):f £ dx.
=0 a

Die Trapezregel hat spezielle Bedeutung bei der numerischen Berechnung
von Fourierreihen (Signalverarbeitung).

- Simpsonregel (Falregel, Johannes Kepler, 1615)

+ Die Forderungen s = 3 und p = s sowie ¢; =0, ¢ = % und c3 = 1 fiihren auf
die Gewichte der Simpsonregel (Losung der entsprechenden Ordnungsbedin-
gungen by + by + b3 =1, byci + by o+ bscs = 3, by ¢ + bo ¢ + by ¢ = §, dqui-
distante Knoten in [0, 1], Newton—-Cotes Formel aufgrund der Symmetrie der
Quadraturformel gilt sogar by ¢+ b, c3+bs c3 = 1 jedoch by ¢} +bo cj+bg cj = &
und damit p =4)

s=3, b1: bzz ng , 6‘3:1, p=4.

N|—

c1=0, c=

win
[ 1]

=

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R in den Inter-
vallenden 0,1 und dem Intervallmittelpunkt % mittels eines Polynoms vom

Grad 2
0 g
2(g(3) - )
;> 8(3) 2(g0-2g(3)+gm)
2(g-g(3))
1 g

g0 =g0+2(g(3)-gm)é+2(g0-2g(3)+gm)E(E-1)
~ g, 0=¢=<1,



und Integration fiihrt auf die Quadraturapproximation

1
Qolg) = fo ) de

1
= fo (g0 +2(5(3) - g@)¢ + (g0 -25(3) + gD) (262~ ¢) ) dé
g(})+i(g@-2g(3)+gm)
=t (g0 +4g(3) +g),

6
1 2 1 1
3, bhi=3, b2=%5, b3=5, =0, =35, c=1.

N

+ Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation

N-1 Xy
Q=1 ZO R (foe) +4 (59 4 f(xj4)
j=
n N_lh'_1+h' 2N—l Xj+Xj+1 h
=% fxo)+ ), 5= fGp+5 ) by f(FF)+ 2 faw)
j=1 j=0

b
zI(f):f f(x)dx.
a

¢ Verschiedene Klassen von Quadraturformeln:

- Allgemeiner erhélt man die Newton-Cotes Quadraturformeln bei Vorgabe von s
dquidistanten Knoten in [0,1] und Losung der Ordnungsbedingungen fiir p = s
(eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem mit Vandermonde Matrix, aller-
dings schlecht konditioniert). Dies entspricht gerade der Integration des Polyno-
minterpolanten. Da fiir h6here Stufenzahlen negative Gewichte auftreten, werden
Newton-Cotes Quadraturformeln hoherer Ordnung im Allgemeinen vermieden.

- Bei Verwendung der Chebychev-Knoten ergeben sich die Clenshaw—Curtis Qua-
draturformeln mit stets positiven Gewichten.

- Quadraturformeln hoher Ordnung, deren Konstruktion auf orthogonalen Poly-
nomen beruht, sind beispielsweise die Gauschen Quadraturformeln (p =2 s) und
die Radauschen Quadraturformeln (p =2s—-1).



3.2. Best-Approximation des Integrals

 Fragestellung: Zu bestimmen ist die beste Quadraturapproximation an das Integral

b
I(f):f f(x)dx
a

bei Vorgabe von s Stiitzstellen und zugehorigen Stiitzwerten
asy;<---<ys<bh, ni=fi), 1<i<s.

Betrachtet werden dabei lokale Quadraturapproximationen der Form (Transformation

des Intervalles [a, b] auf das Einheitsintervall [0, 1] mittels x=a+¢(b—a) <& = ﬁ

_ b 1
I(f):f f(x)dx:(b—a)fo fla+&-a)dé
zQ(f)=izzl(b—ﬁa)bif(a+ci_(yl.9—a))=i221,6if(“ri).

Als MaR fiir Funktionen betrachtet man die mittlere quadratische Kriimmung (Semi-
norm, v(f) = Il f"ll2)

b
v(f)zzf (f")dx,  fe€?Ua,b)).

Je glatter die Funktion f ist, desto kleiner ist v(f), und insbesondere gilt v(f) = 0 fiir
lineare Polynomfunktionen f € P;. Fiir beliebige Funktionen f € ¢([a, b]) \ P; sollen
die Quadraturgewichte (f;)1<;<s so bestimmt werden, dal$ die Grof3e

QO -1(f)] — min

minimal wird. Als Losungen des Minimierungsproblems ergeben sich natiirliche kubi-
sche Splinefunktionen zu den Stiitzstellen (y;);<;<s (Variationsrechnung)

QN =1Is), seP3y, s"(y1)=0=5"(yy.



3.3. Romberg-Quadratur

» Vorbemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckméiRig, einen hinreichend
reguldren Integranden f zu fixieren und anstelle der Abhédngigkeit der Quadraturap-
proximation vom Integranden die Abhéngigkeit von der Schrittweite h (zu einer dqui-
distanten Zerlegung des Integrationsintervalles) anzugeben. Ebenso wird der Wert des
bestimmten Integrals kurz mit I (oder auch mit a() bezeichnet.

Erinnerung: Bei dquidistanten Stiitzstellen a = xo < --- < xy = b mit x; = a+ jh fir
0<j<N-1,wobeih= %, fiihrt die Anwendung der Trapezregel auf die globale Qua-
draturapproximation

N-1 b
T(h) =h (%f(xo) + ¥ flx+ %f(xN)) ~ I:f £(x) dx.
j=1 a

Friithere Uberlegungen zeigten die Abschétzung
|T(h)-1|<C(b-a) h*||f"].,-

Eine zusdtzliche Analyse des Verfahrensfehlers fiihrt auf eine asymptotische Ent-
wicklung (ohne Begriindung). Diese Entwicklung wird dann geniitzt, um verbesserte
Approximationen zu berechnen (Extrapolation, Romberg-Quadratur).

Asymptotische Entwicklung (Trapezregel) (Satz 3.1): Es sei f € ¢*K([a, b]). Der Verfah-
rensfehler der Trapezregel (mit /2 = % undx;j=a+jhfir0<j<N-1)

N-1 b
T =h(}fe+ Y Fop+3fon) =~ ap= f fl0 dx
j=1 a

besitzt die asymptotische Entwicklung

K-1 b
T(h-ao= Y arh** +ax(mh?*,  |axh)]|< cf |70 0] dx,
k=1 a

mit Koeffizienten a; € R fiir 1 < k < K — 1 und einer beschrinkten Funktion ag :R — R
(Schranke unabhéngig von h).
Bemerkungen:

— Aus der obigen Relation und inbesondere wegen der Abschétzung fiir ak folgt die
Konvergenz der Quadraturapproximation gegen den Wert des bestimmten Inte-
grals fiir h — 0.

— Fiir hinreichend kleine Werte der Schrittweite / ist a; h? der dominante Beitragim
Verfahrensfehler

T(h)—ag=a1h®+ah*+- -+ ag_ 1 WP?E VDV +arh) WX =a, WP+ 0(hY).



Elimination dominanter Fehlerterme (Richardson-Extrapolation): Die grundlegende
Idee der Extrapolation ist, fiihrende Fehlerterme durch geeignete Linearkombinationen
zu verschiedenen Schrittweiten zu eliminieren.

- Fiir zwei verschiedene Schrittweiten h; # hy (zu zwei dquidistanten Zerlegungen
des Integrationsintervalles) lauten die Entwicklungen

T(hl) —Qp= (th% + (,lfghzl1 +-e 4+ aK_thlZ(K—l) + Cl]((hl) I’lzK,
T (hy) — o= alhg + (Xghg +--e+ OKK_th(K_D + ag(hy) h%K

Elimination der Unbekannten a; fiihrt auf (Multiplikation und Subtraktion analog
zum Gaufsschen Eliminationsverfahren, Bezeichnung fiir restliche Terme)

T(hy) — ap = a1 h§ + ashi + R(hy,6),

T(hy) — ag = a1 h5 + ashy + R(hy,6),
5 (T (hy) — ag) — h% (T(hy) — @) = az hi h3(h% — h3) + h5 R(h1,6) — hi R(hy,6),
5 T(hy) — K2 T(hy) + (B3 — h3) ap = a k% h3(h% — h3) + h3 R(hy,6) — hi R(hy,6),
B T(h) - k3 T(hy)

h3 R(h1,6)~ 1 R(h2,6)
2 2 )
h; -

2_12
hz_hl

ao—azhfh§+

Somit ist die aus den (berechenbaren) Quadraturapproximationen 7T (h;), T(hy)
gebildete Approximation

BT (hy) ~ h3T(h1)

h?h2
—ao—a2h2h2+ 12
1 2

iz (RU2,4) = R(hy, ).

eine verbesserte Approximation an den Wert des Integrals.

- Speziell fiir die Wahl h; = hund hy = g erhidlt man
Iy
TGN — - Lagh* + L 12 (R(E,4) - R(h,4),

ATH-T)

3 aozﬁ(h4).

Vgl. [llustration (Extrapolation).

- Im allgemeinen Fall werden die Approximationen zu K paarweise verschiedene-
nen Schrittweiten
T(h;), 1<i<K,

geeignet kombiniert. Eine elegante Losung mittels Polynominterpolation geht auf
Romberg zurtick (vgl. Satz 3.2). Zur praktischen Durchfiihrung verwendet man das
Schema von Aitken—Neville (vgl. Schema der dividierten Differenzen, vgl. Algorith-
mus zur Romberg-Quadratur, Skriptum, S. 49).

Vgl. lllustration (Extrapolation).



— Eine tibliche Wahl der Schrittweiten ist
hi=h, hia=3hi=55h, 1<isK,

oder auch die Bulirsch-Folge

Bemerkung: Das Interpolationspolynom durch einfache Stiitzstellen (x;)o<;<, und zu-
gehorige Stiitzwerte y; = f(x;) fiir 0 < i < nist durch

1l X—Xj
p=Y yiLieP,, Lix= [] L o0<isn,
i=0 o<j<nXi —Xj
j#i

gegeben. Im Folgenden werden die Bezeichnungen P (Interpolationspolynom) statt p
(Ordnung der Quadraturformel) sowie Indizes 1 < k < K statt 0 < i < n verwendet. Die
Darstellung des Interpolationspolynoms zu Datenpunkten (x;, y;)1<i<x lautet dann

K X—Xj
P=) yiLiePgx,, Lix)= [] L 1<is<K.
i=1 1=j<k Xi = Xj
J#i

Extrapolation (Satz 3.2): Es sei f € €?X([a, b]), und es bezeichne P € Px_; das Inter-
polationpolynom zu den Datenpunkten (h?, T (hi))1<i<x mit positiven und paarweise
verschiedenen Schrittweiten h; > 0 fiir 1 < i < k. Dann gilt

b
PO)-ag=0(hK), o :f f)dx,  Pmax= max hj.
a <i=s

: Die explizite Darstellung des Interpolationspoynoms P € Px_; duch die Daten-
punkte (h?, T(hi))1<i<x mittels Langrange-Basispolynomen lautet

K x—h?
Px)=) Th)Li(x)ePx1, Lix)= [] 55, l<sisK.
i=1 1<j=k Mg — hj

j#i

Da die Polynomfunktionen Q(x) = x* fiir 0 < k < K — 1 exakt durch das Interpolations-
polynom zu den Stiitzstellen (h?) 1=i<k dargestellt werden, gilt

K K
K= =Y QUL =Y K¥*Lix), 0<ksK-1.
=i j=i



Einsetzen der asymptotischen Entwicklung fiir T'(h) fithrt auf
P(x)=)_ T(hj)Li(x)
K

i=1
1
(¥ axhd* + axthy h¥) Lix)

K
K _
=1 k=0

~.

K- K K
S oar Y hFLi0)+ ) ax(h) WX Li(x)
k=0 i=1 i=1

—_—

:xk

—

K-1 . &
=Y apx*+ Y axh) B2¥Li().

k=0 i=1
Extrapolation bei x = 0 ergibt (Auswerten des Interpolationspolynoms an Argumenten
aullerhalb des betrachteten Intervalles)

K h?
PO)=ag+ ) ax(h)hiXL;i(0), L= [] 5, 1=i=K,
i=1 lsjsKhj_hi

J#i

und somit die Abschitzung (Schranke fiir ag, positive Schrittweiten h; > 0fiir1 <i < K)

K h?
|PO) —ao| < Y lax(h) HF" ] ——
i=1 15]5K|hj_hi|
j#i

b K h?
<[ r®owlar Y ] o
a

2 2
i:115j5K|hj - hil
j#i

Dies zeigt die Behauptung.



3.4. Adaptive Verfahren

e Vorsicht! In Abschnitt 3.3 wurden Schrittweiten hy, ..., hx zu dquidistanten Zerlegun-
gen betrachtet. Im Folgenden geht es um die optimale Wahl der Schrittweiten einer ein-
zigen Zerlegung, und h; bezeichnet die Schrittweite im j-ten Teilintervall.

* Adaptivitat:

- Das Grundprinzip adaptiver Verfahren ist es, eine Balance zwischen Genauigkeit
und Effizienz zu erreichen.

- Im Zusammenhang mit Numerischer Integration ist es wiinschenswert, in Berei-
chen wo der Integrand wenig variiert relativ grol3e Schrittweiten zuzulassen und
in Berechen wo der Integrand hingegen stark variiert relativ kleine Schrittweiten
zu wiahlen. Aufgrund zusétzlicher Funktionsauswertungen und Rechenoperatio-
nen hat eine Verkleinerung der Schrittweite eine Verringerung der Effizienz des
Verfahrens zur Folge, eine VergroRerung der Schrittweiten steigert die Effizienz.

Vgl. Verlauf des Integranden, Skriptum, S. 50.

e Adaptive Verfahren zur numerischen Integration (Trapezregel)

- Es bezeichnet a = xo < --- < xy = b eine Zerlegung des Integrationsintervalles mit
zugehorigen Schrittweiten hj = xj,1 — x; fiir 0 < j < N - 1. Beispielsweise fiir die
Trapezregel ist die Quadraturapproximation durch

N-1 b
QN =3 Y hi(fxp+fxj+)) = I(f):f f(x)dx
~ ;

J

gegeben.
- Fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel gilt die Abschédtzung

QU= 1D] < Ch-@ M| [P ]er  Fmax= max .

Die Vorgabe einer sehr kleinen maximalen Schrittweite wiirde zwar auf eine sehr
gute Approximation fithren

hmax<<1 = |Q(N)-I(f)| <1,

wdre jedoch sehr ineffizient. Das Ziel adaptiver Verfahren ist es sicherzustellen,
daB die Schrittweiten ()o<j<n-1 S0 gewéhlt werden, dal die Approximation eine
vorgegebene Toleranz erreicht

|Q(H —1(f)| = ToL.

1 1
—— dx.
[1 1074 + x2

Vgl. Beispiel, Skriptum, S. 58



— Grundlegende Ideen:

+ Ausgehend von einer groben Zerlegung des Intervalles (z.B. ein oder zwei Teil-
intervalle) bestimmt man jenes Teilintervall I; = [x}, x;4+1] in welchem der (ab-
solute oder relative) geschétzte Verfahrensfehler

Xj+1
QN =3hi(fex)+flxjsm) = Ij(f)=f] f(x)dx
Xj

maximal ist. Solange die Forderung (Schitzung I = I)

|Q(f) - I(f)| <ToL

verletzt ist, wird das Teilintervall I; halbiert und die zugehoérigen Quadra-
turpproximationen berechnet (Berechnung der zusidtzlich benétigten Funkti-
onswerte, Berechnung der Quadraturapproximationen sowie der geschétzten
Verfahrensfehler auf den beiden Teilintervallen.

+ Zur Schéatzung des Verfahrensfehlers verwendet man beispielsweise eine Qua-
draturformel héherer Ordnung wie etwa die Simpsonregel, die wenig zuséatz-
liche Funktionsauswertungen erfordert. Eine Alternative ist auch Richardson
Extrapolation.

* Bei praktischen Berechnungen verwendet man die bessere Approximation
(Unterschdtzung der Schrittweite).

Vgl. llustration Adaptive Verfahren (Trapezregel, Simpsonregel, ohne Schitzung
des Verfahrensfehlers).



4. Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

¢ Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate zur Theorie von Anfangswertproblemen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen

- Prinzip der Diskretisierung, Verfahrensklassen, Diskretisierungsfehler
- Konvergenzresultat, Adaptivitat

- A-Stabilitdt von Losungsverfahren, Steife Differentialgleichungen

e Grundlagen:
— Quadraturapproximationen, Interpolation

- Losungsverfahren fiir lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Weitere Anwendungen:

- Zeitdiskretisierungen partieller Differentialgleichungen

e Bemerkung: Die Analyse des Diskretisierungsfehlers unterscheidet sich von der im
Skriptum gewdhlten Vorgehensweise.



4.1. Theoretischer Hintergrund

* Anfangswertprobleme fiir gew6hnliche Differentialgleichungen erster Ordnung: Fiir
vorgegebene Punkte 7y € R (Anfangszeitpunkt) und T € R (Endzeitpunkt) sei I = [fy, T
falls 1o < T (bzw. I = [T, ty] falls #y > T). Weiters sei f : I x RY - R%: (t,v) — f(t,v) eine
vorgegebene stetige Funktion und y, € R ein vorgegebener Anfangswert bei f. Eine
Losung des Anfangswertproblems

{ Ly =f(ty®), teto,T), (bzw. (T, k)
y(to) = Yo,

isteine Funktion y: I — R% welche die (gewohnliche) Differentialgleichung (erster Ord-
nung) und die Anfangsbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, daly y auf I stetig
und zumindest in (o, T) (bzw. (T, ty)) differenzierbar ist.

Beispiel, vgl. Skriptum, S. 60 (d = 2, nichtautonome nichlineare Differentialgleichung).
Bemerkungen:
- Falls d > 1 spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

- Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen fiir Funktionen in ei-
ner Verdnderlichen geben partielle Differentialgleichungen Zusammenhénge zwi-
schen Funktionen in mehreren Verdnderlichen und deren partiellen Ableitungen
an.

- Invielen Anwendungssituationen beschreibt die Variable ¢ die Zeit und die Funk-
tion y den zeitahdngigen Zustand eines Systems (z.B. das Wachstum einer Spe-
zies oder die Bahn eines Massenpunktes unter der Einwirkung von Kréften). Zum
Zeitpunkt ¢y befindet sich das System in dem bekannten Zustand y(#y) = yo. Zu be-
stimmen sind die Zustdnde y(¢) zu spdteren (bzw. fritheren) Zeitpunkten ¢ € (%, T)
(bzw. t € (T, ty)).

- Die (komponentenweise) Integration der Differentialgleichung
Ly =y =r(tyw), telt,D),

tty’(r) dT:fttf(T,y(r)) dr, te(t, D),

0 0
y (1) — y(to) :ftotf(r,y(r)) dr, te(t,T),

und Einsetzen der Anfangsbedingung y (%) = yp fiihrt auf die Integralgleichung
y(1) = y(to) +f:f(r,y(r)) dr, te(t,T).

Diese wird einerseits fiir theoretische Untersuchungen (Existenzresultate, Picard—
Lindeldf) und andererseits zur Konstruktion numerischer Verfahren (u.a. mittels
Quadraturapproximationen bzw. Interpolation) genutzt.



- Eine vorteilhafte Alternative, die eine (semilineare) Formulierung der Differenti-
algleichung mit zeitunabhingiger Matrix A € R*¢ niitzt, beruht auf der linearen
Variation-der-Konstanten Formel (Nachpriifen durch Einsetzen bei £, und Diffe-
renzieren)

Ly =Ayn+g(ty®), te,D,

t
y(1) :e(t_tO)Ay(t0)+f e Mg(r,y(m)dr, te(ty,T).
17

0

- Im Zusammenhang mit Anwendungen (z.B. aus der Mechanik) haben auch
Differential-Algebraische Gleichungen besondere Bedeutung

Lyo) _(f(tyo,z0)
0 g(t, y(0),2(1)

ijzpo
z(t) )’

die in der allgemeineren impliziten Form enthalten sind

)) te(t())T))

F(t,Y(n), £ Y1) =0, re(t,T),
Y(t) =Y.

Falls die Funktion F bzgl. des Argumentes % Y (1) auflésbar ist, ergibt sich eine
explizite Differentialgleichung der oben angegebenen Form.

e Autonome Differentialgleichungen: Falls die die Differentialgleichung erster Ordnung
definierende Funktion f nicht explizit von der Variable ¢ abhédngt, heil3t die Differential-
gleichung eine autonome Differentialgleichung

{ Ly =fyw), rew,Dn),
y(to) = yo.

In diesem Fall kann man ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Anfangszeit #, = 0
annehmen.

Reduktion auf autonome Differentialgleichungen: Jedes Anfangswertproblem fiir eine
nichtautonome Differentialgleichung

{ %y(t) =f(t,y®), te(t D),
y(to) = Yo,

kann mittels der Definitionen

ol 0=l 0=



auf ein Anfangswertproblem fiir eine autonome Differentialgleichung zuriickgefiihrt
werden

Ly =F(yw), te,D),
Y() =Y.

Reduktion auf Differentialgleichungen erster Ordnung: Jedes Anfangswertproblem fiir
eine Differentialgleichung k-ter Ordnung

(k-1)

k—

{ (f—tkky(t):f(t,y(t),%y(t),...,—j‘tk_lly(t)), re(t,T),
k-1

Y =yo, EYW =Yy - =y =y,

kann mittels der Definitionen

Yi (1) dJ/(t) Yo
Yo(1) Sy ,
Y(t) — 2. = de . ) YO = y:() )
Vi) {22y o
Yg(t) YZ(t)
F(t,Y(0)= Y1 (8 = Yk—.l 0

flym &y, S5 yw)] \fnym)

auf ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickge-
fithrt werden

SYDO=F(t, YD), telt, D),
Y () =Yo.

Beispiel (d = 2, autonome lineare Differentialgleichung), vgl. Skriptum, S.62. Eine
Transformation (Y, =y, Y, = % y) der Schwingungsgleichung (Newtonsche Bewegungs-
gleichung, Masse m, Auslenkung aus der Ruhelage y, Geschwindigkeit % ¥, Beschleu-

nigung (f—:z ¥, Federkraft nach dem Hookschen Gesetz mit Federkonstante k, Reibungs-
kraft durch Ddmpfung z.B. in zdher Fliissigkeit mit Reibungskoeffizient r, Vorgabe der
Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit) fiihrt auf

mE y@0+r Ly +kyn =0,
Q(Yl(t)):( Y, (1) ):( 0 1 )(Yl(t))
W\ \-Lnm-Ltvom) £ -L)\vam0)

Vgl. Illustration (Losung der Schwingungsgleichung mittels Matrixexponentialfunkti-
on).



* Lineare Differentialgleichungen: Falls die rechte Seite der Funktion die spezielle Form
f:IxR? - RY: (t,v) — f(t,v) = A(t) v+g(t) mit zeitabhingiger Matrix A : I — R4*? und
Inhomogenitit g : I — R hat (d.h. die Funktion f ist inbesondere linear bzgl. der Varia-
ble v), heilt die Differentialgleichung eine inhomogene lineare Differentialgleichung
(bzw. eine homogene lineare Differentialgleichung, falls speziell g =0)

{ Lym=A0yw+g1), telt D,
y(t) = yo.

Ahnlich wie bei Gleichungssystemen ist auch bei Differentialgleichungen der nichtli-
neare Fall wesentlich schwieriger als der lineare Fall.

e Vorbemerkung: Eine Funktion f: D c R” — R heif3t Lipschitz-stetig, wenn eine Kon-
stante L > 0 existiert, sodald fiir alle Elemente x,Xx € D die folgende Abschidtzung mit
Lipschitz-Konstante L > 0 gilt

£ -f@| = Lix-xl.

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit (Satz von Picard-Lindel6f): Falls die Funktion
f:IxR? - R?: (t,v) — f(t,v) stetig und beziiglich der Variable v Lipschitz-stetig ist,
d.h. fiir alle ¢ € I und v, U € R? gilt die Relation

|f@,v)-f&, D) <Lliv-7l

mit Konstante L > 0, existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion
y: I — R% welche das Anfangswertproblem

{ %y(t) =f(t,y®), te(n D),
y(t) = yo,
erfullt.

Bemerkung: Eine Abschwdchung des Satzes von Picard-Lindel6f niitzt die lokale
Lipschitz-Stetigkeit ein einer Umgebung der Anfangsbedingung (ty, yo) und sichert die
Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung y : [f, fp + 6] — R,

Beispiel: Ein bekanntes Beispiel einer Funktion, die insbesondere bei x = 0 nicht (lokal)
Lipschitz-stetig ist, ist die Abbildung

. , _ fx)-f0O)
f.R-’R.X'—’f(X)—\/}, T—W
Zudem gilt f:R\ {0} = R: x— ﬁ wegen
fx+Ax)-f(x) _ VX+AX—/x _ 1 Ax_—;o f’(x) __1_
Ax Ax Erweitern mit v x+Ax+/x, VatAx+y/x 2Vx

Verwendung von (a—b) (a+b)=a?-b>



* Wesentlich in Hinblick auf die Theorie dynamischer Systeme ist das folgende Resultat
zur Sensitivitdt der Losung eines Anfangswertproblems beziiglich Anderungen in den
Anfangswerten.

Stetige Abhdngigkeit der Losung von den Anfangswerten (Kondition, vgl. Satz 4.2): Falls
die Funktion f : I x RY — R : (t,v) — f(t,v) stetig und beziiglich der Variable v
Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0 ist, gilt fiir zwei Losungen y, y der Differentialglei-
chung

Lzt =f(t2(t), telto,D),

zu den Anfangswerten yy, y die Abschidtzung
Iy -y <e"yo-sol, e D.

Bemerkung: Das exponentielle Auseinanderdriften von Losungen zeigt sich beispiels-
weise bei der folgenden skalaren Differentialgleichung mit A =0

Lz =2z0), z2(=e""""z1), t=t.



4.2. Diskretisierungen und Diskretisierungsfehler

 Zeitintegrationsverfahren (Zeitdiskretisierungsverfahren) fiir Anfangswertprobleme
der Form

y(ty) gegeben,

beruhen auf folgendem Zugang (time-stepping approach). Ausgehend von einem
nidherungsweisen Anfangswert

{ Ly =ftLy@), telnT),

Yo = y(t)
berechnet man an gewissen Zeitpunkten mit zugehorigen Zeitschrittweiten

<th<---<ty=T, hij=tiz1—t;, 0<i<N-1,
mittels einer Rekursion Ndherungswerte an die exakten Losungswerte
Yn = Y(ty), l=n<N.
Bei Einschrittverfahren hat die Rekursion die Form
Yn=®hp-1,th-1,¥n-1), 1=<n<N, Yo gegeben.

Zur Konstruktion und Analyse von Zeitintegrationsverfahren fiir (lineare) Differential-
gleichungen ist es vorteilhaft, den numerischen Losungsoperator ® mit dem exakten
Losungsoperator E zu vergleichen
Yn=®(p-1,ta-1,¥n-1) = ¥(tn) = E(hn-1, tn-1,y(tn-1)), 1<n<N,  yo gegeben.
Allgemeiner hidngt bei Mehrschrittverfahren (k-Schrittverfahren) der numerische Lo-
sungsoperator von zuvor berechneten Approximationen ab
yn = q)(hn_]_, ceey hn_k, tn_]_, yn_]_, . .,yn_k) y k =n< N.
Neben dem Startwert sind dann geeignete Approximationen yy, ..., yx-1 (z.B. mittels ei-
nes Einschrittverfahrens) zu berechnen.
* Beispiele fiir (einfache) Zeitintegrationsverfahren:
- Explizites Eulerverfahren (Explicit Euler, Forward Euler):
* Das explizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialgleichung
(Auswerten bei t = t,_1)
Sy@0|,ey = flta1,¥(ta),  1=n<N,
den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Vorwartsdiffe-
renz, forward)

V() =y (tp-1)
Ih—Ith—1

y(@)=y(tn-1)

d _ .
ay(t)|l‘=l‘n71 - [EI;H —tyh—1

n-1

zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion (explizite Relation)

Yn=Yn-1+hp-1 f(tp-1,¥yn-1), 1=n<N, Yo gegeben.



+ Eine alternative Herleitung des expliziten Eulerverfahrens beruht auf der Inte-
gralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsintervall

[tn-1,tn]) .
y(tn) :y(tn—1)+f flr,y@)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei ¢,,_1)

Y(tn) = y(tn-1) + o1 f(tn=1, y(tn-1)).
* Vgl. Skizze, Skriptum, S.66.

- Implizites Eulerverfahren (Implicit Euler, Backward Euler):

* Das implizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialgleichung
(Auswerten bei t = t;)

%y(t”t:tn:f(tn!y(tn))y ].STZSN,

den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Riickwarts-
differenz, backward)

Y(tn)—y(tn-1)

d _ i YO —y(t)
fn—1tn1 ay(t)h:tn = lim -

t—t, [Tl
zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion

Yn=Yn-1+hn-1f(tn,yn), 1=n<N, Yo gegeben.

+ Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren ist beim impliziten Eulerverfah-
ren in jedem Zeitschritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu l6sen (vgl. Nu-
merische Mathematik I). Aufgrund des besseren Stabilitdtsverhaltens, lohnt
sich im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen (Abschnitt 4.4)
der Mehraufwand.

+ Eine alternative Herleitung des impliziten Eulerverfahrens beruht auf der In-
tegralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsinter-
vall [£,-1, t5])

th
V() = y(tn-1) +f f(r,y@)dr,
In-1
und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei ;)

y(tn) = y(tp-1) + Ry f(tny_)/(tn)) .

- Mittelpunktsregeln (Einschrittverfahren, Zweischrittverfahren):

+ Eine Herleitung einer Mittelpunktsregel beruht ebenfalls auf der Integral-
gleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsintervall
[tn-1,1n]) .

y(tn) =y(tn-1)+f f(z,ym)dr,

In-1



und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt #,_; + %hn_l, vgl. entspre-
chende Quadraturapproximation)

Y(tn) = y(tn-1) + hp— f(tn—l + % hn—l»}’(tn—l + % hn—l)) .

Zur Approximation des unbekannten Losungswertes kann man einerseits das
explizite Eulerverfahren verwenden

J/(tn—l + % hn—l) RYn-1+t % hp-1 f(tn-1, Yn-1)

und erhilt dann die Rekursion fiir die (explizite) Mittelpunktsregel

Yn=Y¥Yn1+ hn—lf(tn—l + % hp-1,Yn-1 +%hn—1f(tn—1;J/n—l)), I=sn<N.

Verwendet man hingegen das implizite Eulerverfahren (Losung eines nichtli-
nearen Gleichungssystems zur Berechnung der Hilfsapproximation Y;,—; ;)

J/(tn—l + % hn—l) ~ Yn—l,l =Yn-1+t % hn—1 f(tn—l + % hp-1, Yn—l,l);
ergibt sich die (implizite) Mittelpunktsregel

Yi-1,1 = Yn-1+ 3 Bno1 [t + 3 hu1, Yoo11),

Yn=Yn-1+hnt f(ta1 + 2 huo1, Yao11), 1=n<N,  y geg.

Bemerkung: Die implizite Mittelpunktsregel ist ein erstes Beispiel eines impli-
ziten Runge—Kutta Verfahrens (Definition, s.u.), das sich speziell fiir die Wahl
der folgenden Verfahrenskoeffizienten ergibt

1 1
s=1, Clzi; aH:E; blzl.

Betrachtet man die Integralgleichung (Integration der Differentialgleichung
mit Integrationsintervall [#;,_», t,], zur Vereinfachung konstante Zeitschritt-

weite h)
In

V(t) = Yltuz) + f (0, y(@) dr,

Ip—2
und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt ¢,,_;, vgl. entsprechende Qua-
draturapproximation)

Y(tn) = y(tn-2) + 2 f (tn-1, y(tn-1)),
so ergibt sich ein explizites Zweischrittverfahren (vgl. Skriptum, S. 67)
Yn=Yn-2+2hf(tp-1,Yn-1), 2=<n=<N, Yo gegeben.

Zur Bestimmung der unbekannten Approximation y; verwendet man {ibli-
cherweise ein Einschrittverfahren (z.B. explizites Eulerverfahren mit hinrei-
chend kleiner Zeitschrittweite zur Erhaltung der Konvergenzordnung).



- Trapezregel: Die Trapezregel beruht auf der Integralgleichung (Integration der Dif-
ferentialgleichung mit Integrationsintervall [£,_1, £])

In
y(t) =J/(tn—1)+f flr,y@)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 1, Intervallenden ¢,_; und ¢, als Stiitzstellen, vgl.
entsprechende Quadraturapproximation)

y(tn) =y(tn-1) + % hyp (f(tn—l; J/(tn—l)) + f(tnyyun))) .
Dies fiihrt auf die Rekursion fiir die Trapezregel

Yn=Yna1+ % hn-1 (f(tn_l,yn_l) + f(tn,yn)), l=n=sN, Yo gegeben.

Die Trapezregel ist ebenfalls ein Beispiel eines (impliziten) Runge-Kutta Verfah-
rens (s.u.).

* Klassifizierung von gebrduchlichen Zeitintegrationsverfahren (Runge-Kutta Verfahren,
Lineare Mehrschrittverfahren):

— Ein Runge—Kutta Verfahren besitzt die Form

Y/

n-1,i

= f(tn—l +C; hn—l» Yn—l,i)r

S
!/
Yin-1,i=Yn-1+hn Z aij Yn_l_]-,
j=1

S
Yn=VYn1+hn 1) biY, ,;, 1sns<N,  y gegeben,
i=1
mit Hilfsapproximationen (Y},-1,;)1<i<s und (Y]fl_1 J1<i<s (Stufen) an die Funk-
tionswerte bzw. Ableitungen der exakten Losung Y,_1; = y(¢,-1 + cih,—1) bzw.
Y o=y (taor+cihpo) = f(tno1 + cihuo1, y(tn-1 + cihyo1)). Ersetzt man die in-
ternen Stufen, so ergibt sich die alternative Darstellung

s
’ /
Yn—l,i = f(tn—l +¢ihyu-1,Yn-1+hn-1 Z aij Yn—l,j) ,
j=1

N
Yn=Yn-1+hn-1)_b; Y,_1;» l=ns<N, Jo gegeben.
i=1
Ein Runge-Kutta Verfahren (und damit die Approximationsgiite der Ndherungslo-
sung) ist durch die Angabe der Verfahrenskoeffizienten im (John) Butcher Tableau

c=(ci)1=iss \ A=(ajj)i<i jss
‘ b= (bi)1<i<s

festgelegt. Das Verfahren ist explizit, falls a;; = 0 fir alle 1 < i < j < s, ansonsten
implizit.



- Lineare Mehrschrittverfahren beniitzen die Kenntnis von Approximationen zu frii-
heren Zeitpunkten. Ein lineares k-Schrittverfahren ist durch eine Rekursion der
Form (zur Vereinfachung fiir konstante Zeitschrittweiten / formuliert, bei varia-
blen Schrittweiten hdngen die Koeffizienten des Verfahrens von Schrittweitenver-

haltnissen ab)
k k

Qi Yn-k+i=h Z Bi f(tn—t+i> Yn—k+i)

0 =0

l
mit Verfahrenskoeffizienten («;, 8;)o<i<x gegeben. Falls der Koeffizient S nicht
auftritt (d.h. By = 0), ist das Verfahren explizit, ansonsten implizit.

Die Konstruktion der bekanntesten Linearen Mehrschrittverfahren beruht auf In-
terpolation.

+ Bei den BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formulae) betrach-
tet man das Interpolationspolynom P € Py durch die Datenpunkte
(tn—k+i» Yn—k+i)o<i<k fur k = 1 und bestimmt den unbekannten Approxima-
tionswert y, so, dal$ die Forderung

EPW|,2, = f(tn P(t0) = f(tn, yn)

erfiillt ist, d.h. das Interpolationspolynom P erfiillt die Differentialgleichung
in £,. Offensichtlich fiihrt dieser Zugang auf ein implizites k-Schrittverfahren.
(i) Fir k =1 fihrt der Ansatz

P(t)=Yna+(t=tn1)F In—Vn1), PO =73 Fn—¥n1),
und die Forderung
5 n=Vn-D) = £ PW|,-, = ftn,yn)
auf das implizite Eulerverfahren
Yn=Yn-1+hf(tn,yn), l<n<N.

(ii)) Fir k = 2 fiihrt beispielsweise der Ansatz (Interpolation nach Newton,
Schema dividierter Differenzen)

P(8) = yn—z + (t = ty-2) § (Yn-1— Yn—2)
+(t=ty2) (t=tn-1) 72 Yn =2 Yn-1+ Yn-2),
% P(t) = % (Vn-1—Yn-2)+ @t —tp—1—ty-2) ﬁ (Yn—2Yn-1+yn-2),

und die Forderung

7 Wn1=Yn-2)+ @tn—tn1 = tn-2) 577 (Yn=2Yn-1+ Yn-2)
=+ Wn-1=Yn-2)+ 5 Yn—2Yn-1+ Yn-2)

57 (3Yn—4Yn-1+ Yn-2)

= EPD)|,_, = ftnyn)



auf das bekannte Zweischrittverfahren BDF 2 (zuvor angegebene Form mit
Koeffizienten ag = %, ar1=-2,ar= %, Po=0=L1,B2=1)

%yn_ZYH—1+%Yn—2:hf(tn,yn), 2<n<N.

+ Bei den Adamsverfahren betrachtet man die Integralgleichung

In

yt) =ytp-)+ | flr,y@)de

In-1

und ersetzt den Integranden durch ein Interpolationspolynom zu gewissen
Datenpunkten. Im Fall der expliziten Adams-Verfahren (Adams-Bashforth
Verfahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € Pj_; durch
(tn—tcrir f(tn—ksis Yn—k+i))g<j<p_p» Was auf ein explizites k-Schrittverfahren
der Form

k-1

Yn=Yn-1t+h Zﬁif(ﬁz—kﬂ»)’n—kﬂ)» k=sn<N,
i=0

filhrtt Bei den impliziten Adams-Verfahren (Adams-Moulton Ver-
fahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € P durch
(tn—k+ir f(tn—k+i» Yn-k+i))g<j<; (Deinhaltet die unbekannte Approximati-
on y,) und erhélt damit ein implizites k-Schrittverfahren der Form

k
Yn=Yna1+h Y Bif(tn—k+i»Yn-k+i), ksn<N.
i=0

Bemerkung: Zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems kann man die Idee der Fixpunktiteration verwenden. Ausgehend von
einem geeigneten Startwert werden Approximationen an eine Losung des Pro-
blems

n=F(n)

mittels der Iteration
ni=Fmni-1), i=12,...

berechnet. Im Zusammenhang mit impliziten Adamsverfahren fiihrt dieser
Zugang auf Pradiktor-Korrektor Verfahren, d.h. zur Bestimmung geeigneter
Startwerte wendet man das explizite Adamsverfahren an und berechnet an-
schlieBend (einige wenige) Werte mittels Fixpunktiteration.

[llustrationen (Explizite Verfahren der Ordnungen p = 1,2,4 fiir eine skalare Testglei-
chung mit bekannter Losung, implizite Verfahren der Ordnung p = 1,2 fiir eine skalare
lineare Testgleichung, Explizites Zweischrittverfahren der Ordnung p = 2).



* Fragestellung: Giite der Approximation mittels Zeitintegrationsverfahren.

Vorbemerkung: Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante Zeitgitter be-
trachtet, d.h. es gelte

t,=ty+nh, 0<n<N, h:%.

Ansonsten ist in den globalen Fehlerabschdtzungen die konstante Schrittweite & durch
die maximale Schrittweite

0=n=N-1

Zu ersetzen.
Globaler und lokaler Fehler:

- Um die Giite der mittels eines Zeitintegrationsverfahrens bestimmten Approxima-
tionen an die exakten Losungwerte

Yo, Y1,¥Y2,--» VN> Yn=y(ty), 0=n=<N,

beurteilen zu konnen, definiert man den globalen Fehler

en=yn—Y([nN).

Unter der Annahme, da Anfangswertprobleme betrachtet werden, die durch eine
hinreichend regulire Funktion f : I x R — R? gegeben sind, heiflt ein Zeitintegra-
tionsverfahren konvergent mit Konvergenzordnung p = 1, falls eine Abschédtzung
der Form (fuir hinreichend kleine Schrittweiten 0 < h < E)

lyn - yan)| = Ch?
bzw. in Kurzschreibweise die Relation
eN = ﬁ[hp)

gilt. Wesentlich ist dabei, dal die Konstante C weder von der Schrittweite i noch
von der Anzahl der Zeitschritte N abhéngt. Bei nichtlinearen Problemen ist die
Existenz der numerischen Losung im Allgemeinen nur fiir Schrittweiten 0 < 7 < 1
sichergestellt.

— Zur Analyse des globalen Verfahrensfehlers (und auch zur Konstruktion von Ver-
fahren) ist es im Allgemeinen vorteilhaft, den lokalen Fehler eines Zeitintegrati-
onsverfahrens zu untersuchen. Bei Einschrittverfahren betrachtet man die Diffe-
renz zwischen numerischer Approximation und exaktem Losungwert, ausgehend
von einem gemeinsamen (beliebigen) Anfangswert (zur Vereinfachung der Nota-
tion wird der Startzeitpunkt #) nicht angegeben)

y1—y(t1) =®(h,y0) — E(h, yo).



Ein Einschrittverfahren hat Konsistenzordnung p = 0 (im Unterschied zur Konver-
genzordnung), wenn

y1—y(t) = O(hP*).

Bei einem k-Schrittverfahren geht man von einem (beliebigen) Anfangswert y
und Startwerten yi,..., yx—1 aus, die exakten Losungwerten entsprechen (insbe-
sondere gilt yx_; = y(fx-1)), und betrachtet dann die Differenz

Vi —Y(t) =@, yo,..., Yi-1) — E(h, yi-1) .

- Ein Hauptresultat der Numerik von Zeitintegrationsverfahren besagt, dafd unter
gewissen Stabilitdatsforderungen aus einer lokalen Fehlerentwicklung

yi=y(t) = 0(hP*)
die globale Fehlerentwicklung
yn—y(tn) = O(hP)

folgt (bei hinreichend reguldrer Funktion f und geeignet gewihlten Startwerten).
Kurz gefal3t

Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz

Ein wesentlicher Schritt ist somit die Analyse des lokalen Fehlers fiir verschiedene
Verfahrensklassen.

Beispiele von lokalen Fehlerentwicklungen fiir (einfache) Zeitintegrationsverfahren:

- Vorbemerkungen:
+ Bei der Konvergenzanalyse eines Zeitintegrationsverfahrens betrachtet man
als ersten Schritt eine skalare lineare Testgleichung (Dahlquist Testgleichung,
autonome Differentialgleichung, Anfangszeitpunkt #, = 0)

Ly =fly®)=Ay®, tz0, yO0) =y, AeR, (bzw.A€C)

mit exakter Losung
v =ey,, t=0.

+ Aufgrund der Linearitdt der Testgleichung ist es zudem ausreichend, den nu-
merischen und exakten Losungsoperator zu betrachten, d.h. man verwendet
die einfache Abhéngigkeit der numerischen und exakten Losung vom An-
fangswert y, = ®(h, yp) = ®(h)yo und y(h) = E(h, yo) = E(h) yp.

+ Eine Abschdtzung des globalen Verfahrensfehlers mittels einer Abschit-
zung fiir lokale Verfahrensfehler und Stabilitdsabschédtzungen basiert auf der



Teleskopsumme (selbes Prinzip fiir Skalare a, 8 € R bzw. Matrizen a, f € R4*¢

bzw. sogar Losungsoperatoren)

ak—ﬁk:a’k_ak_lﬁ+ak_1ﬂ—ak_2ﬁ2+a’k_2ﬁ2_ak_sﬁsi"'+afﬁk_l_ﬂk
N ~— N RN y \ ,

=ak-1 (a-p) ak-2(a-p)p —ak-3(a-p)p? =(a-p)p*!
=a" N a-p+aa-pp+a P a-ppiL+ (@-p !

k-1 . .
=2 " a-ppl.
j=0

+ Vorsicht! Bei der Analyse der lokalen Fehlers nimmt man an, daf die Zeit-
schrittweite h hinreichend klein ist und somit eine Entwicklung des Wertes
der Exponentialfunktion bei & sinnvoll ist (die Anfangsglieder der Entwick-
lung sind dominant)

e =1+nA+InA%+ IRPA3+.
——
vergleichsweise klein
Die Verwendung einer Entwicklung beim Endzeitpunkt T
e =1+ TA+L T2 A2+ 1323 + ..

ist im Allgemeinen jedoch nicht sinnvoll (die Anfangsglieder der Entwicklung
sind nicht dominant).

- Explizites Eulerverfahren:
+ Das explizite Eulerverfahren (einzelner Zeitschritt der Linge h)
y1=Yyo+h f(to, yo)

angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihenent-
wicklung der Exponentialfunktion)

n=eMhy = yh=EMhy,
®(h)=1+hA = E=e=1+nA+0(1?).
+ Der lokale Verfahrensfehler des expliziten Eulerverfahrens
y1—y(h) = (®h) —EWM)yo
erfiillt somit die Abschédtzung (Konsistenzordnung p =1, d.h. p+1=2)
|y1—y(h)| <Ch?.

+ Die Approximation zum Endzeitpunkt ty = T ist durch

n=1+rA) Yy =y =eNty,

gegeben.



+ Einfacher als die direkte Analyse des globalen Verfahrensfehlers (insbesonde-
re fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen)

yn—y(tn) = (@Y - E(tn) yo = ((1 + h/l)N_eNhA)yO

ist die Verwendung der Relation (Teleskopsumme)
kopk_ N k1o '
a*-pF=3Y "' a-pp,

j=0

die auf die Relation (Lady Winderemere Fécher, fiir den exakten Losungsope-
rator gilt die Gleichheit E(h)N = E(Nh))

N-1 .
yn=y(n) = (@MY -EmN)yo= Y, @'/ (@(h) - E(h) E(ih)yo

j=0
und damit auf die Abschitzung
N-1 Nl N-1
lyv=yan)| = Y [om|" 7 o - EW)| |EGRyo| < Ch Y h
J=0 :|1+h;t|‘1(\’—1—j5c sth =|y(;](')ISC CO,-J
=Nh=T
<Ch

fuhrt.

Bemerkung: Das exponentielle Anwachsen der Losungen fiir A > 0 spiegelt sich in
der Stabilitdatsschranke (Annahme £ > 0)

|o(W)|" =11+ kA" < e,

In dieser Situation ist ein exponentielles Auseinanderdriften (Fehlerschranke im
wesentlichen |yy — y(tn)| = C e*T hP) der numerischen und exakten Losung un-
vermeidbar. Insbesondere iiber lange Zeiten T >> 1 ist die Bestimmung genauer
Approximationen mit sehr hohem Rechenaufwand verbunden bzw. man kann sich
nicht erwarten, dal die Ergebnisse quantitativ korrekt sind (chaotische Systeme,
qualitative Theorie).

Implizites Eulerverfahren: Das implizite Eulerverfahren

nn=yo+hf(h,y)

angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihenent-
wicklung der Exponentialfunktion, geometrische Reihe fiir |21| < 1 anwendbar)

n=0Mmy = yHh=EMHny,
O =1-hV) ' =1+hA+O(h*) = E)=e"=1+nA+0(h?).



Der lokale Verfahrensfehler des impliziten Eulerverfahrens erfiillt somit die Ab-
schédtzung (Ordnung p =1, d.h. p+1 =2, ebenso wie das explizite Eulerverfahren)

ly1 —y(w)| = Ch?,

Die Approximation zum Endzeitpunkt ¢ = T ist durch

yn=(1- hA)'Nyo =~ yn) = ey,

gegeben. Wie zuvor beruht die Analyse des globalen Verfahrensfehlers auf der Re-
lation

N-1 ,
yn=yn) = (@Y -EmN) yo = Y @ (@) - E(W) EG ) yo
Jj=0
und fiihrt damit auf die Abschitzung (fiir A < 0 und wegen & > 0 ist die Schranke
|1-hA|"! < 1 immer giiltig!)

N-1

. N-1
IARIGYIEDY 1®(h)|N‘1‘{ [ @) - E)| [EGGyo| < Ch Y h
T oinArV1dsc <CR? =Iy()I=C =0
=Nh=T
<Ch.

Verallgemeinerung: Zur Konvergenzanalyse von Einschritt- und Mehrschrittver-
fahren fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen mit (lokal) Lipschitz-
stetiger definierender Funktion verwendet man dasselbe Prinzip wie beim explizi-
ten und impliziten Eulerverfahren

-1

N .
lyv-yam| <Y Jom|*

|em -Em]  [EGR ]

W ':0 ~ v v
Globaler Fehler J <C <C hp+1 <C
Stabilitdtsabschédtzung Iokale Fehlerabschitzung Exakter Losungwert
<Ch”,

vgl. Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5).

Ahnlich wie bei Quadraturapproximationen beruht die Konstruktion von explizi-
ten und impliziten Runge-Kutta Verfahren auf der Losung von Ordnungsbedin-
gungen, die sich aus der Forderung

n-yh=0(n""

ergeben. Die Herleitung der Ordnungsbedingungen fiir autonome Differential-
gleichungen mit hinreichend oft differenzierbarer Funktion f beruht auf Taylor-
reihenentwicklungen der exakten Losung (Differentialgleichung y'() = f(y(1)),
mittels Kettenregel y (1) = f'(y (1)) f(y(1)))
yW=y+hy 0 +3h* y'0) +...
—~—

——
=f(y0) =f"(y0) f (y0)



unter der Verwendung graphentheoretischer Mittel wie Bdume) und analoger Ent-
wicklungen der Runge-Kutta Losung (komplizierter Teil). Beispielsweise fithren
die Gaul$schen Quadraturformeln auf implizite Runge—Kutta Verfahren, die Gaul$-
schen Verfahren.



4.3. Konvergenzresultat fiir Einschrittverfahren
* Fragestellung: Konvergenzresultat fiir Zeitintegrationsverfahren (vgl. Abschnitt 4.2)

Stabilitdt von Zeitintegrationsverfahren: Ein Zeitintegrationsverfahren (inbesondere
ein Einschrittverfahren) mit Verfahrensfunktion ® heif3t stabil, wenn die mehrfache
Hintereinanderausfiihrung von ® durch eine Konstante beschrénkt ist, wobei die Kon-
stante unabhédngig von der Gré8e und der Anzahl der Zeitschritte ist.

Vorsicht! Bei Zeitintegrationsverfahren unterscheidet man die Begriffe Stabilitdt und
u.a. A-Stabilitdt (vgl. Abschnitt 4.4), weiters zu unterscheiden von verschiedenen Sta-
bilitdtsbegriffen bei Differentialgleichungen oder der numerischen Stabilitdt eines Al-
gorithmus.

Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5): Die das Anfangswertpro-
blem definierende Funktion f sei hinreichend regulér

{ Ly =f(t,y®), teltD),
y(ty) gegeben.
Weiters sei das Einschrittverfahren mit Verfahrensfunktion ® wohldefiniert und stabil
(fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten0< h; < h,0<i<N-1)
hh<th<---<ty=T, hi=tixi—t;, 0<i<N-1,
Yn=®(hp-1,th-1,yn-1), 1=sns<N,  y, gegeben,

und es besitze die Konsistenzordnung p = 1. Dann gilt die globale Fehlerabschitzung

Iy =y =Cllyo-y@l+hnax),  Pmax= max hi,

mit Konstane C > 0 unabhingig von der Grof3e und der Anzahl der Zeitschritte.
Bemerkung: Die Aussage des Konvergenzresultates gilt im Wesentlichen auch fiir Linea-

re Mehrschrittverfahren. Fiir ein stabiles k-Schrittverfahren mit Startwerten yy, ..., yx-1
ergibt sich die globale Fehlerabschitzung

lyn =y < C( max llyi =yl + hiax)
Da Mehrschrittverfahren durch Mehrschrittrekursionen definiert sind und diese im All-
gemeinen instabil sind, sind Mehrschrittverfahren hoherer Ordnung zu vermeiden.
[llustrationen (Einfache stabile Zeitintegrationsverfahren, Numerische Berechnung der
Konvergenzordnungen):
- Explizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Explizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
Explizites Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4
— Implizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Implizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
(Implizite) Trapezregel (Ordnung 2)
- Mittelpunktsregel (explizites Zweischrittverfahren, Ordnung 2)



Bemerkungen (Beweis des Konvergenzresultates):

- Die Herleitung eines Konvergenzresultates fiir Einschrittverfahren angewendet
auf nichtlineare Differentialgleichungen beruht auf dem zuvor fiir das explizite
Eulerverfahren angegebenen Zugang. Zur Abschitzung des globalen Fehlers wird
die folgende Relation verwendet (zur Vereinfachung Formulierung fiir lineare Dif-
ferentialgleichungen und dquidistante Schrittweiten)

N-1 .
v—yu= X Jew|™ Jew-Em]  |EGh]
_,—J P— \ ~ J \ ~ J \ ~ J
Globaler Fehler 7=0 <C <C hr+1 <C
Stabilitdtsabschitzung Lokale Fehlerabschitzung Exakter Losungwert
<Ch".

Wesentlich ist es somit, Stabilitdtsabschdtzungen und lokale Fehlerabschdtzungen
(Taylorreihenentwicklungen) abzuleiten.

Beispiele:
+ Mittels der folgenden Taylorreihenentwicklung der exakten Lésung
Ly =f(yw),
Y=y +hy©+5h* Y0 +0(n°),
=f(yo) =f"(30) f (30)

ergibt sich fiir das explizite Eulerverfahren die lokale Fehlerentwicklung
(Konsistenzordnung p = 1)

yi=yo+hfo), yh=y+hfyo)+0(h%),
n-yh)=0(h),

und fiir die explizite Mittelpunktsregel die lokale Fehlerentwicklung (Konsi-
stenzordnung p = 2)

i=yo+h f(yo+§f(yo)) =J/0+hf(y0)+%h2f/(J/0)f(yo)+ﬁ(h3),
N ——

=f (o) +3 hf' (o) fvo)+6 (12)
Y = yo+ R F(yo) + L 12 f' (o) F (o) + 6(1°),
y1—-yh) =0 (h%).

+ Diffiziler ist die Vorgehensweise beim impliziten Eulerverfahren

nn=yo+hf),

da hier zuerst der Nachweis der Existenz der numerischen Losung erbracht
werden mul$. Dazu verwendet man beispielsweise den Banachsche Fixpunkt-
satz (vgl. Numerische Mathematik I). Fiir Lipschitz-stetige definierende Funk-



tionen f mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist fiir hinreichend kleine Zeitschritt-
weiten 0 < h < h die Kontraktivitidt der Abbildung F sichergestellt

n=Fyd=y+hfn,
IF(2) - F@)l = Ih(f(2) - f@)I < LI Iz2-2.
:Kél

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes y; sowie die Be-
schrinktheit der numerischen Losung

Iyill < lyoll +AIf ()
<llyoll+ Al foll+RIf)—fol
<lyoll+ Rl f(yo)ll + RLIIy1 = yoll
<A+hD)yoll+Alf(yo)l+hLiyl
= InlsC=:(A+nDlyl+hlfyl),

Nun ist ein Taylorreihenentwicklung der numerischen Losung sinnvoll und
fiihrt auf die lokale Fehlerabschitzung (Konsistenzordnung p = 1)

n=y+hfyD=y+hf(yo+hfn)=yo+hfy) +0(h?),
y(h) =yo+h f(yo) + O(h?),
y1—y(h) =0(h?),

- Ein alternativer Zugang verwendet (vgl. Skriptum S. 76)

N-1 ‘
lyv-yaml= 2 [EGn-1-))]] e -Em| [0/ y|
—_— i —_— B —_——
Globaler Fehler 7=0 =C <Chpr+l <C
Abschitzung mittels Satz 4.2 Lokale Fehlerabschitzung Numerische Losung
<ChP.

Stabilitdtsabschdtzungen gehen hier bei der Abschidtzung der numerischen Lo-
sung ein.

- Zur Konvergenanalyse von Linearen Mehrschrittverfahren niitzt man die Formu-
lierung als Einschrittverfahren (vgl. Numerische Mathematik I, Abschnitt 7.1).

- Bereits bei einfachen Anfangswertproblemen kann es zu Ordnungsreduktionen
kommen, wenn beispielsweise die definierende Funktion f und damit die exak-
te Losung y nicht hinreichend oft differenzierbar ist.

[llustration (Ordnungsreduktion): Fiir das triviale Testbeispiel (direkter Zusam-
menhang mit bestimmten Integralen und Quadraturapproximationen)

d _ _3 _ r _ 3
EJ/(t)—f(t)—g\/E, 0<t<T, y(T)=y(0)+ A fHde=y0)+ Tz,



beobachtet man aufgrund der Singularitét bei t =0
Lyn=Lfw=3L, o<i<T,

fiir Ein- und Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 eine Reduktion
auf die Konvergenzordnung %

- Bei Miteinbeziehung des Einflusses von Rundungsfehlern (zusitzliche Inhomo-
genitit in der Differentialgleichung) ergibt sich insgesamt die Fehlerabschitzung
(wegen Nh =T folgt N = % fiir dquidistante Zeitschrittweiten)

Gesamtfehler < Ch”?  + Ceéemach %

——
Verfahrensfehler Rundungsfehler

Bei zu grol8 gewdhlten Zeitschrittweiten dominiert der Verfahrensfehler, bei zu
klein gewdhlten Schrittweiten beeintrdchtigt der Fehler aufgrund der Akkumu-
lation von Rundungsfehlern die erreichbare Genauigkeit. Fiir die optimale Wahl
(Vernachlissigung der Konstanten, £mach = 10719)

g(h) =hP + gmach% — min,

0= g'(h) =p hp_l — €mach # = # (P hp+1 - gmach) = h= p+\l/ gm;_Ch »

p

gy ~ellp,
p=1: g~ /Emaen ~107%,
p=2: g :eiachz 1071,
p=4: g(h) = siach ~10712,

m -
p=10:  gh=ell  ~107"°,

zeigt sich der Vorteil bei der Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens héherer
Ordnung.

* Richardson Extrapolation (Explizites Eulerverfahren): Im Zusammenhang mit Zeit-
integrationsverfahren beruhen Extrapolationsverfahren auf der Idee, Linearkombina-
tionen von numerische Approximationen zu verschiedenen Zeitschrittverfahren zu be-
rechnen, die eine hohere Ordnung besitzen. Bestimmt man beispielsweise mittels ex-
plizitem Eulerverfahren numerische Approximationen zu den Schrittweiten /& und % h
(Ordnung p = 1, einzelner Zeitschritt)

n=vo+hflto,y), zi2=yo+3hflto,y0), z1=2z12+35hf(to+3h 212),
so zeigt eine einfache Rechnung, dal die Linearkombination

2Z1—y1



Ordnung p + 1 = 2 besitzt. Der allgemeine Zugang beruht dhnlich wie bei Quadratur-
approximationen auf asymptotischen Entwicklungen der numerischen Losung.

Vgl. lllustration (Extrapolation).

Entsprechend adaptiven Quadraturformeln verwendet man u.a. Paare von Runge-Kutta
Verfahren verschiedener Ordnung zur vorteilhaften Wahl der Zeitschrittweiten (Verfah-
ren zur Integration, Verfahren zur Schitzung des lokalen Fehlers). Optimale Verfahren
in Hinblick auf die Anzahl der benotigten Funktionsauswertungen sind eingebettete
Runge—Kutta Verfahren der Ordnungen p # p

c| A c| A
b b

mit gleichen Knoten und internen Stufen, jedoch unterschiedlich gewdhlten Gewich-
ten.

Beispiel: DOPRI (Dormand - Prince Verfahren, 1980), explizites Runge—Kutta Verfahren
der Ordnung 4(5), Standard-Léser ODE45

Adaptive Zeitintegrationsverfahren: Ahnlich dem Prinzip adaptiver Verfahren zur nu-
merischer Berechnung bestimmter Integrale sollen bei adaptiven Zeitintegrationsver-
fahren die Zeitschrittweiten dem Losungsverlauf optimal angepal$t werden. Die Idee ist
es, bei Anwendung eines Verfahrens der Konsistenzordnung p die Schrittweite so zu
modifizieren, dal} eine vorgegebene Toleranz erreicht wird

p+1

. =TOL.
optimal

ERRjokal = €rr(h) = ChP*!,  err(hoptiman) = Ch

Die Division beider Relationen fiihrt auf folgende Faustregel fiir die optimale Zeit-

schrittweite N
optimal \p+1 _  ToL — .~ Jpptl/_TOL
( h ) ™ ERRjokal hoptimal = 1 ERRjokal *

Dabei bezeichnet ERRjok, den mittels eines Verfahrens hoherer Ordnung (siehe auch
Eingebettete Verfahren, Extrapolation) geschitzten lokalen Fehler.

Vgl. lllustration (Schrodingergleichung, Adaptive Verfahren).



4.4. A-Stabilitdt

e Situation: Betrachtet wird eine autonome Differentialgleichung mit hinreichend regu-
lirer definierender Funktion f : R% — R? (unendliches Zeitintervall)

Ly =fyw), t>1n.

Asymptotisch stabile stationire Losungen: Eine Losung z : I = [£y,00) — R? der Dif-
ferentialgleichung mit Anfangswert zy = z(#p) heilt asymptotisch stabil, wenn es eine
Konstante § > 0 gibt, sodaR fiir jede andere Losung Z: I — R? der Differentialgleichung
mit Anfangswert zy = zZ(#) folgende Eigeschaft gilt

lzo—2oll <6 = lim flz(2) —2(O)ll = 0.

Besondere Bedeutung haben asymptotisch stabile stationdre Losungen (bzw. Gleichge-
wichtslosungen), d.h. zeitunabhéngige Losungen der Differentialgleichung

dzn=0=f(z0), t>1.

Beispiel: Die skalare lineare Differentialgleichung
%y(t) =Ay(®, t=0, A<0,

besitzt die asymptotisch stabile stationdre Losung z = 0. Fiir beliebige Anfangswerte
Zp € R gilt ndmlich

zZ(n)=eMz,, t=0, lim [|Z(2)|| = lim e ||Z,]| = 0.
—o0 t—o0

» Fragestellung: Approximationsgiite eines Zeitintegrationsverfahrens bei der Berech-
nung asymptotisch stabiler Lésungen.

Bemerkung: Aus dem zuvor angegebenen Resultat zum Konvergenzverhalten von Zeit-
integrationsverfahren folgt keine Aussage iiber die Approximationsgiite bei der Be-
rechnung asymptotisch stabiler Losungen, da die Konvergenzabschédtzung nur auf be-
schriankten Zeitintervallen giiltig ist (Aussage fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten,
aufgrund der auftretenden Konstante C = C(T) ist die Abschidtzung nur auf vergleichs-
weise kurzen Zeitintervallen sinnvoll).

e Vorbemerkung: Es sei z eine stationdre Losung der Differentialgleichung
Ly =fym), t>1.

Theoretische Resultate sichern, dal das asymptotische Verhalten der stationdren Lo6-
sung durch die linearisierte Differentialgleichung bestimmt ist

Ly =fly)=rf@+f (210 -2)+0(ly@®) -z,
130 =4510, 70=e"1), 12, A=f'.



Falls alle Eigenwerte der Matrix A negativen Realteil haben, ist die Losung asymptotisch
stabil, falls jedoch ein Eigenwert mit positivem Realteil existiert, ist die Losung asym-
ptotisch instabil. Dies rechtfertigt die Betrachtung der Testgleichung von Dahlquist.

Im Folgenden wird wieder die Bezeichnung y : I — R fiir die betrachtete Losung ver-
wendet, und z bezeichnet eine stationdre Losung der Differentialgleichung.

Bemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, die exakte und nume-
rische Losung mittels des exakten und numerischen Lésungsoperators anzugeben (fiir
die Testgleichung wird die Abhéngigkeit vom Zeitpunkt bzw. von der Zeitschrittweite
und dem Parameter A angegeben)

n=eMmhN)y = yh)=EHh]Ny0).

Testgleichung (Dahlquist): Betrachte die skalare lineare Testgleichung mit bekannter
exakter Losung (vgl. Abschnitt 4.2, Annahme y; # 0)

Ly =Aym, 20, y0)=y), A<0, (bzw.AeCmitRA<0)
Y0 =EDy=ey, 20,  lim EAn=0.

A-Stabilitét (vgl. Definition 4.8): Ahnlich dem Verhalten der exakten Losung der Test-
gleichung fordert man von einem A-stabilen numerischen Verfahren mit Verfahrens-
funktion ® (angewendet mit dquidistanten Zeitschritten & > 0), dal in der obigen Situ-
ation die Approximationswerte gegen die asymptotisch stabile Losung konvergieren

Yn=®hA) yp_1 =@ yy, n=0, lim ®(hA)" =0.

n—oo

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung
|®(hA)| <1

bzw. auch damit, dal§ die linke Halbebene im (absoluten) Stabilitdatsbereich des Verfah-
rens enthalten ist

Coo={peC:Ru<0}cS={ueC:|dW)|<1}.

Bemerkungen:

- Abhiéngig von der betrachteten Problemklasse ist auch eine Abschwédchung des
Begriffes der A-Stabilitdt ausreichend.

- Bei Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens auf die Testgleichung ist es nahe-
liegend, die Bezeichnungen ®(hA) = E(hA) zu verwenden, welche die wesent-
lichen GréRen beinhalten.



Beispiele (Explizites Eulerverfahren, Implizites Eulerverfahren):

- Das explizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch

®(hA)=1+hA = E(hA)=e",
Ya=®hA) yo=1+hAN)"y, = ynh)=EmhA)y ="y,

gegeben. Somit folgt

lim y, =0 <= [®hA)|=|1+hAI<]1
n—oo

und weiters (A1 <0, Fall |1 - h|A||=1-h|A| <1 fiir 1 — h|A| > 0 ist abgedeckt)
1+ hAl=|hIAlI-1|=hIAl-1<1 <= h|A|<2.

Z.B. fiir A = — 10/ fiihrt dies auf die Schrittweiteneinschrinkung h < 2-107/ . Bei
zu grof$ gewdhlten Zeitschrittweiten oszilliert die numerische Losung und wéchst
betragsmallig stark an, folglich ist das numerische Ergebnis wertlos.
Der Stabilitédtsbereich

S={ueC:1+pul<1}

beschreibt das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt —1 und Radius 1, d.h. das
explizite Eulerverfahren ist nicht A-stabil.

- Das implizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch
_ 1 ~ _ ohh
®hA) =17 = EMhN=e
gegeben. Die Bedingung
|O(hA) = i <1 <= 1<I1-hAl=1+h|Al

ist fiir alle Schrittweiten & > 0 erfiillt, und insbesondere ist das implizite Eulerver-
fahren A-stabil.

Fazit: Bei der numerischen Losung der Testgleichung mittels explizitem Eulerverfahren
sind aus Stabilitdtsgriinden (fiir A >> 1 extrem starke) Schrittweiteneinschrankungen
erforderlich. Die numerischen Losung der Testgleichung mittels implizitem Eulerver-
fahren bleibt hingegen fiir beliebige Zeitschritte stabil und fiihrt bereits bei vergleich-
weise grolen Schrittweiten auf ein zufriedenstellendes Ergebnis.

Allgemein gilt, da nur implizite Zeitintegrationsverfahren die Eigenschaft der A-
Stabilitdt besitzen konnen.
- Implizite Runge-Kutta Verfahren wie Radau IIA Verfahren sind A-stabil.

- Das implizite lineare Mehrschrittverfahren BDF 2 ist A-stabil. Fiir 3 < k < 6 ist das
Verfahren BDF k zwar nicht A-stabil, jedoch A(9)-stabil (Sektor anstelle Halbebene
im Stabilitdatsbereich enthalten).



* Stabilitdtseigenschaften numerischer Verfahren wie A-Stabilitdt sind im Zusammen-
hang mit steifen Differentialgleichungen (insbesondere partiellen Differentialgleichun-
gen wie Diffusionsgleichungen) wesentlich.

Curtiss & Hirschfelder (1952): ... stiff equations are equations where certain
implicit methods ... perform better, usually tremendously better, than explicit
ones.

[llustration (Zeitintegration der Diffusionsgleichung mittels explizitem und implizitem
Eulerverfahren)



5. Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

e Inhalte:
- Problemstellung

- Schiel3verfahren (Losung von Anfangswertproblemen, Newtonverfahren)
Differenzenverfahren
Kollokationsverfahren

Bemerkung: Vertauschen der Abschnitte 5.3 und 5.4

 Ausblick: Ortsdiskretisierungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
- Finite Differenzen Methode

— Finite Elemente Methode (Galerkin Verfahren)



5.1. Problemstellung

¢ Erinnerung:

- Bei einem Anfangswertproblem sind das Zeitintervall I = [#y, T, die (hinreichend
regulire) definierende Funktion f : I x R? — R und der Anfangswert y, € R% vor-
gegeben. Gesucht ist eine (hinreichend regulire) Funktion y : I — R%, die die Dif-
ferentialgleichung sowie die Anfangsbedingung erfiillt

{ Ly =f(t,ywm), telt, D),
y(to) = yo.

- Speziell bei der Schwingungsgleichung sind neben der Differentialgleichung
m(fd—:zy(f)+r%y(t)+ky(t):0, te(t, 1),

die Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben

Y, Sy,

Bei der Formulierung der Differentialgleichung zweiter Ordung als
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, entsprechen die erste bzw. zweite
Komponente des Vektors Y () = (y(t),% y()T der Auslenkung bzw. Geschwin-
digkeit zum aktuellen Zeitpunkt

a (Yz(f))_(—% —%)(Yz(t))’ telt,T),  Y(f)gegeben.

e Vorbemerkung: Bei der Schwingungsgleichung kann man anstelle der Anfangsauslen-
kung und Anfangsgeschwindigkeit beispielsweise auch die Auslenkung zum Anfangs-
und Endzeitpunkt vorgegeben, was auf ein Randwertproblem fiihrt. Allgemeiner ist ein
Randwertproblem durch eine gewdhnliche Differentialgleichung und eine algebraische
Bedingung fiir die Randwerte y(fy) und y(T) gegeben.

Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung: Fiir vor-
gegebene Punkte tp e Rund T e Rsei I = [fy, T] falls tp < T (bzw. I = [T, o] falls £, > T).
Weiters seien f : I x RY — R% : (t,v) — f(t,v) und r: RY x R4 — R% : (v, w) — r(t,v)
vorgegebene (reguldre) Funktionen. Eine Losung des Randwertproblems

Ly =f(tywm), tetn,D,  (bzw. (T, %))
r(y(t),y(T)) =0,

ist eine Funktion y : I — R, welche die (gew6hnliche) Differentialgleichung (erster Ord-
nung) und die Randbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, daf§ y auf I stetig und
zumindest in (o, T) (bzw. (T, ty)) differenzierbar ist.



— Falls die Funktion r durch Matrizen A, B € R%*? und eine Spalte c € R? definiert ist,
d.h. esist r(v, w) = Av+ Bw — ¢, spricht man von einer linearen Randbedingung

Ay(ty) +By(T) =c.

- Falls die Funktion r von der Form r (v, w) = (p(v), o(w)) mit Funktionen g : RY — Rk
und p: R? — R4k fiir 1 < k < d — 1 ist, spricht man von einer separierten Rand-
bedingung. Insbesondere ist dies fiir Randbedingungen der einfachen Form (nach
eventueller Umordnung der Komponenten von y)

yi(to) =c1, ..., yi(to) = ck, Yi+1(T) = Cky1y -y ya(T) = cq4,
der Fall.

Bemerkung: Im Gegensatz zu Anfangswertproblemen ist es bei (nichtlinearen)
Randwertproblemen (noch) schwierig(er), allgemeine Aussagen zur Existenz und
Eindeutigkeit zu machen.

- Dies zeigt sich beispielsweise an der einfachen linearen Differentialgleichung
(Schwingungsgleichungmit m=k=1,r =0)

Ly +ym=0, reOmn),
mit exakter Losung
y(t) =Cysint+ C, cost, te[0,m].
Wegen y(0) = C, und y(7) = — C, existieren bei Vorgabe der Randbedingungen
y0)=0, y(r)=0, y(t) = C; sint,
unendlich viele Losungen, bei Vorgabe der Randbedingungen
y)y=1, y@m=1,

existiert jedoch keine Losung.

- Verallgemeinerung: Die Losung y : I — R einer skalaren linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist von der folgenden Form mit homogenen Losun-
gen yp1 und yyp o (zur Differentialgleichung mit y = 0) und einer partikuldren Lo-
sung y, (spezielle Losung).

Ly +amIyn+pOy@=yw®, tet,D),
Y=Ciyn1+Cyn2+yp.
Bei der spezieller Wahl der Anfangsbedingungen (Satz von Picard-Lindel6f sichert
die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen)
Vi) =1, £yni®|,_, =0, yra()=0, $yn2d|,_, =1,
Yplt) =0, Lyp®],_, =0,



folgen bei Vorgabe der Randbedingungen

y(to) = Yo, v =yr,

die folgenden Relationen fiir die zu bestimmenden Konstanten C;, C,

!
y(t0) = C1 yn,1(t0) +C2 yn2(t0) + yp(to) = C1 = yo = Ci1=)o,
-1 =0 =0
y(1) =£,LYh,1(T) +Co2yn2(T)+ yp(T) = Yo yn1 (1) + Co yp2(T) + yp(T) = yr
=Yo

= Cyn2(T)=yr=yp(T) = yo yn1(T).

Somit konnen drei unterschiedliche Félle eintreten:

* Y2 (T) #0: Eindeutige Losung mit C, = m (yr = yp(D) = yo yn1(1)).
* Yn2(T) =0und y(T) = y,(T) + yo yu,1(T) = yr: Unendlich viele Losungen.
* Yp2(T)=0und y(T) = yp(T) + yo yn1(T) # yr: Keine Losung.

* Freie Randwertprobleme: Beispielsweise beim Re-Entry Problem (Wiedereintritt einer
Rakete in die Atmosphére) tritt ein Randwertproblem auf, wo der Endzeitpunkt nicht
festgelegt ist und stattdessen eine zusdtzliche Randbedingung vorgegeben ist (d.h. es
ist 7 : R x R x R — R4*1)

%y(t) = f(t’y(t))’ le (tO) T)) (bZW (T, to))
r(y(t), y(T), T) =0,

Solche freien Randwertprobleme lassen sich mittels einer Transformation des Zeitinter-
valles auf das Einheitsintervall

[t()) T] — [0) ]-]
t=to+s(T—1t) ~— s=42
auf die Standardform eines Randwertproblems fiir den Lésungsvektor Y (s) = (Y(s), T
mit Y(s) = y(¢) reduzieren, ndmlich (wegen % Y(s) = % y(1) % = f(t,y(0) T folgt

% 17(3) =T f(to+s(T—-1p), 17(5)), weiters ist Y (0) = (y(%), T) und Y (1) = (y(T), T))
Lv©= Tf(t(’”(z_ YO e,
r(Y(0),Y()=0.

[llustration: Wurfparabel als Anfangswertproblem, Randwertproblem und Freies Rand-
wertproblem (zwei physikalisch sinnvolle Losungen zu den Endzeitpunkten T3, 7> > 0)



5.2. Losung durch Riickfithrung auf ein Anfangswertproblem (Schiel3verfahren)

¢ Einfaches SchielRverfahren:

- Vereinfachung: Zur Vereinfachung wird zunéchst ein Randwertproblem fiir eine
Funktion y = (y, y2)T : I = [ty, T] — R? mit speziellen separierten Randbedingun-
gen betrachtet

Ly =flty®), te,D,
) =y, nM=yrm.
Beispiele: Schwingungsgleichung, Wurfparabel

- Idee: Die Idee des (einfachen) SchieBverfahrens ist es, das Randwertproblem auf
ein Anfangswertproblem zuriickzufiihren

Ly =f(tyw), telt,D,
y(t0) = Yo = o1, Yo2) T .

Die unbekannte Komponente des Anfangswertes soll dabei so bestimmt werden,
dall die zugehorige exakte Losung (Angabe der Abhingigkeit des Losungsopera-
tors E vom aktuellen Zeitpunkt, Anfangszeit und Anfangswert)

y(t) = E(t» fo»Yo)

im Endzeitpunkt T die geforderte Randbedingung erfiillt (dabei bezeichnet
y1(T) = (E(T, ty, ¥o))1 die erste Komponente der exakten Losung bei t = T)

J/1(T) = (E(T» fo»)’o))l =¥Yr,

d.h. es ist die nichtlineare Gleichung

F(yo2) = y1(T) — yr1 = (E(T, l‘o,yo))l -y =0

zu losen.

[llustration (Verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten und zugehorige Losungen),
vgl. Skriptum, S. 99.

- Verallgemeinerung: Die Losung eines Randwertproblems allgemeiner Form fiir ei-
ne Funktion y: I — RY

%y(t):f(t’y(t))’ tE(tO,T),
r(y(t), y(T)) =0,

beruht auf der Betrachtung des zugehorigen Anfangswertproblems
Ly =fley®), te,D,
y( t()) = .VO )

und der Losung der nichtlinearen Gleichung (fiir die unbekannten Losungskom-
ponenten)
F(yo) = r(y(to), y(T)) = r(y0, E(T, to, 0)) = 0.



— Nédherungsweise Losung:

+ Im Allgemeinen wird die nichtlineare Gleichung

F(yo) = r(y(t0), y(T)) =0

mittels eines iterativen Verfahrens ndherungsweise geldst, und eine nahelie-
gende Wahl ist das Newtonverfahren oder Modifikationen davon (vgl. Nume-
rische Mathematik I). Bei Verwendung des Newtonverfahrens wird (zumin-
dest ndherungsweise) die erste Ableitung der Funktion F benétigt (Ketten-
regel, partielle Ableitungen 0,r und 9,1, Ableitung der exakten Losung nach
dem Anfangswert 0, y)

F'(y0) = 017 (Y0, y(T)) + 021 (y0, y (1)) Oy, y(T).

Zur Bestimmung der Ableitung der exakten Losung nach dem Anfangswert
verwendet man die Variationsgleichung (zeitabhingige Matrix Y = dy, y erfiillt
Differentialgleichung &y, y(t) = 82 f (¢, y(1)) dy, y(t) und Anfangsbedingung
0y, y(to) = 1, 02 f (¢, v) bezeichnet die partielle Ableitung von f beziiglich des
zweiten Argumentes v)

Ly =f(tyw), tetn, D),  yto)=yo,
Ly =0f(t,y0)Y®), te(te, ), Yto)=1I,

vgl. Dynamische Systeme und insbesondere Stabilitdt von Differentialglei-
chungen.

+ Zur naherungsweisen Losung eines Randwertproblemes wird im Allgemeinen
die folgende Vorgehensweise gewdhlt:

(i) Wahl eines geeigneten Startwertes yp.

(i) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung des
zugehorigen Anfangswertproblems, und insbesondere Berechnung einer
Approximation an den Funktionswert yn = y(T) = E(T, ty, yo) (vgl. Ab-
schnitt 4). Berechnung von F(y,) = r(yo, yn) = F(o).

(iii) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung der
zugehorigen Variationsgleichung, und insbesondere Berechnung einer
Approximation an den Funktionswert Yy ~ 0),y(T). Berechnung von
G(¥0) =017 (yo, yN) + 021 (¥o, yn) YN = F' ().

(iv) In einem Newtonschritt, ersetze yy durch yp — G( yo)_lﬁ (o) und iteriere.

+ In Situationen, wo die obige Vorgehensweise versagt, weil das Newtonverfah-
ren schlechte Konvergenzeigenschaften besitzt (Startwert ungeeignet, Diffe-
rentialgleichung mit exponentiell anwachsenden Losungen, grolles Integra-
tionsintervall) wird anstelle des einfachen Schie3verfahrens das mehrfache
Schiellverfahren (Einfligen zusitzlicher Stiitzstellen) verwendet, vgl. Skrip-
tum, S. 100.



- Speziell fiir ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem fiir eine
skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen separierten
Randbedingungen herstammt (Lésung z: I — R)

Cfl—tzzZ(l‘)+6¥(f)%z(l‘)+,3(l‘)Z(l‘)=)/(l‘), te(n, 1),
z(ty) = z0, z(T)=zr,

kann man die gesuchte Komponente des Anfangswertes bestimmen (sofern spezi-
elle homogene und eine spezielle partikuldre Lésung bekannt sind). In diesem Fall
ist das zugehérige Anfangswertproblem (setze y = (y1,12) " = (z, £2)7: 1 - R?)

g () y() . telt, D),
¥2(1) =B 1 (1) — a(t) y2(8) +y(2)

(J’1(to)) B (J’m)
2] \yoe)
Die unbekannte Komponente y,, des Anfangswertes soll dabei so bestimmt wer-
den, dall die zugehorige exakte Losung im Endzeitpunkt die geforderte Randbe-
dingung erfiillt

n(T) =z(T)=zr.
Falls homogene Losungen zj;, zp» und eine partikuldre Losung z, der

Differentialgleichung zweiter Ordnung bekannt sind (zu den in Abschnitt 5.1 an-
gegebenen Anfangsbedingungen), folgt die Losungsdarstellung

z2=Crzp1+Corzpo+zp.

Einsetzen der bekannten Funktionswerte y; (%) = z(f) = zo, y1(T) = z(T) = zr
bzw. der geforderten Anfangsbedingung y» () = % z(0)| =, = Yoo fiihrt auf

z=Crzp1+Corzpo+2p,

d ., 4 d d
a?=Crg e+ Cagznat g Zp

z(tg) = Cy zp,1 (1) +Co zp (o) +2p(f)) =Cr =20 = Ci =2,
———
=1 =0 =0
L20],e = E a1 (0] ,oy +Co § 2020,y + 5 2p (0] 12y, = C2 = Yoo
-0 -1 -0
= (C2=Yo02,
z(T) = Cyzp1 (T) + Co 22 (T) + 2p(T) = 2o 2,1 (T) + Y02 23,2 (T) + 2, (T) = z7

_zr—2zp(T)—z0 2,1 (T)
— Yo2 = Zn2 (D)

Sofern die Bedingung zj, »(T) # 0 fiir die Losbarkeit des Randwertproblems erfiillt
ist, ist die Losung des Randwertproblems gerade die Losung des zugehoérigen An-

fangswertproblems mit
_zr—zp(T)—zy 21,1 (T)
Yoz = Zna(D)




— Illustration (Einfaches SchieBverfahren fiir homogene lineare Differentialglei-
chung y' = Ay).



5.4. Kollokationsverfahren

* Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem der Form fiir eine Funktion y: I — R?

Ly =ftLy®), tet,D,
r(y(to), y(T)) =0.

Bemerkung: Mit Kollokation bezeichnet man die Interpolation von Funktionswerten
und Ableitungen.

Idee: Bei einem Kollokationsverfahren fiir ein Randwertproblem betrachtet man einen
Raum von Funktionen (z.B. Polynomfunktionen oder Splinefunktionen, zusitzliche Ei-
genschaften) und fordert, daf$ die Differentialgleichung in gewissen Stiitzstellen sowie
die Randbedingungen erfiillt sind. Im Allgemeinen ist der Funktionenraum als lineare
Hiille (vy, ..., vx) von Basisfunktionen gegeben und man wéhlt den Ansatz

K
z=) cuvi = Y,
i=1

wobei die Koeffizienten c¢; € R so bestimmt werden, dal fiir vorgegebene Stiitzstellen
fo< t <---ty-1 < ty = T die Bedingungen (Differentialgleichung in den inneren Punk-
ten, Randbedingung)

Lo),ey = fltwa(te), 1<sn<N-1,
r(z(t),z(tn)) =0,

erfiillt sind.
Bemerkungen:

- Oft ist es vorteilhaft, die Basisfunktionen so zu wihlen, dal} spezielle Rand-
bedingungen wie etwa die homogene Randbedingungen y(a) = 0 = y(b) automa-
tisch erfiillt sind (Linearkombinationen der Basisfunktionen erfiillen dann eben-
falls die homogenen Randbedingungen).

— Vgl. Konstruktion der BDF-Verfahren.

[llustration (Einfache Differentialgleichung, Kollokation mittels Polynomfunktionen),
vgl. Skriptum, S. 110.



5.3. Differenzenverfahren

* Vorbemerkung: Differenzenverfahren (Relaxationsverfahren) sind globale Verfahren
(kein time-stepping approach) zur ndherungsweisen Losung von Randwertproblemen
fiir gewohnliche Differentialgleichungen und werden auch zur Ortsdiskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen verwendet. Aus diesem Grund wird die unabhédngige
Variable in diesem Abschnitt mit x bezeichnet.

e Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem fiir
eine skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen separierten
Randbedingungen herstammt (Losung y : [a,b] — R, (zumindest) stetige Funktionen
a,B,v:la,b] — R, Voraussetzung f = 0 (punktweise), d.h. f(x) = 0 fiir x € [a, b])

~ Ly e Ly + Wy =y, xe(ab),
y@=ya, yb)=yp.

Kurzschreibweise mittels Differentialoperator: Eine iibliche Kurzschreibweise mittels
eines (linearen) Differentialoperators (zweiter Ordnung) ist (Bemerkung zu Definitions-
bereich, s.u.)

L:%Z(a,b)—»‘K(a,b):z-—>Lz:—dd—;z+a%z+,6z,

d.h.esist (Lz)(x) = — dd—; z(x)+a(x) d% z(x) + B(x) z(x) (oftauch kurz Lz(x) statt (Lz)(x)).
Die Differentialgleichung 148t sich dann in der kompakten Form (dhnlich einem linea-

ren Gleichungssystem, s.u.)
Ly=y  bzw (Ly)(x)=y(x), xel(ab),

angeben.

Differenzenverfahren: Die Idee von Differenzenverfahren (bzw. Finiten Differenzen-
verfahren) ist es, in einer Differentialgleichung die auftretenden Differentialquotienten
durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Bei einer linearen Differentialgleichung fiihrt
dies auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Naherungswerte an den vorgegebenen
Stiitzwerten.

Beispiele (Symmetrische Differenzen): Haufig verwendete Approximationen der ersten
und zweiten Ableitung sind (Vorwértsdifferenz, Riickwértsdifferenz, Symmetrische Dif-

ferenzen)
+h)— —h)- —ye=h
MRS = Ly + o,  TEBEE = IO5ER = &y + 0h),
+h)-y(x-h
Yoy — 4y ) 1 G(1?),

~ _ 2
yx+h)-2y(x)+yx-h) _ g 5 y(x) + ﬁ(hz) .

h? X



Genauer: Falls die Funktion y hinreichend oft differenzierbar ist, fithren Taylorreihen-
entwicklungen auf folgende Relationen fiir die symmetrischen Differenzen (jeweils mit
¢elx—h,x+h])

) -y(x—h i
ye3@ab): %:d%y(xwf%hz%y(xﬂx:p
h)— —h 2 4
ye€hap: (AERYIVED - &y + LRy,

Gitterfunktion (Grid function): Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante
Gitterpunkte zur Gitterweite i > 0 betrachtet (M innere Punkte xi, ..., xps)

Q={xp=a+mh:0sm=M+1}, h=214

Als diskretes Analogon der exakten Losung y : [a, b] — R des Randwertproblems ist die
Gitterfunktion auf dem Ortsgitter definiert

V:Q—-R:xpm— V(Xm) = Vm, Ym=yXm), 0sm<M+1.

Die Randwerte yy = y(xo) = y, und yp+1 = y(Xm+1) = ¥p sind vorgegeben (zur Verein-
fachung exakte Randwerte), zu bestimmen sind die Werte der Gitterfunktion an den
inneren Gitterpunkten

Q={xp=a+mh:1<m=< Mj}.

Bemerkungen:

- Im vorliegenden eindimensionalen Fall ist die Gitterfunktion y durch die Funkti-
onswerte an den (fixierten) inneren Gitterpunkten xy,..., xy; bestimmt, und des-
halb wird auch die Vektorschreibweise (Matrix in 2D, Tensorstruktur in 3D)

y: (jim)limiM: (y]_)---)jiM)T

verwendet.

— Nach Einschriankung der exakten Losung auf die Gitterpunkte (wie zuvor Vektor-
schreibweise mit y,, = y(x,,) fir0<=m< M+1)

Vo=nym’,

ist es sinnvoll, die Differenz (Fehler des Differenzenverfahrens, kein Beitrag der
Randwerte unter der Annahme yy = y(xg) = ¥4 und ya+1 = y(Xm+1) = ¥p)

J7—J/|Q:(J~’1_J/1,...,5/VM—J/M)T

zu betrachten.



Approximation mittels symmetrischer Differenzen: Mittels der oben angegebenen
symmetrischen Differenzen ergibt sich als diskretes Analogon des Differentialoperators

e T d
L:z Lz=-g5z+ag2+fz
der Differenzenoperator
Fos_ (> T Zma1—2Zm+Em— Zme1—Zm— =
L:Z=(Zm))cppep — LZ = (= 22532l 4 @ (xp) 225280 4 B(Xim) Zm) | < et -

Beachte! Der Operator L ist vorerst fiir auf dem offenen Intervall zweimal differenzier—
bare Funktionen z: (a, b) — R definiert, und es ergibt sich eine Funktion Lz : (a, b) —
Durch die Voraussetzung z € ¢’ (a, b) kann man Lz (in eindeutiger Weise) auf das abge-
schlossene Intervall [a, b] fortsetzen. Der Operator L ist fiir Gitterfunktionen Z: Q — R
definiert, und ergibt eine auf den inneren Gitterpunkten definierte Funktion IZ:Q—R.
Schreibt man fiir LZ dieselben Randwerte wie fiir Z vor, erhilt man eine auf allen Gitter-
punkten definierte Funktion LZ : Q — R, bei der Funktionsvorschrift gibt man tiblicher-
weise jedoch nur die Werte der inneren Gitterpunkte an.

Kompake Schreibweise: Mittels Matrix- und Vektorschreibweise ergibt sich

ﬁ(xl) Fa B(x1) Z
(,B(xm) Zm)1<m<M ,B(xm) Zm | = ,B(xm) zm
Bxm) Zm Bxan) ) \Zu

=4

sowie

a(x1) (22 — Zo)
Z, —Zm— 1 - >

a(xy) (Zy+1 — Zym-1)

0 alx) Z1 —a(x)) Zo
. : 0
=3 | —alxm) 0 alxm) Zm |+ 35 :
. : 0

—alxy) 0)\zZm a(xp) Zp+1

~ J

=A; =b




und weiters
Z0—27Z1+ 2

Zm+1=2Zm+Zm-1 1] z 7
( h2 )15m5M_ﬁ Zm+1—2Zm+ Zm-1

ZM+1—22ZM + 2M-1

-2 1 Zl 20
=% 1 -2 1 Zm |+ 2
0
1 -2 ZM ZM+1
[ _— J/ \W_J
:A2 :bz

Insgesamt fiihrt dies auf die kompakte Darstellung (affin-lineare Abbildung)

L:RM —RM.z——T1%Z=AZ+b,

mit
A= Ag+ Ay — Ay e RM*M
Blx1) + % 57 a(x) — #
A= — 5 @)~z Bltm) 5z 3 @m) — 3z :

— 2 @) — 7z Bl + 72
und (Einsetzen der vorgegebenen Randwerte)
— (g7 alx1) + #] Ya
0
b=b,-b, = : eRM.
0
(25 @Cead) = 32) b

Differenzenverfahren fiir Randwertprobleme: Die ndherungsweise Losung des Rand-
wertproblems

Ly=vy



mittels symmetrischer Differenzen entspricht der Losung des linearen Gleichungs-
systems (wegen Lz = AZ + b, mit Tridiagonalmatrix A)

Ij=y <= Aj=7-b,
wobei die Approximation y = (y(x,))1=m<m = (¥m)1=m=<Mm beivorgegebener rechter Sei-
te ¥ = (Y(xm)) ;<< p 20 bestimmen ist.

Fragestellungen:

- Losbarkeit des linearen Gleichungssystems, d.h. Existenz und Eindeutigkeit der
diskreten Losung

- Konvergenz der diskreten Losung y gegen die exakte Losung y fiir h — 0, Approxi-
mationsgiite

Vorbemerkung: Anstelle der direkten Betrachtung der Matrix A wird ein Maximums-
prinzip verwendet (niitzlich in Hinblick auf Verallgemeinerungen fiir Finite Differenzen
Verfahren und Finite Elemente Verfahren zur Ortsdiskretisierung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen).

Erinnerung: Fiir eine (zumindest stetige) Funktion z: [a, b] — R bezeichnet

1 Zlloo,(a,b] = 1Zllc = Max |z(x)].
as<x<b

Bezeichnung: Fiir eine Gitterfunktion Z : Q — R bezeichnet

1Zl 5= max [Zml, [Zleco= max |Zul.
4 Osm=<=M+1 l=m=<M

Diskretes Maximumsprinzip (Lemma 5.1): Es sei Z : Q — R eine Gitterfunktion mit
(Lz),,<0, l=m=sM.

Weiters sei die Gitterweite h > 0 so gewahlt, dall die Bedingungen 1 + g a(xy,) = 0 sowie
1- ga(xm) > 0 fiir 1 < m < M erfiillt sind. Falls g = 0 folgt

12l o5 = max{|Zol, |Zp+1l} -
: (i) Falls B =0 gilt (Definition von L)
(LZ),, = — Zwl22ptina () Zmelnd - 1 <m< M.

Sollte das Maximum in einem inneren Punkt angenommen werden

12l =12l mit 1<j=<M,



folgt durch Umformen der Relation (Anwendung der Voraussetzungen (LZ) j <0und
1+ 2a(x,) 20)

~ Zjy1—2Zj+Zj-
(LZ) _cjtl j j—1

__ Ein172Zj4Zjn 3 Zit1=Zj-1

i= w2 +a(xj) =
120z, =-1z.4+z; -2z 1+ ha(x) Gis1—Zi—)
2 J— T 2%j+1 J T 2<j-17T7] JI\«j+1 Jj-1

—
= PPAD;=7-3(1-Fak)Zn -5 (1+Falx))Zja
—

Zi=th @D +i(1-Lax))Zim +3 1+ La(xp)Zi

-

v
<0 smax{Zj_1,2j+1}

Zj < max{Zj_l, Zj+1}

b1

Zj1=Zj=2Zj41-

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt, daf Z notwendigerweise kon-
stant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird)
Z0=21="""=ZM+1-

(ii) Wie zuvor wird angenommen, dal$ das Maximum an einem inneren Gitterpunkt
angenommen wird, d.h. es gelte || Z|| ol = |Zj| mit 1 < j < M. Unter der Voraussetzung
B = 0 (punktweise), folgt ahnlich wie zuvor

=~ _ 2j+1_22j+2j—1 Zj-%—l_zj—l ~
(L2)j=-"——— +aly) = —+Px)Z

2h?A2)j = (1+Bxp)Zj -3 (1- Faxp) Zj - 3 (1+ Fa(x)) Zj

Zj=5 (L2 +5 (1- 5 axp)Zjm + 3 (1+ § alx)) Zjm

-~

f—g
—

<0 Smax{zj_l,zj.'.l}

— Ej < maX{Zj_l,EjH} - ,B(x]') Ej.
Falls Z; = 0 erhdlt man die Abschédtzung

Z]' Smax{Ej_l,ZjH}—,B(xj) Ej Smax{Z]-_l,EjH} - Z]’_l sz ZZ]'+1,
0
<

und falls Z; < 0 verwendet man

ZjSZj+,3(x]')ZjSmaX{Zj_l,Zj+1} = Zj-1=Zj=Zj41.
——r
=0

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt wiederum, dal} Z notwendiger-
weise konstant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird).

Bemerkung: Lemma 5.1 ist das diskrete Analogon zum Maximumsprinzip fiir Funktio-
nen, welches besagt, da eine Funktion z € 6 (a, b) mit Lz < 0 (punktweise) ihr Maxi-

mum am Rand des Definitionsbereiches [a, b] (d.h. im Punkt a oder b) annimmt. Ins-

besondere fiir den Differentialoperator L = — ;—; entspricht die Bedingung Lz < 0 der



Eigenschaft, dall die Funktion z konvex ist und die Giiltigkeit des Maximumsprinzipes
ist dann offensichtlich.

Beispiel: Fiir die Funktion z [a,b] — R: x— z(x) = x (nach oben geoffnete Parabel mit

Maximum am Rand) folgt 7 - z=2und damit Lz = - %z <0.

Erinnerung: Im Folgenden wird weiterhin die Voraussetzung 8 = 0 verwendet.

Abschitzung fiir Gitterfunktionen (Lemma 5.2): Falls die Gitterweite i > 0 hinreichend
klein gewdhlt ist, erfiillt jede Gitterfunktion z: 2 — R die Abschédtzung

1Zl o 5 < C || LZ] oo, + max{|Zol, 1Zars1l} .

: () Zur (nichttrivialen) Konstruktion einer Gitterfunktion Z Q—-R:x,;— Z "o
die den folgenden Eigenschaften geniigt

(m=0, 0sm=M+1, (L{), =1, l=m=M,

verwendet man den Ansatz (mit Konstante A > 0)

ma
Cm—e’l—e’l , Osm=M+1.

a

Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt (Abschdtzung %
Exponentialfunktion)

< 1, Monotonie der

e >0, O<m<M+1.

Andererseits folgt (mit u = =, verwende coshx = 5 le*+e ) undsinhx =3 ( Y—e™)

~~ 2T +C 7 ~
(L()m:_(m+1 gzm Cm 1 +a(xm) (m+1 (m 1 +ﬁ(xm)(m

Xm+1—4a Xm—a Xm—1—a
—}}2 (BA—eA “-a —2e7L+2e’/l o +et —et i )

Xm+1-4a Xm-1-4
+ a(xm) ﬁ (e"l et —et et Tia )

+ B(xm) (ea —et xz,,_;a)

~ v
-~

>0
> el (#( () —a(xm)ﬁ(eh“—e_h“))

% ( (cosh(hpw) —1) — ha(xp) sinh(hu)) .

=1 g
21

=
Q

m—
= e/1

{w

Bei geeigneter Wahl von h > 0 (hinreichend klein) und p > 0 (d.h. A hinreichend groR)
1ait sich auch die zweite Bedingung erfiillen (setze x = hu und verwende die Abschit-
zung a(Xx;,) < @max durch den Maximalwert)

% (2 (cosh(hpw) —1) — ha(xp) sinh(hu))

IS
=
[\

- (coshx-1), a<o,

((coshx 1)- hamaxsinhx), sonst.

g

>
= 22

=

i |



(ii) Fiir die Gitterfunktion Z : Q — R definiert man mittels der zuvor konstruierten Git-
terfunktion ¢ : Q — R in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von z,

7=2- |12 ol oder T=-Z-|IZ| 4,

derart daR |Tp| = |Zp — | LZllco,0 €| < |1Z0| (falls Zy = 0) oder |Tp| = |Zo + | LZllco,0 € < |Z0]
(falls 2y < 0). Es gilt (verwende Linearitit von L, o.E.d.A. | LZ| , , > 0)

Lv=+Lz-|Lz|| oL ||LZ|| alL{F 122l QL)’

(£9),,=~ 1Al ((2D), 7 i (£2), )20, 1= m=.

J

>O

Mittels Lemma 5.1 folgt (fiir & > 0 hinreichend klein, Gitterfunktionen v erfiillen Vor-
aussetzung Lv < 0 (komponentenweise), nach Konstruktion ist |vy| < |Zp| und wegen
Cm+1=0ist [Uy41] = 1Zp411)

[Uml < 101l o, g = max{|ol, | Da+11} < max{|Zol, |Za+11},

und damit wegen (Z,, = +V,, £ ||EZ||OOQ {m)

1Zml <10l + | LZ] o o @s max{|Zl,|Zy+11} + C | LZ] o g
<C

die Behauptung.

Bemerkung: Lemma 5.2 ist das diskrete Analogon zu einem Resultat, welches besagt,
daB eine Funktion z € 6 (a, b) die Abschitzung

max |z(x)|<C max |Lz(x)|+max |z(a)|,|z(b)|}
a<x<b

erfiillt. Insbesondere im Zusammenhang mit Randwertproblemen

Ly=y bzw. Lj=7

bezeichnet man die Abschdtzung von Lemma 5.2 als Stabilitdtsabschdtzung (Schranke
fiir die Werte der Losung in Abhédngigkeit von den Eingabedaten, d.h. von den Randwer-
ten und der rechten Seite y).

Bemerkung: Bei Differentialgleichungen, wo = 0 oder f = 0 bzw. § < 0 (kein Vorzei-
chenwechsel) kann man die Einschréankung an die Gitterweite & > 0 vermeiden. Im letz-
teren Fall verwendet man anstelle der symmetrischen ersten Differenzen die einseiti-

gen Differenzen (Rﬁckwéirtsdifferenz yox- h) Yo _ yo- %(x L y(x) +O'(h) falls =0

M y(x) + O'(h) falls <0, Vgl Upwindverfahren bei

bzw. Vorwirtsdifferenz £
Diffusions-Advektionsglelchungen)



* Eindeutige Losbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
Ly=y

besitzt eine eindeutige Losung (fiir hinreichend kleine Schrittweiten / > 0).
: Frithere Uberlegungen zeigten (mit 7 = (7(x1),..., 7(xm) 1)

Ly=A7+b=7.
Es reicht aus, das homogene lineare Gleichungssystem
Ay=0
zu betrachten und zu zeigen, dall nur die triviale Losung y = 0 existiert. Dies entspricht

dem Fall ¥ = 0 und ¥ = ¥(x9) = y4 = 0 sowie ypr11 = ¥(Xp+1) = Yp = 0 (und somit b = 0).
Mittels Lemma 5.2 folgt

||J7||oo,§SC||zJ~/||oo,Q+fnaX{|J70|,|J7M+1|}J=0 <~ Jm=0, 1=m=<sM,

N —
=0 =0

was auf y = 0 fiihrt.

Bemerkung: Die Losung des linearen Gleichungssystems
Ly=7

mit Tridiagonalmatrix L € RM*M benétigt ¢’(M) Operationen (vgl. Abschnitt 2.1. zu Ku-
bischen Splineinterpolanten).

* Konvergenz der diskreten Losung: Wie zuvor bezeichnet y : [a, b] — R die Losung des
Randwertproblems und y : Q — R die Losung des mittels symmetrischer Differenzen
erhaltenen linearen Gleichungssystems (an den inneren Gitterpunkten, zu den exakten
Randwerten)

Ly=y  bzw Ly=7.

Die Differenz (Einschrinkung der exakten Losung auf die inneren Gitterpunkte, in den
Randpunkten ist nach Annahme dy =0 = djp+1)

d:f/—y|Q:Q—>R:xm-—>dm:J7m—ym
erfiillt an den inneren Gitterpunkten die Relation
Ld=Ly-Lylo=7-Lylo=7lo—L¥lo=UIN|o-Lylq.
(Ly) () = -5 YO oy + @) $2 Y| oy +Blm) y(xm),

(L¥a)m = =72 (YEme1) =2y () + y(Xm-1)) + @(xm) 77 (¥(Xm+1) = Y(Xm-1))
+Bxm) y(xm), 1<m<M.



Frithere Uberlegungen zeigten (Taylorreihenentwicklungen symmetrischer Differen-
zen, jeweils mit ¢ € [x — h, x + h])

h)—y(x—h 3
ye©3(a,b): %—%y(ﬂz%hz%ﬂxﬂx:p
h)- —h 2 !
ye€(a,b): yorh) 2{1(;‘)”(" )—&y(x):ﬁhzﬁy(xﬂxzf.

und da die Koeffizienten a, § auf [a, b] stetig und damit beschrankt sind ergibt sich die
Abschétzung

L=V loon = CH* ¥ o

Mittels Lemma 5.2 erhidlt man somit die (globale) Fehlerabschidtzung (vergleichsweise
einschriankende Regularitdtsvoraussetzungen fiir Ordnung 2)

17 Yol = CH 1yl

Bemerkungen:

— Die Idee der Extrapolation mit Lésungen y;, und ¥y, zu den Gitterweiten h und g
fiihrt auf die verbesserte Approximation (Ordnung 4)

% (4.)7h/2,m - yh,m)

- Die Idee der Adaptivitét fiihrt auf nichtuniforme Gitter.

- Die Anwendung von Differenzenverfahren auf nichtlineare Differentialgleichun-
gen fiihrt auf nichtlineare Gleichungssysteme (Losbarkeit und Konvergenz deut-
lich schwieriger zu analysieren).



