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Evolutionsgleichungen angegeben.
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Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Fiir theoretische Untersuchungen ist es hilfreich, zeitabhingige partielle Differentialglei-
chungen als abstrakte Differentialgleichungen zu formulieren; diese werden auch als Evo-
lutionsgleichungen oder Operator-Differentialgleichungen bezeichnet. Betrachtet man bei-
spielsweise eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung beziiglich der Zeit
mit reellwertiger Losung

U:Qx[ty, TIcRYxR—R: (x,8) — Ul(x, 1),
so ergibt sich fiir die zugehorige abstrakte Funktion
u:lto, Tl — X :t— u(t) = [x— U(x, 1]
eine nichtlineare Evolutionsgleichung der Form
u' (1) = f(t, u(®), te(ty, T).

In zahlreichen Anwendungen bildet der zugrundeliegende Funktionenraum einen Banach-
Raum; Regularitdtsbedingungen und zusitzliche Randbedingungen werden in den Definiti-
onsbereich der vorgegebenen definierenden Funktion

f:D(f)<S [t T) x X — X

aufgenommen. Ahnlich dem Picard-Lindelof-Iterationsverfahren fiir gewdohnliche
Differentialgleichungen beruht ein mdéglicher Zugang zur Herleitung von Existenz- und
Eindeutigkeitsresultaten auf der Verwendung von Fixpunktsdtzen fiir die zugehorige
Integralgleichung

t

u(r) = u(to)+f flru@)dr, teln,TI,

Io
vgl. Kapitel 2. Als wesentliches Hilfsmittel wird in Kapitel 1 das Bochner-Integral® fiir Funktio-
nen mit Werten in Banach-Rdumen eingefiihrt.

1Salomon Bochner (1899-1982)



Kapitel 1

Integration und Differentiation in
Banach-Raumen

Inhalt. In Lehrveranstaltungen der Analysis wurden wesentliche Grundlagen der Integrati-
onstheorie wie das Lebesgue-Integral und die Lebesgue-Rdaume fiir reellwertige Funktionen
behandelt; Ziel der folgenden Uberlegungen ist die Erweiterung auf Funktionen mit Werten
in Banach-Rdumen. Im Vergleich mit den entsprechenden Resultaten fiir den reellwertigen
Fall ist dabei an macher Stelle etwas mehr Achtsamkeit notwendig. Existieren fiir eine Funk-
tion zwischen Banach-Raumen sdmtliche Richtungsableitungen, so spricht man von einer
Gateaux-differenzierbaren Funktion. Ein wesentliches Hilfsmittel, wo Bochner-Integral und
Gateaux-Ableitung auftreten, ist der Mittwertsatz. Der Begriff der Fréchet-Differenzierbarkeit
verallgemeinert den Begriff der totalen Differenzierbarkeit einer Funktion zwischen euklidi-
schen Rdaumen und impliziert insbesondere Gateaux-Differenzierbarkeit.



1.1 Bochner-Integral

Situation. Die naheliegende Erweiterung des Lebesgue-Integrales
f: T cR—R:t— f(D), f?f(t)d/l(t),

auf Funktionen mit Werten in Banach-Rdumen fiihrt auf das Bochner-Integral
F:7cR— X:t— F(1), ng(t)d/l(t).

Zur Vereinfachung wird im Folgenden angenommen, dal$ der betrachtete Definitionsbereich
ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall

I =[0,TIcR

ist; dhnliche Uberlegungen gelten fiir Lebesgue-meRBbare Teilmengen der reellen Zahlen. Der
Bildbereich sei ein reflexiver reeller Banach-Raum; die zusétzliche Annahme der Separabilitét
erleichtert die Einfithrung des Bochner-Integrales.

Erinnerung. Detailierte Informationen zu Lebesgue-Mall und Lebesgue-Integral finden
sich im Anhang von RUZICKA (2004).

(i) Charakteristische Funktion. Die charakteristische Funktion einer beliebigen Teilmenge
M < 7 ist durch
1, teM,

T —R:t—
o {0, g M,

definiert. Offensichtlich gilt

(MmO = ym(), te7.

(ii) Lebesgue-Mafs. Es bezeichne A(M) das Lebesgue-MaR einer Lebesgue-mef3baren Men-
ge M < .7; inbesondere gilt fiir ein abgeschlossenes Intervall [a, b] < .7 die Relation

AMla,bl)=b-a.

(iii) Elementare Funktion und Lebesgue-Integral. Es sei J € N, und es gelte ry,...,r; € R; wei-
ters bezeichnen M;,..., M; € .7 paarweise disjunkte Lebesgue-mef3bare Mengen. Eine
reellwertige Funktion der Form

N J
f: 7 —Rit— er)(Mj(L‘)
j=1



wird als elementare Funktion oder Treppenfunktion bezeichnet. Das Lebesgue-Integral
einer elementaren Funktion ist durch (Linearitit)

- J
fyf(t) dA(r) = fy Z rj v, () dA(E)

:Z fo](t)dA(t)

f 1dA(?)

rjA(M;) €R

||M\. TM\ |

definiert.

(iv) Lebesgue-Integral. Eine reellwertige Funktion ist genau dann Lebesgue-melbar, wenn
sie punktweise durch eine Folge von elementaren Funktionen approximiert werden
kann. Wahlt man fiir eine nicht-negative Funktion in geeigneter Art und Weise eine sol-
che Folge von elementaren Funktionen, so ist das zugehorige Lebesgue-Integral als Li-
mes der entsprechenden Integrale gegeben. Im Folgenden wird auch die gebrduchliche
Schreibweise

ff(t)dt:f f(®)dA(r)
T T

verwendet.

Vorbemerkung. Fiir elementare Funktionen wird das Bochner-Integral in naheliegender Art
und Weise definiert; zusitzlich angegebene Uberlegungen werden an spiterer Stelle benétigt.

Bochner-Integral elementarer Funktionen.

(i) Elementare Funktion. Es sei J € N, und es gelte xi,...,x; € X; weiters bezeichnen
M,,...,M; < 7 paarweise disjunkte Lebesgue-meBbare Mengen. Eine Funktion der fol-
genden Form wird als elementare Funktion oder Treppenfunktion bezeichnet

. J
F:ﬁ—»X:t-—»ijXMj(t).
j=1

Man beachte, daf Linearkombinationen von elementaren Funktionen wiederum auf
elementare Funktionen fiihren.

(ii) Elementare Relationen. Fiir reelle Zahlen a, b € R gilt die Gleichheit

ViaZ+2albl+1b2 =/ (1al +|b])* = |al +|b;
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(iii)

(iv)

im Allgemeinen ist jedoch (Gegenbeispiel a=—-1, b=1)

la+ bl # lal+1Dl.

Hilfstiberlegung. Betrachtet man disjunkte Lebesgue-mel3bare Mengen M;, M, < .7, so
folgt wegen (Gleichheit von Funktionen)

MlﬂMZZQ — )(MIXMZZO

fiir beliebige Elemente x;, x, € X die Identitit! (fiir alle t € .7, Abschitzung mittels Drei-
ecksungleichung, betrachte etwa den Fall ¢ € M; und folglich y, (¢) = 0 sowie den tri-
vialen Fall t ¢ M; U M>)

21 x00, (O + X2 X0, (O || 5 < || 2 || 5 20 () + || 22| e 2022 (8,
1 || 5 2 (8 + | 32| 5 X (8) = {31 X0, () + X2 X0t (D) ]|
=[x 0 + 22005 O] x = [ 21| x 208 O + [ 22| x 20, (©).

Dies zeigt, dal3 fiir eine elementare Funktion die durch die Norm definierte zugehorige
reellwertige Funktion (Induktionsargument)

_ J
F: T —X:t— ) xjxm;(1),
=1

J J
> x| =3 |l o,
j=1 X j=1

IFO|y: T —R:t—

ebenfalls eine elementare Funktion ist.

Bochner-Integral. Es ist naheliegend, das Bochner-Integral einer elementaren Funktion

'Im Spezialfall eines Hilbert-Raumes gilt folgende Relation

[l21 X0, () + 22 x 0, (D) 5 = \/(xl X (8) + X2 s, (8|01 Xy (8) + X2 X sy, (0)) 5

= ¢ e 2, (O[5 +2 (51 20, (8] %2 X001, () . + |02 008, (D[

= \/||x1 5 xv (8 +2 (31 | 22) 2 (O vy (8 + [ 62| 5 > ()

N T

=Vl lon 0+ 20 [xel e van 0 1o 0 + 2 s (0

= 2 0+ %2 200, (0)
= et e 2 (0 + %2 00, (8-




durch die Relation (Linearitit)

J
ﬁtd/lt:f x (0 dA(E
fy (1) dA(2) yj;x,xM,() (1)

J
Y xj fg)(Mj(t) dA(1)

=1
]
x]'f 1dA(1)
=1 M
J
X

J
2
J
=) xjAMMjeX
j=1

zu erkldren; man beachte, dalf wegen A(.7) < oo auch
/I(Mj) <oo, jefil,...J}

gilt. Im Spezialfall einer reellwertigen elementaren Funktion mit positiven Werten ent-
spricht das Integral einer Fldche; fiir allgemeine Banach-Rdume

f F(r)dA(H) e X
T

ist diese Veranschaulichung jedoch nicht zuldssig.

(v) Abschéitzung. Wie man mittels Dreiecksungleichung leicht einsieht

“ f F()dA(D
T

_ J J
[ 1@l arm = [ % gl @ dam = 3 [l A,
T T j=1 j=1

X

)

X

J
x]'A(Mj)
=1

J

ist fiir das Bochner-Integral einer elementaren Funktion die Abschdtzung
H f F(r) dA(r) H < f |Fn)] x dAm
T X T
giiltig.

Vorbemerkung. Im Folgenden wird der Begriff der Bochner-Melbarkeit eingefiihrt; Resul-
tate wie der Satz von Pettis? besagen, daf man Bochner-MeRbarkeit auf Lebesgue-MeRbarkeit
zuriickfiihren kann.

2Billy James Pettis (1913-1979)



Bochner-Mef3barkeit.

(i) Bochner-Mefsbarkeit. Eine Funktion F : .7 — X heil3t Bochner-melbar, wenn fiir fast
alle Elemente ¢ € .7 der zugehorige Funktionswert F(f) € X mittels einer Folge von ele-
mentaren Funktionen approximiert werden kann (wobei Jx € N fiir K € N, unter den
zuvor angegebenen Voraussetzungen an elementare Funktionen)

~ - JK
(Fi) gens FK:g_’X:t'_’Zx;K)XM;K)(l‘),
j=1

Jim | Fx(©) - F()|| 5 =0.
(ii) Hilfsresultat. Fiir jede Bochner-mef$bare Funktion F : 7 — X ist die durch die Norm
definierte reellwertige Funktion Lebesgue-mef3bar
IFO) |y : 7 —R.

Erkldrung. Die Bochner-meBbare Funktion F : .7 — X sei fast tiberall punktweiser Li-
mes der Folge elementarer Funktionen

(ﬁK)KeN'

Wie zuvor gezeigt wurde, umfal3t die durch die Norm definierte Folge

(||ﬁ1<(') ”X)KEN

elementare und somit Lebesgue-meRbare Funktionen. Mittels Dreiecksungleichung®

3 Bemerkungen. (a) Im Spezialfall eines Hilbert-Raumes ergibt sich die Dreiecksungleichung mittels der Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz (wobei x, y € X)

ot vl = Il +2(dly)x + vl
< [lcly +2|(xly) il + ol
<l +2 vl + vl

= (el + Iyl)"
|+ vl = Il + vlx-

(b) Als direkte Folgerung der Dreiecksungleichung erhélt man die Abschédtzung
Il =ly+x=ylx=lylx+lx=ylx = Ixlx=lylx=lx=vlx
und bei Vertauschung der Rollen von x und y die analoge Relation
Iyl =l =y =*lx = e =yl -

Insgesamt zeigt dies
el =il = =7l



(iii)

(iv)

und Einschliefungssatz folgt fiir fast alle ¢ € .7 die Relation

0=|[Fcllx=F@l x| = |Fc@-F® ],
Jim [Fen-Fol =0 = lim [Feto]x = [Fo] .
Als punktweiser Limes einer Folge von Lebesgue-mel$baren reellwertigen Funktionen ist
auch die Funktion
[FOly: 7 —®

Lebesgue-meQbar, was die Behauptung ist. o

Satz von Pettis. Eine Funktion F : .7 — X ist genau dann Bochner-mefbar, wenn fiir
jedes Element des Dualraumes F* € X* die zugehorige reellwertige Funktion Lebesgue-
mefbar ist

F'oF:7 —R:t— F*(F(1).

Erklérung.

(a) Der Nachweis der Lebesgue-MeRBbarkeit verwendet dhnliche Uberlegungen wie zu-
vor. Die Bochner-meRbare Funktion F : .7 — X sei fast {iberall punktweiser Limes
der Folge elementarer Funktionen

- _ Jk
(FK)KE,\,, FK:,?—>X:tr—>Zx§.K))(M;K)(t).
=1

Fiir jedes Element F* € X* umfal3t die zugehorige Folge (verwende Linearitit)

_ » Jx
(F*oFK)KeN, F*OFK:E—JR:t-—»ZF*(X(K)))(M}K)U),

j=1 !
elementare und somit Lebesgue-melibare Funktionen. Aus der starken Konvergenz

fiir fast alle € .7, d.h. der Konvergenz beziiglich der Norm in X, folgt mittels der
Abschitzung (verwende Stetigkeit und damit Beschrianktheit von F* € X™)

|F*(Fx(D) = F(0)| < | F* gy | Fx () = F®) |
auch die schwache Konvergenz (fiir fast alle ¢ € .7, fiir jedes Element F* € X*)
Jim |Fk()-F®)|,=0 = Igiir;oF*(ﬁK(t)) = F*(F(0).
Als punktweiser Limes einer Folge von Lebesgue-mef$baren reellwertigen Funktio-

nen ist die Funktion
F*oF:7 —R:t— F*(F(1).

Lebesgue-mefbar.
(b) Vgl. Literaturangaben in RUZICKA (2004). o
Folgerung. Ist die Funktion F : .7 — X fiir fast alle t € .7 als Limes einer Folge von

Bochner-mel$baren Funktionen im schwachen Sinn gegeben, so ist sie Bochner-meQbar.
Erkldrung. Das Resultat ergibt sich aus dem Satz von Pettis, vgl. RUZICKA (2004). o



Vorbemerkung. Ahnlich dem Lebesgue-Integral wird das Bochner-Integral mittels einer
approximierenden Folge von elementaren Funktionen als Limes der zugehorigen Bochner-
Integrale definiert. Der Satz von Bochner stellt einen Zusammenhang zwischen Bochner-
Integrierbarkeit und Lebesgue-Integrierbarkeit her.

Bochner-Integral.

0

(i)

Bochner-Integrierbarkeit und Bochner-Integral. EsseiF : .7 — X eine Bochner-meBbare
Funktion, und es bezeichne

~ - Jx
(FK)KeN; FK:9—>X:tr—>Zx;K))(M;K)(t),
=1

eine approximierende Folge elementarer Funktionen. Ist die folgende Bedingung erfiillt,
heilt F Bochner-integrierbar

%Eﬁofg | Fx (6) - F(2) || dA(2) = 0.

Das zugehorige Bochner-Integral ist als Limes definiert
. =~ E 0 (g
ng(l‘) dA(f) = lim yFK(t) dA(n) = I%I—I};oj;xj MM;™);

wie im reellwertigen Fall wird auch die gebrduchliche Schreibweise

fF(t)dt:f F(t) dA(1)
g g

verwendet.

Wohldefiniertheit des Bochner-Integrales. Um die Existenz des Limes nachzuweisen,
niitzt man die Vollstdndigkeit des zugrundeliegenden Raumes; genauer, man verwendet,
dal die Folge der Bochner-Integrale elementarer Funktionen eine Cauchy-Folge beziig-
lich der Norm in X ist und somit in X konvergiert. Fiir zwei Elemente der Folge ist die
Relation (wobei K, K € N, Linearitit, Differenz elementarer Funktionen ist elementare
Funktion, zuvor angegebene Abschitzung, Dreiecksungleichung)

Hf ﬁK(t)d/l(t)—f ﬁg(t) dA(D)
T T

X

= “ fy (Fx(t) = Fg() dA(D)

X
< fy | Fx () - Fg()||  dA(2)

= fy [Pty =P ] dae +f9 | Fe (0 - Fa)]| dAo) ©5= 0

9



(iii)

giiltig. Dies zeigt, dal3 die Folge der Bochner-Integrale

(f Fx (1) dﬂt(t))
T KeN

eine Cauchy-Folge bildet und impliziert das gewiinschte Resultat. o

Satz von Bochner. Eine Bochner-mel$bare Funktion F: .7 — X ist genau dann Bochner-
integrierbar, wenn die durch die Norm definierte reellwertige Funktion Lebesgue-
integrierbar ist

IFO |y : T —R.

Erklérung.

(@) Um die Wohldefiniertheit des Lebesgue-Integrales

F(0)| y dA(z
[REEIR

zu zeigen, niitzt man, daR fiir die Bochner-integrierbare und insbesondere Bochner-
mefbare Funktion F eine approximierende Folge von elementaren Funktionen

(ﬁK)KeN

existiert. Nach den zuvor angegebenen Uberlegungen umfafit die zugehorige Folge

(”ﬁK(') ”X)Kel\l

elementare und somit Lebesgue-integrierbare Funktionen

f | Fx ()| x dA(8) < o0;
s
das obige Hilfsresultat sichert zudem, da@3 die Funktion
[FOlx: 7 —R:t—|[F@]
Lebesgue-meRbar ist. Die Beschrinktheit des Lebesgue-Integrales folgt mittels der

Abschitzung (fiir K € N, Dreiecksungleichung, Beschrdanktheit des zweiten Sum-
manden folgt aus Bochner-Integrierbarkeit)

fy |F)]| 5 dA@) < f? | Fx ()| x dA(2) +f7 |F(6) = Fx (0] dA(D).

(b) Siehe RUZICKA (2004). o

10



(iv) Folgerung. Fiir eine Bochner-integrierbare Funktion F: .7 — X gelten folgende Relatio-
nen (fiir F* € X*)

Hf F(t)d/l(t)” sf |F(0)|y dAD),
T X T

FU F(t)d/l(t)):f F*(F(9) dA(p).
T T

Erkldrung. Mittels einer approximierenden Folge von elementaren Funktionen folgt
die Abschétzung (Stetigkeit der Norm, angegebene Abschétzung fiir elementare Funk-
tionen, Dreiecksungleichung, zweiter Summand ist Null)

Hf F(6) dA(D)
g

—00

lim | Fx(t)dA(p)
K T

X ‘

= lim ”f Fx(8) dA(D)
T

K—o0

X

X
< %Tiofg | Fx (0)]| x dA(2)

:Igi_rgofy | F() + Fx(£) = F(1) ||y dA(D)
Sfy ||F(t)||XdA(t)+I§EI;ofy | Fx (8) = F(2) ||, dA (D)
=[| |F®|,dr@).

[ IFol arw

Die Herleitung der zweiten Relation ist in RUZICKA (2004) zu finden. o

Erinnerung. Wie tiblich bezeichnet ¥ (.7, X) den Vektorraum aller auf .7 definierten steti-
gen Funktionen mit Werten in X; ein Element F € (.7, X) erfiillt somit die Bedingung

VteJ VYe>0 36>0 VieJ mit|[i-t|<6: |F@O-F@)|y<e.

Bochner-Integral als Limes von Riemann-Summen. Im Spezialfall eines auf einem abge-
schlossenen Intervall .7 = [0, T] definierten stetigen und somit auch gleichm&Rig stetigen
Integranden

Fe%(l0,T],X)

ist die durch die Norm definierte Funktion ebenfalls gleichmaRig stetig
IFOf e €10, T1,R)

und insbesondere Lebesgue-integrierbar; das Bochner-Integral

T
f F(r) dA(7)
0

11



existiert somit und kann mittels Riemann-Summen approximiert werden. Betrachtet man
nidmlich elementare Funktionen der folgenden Form (Wahl von Zerlegungen und Stiitzstel-
len, Interpolation durch stiickweise konstante Funktionen, gleichmiRige Konvergenz)

JreN, 0=t <« /D=7 lim  sup AUUIICO) Ry
0 1 Jx K—00 je(o,1,..., ]K—l}( )
(K) - [(K) L(K) .
¢ ele ], je{ol. . x-1},
5 Jk—1 ")
F:[0,T] — X:t— ZOF(éj ) X000, (0,
]:
Viel0,T]: lim Fx(t)=F(1),
K—oo

ergibt sich das Bochner-Integral als Limes der zugehorigen Riemann-Summen

T T Jk-1
— 1 fod —1; (K) (K) _ ((K)
fo F(n)dA(®) = lim | FK(r)er)—Iggr;ojgoF(fj ) (-1

12



1.2 Bochner-Lebesgue-Riume

Vorbemerkung. Die Erweiterung der Lebesgue-Rdume auf Funktionen mit Werten in
Banach-Rdumen fiihrt auf die Bochner-Lebesgue-Raume. Aufgrund des engen Zusammen-
hanges zwischen Bochner-Integral und Lebesgue-Integral lassen sich bekannte Resultate fiir
reellwertige Funktionen auf vergleichsweise einfache Art und Weise tibertragen; fiir Erklarun-
gen sei auf RUZICKA (2004) verwiesen.

Bochner-Lebesgue-Rdume. Die Bochner-Lebesgue-Rdume und die zugehorigen Normen
sind wie folgt definiert (wobei p € [1,00), im Sinne von Aquivalenzklassen)

IP(7,X) = {F:ﬁ—»XBochner—meEbarundf |F@)]||% dA(2) <oo},
s

1/p
1Flirno ={ [ IFON 200)

L®(T,X) = {F: 7 — X Bochner-mefBbar und ess sup||F(1) |, < oo},
€T
||F||L°0(9,X) = €ss sup||F(t)||X.
te7
Offensichtlich gilt also (wobei p € [1,00])
Fel’(7,X) = |FO|yxelP(7,R).

Die Bochner-Lebesgue-Rdume sind vollstdndig und bilden somit Banach-Rdume; ist der zu-
grundeliegenden Raum ein Hilbert-Raum, so ergibt sich fiir p = 2 ein Hilbert-Raum (mit
Funktionen F, F1,F> :  — H)

(FE) oo = [7 (AM|R®),dA®,  |Fl2mm= \/L ||F(t)||ild/1(t).

Fiir Exponenten p € [1,00) liegt die Menge der elementaren Funktionen dicht in LP (7, X); in
diesem Fall sind die Bochner-Lebesgue-Rdume insbesondere separabel.

Duale Paarung. Fiir p € [1,00] bezeichne p* € [1,00] den konjugierten Exponenten (mit der
Konvention p* = oo fiir p=1und p* =1 fiir p = o0)

1,1 _ =_r
p+p* 1, p .

Betrachtet man fiir zwei Funktionen die naheliegende Verkniipfung

F: 9 —X:t— F(1), G: T — X" :1t— G(1),

GO oF(): 7 —R:t— (GW)(FW),
ex* eX
eR
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so ist dafiir auch die Schreibweise als duale Paarung tiblich (nicht mit dem Skalarprodukt zu
verwechseln)

(GOIFO)) yex = GO OF(): T —R: t— (GWO|F(D)) 4., x = (GO (F(D)).

Hoélder-Ungleichung. Fiir Fe LP(7,X) und Ge LP (T, X*) ist
(GOIFO) x o x €L (T R),

und es gilt die Abschédtzung (verwende Dreiecksungleichung, Abschitzung fiir lineare Funk-
tionale und Holder-Ungleichung fiir reellwertige Funktionen)

fy(G(t)|F(t)>X*xx dA(D)| =< fy KGO|F (1)) g, x| dAD)

< [ o]
T

<G| (T, X*)

o |[F@®|  dA()

F”LP(,?,X) :

Anwendung. Es bezeichne Q c R? ein beschrinktes riumliches Gebiet mit hinreichend
glattem Rand und .7 = [0, T] < R ein Zeitintervall; weiters sei p € [1,00). Bochner-Lebesgue
Ridume treten beispielsweise im Zusammenhang mit nichtlinearen Evolutionsgleichungen
auf; dabei niitzt man die Identifikation

L’(Qx[0,T,R)=LP([0,T],X), X=LP(QR).

Genauer, betrachtet man eine Losung einer zeitabhédngigen partiellen Differentialgleichung
und die zugehorige abstrakte Funktion

U:Qx[0,T] —R:(x,t)— U(x, 1),
u:[0,T1— X:t— u(t) = [x—U(x, 1],

so zeigt im Wesentlichen die Relation (verwende Satz von Fubini)

1/p
[ U”LP(QX[O,T],[R) = ([Qx[O,T] |U(x, t)|p d(x, l‘))

1/p
:U f|U(x,t)|pdx dt)
[0,T] JQ )

=IO o q

1/p
= IIu(t)IIp dt)
(f[O,T] par

= u”LP([O,T},LP(Q,R)) ’
dal die folgende Identifikation gerechtfertigt ist

LP(Qx [0, T],R) = L”([0, T], LP (Q,R));

zusitzliche Uberlegungen zur Lebesgue-MeRbarkeit bzw. Bochner-MeRBbarkeit sind in
RUZICKA (2004) angegeben.

— p
TG
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1.3 Fréchet-Ableitung

Erinnerung. Eine Funktion zwischen zwei Banach-Raumen
F:D(F)cX—Y

ist stetig, wenn folgende Bedingung erfiillt ist

VXxeD(F) VYe>0 36>0 VYXeD(F) mit |[x-x|,<6: ||[F®-FW|,<e.
In diesem Sinne sind die Schreibweisen
lim Fx+w)=Fu), Fx+w) " r0,

lwlx—0

zu verstehen. Die Menge der stetigen Funktionen wird mit der Supremumsnorm versehen
(fixiere Teilmenge D < X)

¢(D,Y)={F:Dc X — Y stetig}, ||F

€(D,Y) = i‘elg HF(x)”Y'

Betrachtet man die beziiglich der Supremumsnorm beschrédnkten stetigen Funktion, so ergibt
sich ein Banach-Raum

(D, Y) = {F:D € X — Y stetig mit ||F||%(D’Y) < oo}.
Insbesondere gilt im Fall einer kompakten Menge D < X die Gleichheit
Vorbemerkung. Im Folgenden werden die Gateaux-Ableitung, welche durch Richtungs-

ableitungen gegeben ist, sowie die Fréchet-Ableitung, welche der totalen Ableitung ent-
spricht, eingefiihrt und in Zusammenhang gestellt.

Gateaux-Ableitung. Eine Funktion zwischen Banach-Raumen
F:D(F)c X —Y

heilSt Gateaux-differenzierbar im Punkt x € D(F), falls fiir jedes Element v € X der Limes (Ab-
leitung der Funktion ¢ — F(x + ¢v) in Null, Ableitung in Richtung v)

DyF(x) = ?n%% (F(x+év) - F(x)

existiert und die zugehorige Funktion linear und stetig ist

X —Y:v— D,F(x),
Dys3F(x) =DyF(x)+ DyF(x), ||D,F@)||, =Cllv]y, wvUeX;

diese Funktion wird dann als Gateaux-Ableitung von F in x bezeichnet.

15



Bemerkungen.
(i) Wie iiblich verwendet man die Notation
hm (F(x +&v)—F(x)-D,F(x)¢) =

Fx+¢&v)=Fx)+D,F(x)é+0(¢).

(ii) Aus der Existenz der Richtungsableitung in einem Punkt folgt insbesondere auch die
Stetigkeit in diesem Punkt
lrln'éF(x+ é-v) = F(x) ’
i

denn es gilt die Implikation
D,F(x) = hm f(Fx+év) -F()eY

= %mé (F(x+év)—F(x) = ?n%f % (Fx+&v)—F(x) =0-D,F(x) =

(iii) Fiir jedes Element des Dualraumes gilt die Identitdt (wegen Stetigkeit von y* € Y™ ist
Vertauschen von Funktionsauswertung und Limes zuldssig)

v (DyF(x)) =y (hm (Flx+&v) - F(x)))
:lirré—(y (F(x+<fv))—y*(F(x)))
de) “(Fx+Ev));

verwendet man die Schreibweise als duale Paarung, ergibt sich somit die Relation

(V| DuF))yeyy = ‘ (y |F(x+80)) ey -

Mittelwertsatz. Fiir eine Gateaux-differenzierbare Funktion F: D(F) < X — Y gilt die Rela-
tion (wobei x € D(F) und v € X)

1
Fx+v) :F(x)+f D,F(x+¢&v)déE.
0

Unter der zusdtzlichen Voraussetzung, dall die Funktion
[0,1] — Y:{— D, F(x+¢v)

stetig ist, ist das auftretende Bochner-Integral wohldefiniert und ergibt sich als Grenzwert von
Riemann-Summen, vgl. obige Bemerkung.

16



Erkldrung. Fiir eine differenzierbare reellwertige Funktion f : R — R gilt die Relation (Mittel-
wertsatz)

1 1
=0+ f@|,_ = o+ [ e
Betrachtet man speziell die Funktion (mit y* € Y* beliebig)
FO =Y |F&x+Ev))yu ys

welche nach Voraussetzung differenzierbar ist mit Ableitung

f1@) = lim G (F&+m ~ f)

ye

=(y*|DoFx+E0))yu, v

im 1 -
1171_>0n(F(x+6v+nv) F(x+€v))>Y*xy

erhilt man die Identitat
1
f)= £ +f0 (& dé,

1
(V' [+ 0) ey = (0 [FOO)yny + [ (0 IDFGe+E0), .

Eine Folgerung des Satzes von Hahn-Banach* zeigt

1
F(x+ v):F(x)+f D,F(x+¢&v)déE,
0

was die Behauptung ist. o

Fréchet-Ableitung. Eine Funktion F : D(F) € X — Y zwischen Banach-Rdumen heil3t
Fréchet-differenzierbar im Punkt x € D(F), wenn eine stetige lineare Funktion

Fx):X—Y:w— FXx)w
existiert, welche die folgende Relation erfiillt (fiir jedes w € X)
Fx+w)=Fx)+F ) w+o(lwlx);

diese Funktion wird dann als Fréchet-Ableitung von F in x bezeichnet. Ist die zugehorige
Funktion

F':D(F)c X — L(X,Y) ={A: X — Y linear und stetig} : x — F'(x)

stetig, so heilt F stetig differenzierbar.

4 Folgerung des Satzes von Hahn-Banach. Es sei x € X ein Element eines Banach-Raumes und M* € X* eine
dichte Teilmenge des Dualraumes. Dann gilt die Implikation

Vx*eM*: x"(x)=0 = x=0.
( )
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Bemerkungen.

(i) Ahnlich wie zuvor zeigt man, daR eine Fréchet-differenzierbare Funktion insbesondere

stetig ist.

(ii) Aus der speziellen Wahl w = ¢ v (fiir beliebiges v € X und ¢ € R)

(iii)

t(Fx+¢v)=F) = ¢ (F' (0 €v) +o(lgvlix) = F' () v+ o(llgvlx),
D,F(x) = ?n%% (Fx+év)-F(x)=F(x) v,

folgt, dal$ eine Fréchet-differenzierbare Funktion insbesondere Gateaux-differenzierbar
ist und der folgende Zusammenhang gilt

D,F(x)=F(x)v.
Man beachte, dall die Gateaux-Ableitung D, F(x) einer Funktion F : D(F) € X — Y be-

ziiglich w linear und stetig ist (wobei x € D(F) und w, w € X sowie ¢ € R, mit C > 0)

DuwF(x) = DyF(x) + DgF(x),  DewF(0) = cDyF(x),
|DwFeo]y = Cllw]-

Fiihrt die Gateaux-Ableitung zudem auf eine beziiglich x stetige Funktion, so ist F
Fréchet-differenzierbar und die Fréchet-Ableitung gegeben durch

F'(x)w=D,F(x).

Erkldrung.  Betrachtet man die Funktion (nach Voraussetzung ist F Gateaux-
differenzierbar, und somit ist G differenzierbar)

G:[0,1]] — Y:é— F(x+¢w), GO)=Fx), G1)=F(x+uw),
G:[0,1]— Y:é— D, F(x+¢éw),  G'(0)=D,F(x),

so erhilt man mit Hilfe des Mittelwertsatzes die Identititen

1
G(1)-GO)=F(x+ w)—F(x):f DyF(x+<¢w)d¢,
0

1

G(1)-G(0)-G'(0) = F(x+ w) - F(x) - Dy, F(x) = f (DywF(x+&w)— Dy, F(x)) dE.
0

Es bleibt zu zeigen, dall die Relation
F(x+w)=F(x)+DyFx)+o(llwlx)
giiltig ist; daraus ergibt sich au8erdem die Gleichheit

F'(x)w=D,,F(x).
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Die Annahme, dal die Gateaux-Ableitung stetig beziiglich x ist, stellt sicher, daR die
rechte Seite gegen Null konvergiert; wegen der Linearitdt und mittels des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung folgt sogar (unter Annahme w # 0 bezeichne

v= W, stetiger Integrand g : R — R, Dreiecksungleichung, Substitution E =|wlx&)

DyF(x+¢w)— Dy F(x) :DllwIIXvF(x"‘fw)_Dllwllva(x)
= |wlx (DyF(x+¢w)—D,F(x)),
6 o~ o~
tim} [ ¢(d dZ - g0),

1
lwlx

~ lwlx

1 1
[(DWF(x+E,w)—DwF(x))dEH <Lf | DwF(x+éw)— Dy F(x)||, dé
0 Y 0

1
:fo |DyF(x+¢éw) - DyF(x)|y dé

= Tolx |, |DyEF(x+¢év)—DyF(x)|, dé " — 0.
Dies zeigt die Existenz der Fréchet-Ableitung sowie den gewiinschten Zusammenhang
mit der Gateaux-Ableitung. o

Erginzungen. Die Kettenregel, hohere Ableitungen und die Taylor-Formel werden in
RUZICKA (2004) behandelt; dort sind auch Resultate zu implizit definierten Funktionen und
zur inversen Funktion angegeben, deren Herleitung auf dem Fixpunktsatz von Banach be-
ruht.
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Kapitel 2

Grundlegende Resultate zu Fixpunkten

Inhalt. Im Rahmen der Funktionalanalysis sind grundlegende Resultate zur Existenz von
Fixpunkten ein wesentliches Mittel zur Behandlung von nichtlinearen Problemen. Die be-
kannten Fixpunktsidtze unterscheiden sich in Hinblick auf die Forderungen an den zugrun-
deliegenden Raum und den betrachteten nichtlinearen Operator. Im Folgenden werden

* der Fixpunktsatz von Banach fiir abgeschlossene Teilmengen vollstindiger metrischer
Raume und kontraktive Selbstabbildungen (Existenz, Eindeutigkeit),

* der Fixpunktsatz von Brouwer fiir abgeschlossene Kugeln in euklidischen Raumen und
stetige Selbstabbildungen (Existenz) und

e der Fixpunktsatz von Schauder fiir konvexe, kompakte Teilmengen von Banach-
Rdumen und stetige Selbstabbildungen (Existenz)

behandelt.
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2.1 Fixpunktgleichungen

Nichtlinearer Operator. Eine nichtlineare Funktion zwischen normierten Riumen oder all-
gemeiner zwischen Vektorrdumen wird als nichtlinearer Operator bezeichnet. In Hinblick auf
zahlreichen Anwendungen ist es sinnvoll anzunehmen, da der betrachtete Definitionsbe-
reich ein Unterraum des zugrundeliegenden Raumes ist

A:DA S X — X:x— A(x).
Im Rahmen der nichtlinearen Funktionalanalysis ist die formal lineare Notation
Ax

tiblich; um die Unterschiede zwischen linearen und nichtlinearen Operatoren deutlich zu ma-
chen, wird auf diese vereinfachende Schreibweise jedoch verzichtet.

Fixpunkt. Essei A: D(A) € X — X ein nichtlinearer Operator. Ein Element x, € D(A) mit
der Eigenschaft (Fixpunktgleichung)
Alxy) = X«

heil3t ein Fixpunkt von A; offensichtlich gilt A(x.) € D(A).

Gegenbeispiele (Existenz, Eindeutigkeit).

(i) Betrachtet man als zugrundeliegenden Raum den d-dimensionalen euklidischen Raum
und als linearen Operator die Translation um 0 # xg € R4, so ist offensichtlich, daR die
Fixpunktgleichung keine Losung besitzt

A:Rd—>le:x-—>x+xo,
Xi+Xg=AX:) =X <= 0#x9=0. }

(ii) Die Betrachtung einer elementaren quadratischen Gleichung zeigt, dal$ die Lésung einer
Fixpunktgleichung im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist (wobei a € R)

A:R—»R:x—»x2+x—a2,

x§+x*—a2:A(x*) =Xy < ((x4+ta)(xy—a)=0 < x.€{—a,al.
Anwendungen.

(i) Nichtlineares Gleichungssystem. Die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystemes
entspricht der Bestimmung von Nullstellen und bei geeigneter Umformulierung der L6-
sung einer Fixpunktgleichung (mit F: D(F) cR? — R% und A: D(A) = D(F) cR% — R%)

F(x:)=0 — A(Xxy) = Xy .
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(ii)

(iii)

Im einfachsten Fall ist der zugehorige Fixpunktoperator durch
Alx)=x-F(x)
oder etwas allgemeiner durch (mit w > 0, lineare Relaxation)
Alx)=x—wF(x)

gegeben; unter der zusétzlichen Bedingung, dal die Ableitung wohldefiniert und lokal
invertierbar ist, ergibt sich fiir

A) = x - (F'(0)) " Fx)
das Newton-Verfahren.

Nichtlineare gewohnliche Differentialgleichung. Die Losung eines Anfangswertproble-
mes der Form (vorgegebene definierende Funktion f : D(f) € R? — R? und vorgegebe-
ner Anfangswert yp € RY, gesuchte Losung y: [0, T] — R4, unter einer lokalen Lipschitz-
Bedingung an die definierende Funktion ist die lokale Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung sichergestellt)

y=fyw), te©D,
y(0) = yo,
erfiillt die Integralgleichung

t
ﬂﬂ=m+£f@ﬁUM, tel0,T];

dies entspricht dem Fixpunktoperator (geeignete Wahl der zugrundeliegenden Funktio-
nenriume, etwa X = €([0, T], R%))

t
A:DACX — X:x— [t*—>y0+f f(x()dr
0

Nichtlineare Evolutionsgleichung. Die abstrakte Formulierung einer zeitabhidngigen
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen fiihrt auf eine nichtlineare Evolutions-
gleichung; in vielen Féllen kann angenommen werden, daf§ der zugrundeligende Funk-
tionenraum einen Banach-Raum bildet. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor gelten fiir ein
abstraktes Anfangswertproblem (mit Banach-Raum-wertiger Losung u : [0, T] — X)

{ W' =f(um), te©),

u(0) = uo,

mit zugehoriger Integralgleichung
t
u(t):u0+f f(u@)dr, telo,TI;
0
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(iv)

man beachte, dal§ die Ableitung als Limes (einfacher Spezialfall, wo Gateaux-Ableitung
und Fréchet-Ableitung iibereinstimmen)

u'(t) = yir(l)% (u(t+7)—u()

und das Integral als Bochner-Integral erklart ist.

Nichtlineare partielle Differentialgleichung. Die Losung der folgenden zeitunab-
héingigen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen (definierende Funktion g : R — R, gesuchte Losung w : Q € R% — R,
klassische Notation, iibliche Schreibweise insbesondere im Zusammenhang mit schwa-
chen Formulierungen)

Awx) +g(wx))=0, xeQ,
w(x) =0, x€e0Q),

Aw+gw)=0 in Q,
w=0 auf 0Q2,

erfilllt die Fixpunktgleichung (setze beispielsweise Q = [0,1]¢, negativer Laplace-
Operator unter homogenen Dirichlet-Randbedingungen ist positiv und somit invertier-
bar)

(-4) " gw) = w;

die geforderten Regularitdtseigenschaften an die Losung sowie die homogenen
Dirichlet-Randbedingungen beeinflussen die Wahl des zugrundeliegenden Funktionen-
raumes. Man beachte, dal} die Lésung des obigen Randwertproblemes der stationdren
Losung der folgenden zeitabhdngigen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung un-
ter homogenen Dirichlet-Randbedingungen entspricht

oru=Au+gu) in Qx(0,7),
u=0 on 0Q2x(0,7).
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2.2 Fixpunktsatz von Banach

Vorbemerkung. Der Fixpunktsatz von Banach ist ein theoretisches Hilfsmittel, welches die
Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten sicherstellt. Der konstruktive Zugang mittels Ite-
rationsverfahren ist aullerdem bedeutsam fiir die Berechnung von Ndherungslésungen. Die
im Folgenden fiir einen Banach-Raum (X, ||- || x) angegebenen Uberlegungen gelten allgemei-
ner fiir einen vollstdandigen metrischen Raum (X, d); die Relation ||x — X| x ist dabei durch
d(x, X) zu ersetzen. Da der Fixpunktsatz von Banach iiblicherweise im Rahmen grundlegen-
der Lehrveranstaltungen behandelt wird, wird auf detailierte Beweise verzichtet.

Kontraktion. Ein aufeiner Teilmenge M < X eines normierten Raumes definierter selbstab-
bildender Operator A: M — M heil’t eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor « € (0, 1), wenn
die Bedingung

vx,xeM:  |JAX)-A®| =k |x-%| 4

erfullt ist.

Bemerkung. Eine Kontraktion A: M — M mit Kontraktionsfaktor « € (0,1) ist insbesondere
stetig, denn es gilt die Relation (mit € > 0)

lx-F|x<6=5 = [AW-A@|yxsx|x-F]y<e.

Fixpunktsatz von Banach. Es bezeichne @ # M < X eine abgeschlossene Teilmenge eines
Banach-Raumes, und es sei A : M — M eine Kontraktion mit Kontaktionsfaktor x € (0,1).
Dann existiert ein eindeutig bestimmter Fixpunkt

A(x*) = Xx,
welcher sich fiir beliebige Startwerte xy € M als Limes der durch die Iteration
Xn+1 = A(xn) ’ ne NO)

definierten Folge in M ergibt

X, = lim x, € M.
n—oo

Die Relation
R I E e T}

impliziert lineare Konvergenz des Iterationsverfahrens; weiters gelten die a-priori-
Abschitzung

n-x = 2 -l men,

sowie die a-posteriori-Abschitzung

=%l = 75 |n = x| o meEN.
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Erklérung.
(i) Existenz. Aufgrund der Kontraktivitidt des Operators folgt die Abschitzung

2041 = Xn| 5 = [|AGR) — AGer-1) |
< tn— 31
<& [|%n-1 = xn-2|

< .o

=& [l = %o 3

zusammen mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe zeigt dies, dal
die Folge (x,) nen, eine Cauchy-Folge in M bildet

|t = 2n | x = | nk = Xnriem || o+ [ 2na1 = 2xn ]

< k" oo = x|+ K |2 = o
k-1

=" ) ! a1 = xo
j=0

< 15 [0 =% x ==0.

Wegen der Abgeschlossenheit von M und der Stetigkeit des Operators ist der Limes der
gesuchte Fixpunkt, denn

X, = lim x, € M,
n—oo

A(x,) = A( lim x,) = lim A(xp) = lim Xp41 = Xs.
n—oo n—oo n—oo

(ii) Eindeutigkeit. Die Eindeutigkeit des Fixpunktes zeigt man mit Hilfe der Relationen

Xx :A(x*); %* :A(%*);
[ = %l = 4G — 4G | = e~ %
0<(1-x)[x:— %] <0,
5.~ %. ] =0,
Xo = Xs.
(iii) Abschditzungen. Die angegebenen Abschitzungen folgen aus der Kontraktionseigen-
schaft, etwa

= = D AGE- - A =5 0 - . .

Insgesamt zeigt dies das gewliinschte Resultat. o
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Gegenbeispiele. Wie die folgenden Gegenbeispiele zeigen sind alle Voraussetzungen we-
sentlich.

(i) Eine auf der leeren Menge definierte Funktion
A:p— @
besitzt keinen Fixpunkt.
(ii) Ist eine Funktion zwischen zwei Mengen mit leerem Durchschnitt definiert, etwa
A:[0,1]1 — [2,3],
so existiert kein Fixpunkt.

(iii) Ist die Menge nicht abgeschlossen, so existiert nicht notwendigerweise ein Fixpunkt. Et-
wa fiir die Funktion

A:M=(01)—M:x— 3x

wadre der Limes der Iteration x, = 0; es gilt jedoch x, ¢ M.
(iv) Ein Fixpunkt der Funktion
A:R— R:x— 7 +x—arctan(x),

miifSte die Relation
Alx,)=x. < arctan(x,)=%

erfiillen. Es gelten die Relationen

A:R—R:ix—1-

1+x2”’

VxeR: |A()|<1, sup|AW)|=1,
x€R

1 1
AX) - A® = AlEx+(1-8) z)’ézo :fo AlEx+1-97) (x-%) de,
|A) - A®)| < |x-%

)

die Funktion ist jedoch keine Kontraktion im obigen Sinne.

Folgerung. In Hinblick auf Anwendungen ist die folgende Erweiterung des Fixpunktsatzes
von Banach wesentlich. Betrachtet wird eine Familie von Operatoren (mit metrischem oder
normiertem Raum als Parameterraum)

Ap:M— M, peP,

welche die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach und insbesondere die Kontrakti-
onseigenschaft erfiillen (mit Kontraktionsfaktor unabhingig von p € P)

dxe(0,1) VpeP Vx,XeM: ||[Ap0)-Ap@|y<x|x—%|y-
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Fiir jedes Element p € P ist somit die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes sicherge-
stellt
VpeP dx.peM: Xap = Ap(Xx p).

Unter der zusitzlichen Forderung

IpeP VxeM: A, -4 =20
ergibt sich die Abschétzung (Dreiecksungleichung, Kontraktivitdt von Aj)

1%, = %25 x = [ Ap (e, p) = Ao ) |
< [ Ap (s p) = Ap (e ) | x + [ Ap (e, p) = Ap(a5) |
<K || xep =205 x + [ Ap i, p) = ApCe ) | 50
(1=K [|xe,p = X035 < [ Ap (e, p) = Ap(xs )| x.»
||x*rp - x*rﬁ”X = ﬁ || Ap(x*!ﬁ) - Aﬁ(x*rﬁ) ||X p;? O’

was die folgende Relation zeigt

%0 = %o 220,

Newton-Verfahren. Ein iteratives Verfahren mit wesentlich besseren Konvergenzeigen-
schaften als die zuvor angegebene Fixpunktiteration fiir Kontraktionen ist das Newton-
Verfahren (mit zumindest Fréchet-differenzierbarer Funktion)

F:X—X,  Xpo=Xp—(Fxn) Flxa), neNo;
es entspricht dem Fixpunktoperator

A:X — X:x—x—(F(0) Fx),

A(Xy) = Xy — F(x:)=0.

Unter stdarkeren Regularitdtsvoraussetzungen ist fiir geeignet gewcdhlte Startwerte quadrati-
sche Konvergenz sichergestellt (mit Konstante C > 0)

sn-x = Clamr—xf2,  nen.

Nichtlineare Evolutionsgleichungen (Picard-Lindel6f). Im Zusammenhang mit nichtli-
nearen gewohnlichen Differentialgleichungen und allgemeiner nichtlinearen Evolutionsglei-
chungen wird der Fixpunktsatz von Banach verwendet, um die lokale Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung eines abstraktes Anfangswertproblemes (mit u: [0, T] — X)

{ w'()=f(u®), te©,1),

u(0) = up,
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nachzuweisen. Die Formulierung als Integralgleichung entspricht einer Fixpunktgleichung
fiir einen vom Startwert abhéngigen Fixpunkt-Operator

t
u(t) = u0+f f(u@®)dr, telo, T,
0

Ay :DAYSE — X x—

)

t
r— u0+f f(x(m)dr
0

als zugrundeliegender Banach-Raum kann im einfachsten Fall 2" = ‘5( [0, T],X ) gewdhlt wer-
den, vgl. RUZICKA (2004). Im Spezialfall einer gewohnlichen Differentialgleichung ist dieses
Resultat als Satz von Picard-Lindelof bekannt.
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2.3 Einfache Spezialfille

Vorbemerkung. Die vergleichsweise einschrankende Kontraktionseigenschaft des Fixpunk-
toperators soll nun durch die schwichere Voraussetzung der Stetigkeit ersetzt werden; im Ge-
genzug benotigt man stdrkere Voraussetzungen an den zugrundeliegenden Raum. Der Fix-
punktsatz von Brouwer besagt, dall eine stetige Funktion, welche eine abgeschlossene Kugel
auf sich selbst abbildet, einen Fixpunkt besitzt. Die folgenden Herleitungen fiir einfache Spe-
zialfdlle, auf einem abgeschlossenem Intervall oder einem abgeschlossenem Kreis definierte
stetige selbstabbildende Funktionen (wobei r > 0)

A:M=lab)—M, A:M={xeR:|x|=r}—M,

werden an spdterer Stelle mittels Methoden der Variationsrechnung verallgemeinert.

Fixpunktsatz fiir stetige reelle Funktionen. Fiir jede stetige selbstabbildende Funktion,
welche auf einem abgeschlossenen Intervall definiert ist (insbesondere gelte M # @)

A:M=la, bl — M,

sichert der Zwischenwertsatz die Existenz eines Fixpunktes

Ix.€M: AlXy) = Xy .
Erklédrung. Die stetige Funktion (Mp bezeichne das durch Translation erhaltene Intervall)

B:M— Mg:x— A(X)—x
erfiillt die Bedingungen (wegen A(a) € [a, b] gilt B(a) =0, wegen A(b) € [a, b] gilt B(b) <0)
B(a) =0, B(b) <0.

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes folgt die Existenz einer Nullstelle

dx. € Mgp: B(x,)=0

und somit die Existenz eines Fixpunktes. o

Topologisches Resultat. Eine iiber einen Kreis gespannte Membran wird zerreien, wenn
man versucht, sie nur iiber den Rand des Kreises zu spannen. Dieses Anschauung entspricht
der mathematischen Aussage, dal$ eine Funktion, welche einen abgeschlossenen Kreis auf
dessen Rand abbildet, nicht stetig sein kann (wobei r > 0, euklidische Norm)

AR:M= {xel]li2 x| = r} — 0M = {xEIR{Z: ||| = r} stetig.

Die Beweise der Sdtze von Brouwer und Schauder beruhen auf diesem topologischen Resul-
tat, welches an spiterer Stelle gezeigt wird. Mittels eines Widerspruchsbeweises ergibt sich
daraus das folgende Fixpunktresultat.
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Fixpunktsatz fiir stetige Funktionen auf Einheitskreis. Jede stetige Funktion, welche einen
abgeschlossenen Kreis auf sich selbst abbildet (wobei r > 0, insbesondere gelte M # @)

A:M:{x€R2:||x||sr}—>M,

besitzt einen Fixpunkt
dx.€M: A(Xs) = Xy

Widerspruchsbeweis. Esreichtaus, den Fall r = 1 zu betrachten. Nimmt man an, da@ eine ste-
tige selbstabbildende Funktion des abgeschlossenen Einheitskreises keinen Fixpunkt besitzt

VxeM: Alx) #x,
so ist fiir jedes Element x € M die Gerade durch die beiden Punkte A(x) und x wohldefiniert
{x+0(Ax)—x):0€R}.

Von den zwei Schnittpunkten mit dem Rand des Einheitskreises wird einer wie folgt ausge-
wadhlt (fiir ein Element des Kreisrandes x € 0 M gelte R(x) = x, wobei d = A(x) — x, vgl. Graphik
auf Cover von RUZICKA (2004))
2 2
(xl +O'd1) +(XZ+O'd2) =1,
2 242 .2 292 _
x{+20x1d1+0°di +x5;+20x2d+0°d5 =1,

g’ +2 ”dl”z (x|d)0+ W(”xuz_ 1) =0,

i (= () ++/ (x]d)” = (1 x[* = 1) a]*),  falls |(x]d)| = (x]),

e (= (ela) /P - (1P =) alP),  fats |(x]d)] = - (x|a);

man beachte, dall fiir jedes Randelement die folgende Eigenschaft gilt

Og =

XeOM: 009=0, R(x)=x.
Die obige Konstruktion fiihrt auf eine stetige Funktion vom Einheitskreis auf dessen Rand
R:M-= {xe[RZ: x|l < 1}—»6M: {xeRZ: x| = 1}:x»—»x+UO(A(x)—x),

im Widerspruch zum zuvor angegebenen Resultat. / o
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2.4 Lagrange-Funktionen

Vorbemerkung. Die im Folgenden angegebenen Grundlagen der Variationsrechnung wer-
den im Beweis des Fixpunktsatzes von Brouwer verwendet. Ein wesentliches Resultat besagt,
dall Extremwerte von Energie-Funktionalen den Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen
entsprechen. Ohne explizite Erwdhnung wird angenommen, dal} die auftretenden Funktio-
nen hinreichend regulédr sind.

Lagrange-Gleichungen (Klassische Mechanik).

(i) Verallgemeinerte Koordinatenfunktion und Lagrange-Funktion. Im Rahmen des
Lagrange-Formalismus der Klassischen Mechanik wird ein physikalisches System durch
eine zeitabhéngige Koordinatenfunktion (Zeitintervall .7 € R)

q: T —RY: t—q(1),

welche die Koordinaten der betrachteten Teilchen bzw. Verallgemeinerungen davon an-
gibt, und die Lagrange-Funktion des Systemes, genauer durch die zugehorige Funktion
(zeitliche Ableitung g")

T —R:t— ZL(t,q1),q' (1)

beschrieben. Die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion
Z:DcTxRY xRY —R:(1,¢,n)— ZL(t,E1)
beziiglich ¢ und n werden mit ;. und 9,,.Z bezeichnet.

(ii) Hamilton-Prinzip. Das fundamentale Hamilton-Prinzip besagt, dall das Wirkungsfunk-
tional fiir Losungen des betrachteten physikalischen Systemes extremal wird

t
fzéf(r,q(r),q'(r))dr —  extremal;
t

1

dabei sind fiir zwei Zeitpunkte 1, t, € 7 die zugehorigen Losungswerte ¢(t;) und g(t,)
vorgegeben.

(iii) Lagrange-Gleichungen. Als direkte Folgerung des Hamilton-Prinzipes erhdlt man die
Lagrange-Gleichungen

46, 2(t,9(0,4'(0)=0:2(t,q(0),q4'(1)), teT.

Erklédrung. Um dieses Resultat herzuleiten, verwendet man, dall die Géteaux—Ableitungl

'Erinnerung. Die Gateaux-Ableitung einer Funktion F im Punkt g in Richtung y ist durch den Grenzwert
DyF(q) = lim 5 (F(q +6y) ~ F(q))

definiert.
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des Wirkungsintegrales verschwindet. Um die Gateaux-Ableitung zu bestimmen, wer-
den (kleine) Anderungen der Lésung der speziellen Form

qg+8y, O€eR, y:T7—RY,

betrachtet; aufgrund der Vorgabe der Funktionswerte ¢g(f1), q(f;) ergibt sich die Ein-
schrinkung
y(t) =0, y(2) =0,

ansonsten kann y beliebig gewédhlt werden. Die Forderung, dal3 die Ableitung des Wir-
kungsintegrales verschwindet, fiihrt auf

15

15
0:11111%([ g(T,Q(T)+5y(‘[),ql(7;)+5y’(‘[)) dT—f

6—0 t 151

(1,4, q' @) dr)
%]

= [ “1im} (z(r, G +5y(1),d @) +6Y @) - L(1,q(1), q’(r))) dr
I3} -

1)
= f (ng(r, q(),q' (1) y@) +0,Z(1,q(1),q' (1)) y’(r)) dr;

5]

mittels partieller Integration und Einsetzen der Bedingungen y(#;) = 0 = y(f,) folgt

%]
0=| 0:Z(r,q(1),q' (M) y)dr

151

+0p.Z(1,q(0),q' () y(T)

15} %) d ,
h _jl:l Eang('[, C](T), q (T)) J/(T) dr

1)
:f (02 (1,a0,4 @) - £0,2(r,q(), 4 D))y dr.

n

Da y beliebig gewdhlt werden kann, ergeben sich daraus die Lagrange-Gleichungen. ¢

Vorbemerkung. Anstelle eines Zeitintervalles .7 < R wird im Folgenden ein rdaumliches Ge-
biet Q < R? betrachtet. Vektoren werden wie iiblich als Spalten aufgefaRt, und es wird die
gebrduchliche Schreibweise fiir die Jacobi-Matrix einer vektorwertigen Funktion verwendet

X1
x=|: €eQcR?,
Xd
wi(x1,...,xq)
w:RY — RN x— wx) = : )
wg(x1,...,Xq)
Oy W1(X1,...,Xq) ... Ox,wi(X1,...,Xq)
w'(x) = : : e RK*4 xeQ.

Oy, Wk (X1,...,Xg) ... Ox,wg(X1,...,Xq)
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Euler-Lagrange-Gleichungen (Elastizititstheorie). Es bezeichne Q < R? ein Gebiet mit
glattem Rand.

(i) Lagrange-Funktion. Eine reellwertige Funktion der Form (Variable ¢ entspricht Funkti-
onswert w(x) € RX fiir x € Q, Variable 1 entspricht Jacobi-Matrix w’(x) € RK*4)

LD QOxREXREY LR (x,&,n) — L(x,&,1)
wird als Lagrange-Funktion bezeichnet.
(ii) Energie-Funktional. Fir eine Funktion
w:QcR? — RK

ist das zugehorige Energie-Funktional? durch
E(w) :f ZL(x, wx), w (x) dx
Q
gegeben.

(iii) Euler-Lagrange-Gleichungen. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor fiihren auf die Euler-
Lagrange-Gleichungen. Genauer, sucht man unter allen hinreichend reguldren Funktio-
nen w: Q — RX welche zusitzlich vorgegebene Randwerte annehmen, einen Extrem-
wert des Energie-Funktionales (wobei r : dQ — RX regulir)

{E(w):f.,iﬂ(x,w(x),w’(x))dx —  extremal,
Q

wx)=r(x), x€dQ,

filhrt dies auf ein System partieller Differentialgleichungen, die Euler-Lagrange-
Gleichungen

d
> 05,0y, 2 (x, wx), w'(0) =0¢,. 2L (x, wx), w'(0),  kefl,...,K}.
j=1

Erklirung. Als (kleine) Anderungen der Losung betrachtet man Funktionen, welche in
den Randpunkten verschwinden

w+6y, 0eER, y:Q—»IRK, yx)=0, x€0Q.
Die Forderung, dall die Gateaux-Ableitung des Energie-Funktionales verschwindet,
fiihrt auf (erste Variation)
0=D,E(w) = (1511%5 (E(w+6y) - E(w)),

0:11m§(f ZL(x,wx)+6yx), w'(x)+6y'(x) dx—fz(x,w(x),w/(x)) dx)
0—0 Q Q

= Q[lsiir(l)% (.X(x, wx) +8yx),w' x)+6y (1) -ZL(x wkx), w'(x))) dx

:fg(ag.f(x, w(x), w' (x)) y(x) + 0,2 (x, w(x),w'(x))y'(x)) dx.

2vgl. Wirkungsfunktional.
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Im Spezialfall d = 3 und K = 2 fiihrt dies auf

axl wh (x) axz wq (x) ax:g w1 (x) RZXS

10y —
WO =0, wo(x) Oy, w02(x) Oy wi ()

w(x) :(

wi (x1, X2, X3) R2
wo(x1, X2, X3)

0: L (x, w(x), w' () y(x) = 8¢, L (x, w(x), w' (1)) y1(x) + 0,2 (x, w(x), w' (%)) y2(x),
0pZ (%, w(x), w'(x)) y'(x) = 0y, L (%, w(x), W' (x)) 0y y1 (%)
+0p,,-Z (%, w(x), W' (x)) 0y, y1 ()
+0p,,-Z (%, w(x), W' (x)) Ox, y1(x)
+ 0, L (x, w(x), W' (x)) 0x, y2(x)
+ 0y, L (X, W(X), W (X)) B, 2 (%)
+ 0, L (%, W(X), W (X)) 0y, y2 (%) ;

partielle Integration ergibt beispielsweise (Randterm verschwindet)

f@nug(x, w(x), w'(x)) 0y, y1(x) dx:—f 05,05, -2 (x, w(x), w'(x)) y1(x) dx.
Q Q

Insgesamt erhélt man

= fQ (a,;g(x, w(x), w' (x)) y(x) +0,Z (x, w(x), w'(x)) y'(x)) dx
= fQ (a,flg(x, w(x), w'(x)) = 0,0, 2L (x, w(x), W' (x)) = 0x,05,,-Z (x, w(x), w'(x))
— 01,0y 2 (3, (), W' ()| 71 () dx
+fQ (ngf(x, w(x), W' (x)) = 0x,0p,, L (%, w(x), W' (x)) = 0x,0,,-L (x, w(x), W' (x))
— 0,00, L (%, w(x), w'(x))) y2(x) dx;

da die Funktion y beliebig gewédhlt werden kann, impliziert dies

d
0, L (x, w(x), w'(x)) = Z 0x,0n,;Z (%, w(x), w'(x)),

d
0z, % (x, w(x), w'(x)) = Z 0x,0,,-Z (x, w(x), W' (x)).

Die Erweiterung auf den allgemeinen Fall ist offensichtlich.

Null-Lagrange-Funktion. Eine Lagrange-Funktion

Z:DcQxRExRE*Y L R: (x,8,m) — ZL(x,&,1)
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mit der speziellen Eigenschaft, dal alle reguldren Funktionen die zugehorigen Euler—
Lagrange-Gleichungen erfiillen

a
> 0x,0y,,Z (x, wx), w' () = 0¢, 2L (x, wx), w' ),  (G,0ell,....dix{l,.,K},
j=1

heiBt Null-Lagrange-Funktion. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor zeigen, daf in diesem Fall
der Wert des Energie-Funktionales

E(w) :f ZL(x, wx), w' (x) dx
Q
nur von den Randwerten und nicht von den Funktionswerten im Inneren abhéngt
(vxeo0: ww=dw) =  Ew=E®.

Erkldrung. Die Differenz der Energie-Funktionale erfiillt die Relation

E(w) - E(@) = E(cw + (1—0)50)(1

o=0

1
:fo %E(ow+(l—0)ﬁ/) do

1
:f E'low+(1-0)w)(w-w)do.
0

Nach Voraussetzung ist .Z eine Null-Lagrange-Funktion, d.h. die reguldren Funktionen w, iv
sowie jede Kombination der Form (aus w(x) = r(x) und w(x) = r(x) fiir x € 9Q folgt auch
z(x) = r(x) fiir x € 0Q2)

z=ow+(1-0)w, oe€l0,1],

erfiillen die Euler-Lagrange-Gleichungen. Wie zuvor ergibt sich im Spezialfall d =3 und K =2
deshalb die Identitét (mit Z = w— w, partielle Integration, nach Voraussetzung gilt z(x) = 0 fiir
x € 0Q und somit verschwinden die Randterme)

E'(2)Z= fQ (06,2 (3, 20200, 2 () 21 (x) + 9, 2 (2, 2(x), 2/ (0) Z2(x)) dx

+fQ (0n11$(x,z(x),z'(x))lezl (X) +0p,,-ZL (%, 2(x), 2/ (%)) Ox, 21 (%)
+0p,,-Z(x,2(x), 2/ (X)) 02,21 (X) + Op,, 2L (%, 2(x), 2/ () O, Z2(X)
40y, 2 (2, 2(0), 2/ (%)) 0, 22() + Oy & (2, 2(3), 2/ (1)) 0, 2 () ) dix

d
:j;z(aglg(x,z(x),z'(x))—ZOxjamj.f(x,z(x),z'(x)))Zl(x) dx
i=1

d
+ f (ngf(x,z(x),z'(x)) -y axjanzjz(x,z(x),z’(x)))’z'z(x) dx
Q j=1
=0.

Dies zeigt das gewiinschte Resultat. o
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Determinante. Die Determinante (keine Abhédngigkeit der Lagrange-Funktion von (x,¢))
K=d: neRY4, Z(x,&n) =detn,

fithrt auf eine Null-Lagrange-Funktion, d.h. der Wert des zugehoérigen Energie-Funktionales
hingt nur von den Randwerten der Funktion ab

E(w) = deet(w’(x)) dx.
Entsprechendes gilt fiir eine durch die Spur definierte Grée
K=d: neR™,  2xé&n =Spur(n?) - (Spur(n))z.
Erkldrung. Eine einfache Rechnung zeigt das Resultat fiir den Spezialfall d = 2, betrachte

etwa ein einfaches Gebiet der Form Q = [ay, b;] x [a2, b»] < R? und verwende partielle Integra-
tion oder alternativ die Euler-Lagrange-Gleichungen. Siehe RUZICKA (2004). o
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2.5 Fixpunktsatz von Brouwer

Vorbemerkung. Eine mogliche Herleitung des Fixpunktsatzes von Brouwer beruht auf dem
zuvor angegebenen Resultat zur Determinante.

Fixpunktsatz von Brouwer. Jede stetige Funktion, welche eine abgeschlossene Kugel auf
sich selbst abbildet (wobei r > 0, insbesondere gelte M # @, euklidische Norm)

A:M:{xERd:”x” Sr}—»M,

besitzt einen Fixpunkt

Erkldrung. Es reicht aus, die Aussage fiir die Einheitskugel nachzuweisen
M={xeRr?: x| <1}.
(i) Wir zeigen zundchst die Aussage
AR : M — 0M glatt mit der Eigenschaft R(x) = x fiir alle x e 0M
mittels Widerspruchsbeweis.

(a) Wie zuvor angegeben, ist die Determinante eine Null-Lagrange-Funktion, d.h. fiir
jede reguldre Funktion hdngt der Wert des zugehorigen Energie-Funktionales nur
von den Randwerten der Funktion ab (mit Q = M)

E(w) :f det(w'(x)) dx;
M

betrachtet man speziell die identische Abbildung, ergibt sich der Wert

Id:M— M:x— x,
1 0

det(Id'(x)) =det| --. =1,
0 1

E(d) = f det(Id'(x)) dx = f 1dx =vol(M) >0.
M M

Wiirde also eine reguldre Funktion, welche dieselben Randwerte wie die Identitét
annimmt
R:M—o0M, R(x)=x, xeoM,

existieren, wiirde dies die Relation
f det(R'(x)) dx = f det(Id'(x)) dx >0
M M

implizieren.
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(b) Differentiation der Normierungsbedingung zeigt andererseits, dafl der Vektor R(x)
ein Eigenvektor von R’(x) zum Eigenwert Null ist (wegen || R(x)|l = 1 ist R(x) # 0)

VXeM: |Rx)|| =1,
vxeM: (RW)'Rw)=1,
vxeM: (Rw) R =0,

und somit die Matrix R’(x) singulér ist
det(R'(x)) =0.
Insgesamt zeigt dies die Relation
0= f det(R'(x)) dx > 0.
M
Widerspruch! 4
(ii) Wire die abgeschwéchte Aussage

dR: M — 0M stetig mit der Eigenschaft R(x) = x fiir alle xe 0M

richtig, wiirde eine fortgesetzte und regularisierte Funktion auf einer grofleren Kugel die
Eigenschaft

3 R: M — OM regulir mit der Eigenschaft R(x) = x fiir alle x € dM
erfiillen, vgl. ROZICKA (2004). Widerspruch zu (i)! 4

(iii) Die gewiinschte Aussage folgt nun analog zum zweidimensionalen Fall, d.h. durch Kon-
struktion einer stetigen Funktion (Gerade {x + 0 (A(x) — x) : 0 € R} durch x und A(x),
Schnittpunkt mit dem Rand der Einheitskugel, o geeignet gewihlt)

R:M:{xE[RZd: || ]| Sl}—»@M:{xERd:”x” :1}:x»—>x+UO(A(x)—x).

Widerspruch zu (ii)! 4 o

Folgerung. Der Fixpunktsatz von Brouwer gilt allgemeiner fiir Mengen, welche homéo-
morph zu abgeschlossenen Kugeln sind, etwa fiir nichtleere konvexe kompakte Mengen. Ge-
nauer, betrachtet wird eine stetige Funktion

A:M:{xeRd:”x” sr}—»M
und ein Hom6éomorphismus, d.h. eine stetige Bijektion
h:M— M, h':M— M.
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Die Existenz eines Fixpunktes von A
dx.eM: A(Xy) = X«
impliziert die Existenz eines Fixpunktes der Komposition
A=hoAoh™:M—M, X =h(x)eM, AF)=%.
wie die folgende Relation zeigt

Ax)=x, < A& =(hoAoh™)(h(x,) = h(Ax.) = h(x,) = % .
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2.6 Fixpunktsatz von Schauder

Vorbemerkung. Der Fixpunktsatz von Brouwer 143t sich nicht direkt auf den unendlich-
dimensionalen Fall erweitern; das folgende Gegenbeispiel zeigt, dal3 fiir einen unendlich-
dimensionalen separablen (reellen) Hilbert-Raum H eine stetige Selbstabbildung der abge-
schlossenen Kugel (wobei r > 0)

dmH=co, A:M={neH:|n|,<r}—M,
nicht notwendigerweise einen Fixpunkt besitzt
Ah.eM: A(hy) = h.
Gegenbeispiel (Satz von Kakutani). Man beachte, daR die stetige lineare Funktion (setze

speziell r = 1, Wahl eines abzdhlbaren vollstindigen Orthonormalsystemes, spezielle Wahl
der Indexmenge Z, Darstellung mit zugehorigen Koeffizienten ay € R fiir k € Z)

(Mi)kezr  (Pilhe)y=0ke, kileZ,
A:M={heH:|h| <1} —M:h= Y axhe— S(1- ] ) o+ Y axhin
kez kez

wohldefiniert ist, denn es gilt die Abschdtzung (Parseval’sche Identitét, Dreiecksungleichung)

|7l =1,
2
Inll% = | X arhe| =3 Jail’,
kez H kez
2
Y arhia| = |ax = |n3,
keZ H kez
Inlp=t = AW |y=sz1-]R] Rl y+ Al y =30+ |R] ) <1

Um die Annahme, daR ein Fixpunkt existiert

h* = Z akhk, A(h*) = h*r

kez
s(L= Rl ) ho+ Y akhicsr = ha,
kez
s(L= Rl ) ho = X (k= agr) B,
kez
A — Af_1, ke z\{0},
= do-a1- (1~ [l ). K=o,

zu wiederlegen, ist es zweckmaéllig, drei Félle zu unterscheiden.
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() Falls hy =0, verschwinden alle Koeffizienten a = 0 fiir k € Z; die resultierende Identitit
fiihrt auf einen Widerspruch (wegen | iyl 7 = 1 ist insbesondere hy # 0)

h*ZOZ ]’l():().

N

(ii) Fiir normierte Elemente ergibt sich die Relation
I, =1  ax=ap1, kez,

im Widerspruch zur Summierbarkeit der Koeffizienten

Z |ak|251.

kezZ
(iii) Auch im verbleibenden Fall erhilt man eine Relation

so=a+3(1-|nl,), k=0,

h. 0,1):
17l € 0 1) {ak:ak—l» kez\{0},

welche im Widerspruch zur Summierbarkeit der Koeffizienten steht.

Vorbemerkung. Die Erweiterung des Fixpunktsatzes von Brouwer auf den unendlich-
dimensionalen Fall basiert auf der Idee, kompakte Operatoren zu betrachten.

Kompakte Menge und kompakter Operator.

(i) Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heilt kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung enthélt

(Mg |J Ok mit O offen fiir kel\l) SN (HXCNmit%endlich: M<e U Ok).
keN ket

Eine Menge, deren Abschlull kompakt ist, wird als relativ kompakte Menge bezeichnet.

(ii) Man beachte, dal eine kompakte Menge insbesondere beschrédnkt ist und jede abge-
schlossene Teilmenge einer kompakten Menge auf eine kompakte Menge fiihrt.

(iii) Ein stetiger Operator zwischen normierten Vektorrdumen, welcher beschrankte Mengen
in relativ kompakte Mengen abbildet, hei8t kompakt (sinnvolle Annahme U; # @)

AU cXg— X,, VM < U; mit M beschrankt: A(M) kompakt.
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(iv) Wesentlich in Hinblick auf den Fixpunktsatz von Schauder ist die Charakterisierung ei-
nes kompakten Operators zwischen Banach-Rdumen mit beschrianktem Definitionsbe-
reich (sinnvolle Annahme M # @)

AMc X — X, M beschrinkt,

als gleichméfiger Limes einer speziellen Folge von kompakten Operatoren (Bild enthal-
ten in endlich-dimensionalem Unterraum)
3 (Ak) 1 mit folgenden Eigenschaften:
Ap: M — Ap(M) mit Ap(M) € Uy, sowie dim(Uyy) < oo,
VxeM VkeN: [Aw)-A@)|y, <z

Erkléirung. Siehe RUZICKA (2004). o

Fixpunktsatz von Schauder. Es sei X ein Banach-Raum; weiters bezeichne ¢ # M < X eine
konvexe und kompakte Teilmenge. Dann besitzt jede stetige selbstabbildende Funktion einen
Fixpunkt (insbesondere ist A ein kompakter Operator)

A:M— M, dx. e M: Alxy) =X

Erklérung.

(i) Nach Voraussetzung ist A ein stetiger Operator, welcher die kompakte Menge M auf eine
Teilmenge A(M) € M abbildet; der zugehorige AbschluR A(M) € M ist als abgeschlosse-
ne Teilmenge einer kompakten Menge ebenfalls kompakt. Diese Argumente gelten fiir
jede Teilmenge, und somit ist A: M — M ein kompakter Operator.

(ii) Es bezeichne (Ax)xen die zuvor angegebene Folge mit den Eigenschaften

Ag: M — Ax(M), Bi(Ag) € Uy, dim(Ukz) < oo,
VxeM VkeN: [Aw)-A@|y, <z

(iii) Eine grundlegende Idee ist es, anstelle des Bildes Ax(M) eine zu einer abgeschlossenen
Kugel hom6omorphe Menge zu betrachten. Dazu verwendet man, dal$ fiir jeden Index
k € N eine natiirliche Zahl d; € N und Elemente uy,..., u4, € Uy, existieren, sodall die
konvexe Hiille

dy dk
MkZ{ /lj uj:)Lje [0,1] ﬁil‘jE{l,...,dk} und ZﬂjZI}QM
j=1 j=1

in M enthalten ist; man beachte, daf§ M nach Voraussetzung eine konvexe Menge ist und
die konvexe Hiille abgeschlossen ist. Dies impliziert die Existenz eines Homoomorphis-
mus auf eine abgeschlossene Kugel (wéhle speziell r = 1)

My — {xeR%: x| <1}.
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Fiir jeden Index k € N sichert der Fixpunktsatzes von Brouwer fiir den eingeschriankten
Operator die Existenz eines Fixpunktes

Ay : My — Mg, AxXp« EM S M:  Ap(Xp,) = Xk 5 -

(iv) Aufgrund der Kompaktheit von M existiert eine konvergente Teilfolge (zur Vereinfa-
chung wird dieselbe Notation verwendet)

X, = lim xp . € M.
k—oo

Die Relation (verwende Fixpunktgleichung und Dreiecksungleichung, erster Summand
konvergiert wegen Stetigkeit von A gegen Null, zweiter Summand konvergiert wegen
gleichméRiger Konvergenz der Operatorfolge gegen Null)

k—o0

”A(x*)_x* ”XS ”A(x*)—A(JCk,*)”X'l‘ ”A(xk,*)_Ak(xk,*)”X+ ”xk,*_x* ”X — 0
zeigt, dall dieser Limes der gesuchte Fixpunkt ist. o
Folgerung zum Fixpunktsatz von Schauder. Es sei X ein Banach-Raum; weiters bezeich-

ne @ # M < X eine abgeschlossene, beschriankte und konvexe Teilmenge. Dann besitzt jeder
kompakte selbstabbildende Operator einen Fixpunkt

AM— M, Ax. e M: A(Xy) = Xs.
Erklédrung. Siehe RUZICKA (2004). o
Nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen (Peano). Im Zusammenhang mitdurch
stetige Funktionen definierten nichtlinearen gewdhnlichen Differentialgleichungen wird der

Satz von Arzela-Ascoli® und der Fixpunktsatz von Schauder verwendet, um die lokale Exi-
stenz einer Losung nachzuweisen. Analog zum Satz von Picard-Lindel6f formuliert man das

3 Gleichgradige Stetigkeit. Eine Teilmenge der stetigen Funktionen (mit Q < R?)
Mc%(QR)
heil3t gleichgradig stetig, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist
Ye>0 36>0 VfeM Vx,XeQmit |[x-X||<&: |f(x)-f(®D)]|<e.
Satz von Arzela—Ascoli. Es bezeichne Q c R ein beschrinktes Gebiet. Eine Teilmenge der stetigen Funktionen
Mc % (QR)

ist genau dann relativ kompakt, wenn sie beschrankt und gleichgradig stetig ist.
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betrachtete Anfangswertproblem als Integralgleichung, welche einer Fixpunktgleichung fiir
einen vom Startwert abhéngigen Fixpunkt-Operator entspricht (mit y: [0, T] — R)

y=fw®), te0©D),
y(0) =y,

t
y(t):y0+f0 flym)dr, telo,T],

t
AWJXMQX—athquqmﬂ[f&unm
0

)

der Raum der stetigen Funktionen X = ([0, T1,R) wird dabei als zugrundeliegender Banach-
Raum gewihlt, vgl. RUZICKA (2004). Im Gegensatz zum Satz von Picard-Lindel6f, welcher un-
ter der starkeren Forderung der Lipschitz-Stetigkeit giiltig ist, kann man jedoch keine Aussage
tiber die Eindeutigkeit der Losung treffen.
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