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Das vorliegende Kompendium fafl3t die im Rahmen der Lehrveranstaltung Spektraltheorie
und Anwendungen in der Quantenmechanik (VO2) im Sommersemester 2018 an der Uni-
versitidt Innsbruck behandelten Themen zusammen. Ohne Anspruch auf Allgemeinheit und
Vollstandigkeit werden mathematische Grundlagen der Quantenmechanik eingefiihrt und
dazu insbesondere Methoden der Funktionalanalysis geniitzt. Zur Illustration werden einfa-
che quantenmechanische Systeme betrachtet und deren charakteristisches Losungsverhalten
diskutiert.

Das Kompendium beruht vorwiegend auf einem von Robert Denk verfalsten Skriptum, wel-
ches unter

ROBERT DENK
Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (Wintersemester 2011/12)
https://www.mathematik.uni-konstanz.de/denk/forschung/publikationen/skripten/

frei verfiigbar ist. Als Referenz zu Grundlagen der Funktionalanalysis ist insbesondere das an
der Universitdt Innsbruck als E-Book verfiigbare Buch

DIRK WERNER
Funktionalanalysis
7. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, 2011

Zu nennen.

Zusétzliche Informationen, inbesondere zur Orts- und Zeitdiskretisierung von nichtlinearen
Schrodinger-Gleichungen wie der Gross—Pitaevskii-Gleichung, finden sich im Skriptum

Time-Splitting Spectral Methods for Nonlinear Schrodinger Equations (Sommer-
semester 2011)

und den dort angegebenen Quellen.

Graphik. Die Graphik zeigt eine mittels des verallgemeinerten Fourier-Laguerre-
Spektralverfahrens und eines Operator-Splittingverfahrens vierter Ordnung berechnete
Losung einer zeitabhédngigen zweidimensionalen Gross-Pitaevskii-Gleichung mit zuséatzli-
chem Rotationsterm.
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Prinzipien der Klassischen Mechanik

Inhalt. An spdterer Stelle ist es hilfreich, einen Vergleich zwischen Modellen der Klas-
sischen Mechanik und der Quantenmechanik zu ziehen. Deshalb wird im Folgenden an
grundlegende Prinzipien der Klassischen Mechanik erinnert; insbesondere werden die Ha-
milton’schen Bewegungsgleichungen angegeben. Die Darstellung des Lagrange-Formalismus
und des Hamilton-Formalismus ist weitgehend informell, d.h. Erklirungen werden nicht
im Detail ausgefiihrt. AuBerdem wird stillschweigend angenommen, dal} die auftretenden
Funktionen geeignete Regularitsdtsvoraussetzungen erfiillen und somit sémtliche Relationen
wohldefiniert sind.

Uberblick.

* Verallgemeinerte Koordinatenfunktion, Verallgemeinerte Impulsfunktion
Lagrange-Funktion, Hamilton-Funktion
Hamilton-Prinzip, Lagrange-Gleichungen, Hamilton'sche Bewegungsgleichungen
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

Phasenraum, Zustandsraum

e Harmonischer Oszillator

Notationen.

e Elemente x € K¢ mit K = R oder K = C sind als Spalten aufzufassen.

* Fiir das euklidische Skalarprodukt wird die iiblich Bezeichnung verwendet (komplexe
Konjugation im zweiten Argument)

d
— d
x-y=) xjyj, xyeK®.
j=1
* Entsprechend der betrachteten Situation bezeichnet .7 = R oder .7 = [fy,00) oder

T = [ty, T] mit ty, T € R und ty < T den zeitlichen Bereich; im Fall einer autonomen
Differentialgleichung kann aullerdem %, = 0 angenommen werden.



Lagrange- und Hamilton-Formalismus

Lagrange-Gleichungen und Hamilton’sche Bewegungsgleichungen.

0

(i)

(iii)

(iv)

Verallgemeinerte Koordinatenfunktion und Lagrange-Funktion. Im Rahmen des
Lagrange-Formalismus der Klassischen Mechanik wird ein physikalisches System durch
eine zeitabhingige (verallgemeinerte) Koordinatenfunktion!

q:ﬂ—»ﬂ%g’d t—q(t) = (ql(t),...,qd(t))T,

welche die Koordinaten der betrachteten Teilchen bzw. Verallgemeinerungen davon an-
gibt, und die Lagrange-Funktion des Systemes

T —R:t— ZL(t,q(1),q D)
beschrieben.
Bezeichnungen. Die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion
L:Dc T xR xR — R:(1,&,n) — L(t,E,1)
beziiglich ¢ und n werden mit ;" und 9,,.Z bezeichnet.

Hamilton-Prinzip. Das fundamentale Hamilton-Prinzip besagt, daf das Wirkungsfunk-
tional fiir Losungen des betrachteten physikalischen Systemes extremal wird

L.
fz.,?(r,q(r),q'(r))dr —  extremal;
t

1

dabei sind fiir zwei Zeitpunkte t,, f, € .7 die zugehorigen Losungswerte g(t;) und g(z»)
vorgegeben.

Lagrange-Gleichungen. Als direkte Folgerung des Hamilton-Prinzipes erhilt man die
Lagrange-Gleichungen

46, 2(t,9(0,4'(0)=0:2(t,q(0),q4'(1)), teT.

Erklédrung. Um dieses Resultat herzuleiten, verwendet man, daf die Gateaux-Ableitung?
des Wirkungsintegrales verschwindet. Um die Gateaux-Ableitung zu bestimmen, wer-
den (kleine) Anderungen der Lésung der speziellen Form

g+8y, O€R, y: T —RY,

1Bemerkung. Genauer sollte es g(1) = (g1 (1)7,...,(ga(1)T)" € R3*! heiRen.
2Bemerkung. Die Gateaux-Ableitung einer Funktion F im Punkt x in Richtung v ist durch den Grenzwert

F(x)v= lim 5 (Fx+6v)—F(x)

definiert.



betrachtet; aufgrund der Vorgabe der Funktionswerte g(f1), q(f,) ergibt sich die Ein-
schrankung y(t;) = 0 = y(f2), ansonsten kann y beliebig gewdhlt werden. Die Forderung,
daB die Ableitung des Wirkungsintegrales verschwindet, fithrt auf

12

[5
O:Iimé(f Z.Z(r,q(r)+6y(r),q’(r)+5y/(r)) dr—f

6—0 h n

ZL(r,91),q' (1) dr)
%]

= [ lim1 (z(r, G@)+8y(1),qd M +5y @) - ZL(1,q0), q'(r))) dr

n 6—0

123
=| 0:2(1,q(0),q'®)-y@)+0,Z(1,q(),q' (1)) -y (v) dr;

51

mittels partieller Integration und Einsetzen der Bedingungen y(#;) = 0 = y(f,) folgt

1)
0=| 0:Z(r,9(),q' @) -y dr

5]

+0,Z(1,9(0),4' () - y()

12} i
n _j;l %OUZ(T» q(7), q/(T)) -y(r)dr

1)
= f (02 (1,a0,d @) - £0,2(r,a(), 4 D)) y@) dr.

i
Da y beliebig gewdhlt werden kann, ergeben sich daraus die Lagrange-Gleichungen. ¢

(v) Verallgemeinerte Impulsfunktion und Hamilton-Funktion. Um aus dem Hamilton-
Prinzip bzw. den daraus resultierenden Lagrange-Gleichungen die Hamilton’schen Be-
wegungsgleichungen abzuleiten, werden die (verallgemeinerte) Impulsfunktion sowie
die Hamilton-Funktion durch

p: 7 — R t— p(t)= (p1(0),..., pa®) =0,2(t,q(0),4' (1)),
H DS T xRIxRY —R:(1,&,m) — H(1,E,1),
H(t,q0),p0)=p®)-4)-ZL(t,q(0,4'(®), teT,

definiert.

(vi) Bemerkung. Man beachte, dal die Definitionen der Impulsfunktion und der Hamilton-
Funktion so zu deuten sind, dal$ sich mittels Lagrange-Gleichungen bzw. partiellem Dif-
ferenzieren die Relationen (fiir t € .7)

p'(t) = %Ono?(t,q(t),q’(t)) =0:2(t,q(1,4' (1)),
Oqin (1,0, p(0)=-0:Z(t,q(1),q' (1)) =-p'(1),
0p 7 (1, q(0), p(D) = 4'(1),
ergeben. Die Funktionen g und p geben meist die Position von Teilchen im dreidimen-

sionalen Raum und den zugehorigen Impuls an; die Hamilton-Funktion .7 entspricht
der Gesamtenergie des Systemes.



(vii) Hamilton'sche Bewegungsgleichungen. Insgesamt folgen aus den angegebenen Uberle-

(viii)

(ix)

gungen die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

{c/’(t) = 0,02 (t,q(1), p(1)), ¢

p'(1) = =047 (t,q(1), p(1),
sowie der folgende Zusammenhang zwischen Lagrange- und Hamilton-Funktion
IA(tq0),q 1) =-0,.2(t,q(0),q4'(1)), teT.

Erklirung. Differenzieren und Einsetzen der zuvor abgeleiteten Relationen ergibt

LA(6,q0,40) =& (040 -2 (t,q(0,4 ®))

=p' (-4 +p@)-q" (1)

-0.Z(t,q91),q' (1))

- 0:2(t,q9(0,q' (D) 4'(1)-0,2L(1,q(1),q4' (D) - 4" (1)
=0:2(t,9(0,9'(0)-q' (O +0,Z(t,9(1),4'(D)-q" (1)

- 0:Z(t,q(1),q' (1))

- 0:2(t,q(1),4' 1) -q' (1) - 0,Z (1,90, 4'(®)-q" (1)
=-0,2(t,q(1),q4' (1),

was die angegebene Identitét zeigt. o

Existenz und Eindeutigkeit. Unter geeigneten Regularitdtsannahmen an die Hamilton-
Funktion und bei Vorgabe von Anfangsbedingungen ist die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung der Hamilton'schen Bewegungsgleichungen und somit des Zustandes des
physikalischen Systemes sichergestellt. In vielen Fillen ist es sinnvoll 7 € R zuzulassen.

Phasenraum, Zustandsraum. Die Mengen

t

{(q(t))e[ﬂz?’dxﬂ%?’d:teﬂ}, git) | e ZxR¥ xR te T},

werden als Phasenraum und Zustandsraum des Systemes bezeichnet.

Iustration.

@

Harmonischer Oszillator. Als einfache Illustration wird das Modell eines harmonischen
Oszillators, d.h. eines (punktférmigen) Korpers der Masse m unter dem EinfluR der li-
nearisierten Federkraft® F = — k g(¢) mit Federkonstante k > 0 betrachtet. Dabei wird

3 Bemerkung. Laut Hook'schem Gesetzes gilt F = — k x, wobei x die Auslenkung aus der Ruhelage und k die
Federkonstante bezeichnet. Fiir eine Veranschaulichung siehe Abbildung 1 in DENK (2012).



das Koordinatensystem so gewdhlt, dall die Bewegung entlang der x-Achse verlduft; die
Koordinatenfunktion
q: 7 =R—R®: r— (x(1),0,0)"

gibt die Auslenkung aus der Ruhelage (0,0,0)” an. In diesem Fall ist die Lagrange-
Funktion .Z : .7 x R3 x R® — R3 durch

g(t;é-)n):%nn_%gf) afg(tyfyn):_ké-; ang(t!E;n):mn)
Z(tqa®,qd0)=240-q0O-5q1 q0),

gegeben, und die Lagrange-Gleichungen lauten (vergleiche Newton’sche Bewegungs-
gleichungen Masse x Beschleunigung = Federkraft, fiir t € .77)

46, 2(t,9(0),4' () =0:Z(t,9(0),4'(1)),
mq'(t)=-kq(r).
Fiir die Impulsfunktion erhélt man (fiir t € .7)
p()=0,Z(t,q,q®)=mq'®), p'BO=mq"(H=-kq®).
Die Hamilton-Funktion ist durch die Gesamtenergie, d.h. kinetische und potentielle
Energie, gegeben (fiir t € .7)
HA(t,q0,p)=p)-q' (1) -Z(t,q1),q' (1) == p@)-p+5q1)-q0,

und insbesondere gilt der Zusammenhang (.7 und 7" bezeichnet hier die kinetische und
potentielle Energie)

L=T-V, H=T+V, T=%q-qd=zpp V=344
Als zugehoriges Hamilton-System ergibt sich das Differentialgleichungssystem
=L pw),
q,( )=--p(1) e 7,
p () =-kq(t),

welches der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung und somit den Lagrange-
Gleichungen entspricht
g'0+Lqn=0, te7.

Man beachte, dal8 die folgende Identitét fiir die Zeitableitung der Hamilton-Funktion,
welche auch mittels Differentiation der Hamilton-Funktion und Einsetzen des
Hamilton-Systemes folgt (fiir ¢ € .7)

LH(t,q(0,4' () =-0,2(t,q(0),4' (1) =0,
L#(t,q0),qd0)=Lp @ p)+kqd@®)-q)=-Lq@0)-p)+L£p1)-q) =0,

besagt, dal$ die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofie ist

H(t,q(1),q' (1) =5(0,4(0),4'0), teT.



(ii) Weitere einfache Beispiele fiir Hamilton-Systeme sind das mathematische Pendel, das
Zweikorperproblem und das Sonnensystem, vgl. Skriptum Mathematische Modellierung
mit gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen.



Kapitel 1

Grundlagen der Funktionalanalysis

Inhalt. Bei der mathematischen Modellierung von quantenmechanischen Systemen sind
separable komplexe Hilbert-Rdume und selbstadjungierte Operatoren wesentlich; im Folgen-
den wird an diese grundlegenden Begriffe erinnert. Fiir eine detailierte Darstellung der funk-
tionalanalytischen Grundlagen sei auf WERNER (2011) verwiesen.

Uberblick.

e Komplexer Vektorraum
Norm, Normierter Raum, Banach-Raum
Stetigkeit der Norm
Skalarprodukt und induzierte Norm, Préhilbert-Raum, Hilbert-Raum
Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Stetigkeit des Skalarproduktes
Separabler topologischer Raum, Separabler Hilbert-Raum
Orthogonalitdt, Orthogonales Komplement
Orthonormalsystem, Vollstindiges Orthonormalsystem
Euklidischer Raum
Lebesgue-Raume

Hilbert-Raum der fast periodischen Funktionen

* Linearer Operator
Operator-Norm
Beschrénktheit bzw. Stetigkeit eines linearen Operators

Normierter Raum der stetigen linearen Operatoren

10



Dualraum
Isomorphismus, [sometrie
Erweiterung des Begriffes linearer Operator

Kommutator

Dicht definierter linearer Operator

Abgeschlossener linearer Operator

Graphen-Norm

Abschliel$barer linearer Operator, Abgeschlossene Erweiterung

Satz vom abgeschlossenen Graphen

Adjungierter Operator

Normaler Operator

Unitédrer Operator

Symmetrischer Operator

Selbstadjungierter Operator

Im Wesentlichen selbstadjungierter Operator
Halbbeschréankter Operator

Positiver Operator, Strikt positiver Operator
Orthogonaler Projektionsoperator

Eigenschaften des adjungierten Operators

Selbstadjungiertheit von A+ cI fiir ce R

Resultat zu Symmetrie und Selbstadjungiertheit

Resultat zu Symmetrie und Selbstadjungiertheit der abgeschlossenen Erweiterung
Hilfsresultat zur Selbstadjungiertheit der Inversen von AA*

Resultat zur Friedrichs-Erweiterung

Storungssatz von Rellich bzw. Kriterium von Kato

11



1.1 Komplexer Hilbert-Raum

Vorbemerkung. Einen vollstindigen normierter Raum bezeichnet man als Banach-Raum;
im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen sind die Lebesgue-Rdume L” (Q, K)
mit Exponent p € [1,00], Definitionsbereich Q < R und Wertebereich [ = R oder K = C von
Bedeutung. In einem Hilbert-Raum ist zusétzlich die Orthogonalitdt zweier Elemente mittels
des Skalarproduktes erkldrt und die Existenz eines vollstdindigen Orthonormalsystemes si-
chergestellt; im Rahmen der Quantenmechanik ist insbesondere der Lebesgue-Raum L? (2, C)
der quadratintegrierbaren komplexwertigen Funktionen wesentlich.

Banach-Raum. Essei .2  ein komplexer Vektorraum.!

(i) Norm, Normierter Raum. Eine Norm auf 2" ist eine reellwertige Funktion

welche absolut homogen, subadditiv und positiv-definit ist.

%:3&”—>R20:x~—>||x

3{')

(a) Absolute Homogenitdt. Es gilt
VceC VxeZ: ||cx||%-:|c|||x||%-.
(b) Subadditivitit. Es gilt (Dreiecksungleichung)

VX1, X € 2 |1 + x2

7+ x|

! Bemerkung. Ein komplexer Vektorraum 2 ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen, einer Addition und
einer Skalarmultiplikation

7 == 2

+: X x X — X (x1,%2) — X1+ X2, c:Cx X — Z:(c,x) — cx,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillen; insbesondere bildet (2", +) eine kommutative Gruppe.

(i) Assoziativitit, Neutrales Element, Inverses Element, Kommutativitdt. Es gilt

VX1, Xx,x3€ 2 : (X1 + X2) + x3 = X1 + (X2 + x3),
30e & Vxe X : O+x=x=x+0,
Vxe & 3J(-x)eZ: Xx—-x=0=-x+x,

Vx1,x€ 2 : X1+ Xp=Xp+ X1

(ii) Distributivitdt, Assoziativitét. Es gilt

YceC Vx,x€ 2 : c(x]+Xx2) =cxy+cxo,
Yei,00€C Vxe 2 (1+e)x=c1x+cx,
Ye,00€C Vxe 2 : (c1e) x =c1(c2x).

(iii) Neutralitiit des Einselementes. Es gilt
VxeZ : lx=x.

12



(c) Positive Definitheit. Es gilt
vxe2': x|, =0 und (|x], =0 < x=0).

(Z, 1l -l 2) bildet einen normierten Raum.

(ii) Banach-Raum. Ein Banach-Raum ist ein vollstindiger normierter Raum (2, - || 2°),
d.h. jede Cauchy-Folge (x)xen in 2 besitzt einen Grenzwert in 2

(Vs> 0 IKeN Vk,keNmit kykp=K:  ||x — x5, <g)
= (IxeZ Ve>0 3KeN VkeNmit k=K: |x—x|, <é.
Stetigkeit der Norm. Es bezeichne (2, - || 2°) einen normierten Raum. Die Norm ist eine

stetige Funktion, d.h. fiir jede in 2" konvergente Folge konvergiert die Folge der zugehorigen
Normen gegen die Norm des Grenzwertes (wobei (xi) ke mit xg € 2 flir ke Nund xe€ 27)

limxy=x = lim |[x;|, =] lim x =[xl o ;
lim x; tim ] = | im ], = ]
die Stetigkeit ergibt sich mittels Dreiecksungleichung aus der Abschétzung?

Ve>0 dKeN VkeN mit k=N: |||xk||%—||x||%|s||xk—x||%<€.

Hilbert-Raum. Es sei .7Z ein komplexer Vektorraum.

(i) Skalarprodukt, Induzierte Norm, Préihilbert-Raum. Ein Skalarprodukt bzw. inneres Pro-
dukt auf 77 ist eine komplexwertige Funktion

(' | ')(%I%X%—'CZ (I’ll,hz) — (h1|h2)!}f,
welche sesquilinear, hermitesch und positiv-definit ist.
(@) Linearitdt im ersten Argument. Es gilt (Additivitdt, Homogenitét)

Vhl,hz,h3€%i U’l1+l’l2|h3)%:(h1|h3)%p+(h2|h3)%’
VceC Vhl,h2€jfl (Chlth)jgﬂ:C(hllhz)jf'

2Bemerkung. Fiir beliebige Elemente x;, x, € 2~ erhilt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung die Relation
(aus a < b sowie —a < b folgt |a| < b)

[xill 2 = o =22+ 22| o = o1 =22 o + 2] o
= |ulz=lxels<ln-xl.

|52l 2 = |2 =+ 21 o = oz =21 | o+ [ o
= |elz-lxalsy=lx-alsy=la-x|,.

2~ el o= ]n-x

= |l= 7

welche ebenfalls als Dreiecksungleichung bezeichnet wird.

13



(b) Hermiteschheit. Es gilt3

Vhi,hoe 0 (ho|h) = (l]ha) -
(c) Positive Definitheit. Es gilt
vhe#:  (Bh),,=0 und ((hlh), =0 < h=0).
Durch das Skalarprodukt wird eine Norm auf # induziert*
|1l : 7 —Reo: e[ 1o = \/ (R]1) -
(€, 1) 7, | - |l ») bildet einen Prahilbert-Raum.

(ii) Hilbert-Raum. Ein Hilbert-Raum ist ein vollstdndiger Prahilbert-Raum.

Ungleichung von Cauchy-Schwarz. In einem komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt
(2, (-|") ) ergibt sich die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Ve 2 (ko) | <\ (i) o/ (] )

mit Hilfe der folgenden Uberlegungen. Fiir eine beliebige komplexe Zahl ¢ € C und Elemente
hi, hy € 7 mit hy # 0 sowie hy # 0 gilt die Identitédt (verwende Eigenschaften positive Defini-
theit und Sesquilinearitédt des Skalarproduktes)

0= (h1+cho|l +chy) = (M|l1) ,p +2R(C (1| h2) ) + el (h2|h2) s

3 Bemerkung. Zusammen mit Eigenschaft (i) folgt somit

Vhihhs e 0: (lha+hs) p = (e + hs[m) s = (h2| ) o + (B3| m) s = (| B2) o + (| Bs)
VceC Vhl,hz € (h1|6h2)jf = (Ch2|h1) ZEU’le’ll) :E(h1|h2)%)

4 Bemerkung. Offensichtlich erfiillt die induzierte Norm die Eigenschaften absolute Homogenitit und positi-
ve Definitheit

VeeC Vhest':  |ch|ly = (chch) = cT(hlh) 4o = 1cP (h|R) 5 = 1P [ = lch]p =1tk
|2l e =/ (h[R) p =0 <= (h[h),y=0 < h=0;
um die Subadditivitdt nachzuweisen, niitzt man die Ungleichung von Cauchy-Schwarz (siehe unten)
Vi, hoe 00 |+ ho|y = (i +ha| i+ o) 4
= 115 + 20 (| 12) s + |2
<[5 +21(m|h2) | + 2l
< 1mall%e + 20l e el + 1205
= (Il + Il )
= |mthe] e =]+ [l -

14



fiir die folgende spezielle Wahl von c € C ergibt sich die Behauptung

c=-duale 0 < (ly|h) ,+2R(E (| ha) ) +1e (el o) = (e ha) , — Salhed

2
= Gt <(ulm),, = |(nlhe) "< (|m) 4 (el e

Zusétzlich zeigt dies, daf nur im Fall (fiir beliebiges c € C)
0:(h1+6h2|h1+0h2)% — hi=-chy,

d.h. bei linearer Angéngigkeit von h; und hy, Gleichheit auftreten kann. Die angegebene Re-
lation fiir ¢ erkldrt sich dadurch, dal} im Spezialfall reeller Gr68en das Minimum einer qua-
dratischen Funktion leicht zu bestimmen ist (mit a = (h|h) » > 0, B = (h11h2) » € R und
Y = (h2lh2) » > 0, nach oben gedffnete Parabel, nach Voraussetzung ist f(c) = 0 und insbe-
sondere f(cmin) =0)

flO=a+2Bc+yc®, flO=2+yc)=0 <> cmm:—g, F"(Cmin) =27 >0,

Osf(cmin):a—'%2 = ay<p’.

Bei Verwendung der Normschreibweise lautet die Ungleichung von Cauchy-Schwarz (man
beachte, dall die Normeigenschaften zuvor mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
nachgewiesen wurden)

|71 1 ez e

Vi, hy€ A {I(h1|hz)%|s|
|:”h1”%p”h2”% < 3JceC: hy=chy.

|(F[h2)

Stetigkeit des Skalarproduktes. Bei Festhalten eines Argumentes fithrt das Skalarprodukt
auf stetige Funktionen, d.h. fiir jede in einem Prahilbert-Raum (7, (:|-) 7, || - | s#) konvergente
Folge gilt (wobei (hy) xen mit hy € 7 fiir ke Nund h € 7))

Vhe st : lim he=h = lim (hi|R) ,p = (Jim he|h) ,, = (h|h),, und
lim (h|hi) ,, = (h] im hy) ,, = (R|R) 4
kggo( LOPA Ikggo K)o = (h[h)
die Stetigkeit ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Ve>0 3KeN VkeNmit k=K:  |(he—h|h),,|<|he-h| . |2],, <¢.
Separabler Hilbert-Raum. Ein topologischer Raum heilt separabel, wenn es eine abzihl-
bare dichte Teilmenge gibt; da ein Prihilbert-Raum bzw. ein Hilbert-Raum (7, (:|-) ;z, Il - | #)

insbesondere ein normierter Raum ist, la8t sich die Dichtheit einer Teilmenge H < .7 folgen-
dermafen charakterisieren

Vhe # Ve>0 ah()EHI ||h—h()||jf<8.
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Orthogonalitidt. Essei (J7,(-|) 2, |l - | #) ein Prahilbert-Raum.

(i) Orthogonalitit. Zwei Elemente hy, hy € ¢ heillen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt
verschwindet

(h1|h2) ,, =0.

(ii) Orthogonales Komplement. Fiir einen Unterraum U < ¢ oder allgemeiner eine Teil-
menge U < 77 ist das orthogonale Komplement durch

Ut ={he#: firalle Elemente u € U gilt (h|u) ,, = 0}

definiert; aufgrund der Stetigkeit des Skalarproduktes bildet U+ einen abgeschlossenen
Unterraum.®

Vollstindiges Orthonormalsystem. Es sei (7, (:|) s, || - Il ) ein Prahilbert-Raum.

(i) Orthonormalsystem. Eine Familie (hy)re » von Elementen hy € 7 fiir k € ¢ heilst ein
Orthonormalsystem in .7, wenn je zwei Elemente aufeinander orthogonal stehen und
jedes Element normiert ist

1, k=¢
Vieext :  (hlhy) ., =6 =1" ’
(el e) 5o = Oxe {0, k#¢.

5Abgeschlossenheit. In einem normierten Raum (<, || - | ¢-) und insbesondere in einem Préhilbert-Raum
ist die Abgeschlossenheit einer Menge M < 2~ dadurch charakterisiert, daf der Grenzwert einer konvergenten
Folge, deren Glieder in M liegen, ebenfalls in M liegt

(die Folge (xt);ep erfilllt xp € M fiir keN und lim x; = x mit x€ %) = xeM.

k—o0

Orthogonales Komplement. Die Unterraumeigenschaften des orthogonalen Komplementes sind offensichtlich
hy,hye UX = (VuEU: (h1|u)jio:0:(h2|u)%)
= (VueU: (h1+hg|u)yf=0)
= m+hyeU",
ceC, heU+t = (VuEU: (h\u)%:o)
= (VueU: (ch|u)%ﬂ:0)
= cheU".
Die Abgeschlossenheit des orthogonalen Komplementes folgt aus der Stetigkeit des Skalarproduktes
die Folge (hy),y erfiillt by e U fiir k€N und lim hye=h mit he #
= (vkeN vueU: (i|u), =0
= (VueU: (hlu), = (]Cli_glohk|u)jlecli_{&(hk|u)%:0)

= heU".
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(i)

(iii)

Volistindiges Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem (hy) e » von 57, dessen li-
neare Hiille dicht in 57 liegt

H =H, H=c{hi:kex),
wird als vollstdndiges Orthonormalsystem bzw. Hilbert-Basis bezeichnet.

Charakterisierung und Existenz. Fir ein vollstindiges Orthonormalsystem (hg) ez
eines Hilbert-Raumes (J7, (-|-) sz, |l - Il ) sind folgende Aussagen dquivalent (wesent-
lich sind zusitzliche Uberlegungen zur Wohldefiniertheit der angegebenen unendlichen
Reihen, Parseval’'sche Identitét)

%:ﬁ, H:q:<hk2k€¢%/>,
Vhe#: (heH" = h=0),
Yhe . h= Z (hlhk)%hk,

ket
e s (1), = Y (hln) (helB)
ke X
vhet':  |nPy= X |(hlh)
ket

Jeder separable Hilbert-Raum besitzt ein vollstindiges Orthonormalsystem; dieses kann
konstruktiv mittels des Orthogonalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt konstruiert
werden. Ein unendlich-dimensionaler Hilbert-Raum ist genau dann separabel, wenn ein
abzdhlbares vollstindiges Orthonormalsystem existiert. Siehe WERNER (2011), Kapitel
V.4. Orthonormalbasen.

Iustrationen.

(i)

(i)

Euklidischer Raum. Betrachtet man den komplexen Vektorraum C? mit euklidischem
Skalarprodukt und induzierter Norm (wobei x = (xy,..., Xq) T'ecd)

d d
(ty)=x-y=2 %75 Ixl=\ XI5 xyec,
j=1 j=1

so bildet die Familie der Standardbasisvektoren ein vollstdndiges Orthonormalsystem
dieses endlich-dimensionalen Hilbert-Raumes.

Lebesgue-Rdume. Fiir jeden Exponenten p € [1,00) und eine beschrinkte offene Teil-
menge Q € R% bildet der Lebesgue-Raum L” (Q, R) einen separablen Banach-Raum. Ins-
besondere ist der Lebesgue-Raum L?((a, b),C) der auf einem beschrinkten Intervall de-
finierten quadratintegrierbaren komplexwertigen Funktionen, versehen mit dem Ska-
larprodukt

b _
(Flg),2 = f FOg@ A,  figelX((ab),C),
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(iii)

und der zugehorigen Norm, ein separabler Hilbert-Raum, und die Familie (%) ez der
Fourier-Basisfunktionen

ﬁpR—»C:x—»ﬁk(x):\/ﬁeZ”ikﬁ, kez,

bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem; ein entsprechendes Resultat gilt fiir den
Lebesgue-Raum L2(Q,C) mit Q = (ay, by) x -+~ x (ag, bg) < R%.

Hilbert-Raum der fast periodischen Funktionen. Aufdem Vektorraum der auf den reellen
Zahlen definierten komplexwertigen Funktionen ist durch

T —_—
(flg)=T1iggﬁf_Tf(é)g(6)dé, f.g:R—C,

ein Skalarprodukt erkldrt. Die Vervollstindigung dieses Prdhilbert-Raumes fiihrt auf
einen nicht separablen Hilbert-Raum; die tiberabzdhlbare Familie (.%)xer, gegeben
durch

Fe:R— C: x— F(x) = **, KER,

bildet ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Man beachte .%, ¢ [%(R,C) fiir x € R.
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1.2 Stetiger linearer Operator

Vorbemerkung. Im Fall eines linearen Operators zwischen normierten Rdumen ist Stetig-
keit dquivalent zur Beschrédnktheit der Operator-Norm. Der Vektorraum der stetigen linea-
ren Operatoren zwischen einem normierten Raum und einem Banach-Raum bildet mit der
Operator-Norm einen Banach-Raum; spezielle Bedeutung hat der Dualraum eines normier-
ten Raumes, welcher alle stetigen linearen Funktionale umfal3t.

Stetiger linearer Operator.

@

(i)

(iii)

Linearer Operator. Es seien 27, 2, komplexe Vektorraume. Eine lineare Funktion
A — A5
erfiillt die Eigenschaften (Additivitdt, Homogenitit)

Vxl,f1€%: A(x1+%1):Ax1+Af1,
VYceC Vx€27: Alcxy)) =cAx;,
und wird als linearer Operator bezeichnet; wesentliche Unterrdume sind der Wertebe-
reich von A, der Kern von A und der Graph von A
BiA=A(21)={Ax1:x1 € 21} = 25,
KeA=A7'({0}) = {x; € 21: Ax; =0} € 27,
GrA={(x1,Ax1): x1€ 21} € 21 x Z>.

Im Spezialfall 25 = C spricht man von einem linearen Funktional.

Beschrdnktheit der Operator-Norm. Ein linearer Operator A : 27 — 25 zwischen nor-
mierten Rdumen (27, || - [ 2;) und (22, |l - Il 2;) heilt beschrénkt, wenn die zugehorige
Operator-Norm endlich ist

[l = sup 2822 i <oo
L xem ”xl“% x1€21 ’
X120 X1l 27 =1

fiir einen beschriankten Operator folgt insbesondere die Relation (mit optimaler Kon-
stante C = [| Al 2;,—2; =0)

AC=0 Vx€27: ||Ax1||%SC||x1||%.

Beschrdnktheit und Stetigkeit. Fiir einen linearen Operator A: 2] — %5 zwischen nor-
mierten Rdumen (27, || - || 2;) und (£, |l - Il 2;) sind folgende Aussagen dquivalent.
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(iv)

)

(vi)

(vii)

(a) Der lineare Operator A ist gleichmalig stetig
Ve>0 36>0 VX, X1 € c% mit ”5(/"1—)61”{9;1 <d: ”A(fl —.7(51)”(9;2 <E.

(b) Der lineare Operator A ist stetig

Vx1€ 27 Ve>0 36>0 VX e Z] mit ||f1—x1 %56: ||A(%1—x1)||%-255.
(c) Der lineare Operator A ist stetig in Null
Ye>0 3I6>0 Vx;e€.2] mit ||x1||%s6: ||Ax1||%ss.

(d) Der lineare Operator A istim folgenden Sinn beschrankt
3020 Vme2i:  |Ax|,, <Clxl, .
Erkldrung. Vergleiche WERNER (2011), Satz I1.1.2. o

Stetige lineare Operatoren. Der Vektorraum aller stetigen linearen Operatoren zwischen
normierten Réumen wird mit

L(231, 23) ={A: 21 — 25 linear und stetig}

bezeichnet; versehen mit der Operator-Norm bildet L(.27, Z>) einen normierten Raum.
Speziell fiir 2" = 27 = 25 setzt man

L(Z)=L(Z,2)={A: Z — Z linear und stetig}.
Falls der Bildbereich 2> vollstandig und somit ein Banach-Raum ist, bildet

einen Banach-Raum, vergleiche WERNER (2011), Satz I1.1.4.

%zﬁ%)

Dualraum. Aus den angegebenen Uberlegungen folgt insbesondere, dafk der topologi-
sche Dualraum eines normierten Raumes (.2, || - | 2°) einen Banach-Raum bildet

X" =L(%,C)={x": 2 — C linear und stetig}, |x*|| 5« = sup |x*(x)].
xl g =1
Isomorphismus. Ein linearer Operator zwischen normierten Rdumen (27, || - | 2;) und

(22, Il 2;,) wird als Isomorphismus bezeichnet, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind

A: 21 — 25 bijektiv und stetig, AL 2 — 2, stetig.

Isometrie. Ein linearer Operator A: 27 — %> heildt eine [sometrie, wenn die Norm er-
halten bleibt
Ve [Ax]y, =[xy,

Insbesondere folgt daraus die Stetigkeit und Injektivitdt von A, denn (somit Ke A = {0})
Ax1:A3c'1 — 0:”A(.Xfl—3611)”3{2:”.7(51—%1”{%/1 — JC1:3C'1;

Surjektivitdt ist im Allgemeinen jedoch nicht gegeben.
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Erweiterung. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es notwendig, den Begriff des linearen
Operators zwischen normierten Raumen zu erweitern; von nun an wird eine lineare Funktion,
die auf einem Unterraum eines normierten Raumes (27, || - | 2;) definiert ist und Werte in
einem normierten Raum (25, | - || 2,) annimmt

A:DA)c 21 — 22,

als linearer Operator bezeichnet. Im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen
ist in erster Linie der Fall eines unbeschrankten Operators A : D(A) ¢ 2] — %5 relevant;
um auch den Spezialfall eines beschrinkten Operators A: D(A) = 27 — £ zuzulassen, wird
meist D(A) € 2] angenommen.

Kommutator. Essei (2] |l 2) ein normierter Raum; weiters seien A, : D(A;)) € 2 — 2
sowie A, : D(Ay) € 2" — Z lineare Operatoren.

(i) Der Kommutator von A; und A, ist durch
[A1,Az] = A1 A — A2 A1 : D(A1 A)) N D(AA) € 2 — 2
definiert.
(ii) Einfache Rechnungen zeigen die Identitdten

[A1, A2] = —[A2, A1),
Vc,c0eCe [Al—Cll,Az—CZI] = [Al,Ag].
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1.3 Abgeschlossener Operator

Vorbemerkung. Ein einfaches Modell der Quantenmechanik, bei welchem unbeschrank-
te lineare Operatoren auftreten, ist die eindimensionale zeitabhédngige Schrédinger-
Gleichungen fiir den harmonischen Oszillator (normalisierte Formulierung)

10,y (x, 1) = -0k (X, )+ X°y(x,0),  (x,0) €ERxR;

der lineare Differentialoperator sowie der Multiplikationsoperator sind auf dem Lebesgue-
Raum L2(R,C) unbeschriankt und insbesondere nicht stetig
A1 =0y : D(A) € I*(R,C) — L*(R,C): f — Oxrf,
Ay :D(Ay) c I*(R,C) — L*R, Q) : f — [x— x*f(x)].
Bei einem unstetigen linearen Operator A : D(A) ¢ 2, — 2 ist es nicht zuldssig, aus der

Konvergenz einer Folge im Definitionsbereich auf die Konvergenz der zugehorigen Bildfolge
zu schlieBen

limdir=x;in 27 = lim Adk:Aklim dpr=Ax; in 25.
—00

k—o0 iA.  k—oo

Als eine Erweiterung der Klasse der stetigen Operatoren sind abgeschlossene Operatoren,
welche die Eigenschaft

lim dk:x1 in% x1€D(A)
k—o0 —

klim Adk:.X,'g in % Ax1 =X
—00

erfiillen, bedeutsam.

Dicht definierter Operator. Es seien (21, || - Il 2;) sowie (22, | - |l 2;) normierte Riume und
A:D(A) € 21 — %5 ein auf einem Unterraum definierter linearer Operator. Der lineare Ope-
rator A heilt dicht definiert, wenn der AbschluR des Definitionsbereiches ganz .2 ergibt

D(A) = 2.

Abgeschlossener Operator.

(i) Abgeschlossener Operator. Es seien (21,1l - Il 2;) sowie (%2, - | 2;) normierte Rdume
und A : D(A) — %, ein auf einem Unterraum D(A) < 27 definierter linearer Opera-
tor. Der lineare Operator A heilt abgeschlossen, wenn der Graph von A ein abgeschlos-
sener Unterraum von 27 x 2, ist. Fiir eine Folge (di)ren im Definitionsbereich D(A)
und die zugehorige Bildfolge (Ady)ren ergibt sich damit (beachte (dy, Ady) € GrA und

(di, Adi) "= (1, Ax1) € GrA)

lim dy = x; in 23 x1 € D(A)

k—o00 — ) .

lim Ady =x» in 25 Ax1=A lim di = lim Ady = x
k—o0 k—o00 k—o0
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als Charakterisierung von Abgeschlossenheit.

(ii) Graphen-Norm. Unter der Voraussetzung, dal (27, || - Il 2;) sowie (22, | - | 2;) Banach-
Riume sind und der lineare Operator A: D(A) € 271 — 2> abgeschlossen ist, folgt, daf§
der Definitionsbereich versehen mit der Graphen-Norm

(DWW, I-Ipw),  [d]pw =14

2, +IAd] 4,, deD,
vollstandig und somit ein Banach-Raum ist.® Wegen

I All 2;—pcay = sup ||Ad||gg25 sup ”d”D(A):1
deD(A) A)

deD(
ldlpy=1 ldlipay=1

ist A als Operator von (D(A), |-l p(a)) nach (%2, ||- | 2;) beschrankt und somit stetig. Man
beachte, dall || A(-)|| ; im Allgemeinen nur eine Seminorm definiert; ist jedoch die In-
jektivitit von A sichergestellt, d.h. gilt KeA = A~1({0}) = {0}, so fithrt |A()|| 2, auf eine
zur Graphen-Norm dquivalente Norm.

(iii) Abschliefsbarer Operator. Ein linearer Operator A: D(A) < 27 — 2> zwischen normier-
ten Rdumen heilSt abschlieBbar, wenn es einen abgeschlossen linearen Operator mit fol-
gender Eigenschaft gibt

A:D(A) <2 — 2>, GrA=GrA;

6Bemerkung. Im Folgenden wird die Abgeschlossenheit von A angenommen und die Vollstindigkeit
von D(A) nachgewiesen. Es sei (dj) ke €ine Folge in D(A) € 27 und eine Cauchy-Folge beziiglich der Graphen-
Norm, d.h. es gelte

Ve>0 3IKeN VkykyeNmit ky,kp=K: | di, —di, | pa) = [ dky — dicy | 2, + || Al ik, — di,)

iy

Insbesondere ist die Folge (dj)en €ine Cauchy-Folge im zugrundeliegenden Banach-Raum 27 und besitzt so-
mit einen Grenzwert in 2]

(Ve>0 AKeN Vki, k€N mit ki, k2 =2K:  |di, —dy, | <e)

= (3me2i Ve>0 3KeN VkeNmit k=K:  |de-xi 5 <e);

ebenso ist die zugehorige Bildfolge (Ady)ken €ine Cauchy-Folge im Banach-Raum 25 und konvergiert folglich
gegen einen Grenzwert in 25

(Ye>0 3KeN VkikyeNmit kiko=K: | Ady, - Ady, 5, <e)
= (3:e2 Ve>0 3KeN VkeNmit k=K:  [Ade-x 5 <e).
Aufgrund der angenommenen Abgeschlossenheit von A folgt

lim dkleeD(A), lim Adk=x2=Ax1.
k—o0 k—o0

Die erste Relation zeigt, dal? fiir jede Folge in D(A), welche beziiglich der Graphen-Norm eine Cauchy-Folge ist,
Konvergenz gesichert ist und der zugehorige Grenzwert in D(A) liegt; dies ist gleichbedeutend mit der Vollstan-
digkeit von D(A).
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(iv)

dieser Operator wird als die abgeschlossene Erweiterung bzw. der Abschlulk von A be-
zeichnet.

Satz vom abgeschlossenen Graphen. Ein stetiger linearer Operator ist insbesondere ab-
geschlossen (Stetigkeit entspricht Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Funk-
tionsauswertung). Der Satz vom abgeschlossenen Graphen besagt, daf fiir Banach-
Rdume auch die Umkehrung gilt, vergleiche WERNER (2011), Kapitel IV.4 Der Satz vom
abgeschlossen Graphen.
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1.4 Selbstadjungierter Operator

Vorbemerkung. Bei der Modellierung quantenmechanischer Systeme spielt der Begriff des
selbstadjungierten Operators eine zentrale Rolle; insbesondere niitzt man Resultate zu den
Spektraleigenschaften eines selbstadjungierten Operators. Beispielsweise fiihrt der Ortsope-
rator bei geeigneter Wahl des Definitionsbereiches auf einen selbstadjungierten Operator

Q:

DQ ={y e [*R,C): x— xw(x) € [*R,O)} c [*[R,C) — L*[R,C) :  — [x— xw(x)].

Adjungierter Operator. Es seien (J7, ()4, - llg) und (4, (1).4, 1 - Il5) komplexe
Hilbert-Rdume.

)

(i)

(iii)

Adjungierter Operator eines beschrdnkten Operators. Fiir einen beschrankten linearen
Operator A: 7] — 7 ist der adjungierte Operator

A*Z%ﬁﬁlhg'—’A*hg
durch die folgende Relation definiert
Vh1€<%ﬂ1 thE%: (Ah1|h2)%:(h1|A*h2)%

Vergleiche WERNER (2011), Definition I11.4.1 (allgemeiner fiir normierte Rdume) und De-
finition V.5.1.

Adjungierter Operator eines unbeschréinkten Operators. Fiir einen dicht definierten li-
nearen Operator A: D(A) c 7/ — 7 ist der adjungierte Operator

A*:D(A") e — J{:d" — A*d"
durch die folgende Relation definiert
VdeD(A) Vd'eD(A"):  (Ad|d"),, =(d|A"d") .

Aufgrund der Voraussetzung der dichten Definiertheit D(A) = .74 ist das Bildelement
A*d* € 771 eindeutig bestimmt und somit der adjungierte Operator wohldefiniert; als
Definitionsbereich des adjungierten Operators wird dabei der groBtmogliche Unter-
raum gewdhlt.

Spezialfall. Betrachtet man speziell den Fall 57 = 7 = %3, so vereinfacht sich die De-
finition des adjungierten Operators wie folgt. Fiir einen dicht definierten linearen Ope-
rator A: D(A) € 7 — J¢ ist der adjungierte Operator

A":D(A" e H — A :d" — A"d"
durch die folgende Relation definiert
VYdeD(A) Vd*eD(A"):  (Ad|d"),,=(d|A"d"),,.
Vergleiche WERNER (2011), Definition VIL.2.3.
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Selbstadjungierter Operator. Es sei (7, (:|)#, |l - || ) ein komplexer Hilbert-Raum.

@

(i)

(iii)

(iv)

)

(vi)

(vii)

Normaler Operator. Ein beschriankter linearer Operator A: .77 — 7 heillt normal, wenn
die folgende Identitit giiltig ist

A" A=AA* 0 — .

Unitdrer Operator. Gilt fiir einen beschrankten linearen Operator A : 7 — ¢ zusétzlich
die folgende Relation, so hei3t der Operator unitir

A"A=T=AA" 0 — .

Allgemeiner kann man auch verschiedene Hilbert-Rdume zulassen und fordert dann
(wobei A: 74 — 65 und A* . 765 — FA)

A*A=1:00 — 74, AA*=1:96— 5.

Symmetrischer Operator. Ein dicht definierter linearer Operator A : D(A) <€ 5 —
heil3t symmetrisch, wenn die folgende Relation giiltig ist

Vdi,de D(A):  (Adi|dy) ,, = (di|Ady) .

Selbstadjungierter Operator. Ein linearer Operator A : D(A) € ¢ — ¢ heil}t selbstad-
jungiert, wenn der adjungierte Operator A* : D(A*) € ¢ — ¢ mit A ibereinstimmt

A=A":DA)=D(A")cH — ;
insbesondere wird A als dicht definiert angenommen.
Erinnerung. Die abgeschlossene Erweiterung eines linearen Operator ist durch
A:DACH — H, A:DACH —H, GrA=GrA,
definiert; falls A dicht definiert ist, folgt insbesondere D(A) = D(A) = .

Operator mit selbstadjungierter abgeschlossener Erweiterung. Ein dicht definierter linea-
rer Operator A: D(A) € 7 — 7 heilst im Wesentlicllen selbstadjungiert, wenn er sym-
metrisch ist und seine abgeschlossene Erweiterung A: .77 — . selbstadjungiert ist.

Halbbeschrdinkter Operator. Ein symmetrischer Operator A: D(A) € 77 — ¢ heil3t von
unten halbbeschrédnkt, wenn die folgende Relation giiltig ist

ICeR VdeD): (Ad|d),=c|d|’,;

man beachte, daf auch ein negativer Wert der Konstante zugelassen ist. Entsprechend
ist ein von oben halbbeschréankter Operator definiert.
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(viii)

(ix)

Positiver Operator. Ein symmetrischer Operator A: D(A) < ¢ — ¢ heil3t positiv, wenn
die folgende Relation giiltig ist

VdeD(A):  (Ad|d), =0;

ein positiver Operator ist nach unten halbbeschrankt. Man spricht von einem strikt po-
sitiven Operator, wenn insbesondere die Bedingung

VdeD(A) mit d#0:  (Ad|d) >0
erfiillt ist.

Projektionsoperator. Ein beschriankter linearer Operator A : 7 — ¢, welcher die fol-
genden Bedingungen erfiillt, wird als orthogonaler Projektionsoperator bezeichnet

A=A = A*: 0 — .

Ein orthogonaler Projektionsoperator ist insbesondere selbstadjungiert und folglich
normal, denn A A* = A2 = A = A% = A*A: # — . Siehe auch WERNER (2011),
Satz V.5.9.

Bemerkungen. Essei A: D(A) € ¢ — ¢ ein dicht definierter linearer Operator auf einem
komplexen Hilbert-Raum.

@

Der adjungierte Operator A* : D(A*) € 5 — JZ, gegeben durch die Eigenschaft
VdeD(A) Vd*eD(A): (Ad|d*), =(d|A*d"),,,

ist dicht definiert und abgeschlossen.

Erkldrung. Fir eine Folge (d;)) ken im Definitionsbereich D(A*), die zugehdorige Bildfolge
(A*d ,’;) xen und ein beliebiges Element d € D(A) folgt (verwende Stetigkeit des Skalarpro-
duktes)

lim A*d} = x, in S

k—o0

{klim dy =x in A

= (Ad|x1)jf = kh_{go(AdWZ)jf = ,}ggo(dlA*dZ)f = (d|x2)%

{x1 € D(A¥)

*
A X1 = X2

was die Behauptung zeigt. Vergleiche auch WERNER (2011), Satz VII.2.4. o
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(ii) Es sind die folgenden Relationen giiltig’
BiAd=(KeA*)', KeA*=(BiA)",
sieche WERNER (2011), Satz I11.4.5 und Satz V.5.2.
(iii) Ist A abschlieRbar, soist A= A** die kleinste abgeschlossene Erweiterung.

(iv) Fiir einen beschriankten linearen Operator ist die Eigenschaft symmetrisch dquivalent
zur Eigenschaft selbstadjungiert, sieche WERNER (2011), Satz V.5.5 (Satz von Hellinger—
Toeplitz). Im unbeschriankten Fall folgt fiir einen symmetrischen jedoch nicht selbstad-
jungierten Operator D(A) € D(A*), sieche WERNER (2011), Korollar VIL.2.5.

(v) Aus der Abgeschlossenheit des adjungierten Operators folgt insbesondere, daf ein
selbstadjungierter Operator abgeschlossen ist.

7Bemerkung. Beachte, daf fiir jedes Element d* € D(A*) mit A*d* =0, d.h. es ist d* € KeA*, die folgende

Relation gilt
VdeD(A):  (Ad|d*),,=(d|A*d"), =0.
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1.5 Wesentliche Resultate zu Selbstadjungiertheit

Vorbemerkung. Im Folgenden werden wesentliche Resultate fiir selbstadjungierte Operato-
ren angegeben; detailierte Begriindungen sind in WERNER (2011) oder DENK (2012) zu finden.

Voraussetzung. Es bezeichne (7, (-|-) s, |l - | #) einen komplexen Hilbert-Raum; im Hin-
blick auf die betrachteten Anwendungen kann aullerdem angenommen werden, dal 7 se-
parabel ist.

Elementare Uberlegungen. Ist A: D(A) € % — J# ein selbstadjungierter Operator, so gilt
VceR: A+cl:D(A) < — I selbstadjungiert.
Man beachte, dal$ die Aussage fiir c € C\ R jedoch nicht richtig ist; so gilt beispielsweise
(A+iD* = A—il.

Erkldrung. Da die Operatoren A und A+ cI denselben Definitionsbereich besitzen, ist nur
die Symmetrie nachzuweisen; Aus der Forderung

Vdi,dye D(A):  (Ady|dy) ,, = (di|Ady) )
folgt fiir reelle Zahlen c € R die Identitét
Vdi,dye D(A):  ((A+cDdi|dy) = (Adi|d2) ,p+ (cdi|da) 5,

= (di|Ady) ; + (di|cdz) 5
=(di|(A+cDdb) ,,

was die Behauptung zeigt. o

Vorbemerkung. Die Symmetrie eines linearen Operators wie etwa des Ortsoperators und
des Impulsoperarors istleicht nachzupriifen; das folgende Resultat ist hilfreich, um die Selbst-
adjungiertheit dieser Operatoren zu zeigen.

Resultat (Symmetrie und Selbstadjungiertheit). Essei A: D(A) <€ 5 — JZ ein dicht defi-
nierter symmetrischer linearer Operator. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Aistselbstadjungiert.
(ii) Aistabgeschlossen und es gilt
Ke(A*+1I) = {0} =Ke(A" - iI).

(iii) Es gilt
Bi(A+iI) = = Bi(A—iI).

Erkldrung. Siehe WERNER (2011), Satz VII.2.8 und DENK (2012), Satz 1.15. o
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Vorbemerkung. Entsprechende Aussagen gelten fiir einen im Wesentlichen selbstadjun-
gierten Operator; das folgende Resultat wird insbesondere fiir den Beweis des Satzes von Sto-
ne bendotigt.

Resultat (Symmetrie und Selbstadjungiertheit der Erweiterung). Fiir einen dicht definier-
ten symmetrischen linearen Operator A: D(A) € ¢ — J¢ gelten folgende Aussagen.

(i) AistabschlieRbar, und es gilt A= A**.
(i) Aist symmetrisch, und es gilt A=A
(iii) Fir alle z € C\R existiert eine positive Konstante C > 0 mit

VdeD(A):  |[(A+zDd| ,,=C|d|,,.

(iv) Aistgenau dann abgeschlossen, wenn die Wertebereiche Bi( A +iI) sowie Bi( A —iI) ab-
geschlossen sind.

(v) Aist genau dann im Wesentlichen selbstadjungiert, wenn die folgende Relation gilt
Bi(A+il) = 2 = Bi(A—il).

Erklédrung. Siehe WERNER (2011), Korollar VII.2.9 und DENK (2012), Satz 2.3. o

Vorbemerkung. Das folgende Hilfsresultat gibt an, unter welchen Voraussetzungen man
durch Komposition mit dem adjungierten Operator einen selbstadjungierten Operator erhélt;
die Herleitung des im Anschlufl angegebenen Resultates zur Friedrichs-Erweiterung niitzt
dieses Hilfsresultat.

Hilfsresultat. Es seien .77] sowie .73 komplexe Hilbit-Réiume und A: 7/ — 7 ein stetiger
und injektiver linearer Operator mit der Eigenschaft BiA = .77;. Dann ist der lineare Operator
AA* . 5t — 5 stetig und injektiv mit Bi(AA*) = 7% und der zugehorige inverse Operator

(AA*)":Bi(AA*) € 5 — 5

selbstadjungiert.
Erkldrung. Siehe WERNER (2011), Lemma VII.2.12 und DENK (2012), Lemma 2.15. o

Vorbemerkung. Ein symmetrischer und halbbeschrédnkter Operator kann zu einem selbst-
adjungierten Operator erweitert werden; dieser Operator wird als Friedrichs-Erweiterung be-
zeichnet.

30



Resultat (Friedrichs-Erweiterung). Es bezeichne A: D(A) < 57 — JZ einen dicht definier-
ten symmetrischen und halbbeschriankten Operator mit zugehoriger Konstante C € R. Dann
existiert eine selbstadjungierte Erweiterung von A; diese ist ebenfalls ein halbbeschrankter
Operator mit Konstante C.

Erklédrung. Siehe WERNER (2011), Satz VII.2.11 und DENK (2012), Satz 2.16. o

Vorbemerkung. Stérungsresultate sind wesentliche Hilfsmittel zur Behandlung einer Sum-
me von Operatoren; betrachtet man beispielsweise einen selbstadjungierten Differentialope-
rator zweiter Ordnung wie den Laplace-Operator

A:H?(RY,C) c I*(R?,C) — I*(R?,C),

so erlaubt der Stérungssatz von Rellich bzw. das Kriterium von Kato es, einen symmetrischen
Differentialoperator erster Ordnung oder einen Mulitplikationsoperator als Storung aufzufas-
sen.

Resultat (Storungssatz von Rellich, Kriterium von Kato). Esbezeichne A: D(A) € 7 — J¢
einen selbstadjungierten und inbesondere dicht definierten Operator. Erfiillt ein symmetri-
scher Operator B: D(B) € ¢ — 7 die Bedingungen

DA <sDB), 3IC=0 36€(0,1) YheD(A): |Bh|,, <C|h|,,+86|AR|,,,
so ist die Summe der Operatoren selbstadjungiert
A+B:D(A+B)=D(A) c 5 — .

Erkldrung. Siehe DENK (2012), Satz 3.15. Vergleiche auch WERNER (2011), Seite 390. o
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Kapitel 2

Lebesgue- und Sobolev-Riaume

Inhalt. Im Folgenden wird an die Konstruktion und wesentliche Eigenschaften der
Lebesgue-Raume erinnert; weiters werden Sobolev-Rdume mittels der verallgemeinerten Ab-
leitung einer Funktion eingefiihrt. Die Ungleichung von Poincaré ermdoglicht die Abschitzung
der L?-Norm einer Funktion durch Sobolev-Normen.

Uberblick.

* Konstruktion der Lebesgue-Rdaume, Vollstdndigkeit, Separabilitdt und Reflexivitat

* Verallgemeinerte Ableitung
Sobolev-Rdume

Aquivalente Norm auf H?(R%)

* Ungleichung von Poincaré-Friedrichs

Folgerung mittels Interpolationsabschitzung
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2.1 Lebesgue-Riume

Vorbemerkung. Man beachte, dal§ die Erweiterung des bekannten Falles einer reellwertigen
Funktion f: Q € R? — R auf eine komplexwertige Funktion f : Q € R? — C auf der Betrach-
tung von Real- und Imaginaérteil beruht.

Lebesgue-Ridume. Betrachtet wird der euklidische Raum versehen mit der Borel-o-Algebra
und das Lebesgue-Mak.

(i) Konstruktion. Fiir einen Exponenten p € [1,00) bzw. p = co und eine Teilmenge Q) < R
bezeichnet

X”(Q,C):{f:ﬂ—»@me[&barundf|f(x)|pdx<oo}, pell,oo),
Q

L°(Q,0) = {f:Q — C meRbar und esssup| f(x)| <oo},

xeQ

den reellen Vektorraum der p-fach integrierbaren bzw. im Wesentlichen (d.h. bis auf
Nullmengen) beschrédnkten reellwertigen Funktionen. Die Funktion

1
L s LPQ,C) — Rog: f— | g = Uglf(x)l”dx)p, pell,o,
|| oo : L°(Q,C) — Rxp: fr— |f|$oo :esssup|f(x)|,
xeQ

erfiillt die Eigenschaften positiv-semidefinit, homogen und subadditiv (Herleitung der
Dreiecksungleichung bzw. Minkowski-Ungleichung mittels der Holder-Ungleichung)

VieZLPQ,0:  |f|lgr 20,
VeeC YfeZLPQ,0):  |cf|yp=lcl|f|lop
Vfi, e ZLP(Q,0): |fi+ o gp < filgr + 1 fol 2w,

und definiert somit eine Halbnorm auf . #”(Q,C). Um einen normierten Raum zu erhal-
ten, identifiziert man Funktionen, die fast {iberall iibereinstimmen, und geht auf Aqui-
valenzklassen und den zugehérigen Quotientenraum tiber

Vh, e ZLP(Q,0): ([fi] = [f2] = fi- f=0 fastiiberall),
LP(Q,€) = £P(Q,0)/{f € LP(Q,O):|f| 4» =0}.

Die Werte der mittels der .#P-Halbnorm definierten Funktion

- llr : LP(Q,€) — Rso = [f]— [ [£]]| 1o = | f].20

sind unabhingig vom gewdhlten Reprasentanten; die Funktion || - ||z» erfiillt die Norm-
eigenschaften und ist insbesondere positiv-definit

Vel Q,C: |f|p,=0 < f[f=o0.
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Insgesamt folgt daraus, dall die Lebesgue-Rdume normierte Rdume sind

pellool:  (LP(Q,O), 1l lIzr).

(ii) Eigenschaften. Fiir jeden Exponenten p € [1,00] ist der zugehorige Lebesgue-Raum
(LP(Q,C), | - lizr) vollstindig und bildet daher einen Banach-Raum; im Spezialfall p = 2
ergibt sich ein Hilbert-Raum (L2 (Q, C), (1) 2, Il - Il ;2)

fi, Le*(Q,0): (fllfz)p:fgflmmdx.

Da Q ein separabler MaRraum! ist, fithrt der Lebesgue-Raum L”(Q,C) fiir Exponenten
p € [1,00) auf einen separablen Banachraum; der Banachraum L*°(Q, C) ist im Allgemei-
nen nicht separabel. Fiir jeden Exponenten p € (1,00) ist der zugehorige Lebesgue-Raum
reflexiv;? dies folgt aus dem Resultat, dal die Funktion

ppeloo), 1+k=1: IXQO0—(LPQ0):f—(fl-);

1
p

ein isometrischer Isomorphismus ist und somit die Identifikation

ppeloo), 1+a=1: (IP(Q0) =L"(Q0)

1
p

gerechtfertigt ist. Im Gegensatz dazu sind die Lebesgue-Rdume L'(Q,C) und L®(Q,C)
im Allgemeinen nicht reflexiv.

1 Separabilitit. Ein MaRraum (Q,.27, u) heilt separabel, wenn die zugehorige o-Algebra ./ durch abzihlbar
viele Mengen erzeugt wird. Der euklidische Raum Q = R versehen mit der Borel-o-Algebra ist separabel, da die
Borel-o-Algebra durch die kartesischen Produkte offener Intervalle mit rationalen Endpunkten erzeugt wird

d

A(r) =0

(aj,bj)cR:aj,bje@,je{l,...,d}}).

j=1

2Reﬂexivitc’it. Fiir einen normierten Raum (2, || - || 2°) bildet der zugeho6rige Dualraum einen Banach-Raum

X ={x*: 2 — C stetig}, [x*[| 5« = sup |x*(x)].
lxll @ =1

Mittels der stetigen und linearen Isometrie (insbesondere injektive Funktion)
X — X x— [ = X ()]

ergibt sich die Einbettung 2" < 2"**; in Situationen, wo diese Funktion zusétzlich surjektiv und somit ein iso-
metrischer Isomorphismus ist, heit der normierte Raum 2" reflexiv (Identifikation mittels Isomorphismus)

X =2

Aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt, daf$ jeder Hilbert-Raum reflexiv ist.
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2.2 Sobolev-Riaume

Vorbemerkung. Bei der Modellierung quantenmechanischer Systeme sind Ortsoperator
und Impulsoperator wesentlich

Q:

DQ) ={y e *R,C): x— xy(x) € [*R,C)} c [*(R,C) — L*(R,C) : ¢ — [x — xy(%)],
P:D(P)= H'(R,C) c L*(R,C) — L*(R,C) : ¢ — — ik 0y;

die Erweiterung auf drei Raumdimensionen erfolgt komponentenweise. Der Sobolev-Raum
HY(R,C) und allgemeiner H 1(Q, ©) fiir Q < R? wird mit Hilfe der verallgemeinerten Ableitung
einer Funktion erkléart.

Verallgemeinerte Ableitung.

®

(i)

Fiir ein offenes Intervall Q < R bezeichne ‘5(;’0(9,@) den Raum der Testfunktionen,
d.h. den C-Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen
mit kompaktem Trager

%50 (Q,C) ={f €€ (Q,C):suppf ={xe€Q: f(x) # 0} kompakt}.

Die verallgemeinerte bzw. schwache Ableitung f’ € [%(Q,C) einer Funktion fe [2(Q,0)
ist durch die Relation (partielle Integration, Randterme verschwinden aufgrund der Ei-
genschaften der Testfunktionen)

Vge6s°(Q,0): fo(x)g’(x)dx:—js;f'(x)g(x)dx

definiert.

Fiir eine Funktion f € L?(Q,C) mit Q € R gelten die entsprechenden Relationen fiir die
schwachen partiellen Ableitungen.

Sobolev-Riaume.

(i)

Fiir ein offenes Intervall Q € R umfaft der Sobolev-Raum H!(Q,C) alle komplexwertigen
Funktionen f:Q cR — C, deren verallgemeinerte Ableitung existiert

HY(Q,0 ={fe*(Q0: f e *(Q,0)};

versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt und der induzierten Norm bildet der
Sobolev-Raum einen Hilbert-Raum

(F18)m = (F18)sz + (£ = [ fOF@ dc+ [ Fog@es,  fige ' (@.0),
1l = VI 17 FeH Q).
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(ii) Allgemeiner umfalst der Sobolev-Raum H"(Q,C) fiir m € N und eine (reguldre) offe-

ne Teilmenge Q < R4 simtliche m-mal schwach differenzierbaren Funktionen, genau-
er, samtliche Funktionen, deren partielle Ableitungen der Ordnung m im schwachen
Sinn existieren. Insbesondere ist der Sobolev-Raum H2(Q,C) der zweimal schwach dif-
ferenzierbaren Funktionen mit der Norm (wie iiblich bezeichne k = (k,...,k;) € N% und

X = (X1,...,%q) € N4, Schreibweise 0¥ = 6];} 6];2 fiir partielle Ableitung der Ordnung
|kl =Ty + -+ ka)

H%(Q,0) = {feLz(Q,(C): fiir keN%, mit |kl €{0,1,2} gilt a,’gfeLZ(Q,a:)},

1flie= | X 657l feHP(Q,0),
keNd,
|k|€{0,1,2}

versehen.

Aquivalenz von Normen auf Sobolev-Raum zweiter Ordnung.

(i) Als selbstadjungierter Operator ist der Laplace-Operator insbesondere ein abgeschlos-

(i)

sener Operator zwischen Banach-Riumen?®
A: H*(RY) — L*(RY).

Frithere Uberlegungen implizieren somit, dak der Definitionsbereich H?(R?) versehen
mit der Graphen-Norm

”f”D(A) = ||f||L2 + ”Af”LZ’ fe Hz(Rd)’
einen Banach-Raum bildet.

Die folgende Abschitzung mit Konstanten Cj, C, > 0 besagt, dal3 die durch den Laplace-
Operator definierte Norm auf eine zur H2-Norm #quivalente Norm fiihrt*

Cillf e = VI +1ar T <ol fler e rP®RY).

3Bemerkung. Spitere Uberlegungen zeigen die Selbstadjungiertheit des Impulsoperators auf H' (R); die Er-
weiterung auf H' (R?) erfolgt komponentenweise. Da der adjungierte Operator abgeschlossen ist, ist ein selbst-
adjungierter Operator insbesondere abgeschlossen.

4 Bemerkung. Man beachte, daR die Graphen-Norm zur angegebenen Norm #quivalent ist; dies folgt aus den
Abschétzungen (fiir a, b € Rx()

Va2 +b2<vVa2+2ab+b2=a+b, a+b=+v(a+b2=Va2+2ab+b2<v2vVa?+b?,

VI +18f e < Wl +1ar e s V2 Il +1arle, e ®Y).

36



Erklédrung. Zur Herleitung der Relation wird verwendet, dafl§ die Fourier-Transformation
ein isometrischer Isomorphismus auf L2([RY,C) ist

|7l =0f e FeL?(RY),
und partielle Ableitungen Multiplikationen entsprechen (wobei j € {1,...,d})
(Z oy, f)) =ix; (Zf)),  xeR?, oy, fel*(RY).

Zur Vereinfachung wird der Spezialfall d = 2 betrachtet. Wegen (verwende dieselben Be-
zeichnungen fiir x; € R und den zugehérigen Multiplikationsoperator, setze g = .7 f)

171152 = 115 + 100 £ + 100, £ N2 + 105, £ 122 + 1000 £ 172 + 105, £ 1122

= llgllyz + I gl + 2 gl + 1xE gl + i g2 + 153 & 2
:fquz (1+K12+1<§+1<f+1<121<§+1<§)|g(1<)|2d1<,

115+ 0 f 5 = £ 15 + 103 £ + 0%, £ 1172
=gl + (< +x) gl 22
:fz (1+(1<f+1<22)2) |g(1<)\2 dx,

R
:fu@z (1+Kf+21<f1<22+1<§)|g(1<)|2 dx,
reicht es aus, Abschidtzungen der Form

2,2 4 2.2 4 4, 5,22 4
1+K7 +K5 +K, +Ky Ky +K; < C(1+K) +2K7 k5 +K5),

4, 5,22 4 2,2 4 .22 4
1+ +2K7K5 +K, < C(1+K7 +K5 +K] +KT K5 +K5),

zu zeigen; die erste Relation folgt durch Unterscheidung der Fille

j
kizl = «x7=<«;.

{stl = x%<l1,
J ]

wihrend die zweite Relation offensichtlich richtig ist. o
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2.3 Ungleichung von Poincaré-Friedrichs

Vorbemerkungen.

(i) Fur fe H' (R4, C) bezeichnet (wobei x = (X1,...,%4) € R4)

IV rl2=

d
Y 0, 72
k=1

(ii) Die Ungleichung von Poincaré-Friedrichs erlaubt die Abschédtzung der Lebesgue-Norm
einer Funktion durch die Lebesgue-Norm des Gradienten der Funktion. Beispielsweise
gilt fiir jedes regulire und beschrinkte Gebiet Q c R? die Relation®

[flz=ClVfle  feH©@O;

die Konstante C > 0 hdngt vom betrachteten Gebiet ab und kann insbesondere durch die
Seitenldnge eines Wiirfels, welcher das betrachtete Gebiet umfal3t, abgeschétzt werden.

(iii) Die im Folgenden angegebene Variante der Ungleichung von Poincaré-Friedrichs wird
bendtigt, um den Hamilton-Operator des Wasserstoffatomes (normalisierte Formulie-
rung)

2 (m3 2(m3 ). 1
H*(R®,C) — L*(R°,C) 1y — [x = = Ay(X) — iy (0],

als Storung des Hamilton-Operators des freien Teilchens
H*(R®,C) — L*(R*,C) iy — [x— —Ay(x)],

auffassen zu konnen.

SSpezialfall. Zur Illustration wird die Ungleichung von Poincaré-Friedrichs fiir den eindimensionalen Fall
und ein beschrinktes Intervall Q = (a, b) c R hergeleitet. Da der Raum der Testfunktionen ‘56’0 (Q,R) im Sobolev-
Raum H& (Q,R) dicht liegt, reicht es aus, eine reguldre Funktion f € ‘5000 (Q,R) zu betrachten. Die Behauptung
folgt aus f(a) = 0 und mittels Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (fiir x € [a, b])

f(x)=f(a)+fxf’(a d6=f @& dé,

f:f’(é) d£=f:1'f/(f) dé < \/faxlzdf Wu (f®)° d¢ < m\/f: (F®)° de,

(f)* = (f:f’(f) dcf)z =(b-a) fab (F'@)* de,

b b
f(f(X))deS(b—a)Zf (f'©) de.

Man beachte, dal die Voraussetzung eines beschréankten Gebietes wesentlich ist. Die Erweiterung auf unbe-
schréankte Gebiete wird im Folgenden untersucht.
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(iv) Die Herleitung des Resultates beruht auf den folgenden Uberlegungen fiir eine Testfunk-
tion h € %”(;’O(R, R) (beachte h(r) — 0 fiir r — oo, Vertauschung der Integrationsreihenfol-
ge, Abschitzung mittels Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

wﬁnﬂv{mmfi;=—2f h(e) (o) do,

0o 00 oo ) 0
] =f (h(r))2 dr = —Zf f h(p) W' (p) dpdr = —2f (f 1 dr) h(p) W' (o) dp,
0 o Jr o \Jo

]=—2f0 h(p)ph’(@)deﬂﬁ\/fo (e7'(@))" de-

Insgesamt zeigt dies die Relation

fo(h(r))zdrs4[0 (Qh'(g))zdg.

Resultat (Ungleichung von Poincaré-Friedrichs).
(i) Essei fe H'(R3C). Die durch
g: R\ {0} — C:x— g(x) = 37 f(X)
definierte Funktion erfiillt g € L?(R3,C), und es gilt die Abschitzung (mit C = 2)

lgllz =]Vl

Erklédrung. Aufgrund der Dichtheit der Testfunktionen ‘55’0([}1{3, C) c H (R3,C), reicht es
aus, die Behauptung fiir f € ‘K(fo(l]@, C) zu zeigen. Durch separate Betrachtung von Real-
teil und Imaginrteil kann auBerdem f € € °(R%, R) angenommen werden. Man beachte,
dal die Funktion

RE\{0} — R:x—

llxll

bei x = 0 integrierbar ist und die Einfiihrung von Kugelkoordinaten

r X cos sind
@ : (0,00) x (0,27) x (0,71) — R>: o|—|y|=rsp,9) =r|singpsind |,

) z cos?
det®'(r,¢,9) = r’sin?,

nahe legt; fiir die folgenden Uberlegungen spielt die Definition von s(¢,9) keine Rolle.
Die Integraltransformation fiihrt auf die Identitét

Il = [ (gt 2)* ey
= fRS leﬂz (f(x,y,2)* d(x, y,2)

0o 2
:f sinﬁf (f(rs(q),ﬁ))) drd(p,9);
(0,27) % (0,7) 0
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(i)

durch Anwendung der zuvor angegebenen Abschitzung erhilt man (Ungleichung von
Cauchy-Schwarz, beachte || s(¢@,9)[| = 1)

hr) = f(rsi@,®), K@) =Vf(rsp9)-s9, (Kn)<|Vi(rsen)|
() 2 0o o0 oo
f (f(r s(p, 1‘)))) dr = f (h(r))2 dr < 4[ (rh'(r))2 dr < 4[ r? ||Vf(r s(p,9)) ||2 dr,
0 0 0 0
lgll? S4f f rsind |V £ (r stp, )| d(r, ¢, 9).
0o Jo21)%0,1)
Die Riicktransformation auf kartesische Koordinaten

lgl <4 [ 1970 2| ey,

ergibt die gewiinschte Behauptung. o

Gilt zusétzlich f € H 2(R3), so existiert zu jeder positiven Zahl € > 0 eine Konstante C > 0,
sodal die folgende Abschitzung giiltig ist

lgle = VGl FI%+el 12

Erkldrung. Mittels der Interpolationsabschitzung (mit Xy = L?(R%) sowie X; = H?(R®)
und p = %, generische Konstante C > 0, ohne Begriindung)

I<l, <Clalit =y, xex,

I£ 15 <CUf il f e fe H®),

sowie der Ungleichung von Young (setze a = v2¢ a sowie b = \/% B)

0<(a-b?’=d*>-2ab+bh* abs%(a2+b2), a,beR,

2 2
ap=3((VZea)'+ (Gop)) e’ + i B0 ape
folgt die Abschitzung aus der ersten Relation (mit @ = || f]| 2 und 8= C| f ;2)

I8l =Clvel <Clflin < Clrle £l e < el flie+ €151

Insgesamt zeigt dies die Behauptung. o
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Kapitel 3

Spektral-Mald und unitire Gruppe

Voraussetzung. Esbezeichne (7, (:|) sz, ||| ,») einen separablen komplexen Hilbert-Raum.

Inhalt. Ein Resultat der Funktionalanalysis besagt, daB fiir einen auf einem Hilbert-Raum
definierten selbstadjungierten Operator ein eindeutig bestimmtes Spektral-Maf3

A:DAcH —H, M:B(0A))— L(AH):S— M(S),

existiert. Mit Hilfe dieses Spektral-Mal3es ergibt sich folgende Darstellung des Operators
A= AdMQA) : D(A) c 5 — F;
a(A)

der zugehorige Evolutionsoperator ist durch den entsprechenden Funktionalkalkiil definiert
und bildet eine stark-stetige unitdre Gruppe

id(D)=Au@®, u@=e " u0)), e‘”f‘:f e "MdM) 1 # — A, rer.
o(A)

Uberblick.

* Resolventenmenge (offene Menge)

Spektrum (abgeschlossene Menge), Punktspektrum, Kontinuierliches Spektrum, Rest-
spektrum, Eigenwert und zugehoriger Eigenraum

Eigenschaften des Spektrums eines selbstadjungierten Operators

Essentielles und diskretes Spektrum

e o-Algebra, Borel-o-Algebra, Mal$
Spektral-MaR, Zugehoriges Mald
Integral beziiglich eines Spektral-Mal3es
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Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren, Funktionalkalkiil
Resolution der Identitédt, Polynomfunktionen, Kommutativitat

Resultat zu Punktspektrum

* Evolutionsoperator
Stark-stetige unitdre Gruppe, Folgerungen
Eigenschaften des Evolutionsoperators

Satz von Stone

* Kompatibilitdt von selbstadjungierten Operatoren
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3.1 Eigenschaften des Spektrums

Vorbemerkung. Beieinem linearen Operator unterscheidet man Punktspektrum, kontinu-
ierliches Spektrum und Restspektrum. Vergleiche WERNER (2011), Definition VII.2.14, an-
schlieBende Bemerkung und Satz VII.2.15.

Spektrum. Es bezeichne A : D(A) € s — 7 einen abgeschlossenen dicht definierten li-
nearen Operator.!

(i) Resolventenmenge. Die Resolventenmenge von A ist durch

0(A) = {1 € C: der lineare Operator A— AI: D(A) < .7# — A ist bijektivund
die Inverse (A— AI)~': # — 7 ist ein stetiger linearer Operator}

definiert; aufgrund der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von A folgt aus der Bijektivi-
tdt des linearen Operators A— AI: D(A) € ¢ — JZ fiir A € p(A) die Stetigkeit der zuge-
hérigen Resolvente (A— AI)™! : 77 — 7. Die Resolventenmenge ist eine offene Menge.

(i) Spektrum. Das Spektrum von A ist das Komplement der Resolventenmenge
o(A)=C\p(4)

und somit eine abgeschlossene Menge. Man unterscheidet das Punktspektrum von A,
d.h. die Menge der Eigenwerte von A

0p(A) = {1 € C: der lineare Operator A— AI: D(A) € / — # ist nicht injektiv},
das kontinuierliche Spektrum von A

0c(A) = {1 € C: der lineare Operator A— AI: D(A) € 7% — ¢ ist injektivjedoch
nicht surjektiv Bi(A— AI) # 7 mit dichtem Bild Bi(A— AI) = ¢},

und das Restspektrum von A

0:(A) = {A € C: der lineare Operator A— AI: D(A) € ¢ — ¢ ist injektiv jedoch
nicht surjektiv Bi(A — A1) # 77 ohne dichtes Bild Bi(A — A1) # %ﬂ} .

Fiir einen Eigenwert A € oy, ist der zugehorige Eigenraum durch Ke(A — A1) gegeben.

! Bemerkung. Da fiir einen unbeschrinkten nicht abgeschlossenen Operator A: D(A) € # — 2 die Resol-
ventenmenge leer ist und das Spektrum somit mit den komplexen Zahlen tibereinstimmt

o(A) =9, o(A)=C,

werden nur abgeschlossene Operatoren betrachtet.
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Vorbemerkung. Betrachtet man speziell einen selbstadjungierten Operator, so ist das Spek-
trum reell; weiters stehen die zu verschiedenen Eigenwerten gehorigen Eigenfunktionen auf-
einander orthogonal.?

Spektrum eines selbstadjungierten Operators. Es bezeichne A : D(A) € 7 — J¢ einen
selbstadjungierten Operator.

(i) Das Restspektrum ist leer und die Vereinigung von Punktspektrum sowie kontinuierli-
chem Spektrum eine Teilmenge der reellen Zahlen

or(A) =9, 0(A) =op(A)Uoc(A) =R.
Erklirung. Vergleiche auch WERNER (2011), Satz VII.2.16. o

(ii) Falls 11,1, € R zwei voneinander verschiedene Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunk-
tionen hy, hy € 77 sind
A=A, Ahy=2A2hy,

so sind die Eigenfunktionen zueinander orthogonal
M#d, = (m|h),=0.
Erkldrung. Die Identitédt (verwende 1, € Rund A* = A)
M(1|h2) = (M| h2) 5 = (Al |h2) 5 = (M| A" h2) 1 = (| Ah2) 4 = (| A2h2) 4

= Az (| h2)
== (/11—/12)(}11“12)%:0 - (h1|h2)%:0
zeigt die Orthogonalitdt von Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten. o

Vorbemerkung. Das diskrete Spektrum eines selbstadjungierten Operators ist durch alle Ei-
genwerte endlicher Vielfachheit gegeben; das Komplement des diskreten Spektrums wird als
essentielles Spektrum bezeichnet. Man beachte, dal die Begriffe essentielles Spektrum sowie
diskretes Spektrum fiir abgeschlossene Operatoren nicht einheitlich definiert ist.

Essentielles und diskretes Spektrum. Das essentielle Spektrum eines selbstadjungierten
Operators A: D(A) ¢ 5 — 2 umfallt das kontinuierliche Spektrum sowie sdémtliche Eigen-
werte unendlicher Vielfachheit

Oess(A) = 0. U{L e d,(A): dimKe(A—-AD ™! = oo};
das Komplement des essentiellen Spektrums wird als diskretes Spektrum bezeichnet
04(A) = 0(A) \ Oess(A) = {1 € 0, (A) : dimKe(A—AD)~! < oo}.

Siehe DENK (2012), Definition 3.19 (im Zusammenhang mit der Charakterisierung der Spek-
traleigenschaften des Hamilton-Operators des Wasserstoffatomes).

2Bemerkung. In Hinblick auf quantenmechanische Anwendungen wird anstelle der Bezeichnung Eigenvek-
tor die Bezeichnung Eigenfunktion verwendet.
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3.2 Spektral-MaR und Spektralsatz

Erinnerung (o-Algebra). Eine o-Algebra iiber einer nichtleeren Grundmenge Q # @ ist eine
Teilmenge der Potenzmenge . < #?(Q) mit folgenden Eigenschaften.

(i) Grundmenge. Es gilt
Qe”.

(ii) Komplement. Aus S € .7 folgt
Q\Se.”.

(iii) Abzdhlbare Vereinigung. Aus Sy € . fiir k € N folgt

SkEy.
k=1

Das Paar (Q,.¥) heil3t mefSbarer Raum.

Erinnerung (Borel-o-Algebra). Fiir einen topologischen Raum Q # @ bezeichnet #(Q) die
zugehorige Borel-o-Algebra, d.h. die kleinste o-Algebra, welche alle offenen Mengen S < Q
enthdlt. Fiir die Menge der reellen Zahlen Q = R wird die zugehorige Topologie durch die of-
fenen Intervalle mit rationalen Endpunkten definiert; die Borel-o-Algebra Z(R) umfaf3t ins-
besondere alle offenen und abgeschlossenen Intervalle.

Erinnerung (MaBl). Es bezeichne (Q,.”) einen meBbaren Raum. Ein Mal} auf . ist eine

Funktion
pw: —[0,00]: S— pu(S)

mit folgenden Eigenschaften.

(i) Mafs der leeren Menge. Es gilt
w(@)=0.

(i) o-Additivitdit (Abzdihlbare Vereinigung). Fiir eine Folge von paarweise disjunkten Men-
gen (Si) ke Mit Si € .7 gilt

w(Usi)= 3 uso.
k=1

k=1

Das Tripel (Q,.%, u) bezeichnet man als MaBraum. Falls die Bedingung p(Q) < oo erfiillt ist,
heil3t das Mal} endlich; gilt insbesondere

Q) =1,

so heilst das MaR ein Wahrscheinlichkeitsmafl und das Tripel (Q, .27, 1) ein Wahrscheinlich-
keitsraum.
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Spektral-MaR3. Es bezeichne Q < R eine abgeschlossene Teilmenge der reellen Zahlen, wel-
che mit der Borel-o-Algebra #(Q) versehen ist. Eine Funktion

M:BQ) — L(H):S— M(S), M(S):H# — H#:h— M(S)h,

welche einer Borel-Menge einen stetigen linearen Operator auf dem betrachteten Hilbert-
Raum zuordnet, heift ein Projektor-wertiges MaR bzw. ein Spektral-MaR® wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind.

(i) Jedes Bildelement definiert einen orthogonalen Projektionsoperator
VSeBQ):  M(S) = (M) = (M) :# — .
(ii) Es gelten die Identititen®

M(@)=0:5 — 5 :h—0, MQ)=1:5— 3 :h— h.
(iii) Fiir jede Familie (Si)ren Vvon paarweise disjunkten Teilmengen Sy € Z(Q) fiir k € N gilt

Vhe M( U Sk)h: Y M(Si)h.
keN keN

Zugehoriges MaR. Die Bezeichnung Spektral-Maf wird durch folgenden Uberlegungen ge-
rechtfertigt. Fixiert man ein Element s € .77 und betrachtet die mittels des Spektral-Males
definierte Funktion

tn : B(Q) — [0,00) : S— pp(S) = (M(S)h|h) )
so ergibt sich ein endliches Mal§ mit der Eigenschaft
(@) = | 1]

aus den Eigenschaften eines Spektral-Malies folgt ndmlich (verwende M(S) = (M (S))2 sowie
M(S) = (M(S))" und M(Q) = 1I)

n(S) = (M(S)h|h) ,, = (M(SYM(S)h|h) ,, = (M(S)h|(M(S))"h) ,, = (M(S)h|M(S)h) ,,
= M©S)h[,,
Hr(Q) = || 1%
Insbesondere fiihren normierte Elemente auf Wahrscheinlichkeitsmalle
Vhe A mit |hl|p=1: Un(Q)=1.

Fiir ein beliebiges Element & € .77 sind die MaBeigenschaften von pj, leicht nachzupriifen.

3 Bemerkung. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren rechtfertigt die Bezeichnung Spektral-MaR.
4 Bemerkung. Die erste Identitit ist konsistent mit der Forderung

Vhest: M@)h=M@uUplh=2M(®)h.
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(i) Mafs der leeren Menge. Aus M (@) =0:.7 — ¢ folgt

Un(@) =0.

(i) o-Additivitdit (Abzdhlbare Vereinigung). Fiir zwei disjunkten Mengen S;, S» € #(Q) gilt
(Definition von uy, verwende M(S; U S2)h = M(S1)h + M(S2) h und Additivitit des Ska-
larproduktes)

Lr(S1US2) = (M(S1USo)h|h) ,, = (M(S)h|R) ,, +(M(S2)h|h) ,,
= 1p(S1) + 1n(S2).

Die Erweiterung auf eine Folge von paarweise disjunkten Mengen ist offensichtlich

Mh( U Sk) =) 1n(Se).

k=1 k=1

Vorbemerkung. Einim Folgenden angegebenes Resultat zur Darstellung eines selbstadjun-
gierten Operators beziiglich eines Spektral-Maf3es bildet ein wesentliches Hilfsmittel fiir wei-
tere Uberlegungen
A= AdM(A): D(A) < 7 — .
a(A)
Dazu wird zunéchst das Integral einer mellbaren Funktion beziiglich eines Spektral-Mal3es
eingefiihrt.

Integral beziiglich eines Spektral-Malles. Wie zuvor bezeichne ) < R eine abgeschlosse-
ne Teilmenge der reellen Zahlen, M : #(Q) — L(5¢) ein Spektral-MaR auf dem betrachteten
Hilbert-Raum und puj, : Z(Q) — [0,00) das zu h € S gehorige Mall.

(i) Definition fiir Stufenfunktion. Fiir eine Stufenfunktion der Form (Linearkombination,
komplexe Koeffizienten, charakteristische Funktionen mel3barer Mengen)

K
[:Q—C:io— ) crys, (),

k=1
1, weSg,
cr€C, SreABQ), (w) = kell,...,K},
k k XSk { 0, wdSy,
ist es naheliegend, das Integral beziiglich des Spektral-Mal3es durch
K K
f fl@)dM) =) c f xs, (@) dM(w) = ) ¢ M(Sk)
Q k=1 JQ k=1

zu definieren; wegen M(Sy) € L(J7) fur ke {1,..., K} folgt

J(f) = fo(w) dM (w) € L(H#).
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(i)

(iii)

Erweiterung durch Approximation. Fiir eine komplexwertige mefbare Funktion be-
trachtet man den Definitionsbereich

f:Q—C, D(](f)):{he%:L|f(w)|2duh(w)<m},

und verwendet, dal die Approximation durch Stufenfunktionen im folgenden Sinn ge-
geben ist

VheD(J(f)) 3(fx)en Folge von Stufenfunktionen mit f:Q — C fiir ke N:

£ =% f punktweise und f | fe(@) = )| dup ) k=g,
Q
Das als Grenzwert definierte Integral beziiglich des Spektral-MaRes ist wohldefiniert
J(f) =fo(a)) dM(w):D(J()) s H# — A :h— klim ka(w) dM(w) h

und fiihrt auf einen normalen abgeschlossenen dicht definierten linearen Operator mit
der Eigenschaft

2 2 2 2
vheD(J(f): Hfgf(w) dM(w)hH%:fQIf(w)l duh(w):fﬂlf(w)l d| M@)h|?,.

Spezialfall. Betrachtet man eine reellwertige Funktion f : Q — R, so ist das Integral be-
ziiglich des Spektral-MaRes ein selbstadjungierter Operator; insbesondere gilt dies fiir
die Identitét

f:QcR—R:0— w, fde(w):{hE%”:fwzduh(w)<oo}—>¢%”.
Q Q

Erkldrung. Vergleiche WERNER (2011), Satz VII.1.11 (fiir f € L*°(Q) eine im Wesentlichen be-
schriankte Funktion) und Bemerkungen ab Seite 358 (fiir allgemeineren Fall). o

Resultat (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Zu jedem selbstadjungierten
Operator A: D(A) € s — J¢ existiert ein eindeutig bestimmtes Spektral-Maf3, welches die
folgende Relation erfiillt

M:B(0(A)) — L), A:f AdMQ).
a(A)

Fiir eine komplexwertige meRbare Funktion f : 0(A) — C wird durch

= FydMw:D(f) = {he 7 [ I <oo} g

o(A)
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ein normaler Operator definiert; fiir eine reellwertige mef3bare Funktion f : 0 (A) — R ist der
Operator f(A) : D(f(A)) < ¢ — ¢ selbstadjungiert. Es gilt folgender Funktionalkalkiil (fiir
melSbare Funktionen fi, > : 0(A) — C)

(f(A)" = f(A:D(f(A) — A,
(fi+ (A = fi(A) + f2(A) : D(i(A) N D(f2(A) = D((fi + ) (A) — A,
fi(A) f2(A) = (fif2)(A) : D(fi(A) f2(A) < D((fifa)(A)) — .

Erkldrung. Vergleiche WERNER (2011), Theorem VII.3.2. o

Bemerkungen. Es bezeichne A: D(A) € ¢ — J einen selbstadjungierten Operator mit
zugehorigem Spektral-MaR

M:B(0(A)) — L), A:f AdM).
a(A)

(i) Resolution der Identitdt. Betrachtet man speziell die konstante Funktion
fio(AASR—R:A—1,

so stimmt das Integral beziiglich des Spektral-Mal3es mit der Identitét tiberein
f(A) = f 1dMW) =M(o(A)=1:# —
o(A)

man spricht deshalb auch von einer Resolution der Identitét.
(ii) Polynomfunktion. Fiir eine Polynomfunktion wie etwa (wobei k € N)
fio(A)sR—R: A — AF,

ergibt sich der mittels Komposition definierte Operator

fA=| A"dMW) = A*:D(fA)=D(A") cor — 7.
g(A)

(iii) Kommutativitdt. Ein selbstadjungierter Operator A: D(A) € 5 — ¢ kommutiert ge-
nau dann mit einem linearen Operator B: D(B) < ¢ — J¢

AB=BA:D(AB)=D(BA) c 3¢ — I,

wenn B mit jedem Bildelement des Spektral-Mal3es kommutiert
vSeB(a(A)):  M(S)B=BM(S);
fiir eine meRbare Funktion f : 0 (A) — C gilt dann die Relation

fLAB=Bf(A):D(f(AB)=D(Bf(A)cH — .
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Vorbemerkung. Falls das Spektrum eines selbstadjungierten Operators durch das Punkt-
spektrum gegeben ist, reduziert sich die Darstellungen des Operators auf die Darstellung be-
ziiglich eines vollstdndigen Orthonormalsystemes von Eigenfunktionen

o0
VheD(A): Ah= AdMQ) k=) Ar(h|hi) ,p B
a(A) k=1

Fiir die Herleitung des folgenden Resultates ist die Voraussetzung, dal (7, (:|) 2, || - | #)
ein separabler komplexer Hilbert-Raum ist, wesentlich. Da der Spezialfall eines endlich-
dimensionalen Hilbert-Raumes in Hinblick auf quantenmechanische Anwendungen von ge-
ringerer Bedeutung ist, wird das folgende Resultat nur fiir den unendlich-dimensionalen Fall
formuliert; im endlich-dimensionalen Fall reduzieren sich die unendliche Reihen auf endli-
che Reihen. Es sei daran erinnert, dal} das Spektrum eines selbstadjungierten Operators reell
ist und Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind.

Resultat (Punktspektrum). Es bezeichne A : D(A) € ¢ — JZ einen selbstadjungierten
Operator mit zugehorigem Spektral-MaR

M:%B(0(A)) — L), A= AdM@QA).
a(A)

Falls das kontinuierliche Spektrum leer ist, besteht das Spektrum aus abzadhlbar vielen reel-
len Eigenwerten (A) xeny mit A € R fiir k € N und es existiert ein vollstindiges Orthonormal-
system (hy)xen Von Eigenfunktionen hy € D(A) < 7 fiir k € N (Angabe der Eigenwerte mit
Vielfachheit)

oc=¢ = 0(A)=0p(A)=1{A1,A,,...} cR,

Ahyp = Aihyg, keN.

Fiir einen einfachen Eigenwert Ay € 0,(A) mit zugehoriger Eigenfunkion hy € D(A) 4
gibt M ({1x}) die orthogonale Projektion auf den Eigenraum Ke(A — AiI) = c(hy) an

M) = () s

eine entsprechende Relation ergibt sich fiir einen mehrfachen Eigenwert. Allgemeiner gelten
die folgenden Darstellungen (mit mellbarer Funktion f:0(A) — C)

Yhe#: h= 1dMM) k=) (h|ht) , hi,
o(A) k=1
YheD(A):  Ah= AdMQ) h =) A (h|hi) , b,
o(4) k=1

YheD(f(A):  f(Ah= A)f(/l)dM(/l)h:Zf(?tk)(h|hk)%hk.
k=1

o(

Erkldrung. Die in DENK (2012), Beweis von Satz 1.28 angegebenen Uberlegungen begriinden
die Existenz eines abzdhlbaren vollstindigen Orthonormalsystemes von Eigenfunktionen mit
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zugehorigen Eigenwerten. Zu Vereinfachung der Notation wird hier zusétzlich angenommen,
daR alle Eigenwerte einfach sind und somit die orthogonale Projektion auf den Eigenraum
zum k-ten Eigenwert folgende einfache Darstellung besitzt

Ahg = Arhy, M({/lk})hZ(h|hk)%ghk, keN.

Entsprechend vereinfacht sich die Darstellung von

f(A) :f(A)f()L) dM(A) :D(f(A)) = {h(—:%:fm) |f(/1)|2 dup () <oo} —
wie folgt (fiir 2 € D(f (A)), nach Voraussetzung o (A) = 0}, (A))

fAh= fAdMW)h
g(A)

= A dMA)h
fU Ak} !

keN

= Z fA) MMk
Ak}

=Y fA M({A)h
k=1

=Y fA (hlhi) 4
k:

Fiir Details sei auf DENK (2012) verwiesen. o
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3.3 Stark-stetige unitire Gruppe

Evolutionsoperator. Die im Folgenden angegebenen Resultate sind insbesondere in Hin-
blick auf zeitabhdngige lineare Schrodinger-Gleichungen wesentlich. Betrachtet man einen
selbstadjungierten Operator A : D(A) € ¢ — ¢, so ist ndmlich fiir die zugehorige Evoluti-
onsgleichung (Cauchy-Problem)

iu'(t)=Au(r), teR,
u(0) = uo,

die Existenz der Losung fiir einen beliebigen Anfangswert uy € D(A) sichergestellt und es gilt

die Darstellung

UWR— . :t— ut)=E_ia(Dup=e " uy;

die durch den mittels Funktionalkalkiil definierten stetigen linearen Operator erkldrte Funk-
tion .
E:R— L) : t— E_ja() =e "4

wird als Evolutionsoperator bezeichnet. Die im Folgenden angegebenen Uberlegungen recht-
fertigen insbesondere die Schreibweise

W =E ,(Dup=—iAE_js(Dug=—iAu(r), teR.

Man beachte, dafld E_j 4(f) ug sogar fiir uy € S definiert ist; in diesem Fall kann man jedoch
im Allgemeinen keine Aussage tiber die Wohldefiniertheit der Zeitableitung E’ , , (£) uy treffen.

Voraussetzung. Es sei daran erinnert, dall (7, (-|-) sz, |l - || ») einen separablen komplexen
Hilbert-Raum bezeichnet.

Stark-stetige unitire Gruppe. Eine Funktion E: R — L(5¢) : t — E(t), welche jedem Zeit-
punkt # € R einen stetigen linearen Operator E(f) : 5 — ¢ zuordnet, heil3t eine stark-stetige
unitdre Gruppe, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Gruppeneigenschaft. Es gilt
Vs, teR: E(S)E(t)=E(s+1t)=E()E(s): 5 — .
(ii) Unitdre Operatoren. Es gilt
VieR: (E®W) E=I=EW®(E®) : 5 — .
(iii) Stetigkeit. Fiir jedes Element h € ¢ ist die Funktion
R— 57 :t— E(t)h

stetig, d.h. Stetigkeit beziiglich der starken Topologie ist gegeben.
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Bemerkungen.

(i) Anstelle der Funktionenschreibweise ist auch die Familienschreibweise (E(f))ecr ge-
brauchlich.

(ii) Aus den ersten beiden Bedingungen folgt insbesondere
EQ)=1:5¢ — 57,
VieR: (EW) ' =(E®0) =E(-1):# — .
(iii) Um fiir jedes Element h € 57 die Stetigkeit der Funktion
R— 7 :t— E(t)h
zu zeigen, ist die Giiltigkeit der Aussage
lim (E()h-E(s)h)=0in 2,  dh. lim [|[E()h-E($h],, =0,
nachzuweisen; eine direkte Folgerung aus der Gruppeneigenschaft ist
E()h—E(s)h=E(s) (E(t—s)h— h)

und folglich reicht es aus, Stetigkeit bei Null zu zeigen (beachte, dafl§ E(s) : 77 —  ein
stetiger linearer Operator ist)

lim (E()h—h)=0in 2, dh. lim |E(yh—h| ,, =0.

Vorbemerkung. Das folgende Resultat besagt, dald fiir jeden selbstadjungierten Operator
der mittels des Spektral-Malf3es und des resultierenden Funktionalkalkiils definierte Evoluti-
onsoperator eine stark-stetige unitdre Gruppe bildet. Beachte (fiir £ € R)

{hE%:f(A) |eit7L|2 dun (A1) :ph(U(A)) = ||h||2%p <oo} =3
ag

Resultat (Eigenschaften des Evolutionsoperators). Essei A: D(A) € ¢ — S ein selbstad-
jungierter Operator mit zugehorigem Spektral-MaR

M:%B(0(A)) — L), A= AdM@QA).
g(A)

Fiir jedes t € R wird mittels der komplexwertigen mef$baren Funktion
f:0(A) —C:s—ells,
eltA :f et dM) : A — A,
g(A)

ein normaler Operator definiert, welcher die folgenden Eigenschaften besitzt.
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(i)

Stark-stetige unitdre Gruppe. Die Funktion
Ejg:R— L) : t— E_ja() =e 4

bildet eine stark-stetige unitidre Gruppe.
Erkldrung. Aus dem Funktionalkalkiil folgen die Gruppeneigenschaft

f[i(A) fo(A) = (fif2)(A),
Vs, teR:  E_ja(s)E_ja(t)=e e 1A= iH*DA_ | (54 1) # —

und die Eigenschaft unitir

(f)" =F@,
VieR:  (E-ia(0) E-ia(t)=ee =100 — 7.

Wie zuvor bemerkt, reicht es aus, starke Stetigkeit bei ¢ = 0 zu zeigen, d.h. die Giiltigkeit
der Relation

. . . ~ L —itA _ -
Vhet': lim |[E-a(0h h||%_hm”fgm)e dM() h=h| =0

t—0

Mittels der Identitit (verwende M (o (A)) = 1)
2
[ roamn], = [ [rf duo,
a(A) A Jo(A)

HL(A)e‘MdM(A)h—hH;: MU(A) (e7it1-1) dM()L)hH;:j;(A)|e—it/1_1|2dﬂhm),

und geeigneter Abschitzung von |e" 1?4 —1| = &(¢) oder eleganter durch Anwendung des
Satzes von der majorisierten Konvergenz

Vhe:  lim |E.ia0h-h, =lim » le 4 —1” dun )

:f lim |e_it’1—1|2duh()t):0
o(A) t—0

folgt die gewlinschte Behauptung. o

Zeitableitung. Fiir jedes Element d € D(A) existiert der folgende Grenzwert, und es gilt
die Identitét
ltin%% (E-ia(hd—d)=-iAd.

In diesem Sinn ist die Schreibweise

EL;,(0d= %LZOE—iA(t)d =—iAd
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(iii)

zu verstehen; man beachte, daf im Allgemeinen nicht auf Gleichheit von E’ ,(0)
und —i A beziiglich der Operator-Norm geschlossen werden kann.
Erklirung. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor fiihren fiir d € D(A) auf

lim || { (E-ia(d ~d) +iAd], =lim » |1 (e~ 1) +iA|* dua(A) = 0;

man beachte, dall unter der Voraussetzung d € D(A) das Integral

‘[lﬂﬁmFﬂﬂﬂﬁwMECf A% dpq(A) < oo
O'(A) U(A)
existiert und somit die Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz

erfullt sind. <

Fiir jedes Element h € J7 folgt aus der Wohldefiniertheit des Grenzwertes
EL 0 h=1im 3 (E-ia(Dh—h)

die Eigenschaft h € D(A).
Erkldrung. Zum Nachweis der Behauptung ist die Gleichheit der Definitionsbereiche
der linearen Operatoren

A:DA) — :d— Ad,
D(B) = {h € ltin%% (E_iA(t)h - h) existiert in %”},
B:D(B) — H# :h— Bd = -ilim} (E_ia()h = h),
zu zeigen. Fiir Elemente d € D(A) wurde bereits die Gleichheit Ad = Bd hergeleitet und
daher folgt D(A) € D(B); da A: D(A) € s — 2 nach Voraussetzung selbstadjungiert
und insbesondere dicht definiert ist, ist auch B : D(B) c ¢ — .7 dicht definiert und
somit der adjungierte Operator B* : D(B*) < s — .7 wohldefiniert. Um die Inklusion

D(B) <€ D(A) zu begriinden, niitzt man die Symmetrie von B (verwende Stetigkeit des
Skalarproduktes, beachte (E_j4(t) — I)* = E_ja(—t) — I, ersetze t — — )

(Bh1|h2)%ﬂ = (— 1%‘1_{%% (E_iA(t)]’ll - I’ll)‘hz)%
<im0~ i)
-]
= ilti_l}(l)%(hﬂE—iA(t)hZ - hy) ,,
= (m| - itim3 (B-ia0h2—h2))
= (h1|Bhz) 4
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woraus sich D(B) < D(B*) ergibt. Wegen D(A) < D(B) und folglich (A selbstadjungiert)
D(B) = D(B*) € D(A*) = D(A)
erhélt man die gewiinschte Behauptung A= B: D(A) = D(B) — J7. o
(iv) Fir alle Zeitpunkte ¢ € R gilt
Vde D(A): E_ia()de D(A), E_ja()Ad=AE_js(t)d,
und allgemeiner fiir k e N
VdeD(AY):  E_ja(ydeD(AY), E_ja()A*d=AYE_js(0d,
Erkldrung. Man beachte, dal man wegen
VAeR: |eim|:1
aus dem Funktionalkalkiil die Gleichheit der Definitionsbereiche
D(E-ia(DA) =D(A) = D(AE_iA(D))
erhdlt; die angegebene Identitit folgt aus der Gruppeneigenschaft
VdeD(A):  —iE_ia(t) Ad=E_is(0lim{ (E-i4(s)d - d)
= 181_1}6% (E—ia(s+ D) d—E_ia(t)d)
=lim $ (E-i4(s) E-ia() d — E_ia(D) d)
=—1iAE_js(0)d

und Induktion. o

Resultat (Satz von Stone). Aus dem vorhergehenden Resultat folgt, dal} jeder selbstadjun-
gierte Operator A : D(A) € s — ¢ durch das Funktionalkalkiil (ei”‘)teR eine stark-stetige
unitdre Gruppe definiert. Der Satz von Stone besagt umgekehrt, da@ fiir jede stark-stetige uni-
tdre Gruppe auf dem betrachteten Hilbert-Raum

(E(0)ep»  E0): — 2,

ein eindeutig bestimmter selbstadjungierter Operator A: D(A) < ¢ — ¢ existiert, sodall die
Gruppe die Darstellung .
E(=E-ja(=e"", 1eR,

besitzt; fiir diesen Operator, den infinitesimale Erzeuger der Gruppe, gelten die Relationen
D(A) = {d €N ltin(l)% (E(t)d - d) existiert in ji”},
A:D(A) —>%:d—»Ad:i£ir%%(E(t)d—d).

In diesem Sinn ist die Schreibweise
Ad=iE0)d
zu verstehen.
Erkldrung. Siehe DENK (2012), Satz 2.4. o
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3.4 Vertauschbarkeit

Vorbemerkung. Um beispielsweise im Zusammenhang mit Ortsoperator und Impulsope-
rator gewisse Uberlegungen fiir den einfacheren eindimensionalen Fall auf den relevanten
dreidimensionalen Fall iibertragen zu konnen, niitzt man die Vertauschbarkeit bzw. Kom-
patibilitdt von selbstadjungierten Operatoren im folgenden Sinn. Fiir den eindimensionalen
Fall werden zusitzliche Uberlegungen zur Selbstadjungiertheit des Ortsoperators und des Im-
pulsoperators sowie zu den angegebenen Losungsdarstellungen zu einem spéteren Zeitpunkt
angegeben.

Kompatibilitit.

)

(i)

(iii)

Kompatibilitdt. Esseien A: D(A) € 5 — ¢ und B: D(B) € 7 — ¢ zwei selbstadjun-
gierte Operatoren mit zugehorigen Spektral-Malen

fW =] f)dMs): D(f(A) :{he%:f |fm)|2duA,hm)<oo}—»ff,
g(A) o(A)

g(B) :f(B)g(/l) dMg(A): D(g(B)) = {he%:[(3)|g(m|2dp3,h(/1) <oo} — .

Die Operatoren heiflen vertauschbar bzw. kompatibel, wenn die folgende Relation erfiillt
ist (beachte, dald M 4(S4), Mp(Sp) orthogonale Projektionsoperatoren sind)

VSae B(o(A) VSpeB(a(B)):  Ma(Sa) Mp(Sp) = Mp(Sp) Ma(Sa) : H — H;
verwendet man die Schreibweise mittels Kommutator, fiihrt dies auf die Bedingung

VSae B(o(A) VSpeB(o(B)):  [Ma(Sa),Mp(Sp)|=0:# — 2.

Kriterien fiir Kompatibilitdt. Um die Kompatibilitdt von Operatoren zu verifizieren, ist es
im Allgemeinen nicht ausreichend, zu tiberpriifen, daf der Kommutator der Operatoren
verschwindet. Ein Kriterium fiir Kompatibilitédt lautet (mit zugehorigen Evolutionsope-
ratoren)

Vs, teR: [E_ia(s),E—ig(D)] =0;

siehe dazu DENK (2012), Satz 3.11 (Formel von Stone), Lemma 3.12 und Satz 3.13 (Krite-
rien fiir Kompatibilitat).

Orts- und Impulsoperatoren. Einfache Beispiele fiir kompatible Operatoren sind die
komponentenweisen Multiplikationsoperatoren (Ortsoperatoren, wobei k € {1,2,3})

Qr: {1[/6 LA(R3,C): [x— xpw(x)] € Lz(R?’,C)} — [*(R3,C) iy — [x— xpw(x)];
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die zugehorigen Evolutionsoperatoren sind durch (wobei k € {1,2,3})

i0p(x, 1) =xpw(x, 1), (x,1) eR3 xR,
y(x,0=yo(x), xeR’,
VieR:  E_ig (1) : L*(R3,C) — L*(R3,C) : o — [x— w(x, 1) = e Mryp(x)],

gegeben. Ebenso sind die partiellen Differentialoperatoren kompatibel (Impulsoperato-
ren, wobei k € {1,2,3}, normalisierte Formulierung)

Pi:{y € I*(R%,€) 05,y € I2(RS,C)} — I*(R%,C) 1y — — 10,y

in diesem Fall gilt die Losungsdarstellung (wobei k € {1,2,3})

Y(x,0) =yo(x), xeR,
VieR:  E_ip (8):[*(R*,C) — L*(R*,C) 1o — [x— w(x, ) =wo(x—tey)],

{iatw(x, H=-i0,vx 1, (x)eR xR,

Eine einfache Rechnung zeigt, dal Q und P, fiir k, ¢ € {1, 2, 3} mit k # £ kompatibel sind
(fiir s, ¢ € R, mit k-tem Standardbasisvektor e € R3)

(E—iQk(S) E_ip,(1) wo)(x) = e Mo (x — tey),
(E—iP,(l‘) E_ig,(s) wo)(x) = e Sy (x - tey),
[E-iQ.(8), E-ip, (1) wo=0;

im Gegensatz dazu sind Qy und Py fiir k € {1,2, 3} nicht kompatibel, was auch durch die
Heisenberg'sche Unschirferelation belegt wird.
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Kapitel 4

Anwendungen in der Quantenmechanik

Inhalt. Im Folgenden werden grundlegende quantenmechanische Begriffe wie reiner Zu-
stand und Observable eingefiihrt, die stochastische Interpretation von quantenmechani-
schen MeRapparaturen angegeben und die Heisenberg'sche Unschirferelation gezeigt. Ein
grundlegendes Prinzip der Quantenmechanik besagt, dal} ein quantenmechanisches System
durch den zugehorigen Hamilton-Operator, welcher einen selbstadjungierten Operator auf
einem separablen komplexen Hilbert-Raum bildet, bestimmt ist

H:DH) < — .

Das dynamische Verhalten des Systemes wird durch die entsprechende zeitabhédngige
Schrédinger-Gleichung beschrieben

i0,w(=Hy(t), reR;

die Darstellung des Evolutionsoperators beruht auf dem Spektral-Mald
H:f AdMQ), e‘“Hzf e "M dM), teR.
o(H) o(H)

Als erste konkrete Anwendungen werden der Ortsoperator und der Impulsoperator fiir den
eindimensionalen Fall betrachtet und Resultate zu Selbstadjungiertheit und Spektrum bewie-
sen. Im Anschluf werden einfache Quantensysteme, gegeben durch die freie Schrodinger-
Gleichung und die Schrodinger-Gleichung mit quadratischem Potential, behandelt; insbe-
sondere werden die Spektren der zugehorigen Hamilton-Operatoren (mit Wellenfunktion
¥ :R3 — C: x — w(x), normalisierte Formulierung)

(Hy)(x)=-Ay(x),  (Hy)o) =-Ap(x) + lxI*y (),

charakterisiert. Fiir entsprechende Uberlegungen zur Schrédinger-Gleichung mit Coulomb-
Potential sei auf DENK (2012) verwiesen.
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4.1 Prinzipien der Quantenmechanik

Reiner Zustand und Observable. Ein quantenmechanisches System wird durch folgende
mathematische Objekte beschrieben.

(i) Zugrundeliegender Raum. Als zugrundeliegender Raum wird ein separabler komplexer
Hilbert-Raum betrachtet
A, C1) o 1 o) -

(ii) Reiner Zustand. Einen eindimensionalen Unterraum des zugrundeliegenden Hilbert-
Raumes bezeichnet man als reinen Zustand (wobei h € 57)

c(h)y={ch:cecC}.

Um samtliche Unterrdume zu erhalten, reicht es aus, normierte Elemente zu betrachten;
man beachte, dal§ h € 77 sowie e'?h mit p € R auf denselben Unterraum fiihren. Ein
reiner Zustand wird iiblicherweise mit einem Reprdsentanten identifiziert

() — hyec(hy mit |ho| ,=1.
(iii) Observable. Unter einer Observable versteht man eine MelRapparatur fiir eine physika-
lische GroLle, gegeben durch einen selbstadjungierten Operator
A:D(A) c I — .
(iv) Messung. Ist A: D(A) <  —  eine Observable und befindet sich das quantenme-

chanische System im reinen Zustand & € D(A), so entspricht die Bestimmung von Ah
einer Messung der Observablen A.

Stochastische Interpretation. In Anlehungan Konzepte der Stochastik werden quantenme-
chanische Messungen in folgender Art und Weise interpretiert.

(i) Wahrscheinlichkeitsmafs. Fiir eine Observable, d.h. einen selbstadjungierten Operator
A:D(A) c 5 — , ist das Spektral-Mal} eindeutig bestimmt

M:B(0(A)) — L) : S— M(S),

A= AdM@Q) : D(A) € & — 7.
o(A)

Betrachtet man einen reinen Zustand, gegeben durch ein normiertes Element i € 77, so
fiihrt das zugehorige Mal auf ein Wahrscheinlichkeitsmald

VYhe A mit |h|,,=1:
wn: B(o(A) — [0,1]: S— up(S) = (M(S)h|h) , = | MS)h|,;
wegen S < o (A) fiir S € B(0(A)) und M(o(A)) = I folgt ndmlich
VSeB(o(A):  un(S) < pun(o(D) =Nhl%, =1.
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(i)

(iii)

(iv)

)

Stochastische Interpretation. In der obigen Situation wird einer Teilmenge S € #(0(A))
und einem gemessenen Wert A h die Wahrscheinlichkeit

pn(S) = | M(S)R|’, €10,1]

zugeordnet.

Spezialfall (Eigenwert). Ist A € 0(A) ein mehrfacher Eigenwert mit zugehorigen ortho-
normalen Eigenfunktionen & € D(A) fiir k € {1,..., m}, so erhdlt man speziell

Ahp=Ahg,  helle=1, () = MW, =1, kell,...,mi;

die angegebene Relation folgt aus der Tatsache, dal die Projektion auf den entsprechen-

den Eigenraum durch
m

MUAY) t ho— ) (holhe) » he
/=1

gegeben ist, woraus sich insbesondere die Identitét
M{AN hy = hg, kefl,...,m},
ergibt.

Erwartungswert, Varianz. Wie zuvor sei A : D(A) € J# — ¢ eine Observable und
h € 2 mit ||h|l;» = 1 ein reiner Zustand. In Ubereinstimmung mit den Begriffen Er-
wartungswert und Varianz in der Stochastik bezeichnet man die Grof3en

E(A,h)=(Ah|h) , :f(A)/lduh(/l) €R,
o

V(AR =((A-EA, h)I)Zh‘h)%:f(A) (A= EA, 1) dupA),

als Erwartungswert bzw. Varianz von A im reinen Zustand h € D(A) bzw. h € D(A?%); die

Standardabweichung
V V(A h)

wird auch als Unschirfe bezeichnet.

Bemerkung. Man beachte, dall wegen der Selbstadjungiertheit von A sichergestellt ist,
dal der Erwartungswert eine reelle Grof3e ist

E(A,h) = (Ah|h) ,, €R;
weiters erhélt man fiir Varianz und Unschérfe folgende Relationen

V(A h) =||Ah—EA WA, V(AR =||Ah—EARA|,,.
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(vi)

Spezialfall (Eigenfunktion). Fiir eine normierte Eigenfunktion hy € D(A) mit zugehori-
gem Eigenwert 1y € 0(A) < R zeigen elementare Rechnungen, dal} der Erwartungswert
mit dem Eigenwert iibereinstimmt und die Varianz Null ist (beachte hy € D(AX) fiir k € N)

Ahg = Aohy, lhollw =1,
ECA o) = (Aol o) o = Ao = [ A0,
g

V(A ho) = | Ao — Aohol|> = 0 :f(A) (A—E(A, ) duy, ().
o

Vergleiche Lemma 1.32 in DENK (2012).

Hamilton-Operator und Schriodinger-Gleichung.

(i)

(i)

(iii)

Hamilton-Operator und Evolutionsoperator. Ein grundlegendes Prinzip der Quanten-
mechanik besagt, dal es zu einem quantenmechanischen System mit Zustdnden im
separablen komplexen Hilbert-Raum (57, (:|-) sz, |l - | ;#) einen eindeutig bestimmten
selbstadjungierten Operator, den Hamilton-Operator des Systemes, gibt

H:DH) < — .

Befindet sich das System zum Zeitpunkt 7y € R im reinen Zustand hg € 77, so ist es zum
Zeitpunkt ¢ € R im Zustand
h(t) =e -0 Hp e 57,

der Evolutionsoperators ist dabei durch die folgende Darstellung mittels des eindeutig
bestimmten Spektral-Maf3es des Hamilton-Operators gegeben

H= AdMQ), e_”H:f e "M dM), teR.
o(H) o(H)

Erhaltung der Norm. Da der Evolutionsoperator unitér ist, folgt insbesondere die Erhal-
tung der Norm

Vhoe ' VieR:  [h@D] =T  holl = [ holl s

in konkreten Anwendungen spricht man auch von Teilchenzahlerhaltung oder Masseer-
haltung.

Schrédinger-Gleichung. Erfiillt der betrachtete Anfangszustand die zusétzliche Bedin-
gung hy € D(H), so stimmt der Zustand des Systemes

h(t)=e "W Hp e D(H),  teR,
mit der Losung der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung
in'(t)=Hh(1), teR,
h(ty) = ho € D(H),
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tiberein; ein fritheres Resultat besagt ndmlich, dald fiir hy € D(H) die zeitliche Ablei-
tung #'(t) wohldefiniert ist und die Evolutionsgleichung gilt.

(iv) Partielle Differentialgleichung. In den spéter behandelten Anwendungen wird als zu-
grundeliegender Hilbert-Raum der Funktionenraum .7# = L?(R3,C) gewihlt; der Zu-
stand des quantenmechanischen Systemes v : R3 x R — C: (x, t) — (x, t) wird meist als
Wellenfunktion bezeichnet. Die zuvor angegebene abstrakte Evolutionsgleichung ent-
spricht einer autonomen linearen partiellen Differentialgleichung (fiir eine autonome
Gleichung reicht es aus, als Anfangszeitpunkt 7y = 0 zu betrachten, wie iiblich verwende
Kurzschreibweise Hw (x, t) = (Hw(-, 1)) (x))

i0,w(x,t)=Hy(x,t), xeR3, teR,
w(x,0) =yo(x).

(v) Bemerkung. Es gibt keine Axiomatik, um den Hamilton-Operator eines Systemes zu fin-
den; als Eselsbriicke zwischen elementaren Systemen der Quantenmechanik und der
Klassischen Mechanik niitzt man jedoch die Relationen

Koordinatenfunktion g = (q1,q2,q3)" :R— R3: t — ¢q(£)
—— Ortsoperator beziiglich k-ter Koordinate fiir k € {1,2,3}
< Qr: D(Qy) = L?(R3,C) — L2(R3,C) 1y — [x— xw(0)],
Impulsfunktion p = (p1, po, p3)T :R— R3: t— p(1),
— Impulsoperator beziiglich k-ter Koordinate fiir k € {1,2,3}
Py:D(Py) < L(R3,C) — L*(R%,C) iy — [x— —ih 0y (0)].

Insbesondere vergleicht man die Hamilton-Funktion des klassischen harmonischen Os-
zillators (mit Masse m > 0 und Federkonstante k = 1)

H(p(1),q(0)=5=p@)-p()+1q®)-q)

I
Mw s|~

A (pe0)? + 3 (ax)?)

=~
Il

1
mit dem Hamilton-Operator des quantenmechanischen harmonischen Oszillators

(Hy)(x) i (im (P2y) () + 1 (Q%w) (x))

k=

3
Y. (- ot + i)
k=

=LAy + L Ix1Py(x).

—

—
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Stationidrer Zustand und Eigenfunktionen.

@

(ii)

(iii)

Stationdrer Zustand. Von einem stationdren Zustand des Systemes spricht man, wenn
alle Zustinde h(t) = e "0 Hp fiir ¢ € R in dem durch hy € 7 definierten Unterraum
liegen

h([):e_i(t_tO)Hh()Eq:<h()>, teR.

Da die Norm erhalten bleibt, ist dies gleichbedeutend mit der Giiltigkeit der Relation
h(p) = el p,
mit einer reellen Funktion g : R — R.

Zusammenhang mit Eigenfunktionen. Ist hy € 7 eine Eigenfunktion des Hamilton-
Operators mit zugehorigem Eigenwert A € R, so folgt mittels des Funktionalkalkiils die
Identitdt

h(t):e—i(t—fO)Hhoz e—i(t—to)/l dM(/l) hoze—i(t—to)lohoy teR;
o(H)
dies zeigt insbesondere, dal jede Eigenfunktion auf einen stationdren Zustand fiihrt.
Das im Folgenden angegebene Resultat besagt umgekehrt, dal nur Eigenfunktionen auf
einen stationdren Zustand fiihren kénnen.

Grundzustand und angeregte Zustdnde. Der einer Eigenfunktion entsprechende Eigen-
wert gibt die Energie des Systemes an; beim kleinsten Energiewert befindet sich das Sy-
stem im Grundzustand, bei grofleren Energiewerten spricht man von angeregten Zu-
stinden. Beim Ubergang von einem stationiren Zustand &, mit Energie A, in einen sta-
tiondren Zustand &, mit geringerer Energie 1; < A,, wird eine elektromagnetische Strah-
lung, deren Frequenz proportional zur Differenz A, — 1, ist, abgegeben.

Resultat (Stationdrer Zustand). Ein Anfangszustand hg € 7 fiihrt genau dann auf einen
stationdren Zustand, wenn hy eine Eigenfunktion des Hamilton-Operators ist

(h(r):eié’“‘fo)ho mit Q:R—»R) — (aaoen&: Hholeoho).

Erklérung. Siehe DENK (2012), Satz 2.10. o
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4.2 Heisenberg’sche Unschirferelation

Vorbemerkung. Die Heisenberg'sche Unschérferelation gibt eine Abschitzung fiir die Un-
schérfen zweier Observablen mittels des Erwartungswertes des Kommutators an.

Resultat (Heisenberg’sche Unschirferelation). Es bezeichnen A; : D(A;) € ¢ — ¢ und
Ay : D(Ap) € 5 — 7 zwei auf einem separablen komplexen Hilbert-Raum definierte selbst-
adjungierte Operatoren, und es sei h € D(A%) N D(A%) N D(A1A2) N D(AyA;) mit || ] 5 = 1.
Dann gilt die Abschdtzung (mit Kommutator [A;, A2] = A1 Ay — Az Aq)

VV(AL ) V(A h) = 2| E(-i[A1, A2, h)|;
dies entspricht der Relation
v ECay Ay | A~ Az, 0]y = 3| (= i1, A2 n|R) | = S (Aih| 2B, .
Erklédrung. Man beachte, dall es wegen (mit ¢y, ¢, € C)
[A1—c1], Ay — 21| = [ A1, Ao
ausreicht, die folgende Abschidtzung zu zeigen

| Akl | A2hl 2 5 1(= i[Ar A2] Bl R) |

Aufgrund der Selbstadjungiertheit der Operatoren vereinfacht sich die linke Seite (verwende
z=Rz+1Jz€ Cund somit z—z=2iJ2)

(A1 A2] B|1) = (A1 Azh]R) , ~ (Az s ] R)

=
= (A2h|Arh) = (A1h| Azh)
=~ ((A1n] 42h) ,, - (Arh[ Azh) )
=-2iS(A1h|AzR) ,,,

3 (= i[A1 A2] h[h) ;| = [S(A1h|Azh) |3

mittels der elementaren Abschitzung (Monotonie der Wurzelfunktion)

z=Rz+iSz:  |S2l= V(S22 <V R2)?2+(S2)? = |z
und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

3|(—1[A1, A2] h|h) | = |S(A1h|A2h) | < |[(Arh|Azh) 0| < | ALk . [|A2h]|

ergibt sich die angegebene Relation. o
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4.3 Ortsoperator und Impulsoperator

Vorbemerkungen.

(i)

(i)

Zugrundeliegender Hilbert-Raum. Als zugrundeliegender Funktionenraum wird der se-
parable komplexe Hilbertraum
A =1*R,C)

mit Skalarprodukt und induzierter Norm betrachtet

(flg)Lz:fRf(é)@dé, ||f||Lz:\/L|f(é)|2dé, f,g€*(R,C).

Ortsoperator. Im Folgenden wird gezeigt, dal der eindimensionale Ortsoperator bei ge-
eigneter Wahl des Definitionsbereiches

Q:{y e PR O: [x— xy®)] e PR O} — R0y — [x— xy ()]

auf einen selbstadjungierten Operatoren fithrt und somit die Bezeichnung Observable
gerechtfertigt ist. Man beachte, dall die Symmetrie offensichtlich ist

Yy1,¥2 € D(Q): (lelwz)Lz=fow1(x)wz(x) dxzfu%wl(x)xwz(x) dx

= (¥1]|Qv2) 2,

wobei die Wohldefiniertheit des Skalarproduktes mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz folgt

VL, eDQ): [(Qunlwe) 2| = ’fﬂ%xwl(x) Y2 (x) dx

SfRXIIIM(x)I w2 ()] dx

s\/fx|wl(x)|2dx\/f |w2(x)|2dx
R R

= ”QU/I ”Lz ||1//2||L2 < 00.
Die Bestimmung des Spektral-Males des Ortsoperators

M:BR) — L(L*(R,0):S— M(S) = [y~ ysv], Q= fRA dM©),
erkldrt die Namensgebung und die stochastische Interpretation von

un(S) = [M©S) w2, = ||xsw||§2:fs|u/(x)|2dxe[o,11

als Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Weiters wird gezeigt, dal das Spektrum des Ortsope-
rators mit den reellen Zahlen tibereinstimmt

o(Q)=0:Q)=R.
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(iii) Impulsoperator. Mittels der Fourier-Transformation kénnen die Uberlegungen auf den
Impulsoperator tibertragen werden

P:D(P)= H'(RR) = {weLZ(R,C) :axu/eLz(IR,C)} — I*R,C):y— —ifi 0y

da der zusétzliche Faktor £ keinen Einfluf auf die Uberlegungen hat, wird er zur Ver-
einfachung weggelassen. Man beachte, dal die Symmetrie mittels partieller Integration
leicht nachzuweisen ist

Y1,y € D(P): (PT,U1|W2)L2=fR(—iax1,U1(x))lV2(x) dx:wal(x)(—iaxwz(x)) dx
= (v1|Py2)2;

die Wohldefiniertheit des Skalarproduktes folgt mittels der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz

V1,2 € D(P): |(Pun|w2)Lz|sz|axw1(x)||w2(x)|dx
< [Pwi e w2 < oo

(iv) Bemerkung. Der Raum der Testfunktionen liegt im Raum der Schwartz-Funktionen'

und dieser in jedem Lebesgue-Raum mit Exponent p € [1,00) dicht
vpell,oo): €°(RY,C)E.7(RY,C)ELP(RY,C);

ebenso liegt der Sobolev-Raum W™ (Q,C) und speziell H"(Q,C) = Ww™2(Q,C) fiir Ex-
ponenten m € N dicht im entsprechenden Lebesgue-Raum

Vpell,oo) VmeN:  wW™P(RY,c)E LP(RY,C),
vmeN:  HM(RC)EI2(RY,C).

Insbesondere sind der Ortsoperator und der Impulsoperator dicht definierte lineare
Operatoren auf ;7 = L(R, C).

! Schwartz-Raum. Der Schwartz-Raum, d.h. der Raum der rasch fallenden Funktionen, ist wie folgt definiert

Z[R,C) = {fe%oo(lR{,C): fiiralle a, €N gilt sup|xf 0% f(x)| <oo};
xeR

mittels der Familie der Semi-Normen

Ila,p: - ®RC) — Rsg: f—sup|xP % f(x)], @ BeNs,
xeR

wird auf dem Schwartz-Raum eine lokalkonvexe Topologie definiert und der Schwartz-Raum zu einem Fréchet-
Raum.
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Resultat (Selbstadjungiertheit des Ortsoperators). Der Multiplikationsoperator
Q:D(Q) = {1// € I2(R,C): [x— xy(x)] e LZ(IR,C)} — I2(R,C) 1y — [x— xy(x)]

ist selbstadjungiert.
Erkldrung. Nach einem an friitherer Stelle angegebenen Hilfsresultat folgt die Selbstadjun-
giertheit des dicht definierten linearen Operators Q aus der Symmetrie und den Bedingungen

Bi(Q+il) = L*R,C) = Bi(Q—iI).

(i) Surjektivitit von Q + il. Um die Surjektivitdt des Operators Q +il : D(Q) — [%(R,C) zu
zeigen, definiert man fiir ein beliebiges Element ¢ € L?(R,C) die Funktion

Y:R—C:x—y(x) :#(p(x);
offensichtlich gilt wie gewtiinscht
(Q+il)y =g.
Die folgende Relation zeigt die Wohldefiniertheit
QY)W =xypx) = X o), HF-<1, xeR,

lQwlz= | |ewl dx= | Frle@f dxs [ pwof* dv= o] <co,
R R R

d.h. es gilt v € D(Q).
(i) Surjektivitit von Q —il. Analoge Uberlegungen gelten fiir y(x) = % p(x). o

Resultat (Spektraleigenschaften des Ortsoperators). Das Spektrum des Multiplikations-
operators

Q:D(Q) = {w € I2(R,C): [x— xy(x)] e LZ(R,C)} — I2(R,C) 1y — [x— xy(x)]
stimmt mit den reellen Zahlen tiberein

o(Q)=0:Q)=R.

Erklédrung. Esist zu zeigen, daf das Punktspektrum leer ist und die Inklusion R < o (Q) gilt.

(i) Punktspektrum. Fiir einen Eigenwert A € R mit zugehoriger Eigenfunktion ¢ € D(Q)
miillte die Relation
Qy = Ay
erfiillt sein, d.h. fiir fast alle x € R miilste (x — 1) w(x) = 0 gelten; daraus folgt v = 0

in L?(R,C), was im Widerspruch zur Voraussetzung v # 0 in L?(R, C) fiir eine Eigenfunk-
tion steht.
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(ii) Kontinuierliches Spektrum. Fiir eine beliebige reelle Zahl A € R ist der Operator
Q—-20I:D(Q) — L*R,C)
nicht surjektiv und somit gilt
Ao € 0¢(Q) = {A € C: der Operator Q— AI: D(Q) — . ist injektiv jedoch nicht surjektiv
Bi(Q — AI) # # mit dichtem Bild Bi(Q — AI) = ¢} .
Betrachtet man nidmlich die Funktion ¢ € L?(R,C), welche durch

1, xE[/lo—l,A0+1],

R—C:x— @)= - *) =
@ (%) = X12o-1,10+11 (%) {0, xg[Ao—1,A0+1],

definiert ist, ist die Giiltigkeit der Relation (fiir fast alle x € R)

(Q - /1'0[) v=9,
1
-A = ) = 1 = x=Ap YEe
w =R, S e {0, xZAo-1DUo+1],
sowie der Bedingung v € D(Q) < L?(R, C) widerspriichlich. o

Spektral-Maf des Ortsoperators. Das Spektral-Mal$ des Ortsoperators ist durch die charak-
teristische Funktion gegeben (verwende o(Q) =R)

Q:DQ ={y e PRO): [x— xy(0)] € *R,O)} — *RO) 19— [x— xy ()],
M:BR) — L(L*R,0): S— M(S) = [y — ysv], Q= fRAdM(A).
Einer Teilmenge S € Z(R) und einem gemessenen Wert Qv wird somit die Wahrscheinlich-
keit
int®) = M= s vl = [ lveol dre o,

zugeordnet, d.h. die Funktion p: R — R3¢ : x — |1//(x)|2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte des
Aufenthaltsortes.
Erkldrung. Siehe DENK (2012), Satz 1.36. o

Resultat (Selbstadjungiertheit und Spektraleigenschaften des Impulsoperators). Der Dif-
ferentialoperator

P:D(P)= H'R,C) — L*R,C) :  — [x— —i0,w ()]

ist selbstadjungiert mit Spektrum
o(P)=0.(P) =R.

Erkldrung. Um die Selbstadjungiertheit und die Spektraleigenschaften zu zeigen, wird die
Fourier-Transformation und insbesondere der Zusammenhang zwischen Differentiation und
Multiplikation geniitzt, siehe DENK (2012), Satz 1.19 und Satz 1.20. o
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Evolutionsoperatoren.

(i)

(i)

(iii)

Vorbemerkung. In Hinblick auf numerische Berechnungen wird ein beschrinktes Zeit-
intervall [0, T] mit T > 0 betrachtet; die Resultate bleiben fiir Zeiten ¢ € [0,00) bzw. t € R
giiltig.

Ortsoperator. Die Losung der linearen partiellen Differentialgleichung (punktweise
Auswertung beziiglich der Ortsvariable x € R, entspricht skalarer Differentialgleichung
iy () = c y(t) mit Losung y(t) = e ¢ fiir r € R)

i0iy(x, 1) =xy(x,0), (x, ) eRx (0,77,
w(x,0) =ypo(x), XeR,

ist durch die folgende Darstellung gegeben
p,n=eTyon),  (x)eRX[0,T],

man beachte, daR diese Darstellung fiir beliebige Elemente v, € L?(R,C) wohldefiniert
ist und fiir alle Zeiten ¢ € [0, T] auf ein Element v (-, t) € L?(R, C) fiihrt, denn

Vielo, Tl [we 0= fR e o ()| dx = fR [wol)|” dx=|yo] 2 < oo.

Man beachte, daR die Losungsdarstellung konsistent mit der Relation fiir den zugehori-
gen Evolutionsoperator mittels des Spektral-Mal3es des Ortsoperators ist

M: B[R — L(I*R,C)): S— M(S) = [y — xsv],
Q:fAdM(/l):D(Q)—»LZ(R,C), e‘”Q:fe‘i“ dM), relo0,T],
R R
vx, 0 =(e""yo) ) =e " Fyo(x),  (x,)e€Rx[0,TI.

Impulsoperator. Die Losung der linearen partiellen Differentialgleichung (vereinfache
ial’W(xy t) = - i axU/(x; t))

6;1//()6, t) = _6x1//(xy t) ) (x) t) eRx (07 T] )
v (x,0) =yo(x), X€eR,

ist durch die folgende Darstellung gegeben
y(x, ) =yolx—1), (x, 1) eRx [0, T].

Fiir eine reguldre Anfangsbedingung ist diese Relation leicht durch Differenzieren zu
{iberpriifen; da diese Darstellung fiir beliebige Elemente v, € L?(R,C) wohldefiniert ist
und fiir alle Zeiten ¢ € [0, T] auf ein Element ¢ (-, 1) € L2(R, C) fithrt, muB diese Relation
auch fiir den zugehorigen Evolutionsoperator gelten

wx, 0= (""Pyo)x) =yolx—1, (x,)eRx[0,T].
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(iv) Kanonische Vertauschungsrelation. Fiir eine Anfangsbedingung v, € L?(R, C) zeigen ele-
mentare Rechnungen die Relationen (fiir x e Rund s, f € [0, T, Gleichheit in L3R, C))

(e 1sQe 1P yg) (x) = (e_iSQWO((') _ t))(x) — e Iy (= 1),
(e—itPe—isQwo)(x) — (e—itPe—is(-)wo)(x) — e is(x=1) Yolx—1),
und somit die Kanonische Vertauschungsrelation nach Weyl

Vyoe LP(R,C) Vs, te[0,T]:  e¥fe Qe Pyp=e e 5y,

Kanonische Vertauschungsrelation und Orts-Impuls-Unschirferelation.

(i) Vorbemerkung. Im Folgenden wird der Einflul$ des reduzierten Planck’'schen Wirkungs-
quantums
h~6.626-10*[Js|, h=3Lh=~1.055-10"*[Js],

welches bei der Definition des Impulsoperators auftritt, miteinbezogen.
(ii) Erinnerung. Die Heisenberg'sche Unschérferelation besagt, dal$ fiir zwei selbstadjun-

gierte Operatoren A; : D(A,) € 5 — J sowie A, : D(Ay) € 5 — 7 und Elemente
h € D(A%) N D(A3) N D(A1Az) N D(A2Ay) mit ||k, = 1 die folgende Abschétzung gilt

VV(AL R V(A h) = L |E(-i[A1, 42], B)],
|Arh = E(AL ||, || Azh = E(A2, R 2 5 |(— 1[A1, A2] h|h) 1| = |3(ALR| A2h) |

(iii) Kanonische Vertauschungsrelation. Betrachtet man speziell den Ortsoperator und den
Impulsoperator, fithrt die Bestimmung des Kommutators auf (mittels Produktregel
0x(xy (%) = w(x) + X0y (X))

Yy € D(QP)ND(PQ): ([Q,Ply)(x) = x (- ih0xy(x)) +ih0(xy (%) =ihy(x);
dieses Resultat bezeichnet man als Kanonische Vertauschungsrelation nach Heisenberg
[Q,P] =ihI: D(QP)nD(PQ) c L*[R,C) — L*R,C) : ¢ — ihy,

siehe DENK (2012), Satz 1.34.

(iv) Orts-Impuls-Unschdirferelation. Als direkte Folgerung aus der Heisenberg’sche Unschér-
ferelation ergibt sich fiir Funktionen vy € D(Q?) n D(P?) n D(QP) N D(PQ) mit ||y||;2 = 1
die Abschitzung

VVQuI VB = L E(-1[Q.Pl)] = 3 |(~i[Q Plylw) | = dhliwlZ, = 1,

was auf die bekannte Unschirferelation fiir Ort und Impuls fiihrt

VVQUWV(EBy) = 1h.

72



4.4 Schrodinger-Gleichungen

Freie Schrodinger-Gleichung.

(i)

(i)

(iii)

Vorbemerkung. In Hinblick auf numerische Berechnungen wird ein beschrinktes Zeit-
intervall betrachtet.

Schridinger-Gleichung. Im Rahmen der Quantenmechanik wird ein Teilchen der Mas-
se m > 0, auf welches keine zusidtzlichen Kréfte wirken, durch den Hamilton-Operator

H: H(R®,C) c [2®,0) — I2(R%,C) 1y — [x— — 12 Ay(x)]

und die zugehorige zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung

100D =-L Ay, n), (xR x(0,T],
Y(x,0)=yo(x), xeR3,
beschrieben.

Eindimensionaler Fall. Als Vorbereitung fiir den relevanten dreidimensionalen Fall wird
zundchst der eindimensionale Fall mit Hamilton-Operator (Betrachtung der normali-
sierten Formulierung ausreichend)

H:H*R,C) < [*(R,C) — L*R,C) : ¢ — [x— — 0y (x)]
untersucht. Offensichtlich gilt folgender Zusammenhang mit dem Impulsoperator

P:H'[R,C) cI*R,C) — L*[R,C) :  — [x— —id,w(x)],
H=P*: H*R,C) c L*R,C) — L*R,C) : ¢ — [x— — 0, ¥ (x)];

aus der Selbstadjungiertheit und den Spektraleigenschaften des Impulsoperators
o(P)=0¢(P)=R, 0p =9,

folgt, dald der Hamilton-Operator selbstadjungiert ist und das Spektrum durch die nicht-
negativen reellen Zahlen gegeben ist?

o(H)=0c(H) =[0,00), o0p=9.

2Bemerkung. Fiir eine Matrix A € C?*? mit Eigenwert A € C und zugehérigem Eigenvektor v € C? gilt offen-
sichtlich die Implikation

Av=Av, szleAv:/lzv,
leo(d) = A*eq(A?).

Ahnliche Uberlegungen gelten fiir unbeschrinkte Operatoren und Elemente des kontinuierlichen Spektrums.
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Der Hamilton-Operator ist die abgeschlossene Erweiterung des im Wesentlichen selbst-
adjungierten Operators (Definitionsbereich gegeben durch Raum der Testfunktionen)

Hy:6°(R,C) < [*(R,C) — [*(R,C) : ¢y — [x— -0y w(x)], H=Hy.
Die Relation (verwende partielle Integration)
Yy 6 (RO): (= 0ux|¥) 2 = ||0x1//||i220,
zeigt, dall der Operator Hy und folglich der Hamilton-Operator H positiv sind.

(iv) Dreidimensionaler Fall. Aus den Resultaten fiir den eindimensionalen Fall ergeben sich
die entsprechenden Aussagen fiir den dreidimensionalen Fall
Py H' (R, C) c I*(R%,C) — (R*,C):— [x— —idy v (0)],  ke{1,2,3},
H=P{+P;+P;: H*(R*,C) < [*(R*,C) — L*(R*,C) : v — [x— — Ay(x)],
0(H) = 0.(H) = [0,00), op=9,
Vye H*(R’,C):  (Hyly).=0.

Schrodinger-Gleichung mit quadratischen Potential.

(i) Schrédinger-Gleichung. Im Rahmen der Quantenmechanik wird ein Teilchen der Mas-
se m > 0 unter der Einwirkung eines quadratischen Potentiales durch den Hamilton-

Operator
V(x) :%(a)le+w2x§+w3x§), x=(x1,%,x3) " €R3,
H:D(H) < I2(R°,C) — [2(R%,C): ¢y — [x— — L Ay () + V) ()],

und die zugehorige zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung
iy =- LAy D+ VO pE D,  (LDeRx0,T),
Y(x,0)=yo(x), xeR’,

beschrieben.

(ii) Eindimensionaler Fall. Als Vorbereitung fiir den relevanten dreidimensionalen Fall wird
zundchst der eindimensionale Fall mit Hamilton-Operator (Betrachtung der normali-
sierten Formulierung ausreichend)

H:D(H) c [*(R,C) — L*R,C) : ¢ — [x— — O (x) + x° @ ()]

untersucht. Zur Bestimmung des Punktspektrums ist es hilfreich, die Operatoren (ver-
gleiche mit Ortsoperator und Impulsoperator)

Qo:D(Qp) =S [R) < [*(R) — L*(R) : v — [x— xy(x)],
Py:D(Pg) =.SR) < L*(R) — L*(R) : ¢ — [x— —i0,y(x)],
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(iii)

(iv)

einzufiihren, wobei als Definitionsbereich der Schwartz-Raum gewéhlt wird; fiir den
Kommutator und verschiedene Kombinationen gelten die folgenden Relationen (der
Operator Hy = H| » ) ist offensichtlich symmetrisch und strikt positiv, der Erzeugungs-
operator A, und der Vernichtungsoperator A_ werden als Leiter-Operatoren bezeichnet,
Teilchenzahl- bzw. Besetzungszahl-Operator A; A_)

Hy=31(Q§+P5): YR — SR :y — [x— — 10,y (x0) +3 Py )],
Yy, v2€ S (R): (How1|w2) 2 = (w1|Howa) 2,
Yye SR mit y#0:  (Hoy|y),. >0,
Ay=A=5(Q-1Py): SR — S ®),
A_=A*= % (Qo+iPy): SR — (R,
[Qo, Po] =il: SR — L R) : — iy(x),
[AL Al =1 R) — LB,
Hy=A A +31: SR — S[R),
AACAL = AL (ALAZ+ D) YR — S R),
AtA_A_=A_(ALA_-1): YR — L R).

Mit Hilfe der Leiter-Operatoren werden die Hermite-Funktionen konstruiert, welche Ei-
genfunktionen von Hj bilden (mit Eigenwerten Ay o< k + %)

Hy B (x) = A Br(x), xR, keNx,

und auf ein vollstindiges Orthonormalsystem des L?(R,C) fithren. Der Hamilton-
Operator H ergibt sich als Friedrichs-Erweiterung von Hj, ist insbesondere selbstadjun-
giert, und es gelten die Spektraleigenschaften

o(H)=0p(H) ={Ak:k €Nxo}, 0c=0.

Dreidimensionaler Fall. Aus den Resultaten fiir den eindimensionalen Fall ergeben sich
die entsprechenden Aussagen fiir den dreidimensionalen Fall. Ein vollstdndiges Ortho-
normalsystem von Eigenfunktionen erhilt man mittels Tensorprodukt und die zugeho-
rigen Eigenwerte durch Summation

Bi(X) = By ko ks) (X1, X2, X3) = B, (X1) By (X2) By (X3), xeR®, ke Nio'
Ak = Ay ko kes) = Ay + Akey + Ay s k€|\lio.
Losungsdarstellung. Die Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung mit qua-

dratischem Potential ist durch die folgende Darstellung gegeben (Konvergenz der un-
endlichen Reihen in L2(R3,C))

U/O(x): Z (w0|<@k)[l2<@k(x)r xEng
keN2

v, =Y (vo|%) e "™ Br(x), xeR®, telo,Tl.
keN2
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Zusitzliche Uberlegungen zur Konstruktion und Auswertung der Hermite-
Basisfunktionen sind im Anhang angegeben; detailierte Informationen zur nume-
rischen Berechnung sind im Skriptum Time-Splitting Spectral Methods for Nonlinear
Schriodinger Equations (2011) zu finden.

76



Losungsdarstellung mittels
Hermite-Basisfunktionen

Inhalt. Im Folgenden werden Uberlegungen zur analytischen Losung der zeitabhin-
gigen Schrodinger-Gleichung mit quadratischem Potential angegeben; die betrachtete
Schrodinger-Gleichung ist durch den linearen Differentialoperator

d
A =-A+V, ()1, V=) yix, >0, jeil,...d}, xeR?,
j=1

definiert. Es wird nur der Spezialfall einer Raumdimension im Detail behandelt; die Erwei-
terung auf den mehrdimensionalen Fall basiert auf dem zuvor angegebenen Tensorprodukt
der eindimensionalen Basisfunktionen. Zur Vereinfachung werden die Definitionsbereiche
der auftretenden Differentialoperatoren nicht angegeben; dazu sei auf frithere Uberlegungen
verwiesen. Die im Folgenden verwendeten Bezeichnungen unterscheiden sich von den friither
gewdhlten Bezeichnungen.

Situation. Die Hermite-Basisfunktionen (%)) men., sind Eigenfunktionen des linearen Dif-
ferentialoperators
A (xX)=—0,,+Y*'x*I, >0, xeR,

mit zugehorigen Eigenwerten (A,,,) men.,, d.h. es gilt
A Ay = A H m € Nxg;

somit bilden sie ein vollstindiges Orthonormalsystem des Lebesgue-Raumes L2 (R, C). Im Fol-
genden werden diese Funktionen mit Hilfe von Leiter-Operatoren konstruiert; in Hinblick auf
die effiziente Auswertung der Hermite-Basisfunktionen wird zudem eine Dreiterm-Rekursion
abgeleitet.

Leiter-Operatoren und grundlegende Relationen. Die algebraische Identitit (fiir a, b € R)
(a+b)(a-Db)=a*-b*
legt die Betrachtung der linearen Differentialoperatoren (Leiter-Operatoren .27, ,.c7_)

szf'+(x):0x+)/2x1, sz'_(x):—ax+y2xl, d(x):—axx+)/4x21,
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nahe. Elementare Rechnungen zeigen, daf die Operatoren <7, und - nicht kommutieren
und insbesondere ihr Produkt verschieden von .7 ist

[y, |20, A#diod, A+A ..

Man kann jedoch die Tatsache, dall der Kommutator ein Vielfaches der Identitét ist, niitzen;
genauer, wegen (mit reguldrer Funktion f: R — C)

(s - £)(x) = (0 +y2x) (= 0x +7°x) ()
=0,(= 0, f(X0) +Y*x (X)) +7*x (= 05 f(X) +y*x f(x))
= =0 f () +Y* f(X) + Y2 X0, f () =y x0x f(x) +7*%* f ()
= (@ +7* D f)(x),
(- oy £)(x) = (=0 +y?x) (0x +7*x) F()
= =0, (0x f(0) +¥*x £(2)) +Y*x (0 f () +Y*x £ (1))
= =0 f () =Y f(X) =Y X0, f (x) + Y x0x f(x) +1*%* f ()
(& =y*D f) (),

erhélt man die folgenden Relationen

%4.%_:%4")/21, %_%4.:%—')/2[,
[d_g_,%_] :ZYZI.

Einsetzen dieser Identitdten ergibt

%ﬁ_% = %ﬁ_ (ﬂ_ d_g_ +YZI) = (d_'_%_ +YZI) d_'_ = (%4‘2')/2[) %.'_,
Aol = (o o —y1) = (oo, —y* 1) o = (o —29°]) o,

und fiihrt somit auf die Relationen

o, of = (o +2y 1)y, Ao = (A -2y"]) .,
|, | =2v2ed,, o, o] =-2y"d.

Hermite-Basisfunktionen.

(i) Hermite-Basisfunktion %’By. Die Hermite-Basisfunktion %’67/ ist durch (Gewichtsfunkti-
on, zusitzliche Normierung)

wik— R eI = [ s [T

1 412 1.2.2
%Y:— ‘R—R: ,_)\/Z——Y)c,
Tl VRS
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(ii)

gegeben und erfiillt die Eigenwertrelation
A A) =N, =7

setzt man ndmlich die Bedingung <7, w = 0, welche einer gewohnlichen Differentialglei-
chung mit bekannter Losung entspricht

%.'.w :O,
VxeR: A, w(x) = —y*xw(x),
VxeR: w(x) = e_%yzxz,

voraus, so folgt dies aus der zuvor angegebenen Relation .7 = &7 o7, + 21

Sdyw=0 = dw= (I d+yHw=y*w.

Vorbemerkung. Es sei m € Nsg. Wie spdter gezeigt wird, hat die m-te Hermite-
Basisfunktion die Struktur

H)R— R:x— C,,,Hm(x)e‘%“sz2

mit Normierungskonstante C,, > 0 und Polynomfunktion H,,, vom Grad m. Mittels parti-
eller Integration und Anwendung der Eigenwertrelation .o7 %, = A, ¢, sowie der Nor-
mierungsbedingung .7} || ;- = 1 ergibt sich (Randterme verschwinden)

fx%%(x)éx%%(x) dxzfx%dx(%nz(x))z dx
R R

:—L%(%J(x))zdx

1
2?

f(axe%”g(x))2+y4x2(¢%”,%/(x))2 dx:f (05 ) (x))° dx+fy4x2(<%”,%/(x))2 dx
R R R

:—f,%ﬂng(x)axxc%”%(x) dx+f}/4x2(,%”,,¥(x))2 dx
R R
- f TN X (= Oxx K0 () + Y X226 (%)) dx
R
= f ) (x) of (x) A} (x) dx
R

:;me () () dx
R
=Am;
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insgesamt erhilt man die Relationen
||, ) ||L2 —f (056 (%) +7* x%y(x))
:A(ax%,g(x)) +ytx (,%ﬂ,g(x)) dx+2y2fo<%”n7,/(x)6x%,,¥(x) dx
=Am—7°,
||« %ﬁ%”iz :fR(—Ox%”,,Yl(x) +y2x%”,,yl(x))2 dx

:fﬂ@(dx%”nZ(x))2+y4x2 (%”,Z(x))z dx—ZyZLx%%(x) 0,0 (x) dx
= Am +Y2)

(iii) Aufsteigen. Ausgehend von der Eigenwertrelation fiir die m-te Hermite-Basisfunktion
A Aoy = Am Ay, MENsg,

ergibt sich bei Anwendung der zuvor abgeleiteten Identitit «/_ .o/ = (o —2y*I) </ die
Relation (fiir m € Nxg)

A A S = A A S,
A A A 27 el A = Ay o S,
A A Y = 27+ A) . S,
f=d sty df=27+An)f,

welche zeigt, dall die Funktion f ebenfalls eine Eigenfunktion von .7 ist; bei zuséatzli-
cher Normierung || o ) || 12 =V Y?+ Ay erhilt man (im Folgenden angegebene Uber-
legungen rechtfertigen die Bezeichnung)

Q{%m+l m+l~jf m+1°’ m€N207
2
ffnzﬂ—\/yh_lﬂ A, Ame1=2Y*+Am,  meNsy.

Einsetzen des Eigenwertes Ag = y? fiihrt auf
Am=1+2m)y?, meNsxq,
und die folgende Relation fiir die Hermite-Basisfunktionen

AT (x) = my(—axﬁn{u)wzx%ﬂn{u)), x€R, meNsg.

(iv) Absteigen. Ahnliche Argumente und Anwendung der Relationen <7, o7 = (& +2y?1) o/,
sowie ||, H) || ;2 = /= Y2 + Am = v/2 my? zeigen (fiir m € Nxo)
A Ay = A I,
Ay A= Ay Ay H)
A Ay I+ 2yl H) = A Ay H),
Ay )= (= 27+ Am) s S,
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)

was somit auf die folgende Eigenwertrelation fiihrt
A (x) = (6x%Y(x)+y x%Y(x)) xeR, meN.

Rekursion. Summiert man die Auf- und Absteigerelationen (fiir x € R und m € N)

V2(m+ D)y ), (X)) = — 0,50 (X) +Y*x S (%),
V2 m)/f%ﬂnz_l(x) =0, (x) +yzx¢%”,5(x),

ergibt sich eine Dreiterm-Rekursion

fﬂ(x) \/7Y A x) =\ xe i,

Ky ()= == (V2yx Ay () - Vm oty (), xeR, meN,

welche zur Auswertung der Hermite-Basisfunktionen geniitzt wird. Man beachte, dal
dies insbesondere zeigt, daf die m-te Hermite-Basisfunktion als Produkt einer Poly-
nomfunktion vom Grad m, des m-ten Hermite-Polynomes, und der exponentiellen Ge-
wichtsfunktion gegeben ist

A0 =H, (e 2", xeR, meNsg.

Zusammenfassung.

0

Rekursive Berechnung. Zur Auswertung der Hermite-Polynome H), : R — R fiir m € Nxg

nitzt man die Rekursion
Yoy — 27 Y Y
Ho(x)— 7; Hl (x)_ X,

Hz/nH(x):ﬁ(\/iny%(x)—\/ﬁH;_l(x)), xeR, meN.
Im eindimensionalen Fall sind die Hermite-Basisfunktionen durch die Relation
H R—R:x— A (x0) = H, (e 2", meNso,

gegeben; in d Raumdimensionen fiihrt die Bildung des Tensorproduktes auf (wie iiblich
bezeichne m = (my,...,mg) € I\Ig0 und x = (x1,...,x7) T € R%)

SN R —Rix— S () - S0 (xa),  meNZ
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(i)

(iii)

Volistiindiges Orthonormalsystem. Die Familie (7)) bildet ein vollstandiges Or-

meNZO
thonormalsystem des Lebesgue-Raumes L2([R%,C), insbesondere gilt

(AN 2= Bem, komeNsg;

folglich sind fiir jedes Element f € L?(R%, C) die Relationen (Konvergenz der unendlichen
Reihe in L2(R%, C), Parseval’sche Identitit)

f=X (fleneay,  Wle=] X [(F1960).:1

meNg, meNg,
giiltig.

Eigenfunktionen und Eigenwerte. In Hinblick auf die Darstellung der Losung der
Schrédinger-Gleichung mit quadratischem Potential ist zudem wesentlich, dal3 die
Hermite-Basisfunktionen (%ﬁ)me,\,do Eigenfunktionen des definierenden Differential-

operators mit zugehorigen positiven Eigenwerten (A,,) mend, bilden
A ) = Ay HY,
d
AW =-A+V, (01, V=Y ylx, >0, jell,...d), xeR?
j=1

Am = Ay +++ Ay = Y2 (L42my) +---+y2 (1 +2mg) >0,  meN<,

vergleiche frither angegebene Uberlegungen.
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