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1 Zielsetzung

Zentrale Aspekte In dieser Praxisarbeit soll reflektiert werden, wie sich die zentralen Aspekte
» Forderung von individuellen Interessen und Fahigkeiten,
¢ Anleitung zu eigenstdndiger und selbstkontrollierter Arbeitsweise sowie
¢ Heranbildung zukunftsweisender algorithmischer und digitaler Kompetenzen

im Rahmen von grundlegenden Lehrveranstaltungen im Bereich Mathematik konkret umsetzen
lassen.

Sinnbilder Im Sinne einer forschungsgeleiteten Lehre werden in diesem Zusammenhang die ma-
thematischen Fachbegriffe

¢ Interaktion,
¢ Synchronisation,
¢ Netzwerke,

welche fiir aktuelle wissenschaftliche Tatigkeiten bedeutsam sind, mit sinnbildlichen Darstellun-
gen verkniipft und in den Kontext der universitdren Lehre tibertragen.

Erginzungen Erginzungen, die aus subjektiver Sicht wesentlich fiir die Uberlegungen im Haupt-
teil der Arbeit waren, wurden in der natiirlichen Reihenfolge belassen und farblich gekennzeich-
net.

2 Eckdaten

Zeitrahmen Das Zertifikat Lehrkompetenz wurde im Herbst 2021 begonnen. Die kollegialen Hos-
pitationen fanden im Jdnner 2022 statt. Die Praxisarbeit wurde im Feber 2023 fertiggestellt.

Fokus Im Fokus dieser Praxisarbeit steht die Lehrveranstaltung

¢ NUMERISCHE MATHEMATIK 1 (VO 3 & PS 2, 4.5 & 3 ECTS)
Wintersemester 2022/23
Bachelorstudium Mathematik
Pflichtmodul 11 (3. Semester)

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir die Fortfiihrung

¢ NUMERISCHE MATHEMATIK 2 (VO 3 & PS 2, 4.5 & 3 ECTS)
Sommersemester 2023
Bachelorstudium Mathematik
Pflichtmodul 14 (4. Semester)

Detailierte Informationen und Lehrunterlagen, die im Sommersemester 2023 ergdnzt werden, sind
im Anhang angegeben.

Voraussetzungen Da die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 wesentlich auf Kenntnis-
sen aufbaut, die sich Studierende in grundlegenden Lehrveranstaltungen des ersten Studienjahres
angeeignet haben, werden entsprechend dem Leitspruch



Lehrkonzepte bendtigen inhaltliche Konzepte
auch die folgenden, selbst abgehaltenen Proseminare

e ANALYSIS 1 (PS 2, 2.5 ECTS)
Wintersemester 2021/22
Bachelorstudium Atmosphédrenwissenschaften
Bachelorstudium Physik
(1. Semester)

e ANALYSIS 2 (PS 2, 4 ECTS-AP)
Sommersemester 2022
Bachelorstudium Atmosphirenwissenschaften
Bachelorstudium Physik
(2. Semester)

e LINEARE ALGEBRA (PS 2, 3 ECTS)
Wintersemester 2022/23
Bachelorstudium Informatik
(1. Semester)

in die Uberlegungen miteinbezogen.

Inhaltliche Richtlinien Die Inhalte der zuvor erwdhnten Lehrveranstaltungen sind international
standardisiert und umfassen insbesondere

e Grundlagen der Linearen Algebra
(Lineare Gleichungssysteme, Eigenwertprobleme)

e Grundlagen der Analysis
(Differential- und Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen)

* Neue Sichtweisen im Rahmen der Numerik
(Methoden zur ndherungsweisen Losung, Algorithmen, Implementierung)

Als Richtlinien werden die geltenden
¢ Studienplédne

herangezogen.

3 Studium und Berufsfelder

Im Folgenden wird reflektiert, welche der in einem Mathematikstudium erworbenen Kenntnisse
und Kompetenzen wesentlich in Hinblick auf naheliegende Berufsfelder sind. Im Anschluss wird
dargestellt, dass Studierende des Faches Mathematik oder verwandter Féacher, die mathematische
Grundkenntnisse in ihren Curricula verankert haben, in den ersten Semestern fortwdahrend mit
Perspektivenwechseln und neuen Herausforderungen konfrontiert sind.



3.1 Kenntnisse und Kompetenzen

Zielsetzung FEine wesentliche Zielsetzung eines universitdren Studiums ist es, junge Menschen in
umfassender Art und Weise auszubilden und sie damit auf ihr spéteres Berufsleben vorzubereiten.
Im Bereich der Mathematik geht es dabei einerseits um die Vermittlung konkreter Inhalte und
andererseits um ein tiefergehendes Verstdndnis fiir theoretische Grundprinzipien und praktische
Anwendungsmoglichkeiten.

Exakte Wissenschaft Im vielfiltigen Spektrum wissenschaftlicher Disziplinen zeichnet sich die
Mathematik als eine exakte Wissenschaft aus. Ausgehend von Axiomen und mittels logischer
Schlussfolgerungen kommt man auf allgemeingiiltige mathematische Aussagen. Derartige Aus-
pragungen der Abstraktion, Strukturierung und kritischen Analyse sind in unterschiedlichen be-
ruflichen Kontexten bedeutsam. Speziell im Zusammenhang mit komplexen Problemstellungen
zeigt sich, dass systematische Vorgehensweisen erforderlich und zielfiihrend sind.

Hilfswissenschaft Mathematische Formulierungen, Herleitungen und Resultate dienen anderen
Wissenschaftszweigen als niitzliche Hilfsmittel, um quantitative und qualitative Aussagen treffen
zu konnen. Fundierte mathematische Theorien und konstruktive Methoden wurden und werden
in Hinblick auf relevante Anwendungen entwickelt bzw. weiterentwickelt. Da im Rahmen eines
Grundstudiums nur ausgewdihlte Teilgebiete der Mathematik und einzelne anwendungsorientier-
te Aspekte ansatzweise behandelt werden konnen, zdhlen der flexible Einsatz und Transfer von er-
worbenem Wissen und die Fahigkeit zur raschen Aneignung neuer Kenntnisse zu wichtigen Kom-
petenzen in Hinblick auf berufliche Tétigkeiten.

Moderne Technologien Angesichts der fortschreitenden Digitalisierung und der dadurch eroft-
neten Moglichkeiten und Herausforderungen ist es notwendig und sinnvoll, mathematisches Wis-
sen mit Kenntnissen in den Bereichen Numerische Mathematik, Scientific Computing und Data
Science, speziell zu Algorithmen, Datenstrukturen und Programmierung, zu verbinden. Im spa-
teren Berufsleben setzt man Mathematiker:innen hédufig zur Entwicklung von Losungsstrategien
und Kontrollmechanismen sowie zum Erkennen von Optimierungsmdoglichkeiten ein. Unter an-
derem soll die Zuverldssigkeit und Aussagekraft von mittels Computern berechneten Resultaten
korrekt eingeschdtzt werden und das Potential von alternativen Zugéngen analysiert werden. Im
Zusammenhang mit komplexen Problemstellungen und Computersimulationen geht es auller-
dem um das Ausloten vorhandener Kapazitdten und einen reflektierten Einsatz von Ressourcen.

3.2 Perspektivenwechsel und Herausforderungen

Fokus im Schulunterricht Im Rahmen des Schulunterrichtes wird Mathematik meist mit konkre-
ten Zahlenbeispielen und Textaufgaben in Verbindung gebracht. Bestenfalls bedingt die bestan-
dene Matura nicht nur das erfolgreiche Automatisieren von Schemen, sondern auch ein solides
Grundverstidndnis fiir zentrale Themen sowie rechnerische und sprachliche Fahigkeiten.

Fokus im ersten Semester Im ersten Semester liegt der Schwerpunkt auf Mathematik als exak-
ter Wissenschaft. Ausgehend von Symbolen der Aussagenlogik und dem Mengenbegriff werden
in erster Linie Definitionen sowie Resultate und deren Beweise behandelt. Einerseits werden bis
dorthin als vertraut betrachtete Kenntnisse in Frage gestellt, jeder Schritt einer Herleitung ist pra-
zise zu tiberlegen und begriinden. Andererseits wird suggeriert, dass gewisse Fragestellungen all-
gemeingiiltig beantwortet werden kénnen und dafiir entwickelte systematische Methoden ohne



Einschrankungen auf die gesuchten Losungen fiihren.!

Fokus im zweiten Semester Im zweiten Semester verldsst man den aus dem Schulunterricht noch
weitgehend bekannten inhaltlichen Rahmen. Man befasst sich mit anspruchsvollen Themen wie
mehrdimensionaler Differentiation und Integration, welche zudem mit abstrakten Begriffen der
Differentialgeometrie und Mal3theorie verkniipft werden. Die betrachteten konkreten rechneri-
schen Beispiele sind jedoch nach wie vor so speziell gewdhlt, dass sie ohne Hilfmittel wie Taschen-
rechner oder Computer gelost werden konnen.

Fokus im zweiten Studienjahr (Numerik) Im zweiten Studienjahr werden in den Lehrveranstal-
tungen Numerische Mathematik 1-2 erstmals Computer zur niherungsweisen Losung komple-
xerer Probleme in realistischeren Situationen eingesetzt. Es wird verlangt, dass sich Studierende
algorithmische Denkweisen aneignen und neue Programmiersprachen sowie Computeralgebra-
Systeme beherrschen. Aufgrund der beschréankten Genauigkeit von Maschinen sind die postulier-
te Axiomatik und die entwickelten Konzepte fiir Unendlichkeit in diesem Kontext nicht mehr giil-
tig. Das als selbstverstdndlich angesehene Assoziativgesetz zum Summieren von Zahlen ist nicht
anwendbar, und als Folge einer Subtraktion zweier anndhernd gleich groer Zahlen kénnen Aus-
l6schungsphdnomene auf signifikant verfalschte und damit wertlose Ergebnisse fiihren. Im er-
sten Studienjahr besprochene Problemstellungen und systematische Methoden stellen sich als
schlecht konditioniert und instabil heraus. Da deren Anwendbarkeit somit substantiell beeintrach-
tigt ist, miissen alternative Zugiange entwickelt werden.?

4 Leitgedanken

Begabungen Um ausgezeichnete Leistungen im Spitzensport oder als Berufmusiker:in erbringen
zu koénnen, wird es als selbstverstiandlich angesehen, Talent mit intensivem Training zu verbin-
den. Auch als Hobbysportler:in wird man bestrebt sein, sich vor der Bewdltigung einer Bergtour
zundchst eine gewisse Grundkondition anzueignen oder sich als Musik-Amateur:in iiber Wochen
hinweg im Selbststudium und gemeinsamen Proben auf eine 6ffentlichen Auffiihrung von Chor-
und Orchesterwerken vorbereiten. Im Gegensatz dazu gilt Mathematik als ein Schulfach, wo we-
nigen Genies durch spontane Eingebungen alles zufillt, die Mehrheit hingegen beim Finden der
richtigen Antwort chancenlos ist und aufgeben muss.

Aktives Tun Ein gewisses Interesse an mathematische Fragestellungen, eine rasche Auffassungs-
gabe und ein gutes Merkvermdogen sind sicherlich hilfreich, um etwa die im Schulunterricht ver-
mittelten Inhalte nachvollziehen zu kénnen. Die Frustrationsgrenze bis ein tatsdchliches Verstind-
nis geschaffen wird, ist in Mathematik wohl h6her einzuschétzen als in anderen Fachern. Mathe-
matik wird vermutlich ab jenem Zeitpunkt als Angstfach wahrgenommen, ab dem man verstind-
liche und unverstdndliche Vorgehensweisen nicht mehr differenzieren kann. Wenn die personli-
che Motivation zum nochmaligen Anlauf fiir ein tiefergehenden Verstehen von Vorgehensweisen

IErginzende Bemerkungen: Induktionsbeweise und indirekte Beweise sind nicht konstruktiv. Analysis: Die Kon-
struktion des Korpers der reellen Zahlen ist kompliziert. Der Schwerpunkt liegt auf der Existenz und Eindeutigkeit von
Grenzwerten, weniger auf konkreten Berechnungen (Ableitungen, Integrale). Lineare Algebra im ersten Studienjahr ver-
sus Numerik im zweiten Studienjahr: Substantiell andere Formulierung und Analyse des GauR3-Verfahrens fiir Systeme
linearer Gleichungen.

2Frginzende Bemerkung: Lineare Gleichungssysteme und Eigenwertprobleme (Numerik: Pivotsuche und Vektorite-
ration zur Stabilisierung). Mathematische Definitionen fithren auf elementare numerische Verfahren zur Differentiation
und Integration.



schwindet und man sich mit oberflachlicherem Automatisieren zufrieden gibt, kann es sein, dass
ab einem gewissen Anforderungsgrad der Anschluss verpasst wird.

Fahigkeiten In der modernen Mathematik trifft die Stereotype vom universellen Mathe-Genie
nicht zu. Die Gesamtheit mathematischer Theorien und deren Anwendungsbereiche sind so viel-
faltig und umfangreich, dass sie nicht von einzelnen Personen beherrscht werden kénnen. Es ist
unumgénglich, sich auf Teilgebiete zu fokussieren und durch die kontinuierliche und wiederholte
Auseinandersetzung mit Themen sein Fachwissen und seine Fdhigkeiten zu erweitern und vertie-
fen. Auf neue wissenschaftliche Erkenntnisse fiihrt oft ein Zusammenspiel aus Inspiration, Neu-
gier, Einfallsreichtum, Erfahrung und Durchhaltevermdgen. Speziell im Bereich der Numerischen
Mathematik geht es darum, unterschiedliche Lésungsansétze zu entwickeln, gegeniiberzustellen
und jenen Zugang auszuwdihlen, der in einer bestimmten Situation unter gewissen Gesichtspunk-
ten als optimal betrachtet wird.

Mut zu Fehlern Die erfolgreiche Beschiftigung mit komplexeren mathematischen Fragestellun-
gen und die Implementierung von ausgekliigelten Algorithmen erfordert im Allgemeinen ein ho-
hes MaR an Konzentration und Zeit. Obwohl unzutreffende Schlussfolgerungen oder falsche Simu-
lationsresultate im Grunde wertlos sind, ist es zielftihrend, sich im ersten Anlauf nicht in Details
zu verstricken. Sobald ein grober Rahmen geschaffen wurde, sollten sdmtliche Zwischenschritte
und Komponenten eines Codes gepriift und getestet werden. Da bei einer derartigen 16sungsori-
entierten Vorgehensweise kleinere Irrtiimer und auch gravierendere Fehler passieren kénnen, ist
es wesentlich, geeignete Kontrollmechanismen zu entwickeln, um Fehlerquellen zu lokalisieren
und Programmierfehler sukzessive zu reduzieren.

Fortschritte Kniipft man nochmals an die Vergleiche mit Spitzensportler:innen und Berufsmu-
siker:innen an, so ist es einleuchtend, dass ein wichtiger Faktor fiir Erfolg das Ausmerzen von
Fehlern ist. Wurde beim Probesprung auf der Bergisel-Schanze der richtige Zeitpunkt fiir den Ab-
sprung verpasst oder hat man in der Generalprobe einen Teil des auswendig gelernten Musik-
stiickes nicht mehr vollstdndig in Erinnerung, wird man sich gleich damit befassen, um fiir den
Wettbewerb und das Konzert eine Verbesserung zu erreichen. Entsprechend ist ein sinnvoller Mo-
dus von Proseminaren im Bereich der Mathematik die Vorbereitung von vorgegebenen Aufgaben,
die gemeinsame Besprechung und insbesondere die eigenstidndige schriftliche Nachbereitung.

Bilder und Buntheit Aus subjektiver Sicht werden mathematische Strukturen und Formeln als
faszinierend und schon wahrgenommen. Farben, zusitzliche Symbolbilder und Graphiken die-
nen als gedankliche Ankniipfungspunkte, zur Darstellung von Daten und zur Illustration gewisser
Teilaspekte der berechneten Ergebnisse. Abhédngig von der jeweiligen Personlichkeit wird ein un-
terschiedliches Mall an Veranschaulichungen bendétigt, um mathematische Konzepte zu erfassen
und sie sich einzuprédgen. Es ist auch zu beachten, dass es detailierte Erklirungen benétigt, um
den Informationsgehalt der Darstellung einer komplexeren Situation vollstdndig zu erfassen.

4.1 Reflexionen zur Umsetzung

Ubungsaufgaben und Nachbereitungen Im Proseminar zur Numerischen Mathematik 1 wur-
den neun Ubungsblitter mit Aufgaben unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades und Zeitaufwan-
des vorgegeben.® Neben sehr einfachen Aufgaben zu Binérdarstellung, Hornerschema, Generieren
von Matrizen, Folgen, Reihen, Rekursionen und Funktionsgraphen, deren Realisierungen wenige

3Siehe Anhang zu Lehrunterlagen.



Zeilen Code umfassen, waren insbesondere folgende numerische Methoden zu implementieren
und anhand von Testbeispielen zu validieren.

(1) Newton-Verfahren (Ndherungsweise Losung komplexer polynomialer Gleichungen, Newton-
Fraktale)

(2) Bairstow-Verfahren (Ndherungsweise Berechnung der Nullstellen von Polynomen mit reellen
Koeffizienten)

(3) Gaul3-Algorithmus (Ndherungsweise Losung von Systemen linearer Gleichungen mit komple-
xen Koeffizienten)

(4) Cholesky-Algorithmus (Ndherungsweise Losung von Systemen linearer Gleichungen bei Sym-
metrie und Positivitat, Lineare Regression)

(5) Differenzenverfahren (Ndherungsweise Berechnung erster und zweiter Ableitungen)
(6) Quadratur-Formeln (Ndherungsweise Berechnung bestimmter Integrale)
(7) Dividierte Differenzen (Approximation von Funktionen durch Polynominterpolation)

Das letzte Ubungsblatt griff die Methoden (3)-(7), welche im Rahmen der Vorlesung im Detail be-
handelt und unter verschiedenen Aspekten analysiert werden, nochmals auf. Um die erwartbare
Schwierigkeiten beim erstmaligen Implementieren von hochentwickelten numerischen Verfahren
in einer neuen Programmiersprache abzumildern, wurden im Rahmen von Vorlesung und Prose-
minar Hinweise zur Vorgehensweise gegeben und MATLAB-Scripts vorgestellt. Aufgrund des prii-
fungsintensiven Semesterendes wurde vereinbart, samtliche Nachbereitungen von Aufgaben bis
15. Feber 2023 unter OLAT hochzuladen.

Ilustration des Newton-Fraktales fiir die Gleichung z° = 1.

Skriptum, Tafelvortrag Zugunsten einer kompakten und konzisen Darstellung wurde im selbst
erstellten Skriptum zur Numerischen Mathematik 1-2 auf Darstellungen verzichtet.* Stattdessen
wurde die Strukurierung der Inhalte durch die farbliche Kennzeichnung von Begriffen, Resulta-
ten und Beweisen hervorgehoben. In der Vorlesung wurden unterschiedliche Inhalte mittels Tafel-
zeichnungen veranschaulicht. Beispiele zu Problemstellungen und numerischen Methoden wur-
den in Form von Codes vorgefiihrt und verfiigbar gemacht. Dies soll Studierende dazu veranlassen,

4Siehe Anhang zu Lehrunterlagen.



Implementierungen selbst auszufiihren, damit zu experimentieren und eigenstindig Graphiken
und Videos zu generieren.

Umgang mit Reibungsverlusten In Hinblick auf die Lehrveranstaltung Numerischen Mathematik
erscheint folgender Vergleich angebracht. Nach den ersten beiden Semester sind die Studierenden
mit einem grolen, schwer beladenen Rucksack unterwegs. Sie sollen auf einem breiten Forstweg
eine Bergstation erreichen, sind kleidungs- und gerdtemRig fiir eine Gletschertour ausgestattet,
aber haben weder Getrdanke noch Essen dabei. Als Lehrende gilt es, sich dessen bewusst zu sein
und den Studierenden eine Karte mit auf den Weg zu geben, wo Brunnen und Einkehrmdoglichkei-
ten eingezeichnet sind. Aus personlicher Sicht ist es aullerdem sinnvoll, auf Zeitdruck zu verzich-
ten und gegebenenfalls Nachfristen zu gewihren.®

5 Fachbegriffe und Sinnbilder

Neue Sichtweisen Wenn man sich als Forschende mathematischen Theorien und Problemstel-
lungen widmet, Zugédnge entwickelt und analysiert, so erweitert und vertieft dies personliche In-
teressen und Kenntnisse. Gleichzeitig fiihrt die intensive Befassung mit verschiedenen Themen-
bereichen auch zu neuen Sichtweisen und Gewichtungen grundlegender Lehrinhalte. Kiirzlich er-
schienene Publikationen und aktuelle Forschungstétigkeiten mit Kollegen aus Deutschland, GroR3-
britannien und Spanien dienen als

¢ persodnliche Inspiration und Motivation
sowie zur fortwidhrenden Reflexion
¢ der entstehenden Berufsfelder fiir Absolvent:innen,
¢ der Relevanz von Inhalten im internationalen Kontext,

* der verwendeten mathematischen Methoden und digitalen Mittel.

Wissenschaftlicher Kontext Die Fachbegriffe Interaktion, Synchronisation und Netzwerke wur-
den in den letzten Jahren im wissenschaftlichen Kontext untersucht, etwa in

T. BOHLE, CH. KUHN, M. THALHAMMER

On the reliable and efficient numerical integration of the Kuramoto model and related
dynamical systems on graphs

doi.org/10.1080/00207160.2021.1952997

Community integration algorithms (CIAs) for dynamical systems on networks
www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999122005861?via%3Dihub

5Im Studienplan ist fiir die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik die Programmiersprache MATLAB vorge-
schrieben. Im Gegensatz zu anderen Optionen ist sie leichter handzuhaben, so ist beispielsweise die dynamische De-
finition von Eingabegrolen moglich, sie bietet eine ansprechende Benutzer-Oberflache und erleichtert die Erstellung
von Graphiken oder Videos. Sie wurde vom Mathematiker CLEVE MOLER entwickelt, weshalb die meisten Program-
mierbefehle {iblichen mathematischen Bezeichnungen entsprechen. In technischen Berufsfeldern, insbesondere im
Ingenieurwesen, wird MATLAB aufgrund weiterer Vorziige als Standard verwendet. Auch wenn MATLAB den Nachteil
hat, nicht allgemein frei verfiigbar zu sein, so gibt es jedoch an Universitdten Studierenden-Lizenzen und ansonsten
kostenfreie Alternativen. Aus den genannten Griinden ist es wiinschenswert, MATLAB bereits ab dem ersten Studienjahr
zu verwenden und Grundlagen zu Algorithmen und Programmierung zu vermitteln. Der aktuell notwendige Wechsel
zwischen zwei in einigen Aspekten unterschiedlichen Programmiersprachen fiihrt (im Proseminar wochentlich) zu er-
heblichen Reibungsverlusten.



5.1 Interaktion

Fachliche Aspekte Mathematische Modelle, die Interaktionen einer Gruppe von Individuen bzw.
eines aus verschiedenen Komponenten zusammengesetzen komplexen Systemes beschreiben,
haben vielfiltige Anwendungen in verschiedenen Lebensbereichen. Aus persénlichem Interesse
wurden zusitzliche Simulationen fiir Schwirme von Végeln durchgefiihrt (siehe unten). Man stellt
dabei fest, dass trotz zunehmender Komplexitdt der Gruppenstruktur die Bewegungen der Vogel
in allen Féllen koordiniert sind. Die Positionen und Geschwindigkeiten werden so abgestimmt,
dass sich momentane Flugbahnen nicht kreuzen. Zieht man hingegen den Vergleich zu sportlichen
Wettbewerben wie Radrennen mit dichten Menschengruppen, so kommt es hier immer wieder zu
Kollisionen.
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First column: Visualisations of flocks of birds (Kranich17 and Minka2507 at pixabay.com). Second and third
columns: Numerical simulations of Cucker-Smale systems modelling the collective behaviour of groups of
individuals with pairwise interactions. The numbers of individuals and the positions at the initial time are
inspired by real world situations. Varying colors from white to black represent the evolution of the positions
and the associated velocities till the final time.

Sinnbild und Umsetzung im Lehrkontext Die angegebenen Graphiken von Vogelschdrmen eig-
nen sich als Sinnbilder fiir gruppendynamische Prozesse und das Erreichen von Lernzielen.

¢ Aspekte der Interaktion und Kommunikation in Proseminaren wurden im Protokoll zu den
kollegialen Hospitationen durch Robert Hafner und Fabian Ochs reflektiert.

» Uberlegungen in Bezug auf die erstmals im aktuellen Wintersemester abgehaltene Lehrver-
anstaltung Numerische Mathematik 1 sind im Folgenden angegeben. Diese gelten entspre-
chend fiir die im Sommersemester 2023 stattfindende Lehrveranstaltung Numerische Ma-
thematik 2. Angesichts der Diversitét der fiir die Vorlesung angemeldeten Studierenden, liegt
es nahe, die letzte Abbildung eines dichten Vogelschwarmes zu betrachten.

— Die Pflicht-Lehrveranstaltung ist fiir das zweite Studienjahr vorgesehen. Die im Stu-
dienplan vorgegebenen Inhalte setzen einerseits gute Kenntnisse sowie ein gutes Ver-
stindnis der in den ersten beiden Semestern behandelten mathematischen Grundla-
gen und andererseits gewisse Fertigkeiten in Bezug auf Programmiersprachen und Im-
plementierungen voraus. Ob die Voraussetzungen tatsdchlich erfiillt sind, wird jedoch
nicht tiberpriift.

— In der unten angegebenen Aufstellung sind die Teilnehmer:innen nach Semester auf-
geschliisselt. Von den insgesamt 46 Studierenden belegt die {iberwiegende Mehrheit
das Bachelorstudium Mathematik (Fach), vier die Facher Atmosphédrenwissenschaften
oder Physik, 9 Studierende haben die STEOP nicht abgeschlossen (zwei ohne Angabe),
fiir zwei Studierende ist es der zweite Antritt.

Pflichtmodul Numerische Mathematik 1, vorgesehen fiir 3. Semester
46 zur Vorlesung angemeldete Studierende
41 Studierende sind fiir das Bachelorstudium Mathematik inskribiert
35 Studierende haben die STEOP abgeschlossen

1. Semester | 1 Studierender
.Semester | 3 Studierende
.Semester | 5 Studierende
.Semester | 10 Studierende
.Semester | 6 Studierende
.Semester | 5 Studierende

. Semester 8 Studierende

RN | |WIDN

.Semester | 2 Studierende
9.Semester | 2 Studierende
12. Semester | 2 Studierende
14. Semester | 1 Studierende
34. Semester | 1 Studierender

Die Daten wurden vis:online entnommen (14. Februar 2023).
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— Unterhalb findet sich eine Aufstellung der bisherigen Beurteilungen in Bezug auf Vorle-
sung und Proseminar (Stand 17. Feber 2023). Die angewandten Beurteilungsmaf3stédbe
werden im Folgenden unter verschiedenen Gesichtspunkten reflektiert.

Proseminar zur Numerischen Mathematik 1
32 angemeldete Studierende
Keine eindeutige Gruppenzuordnung (Wechsel wahrend des Semesters)
Positive Beurteilung (21): Sehr gut 13, Gut 6, Befriedigend 1, Gentigend 1
(Semester 2 — Semester 12)
Offen (1): Geniigend 1
Negative Beurteilung / Abbruch (10): Nicht Geniigend 1, Stornierung der Anmeldung 9
(Abbruch teils krankheitsbedingt kurz vor Semesterende)
Gegeniiberstellung der Vorlesung zur Numerischen Mathematik 1 (Aufstellung, s.0.)
Positive Beurteilung (14): Sehr gut 6, Gut 4, Befriedigend 1, Gentiigend 3
(Semester 2 — Semester 12)
Negative Beurteilung / Wiederholung / Nicht-Erscheinen:
Nicht Geniigend 1, Wiederholung 4, Ausfall 1
(Gewdhrung einer zweiten Chance bei ausreichend vorhandenen
Grundkenntnissen und deutlichen Lernliicken)

Beurteilung Proseminar Beurteilung Vorlesung
PS Gentigend VO Wiederholung (17. Mérz)
— VO Wiederholung (17. Mérz)
— VO Nicht Geniigend
PS Gesamtleistung Gen., Quant. Krit. offen VO (17. Mirz)
PS Gut VO Geniigend
PS Sehr gut VO Sehr gut
PS Gut VO Priifung am 17. Feber nicht angetreten
PS Sehr gut VO Sehr gut
— VO Geniigend
PS Sehr gut VO Offen
PS Sehr gut VO Sehr gut
PS Sehr gut VO Gut
PS Gut VO Befriedigend
PS Gut VO Wiederholung (17. Mérz)
PS Sehr gut VO Gut
PS Sehr gut VO (17. Mérz)
PS Befriedigend VO Offen
PS Sehr gut VO Gut
PS Nicht Geniigend VO (17. Mirz)
PS Gut VO Wiederholung (17. Mérz)
PS Gut VO Geniigend
PS Sehr gut VO Gut
PS Sehr gut VO Sehr gut
PS Sehr gut VO Offen
PS Sehr gut VO Sehr gut
PS Sehr gut VO Sehr gut

- Zieht man in der letzten Abbildung des dichten Vogelschwarmes eine Hohenlinie, so
symbolisiert dies die minimalen Priifungsanforderungen fiir die Lehrveranstaltung Nu-
merische Mathematik 1. In der Vorlesung ist dies der klar definierte inhaltliche Rahmen
(Auswahl von Themengebieten, Prizisierung der Inhalte anhand von einzelnen Kapi-
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teln im selbst erstellten Skriptum). Im Proseminar betrifft es die Anzahl und Qualitét
der vorbereiteten, prasentierten und nachbereiteten Aufgaben sowie die Ausarbeitung
und Vorstellung eines Projektes (Befassung mit theoretischen Aspekten und Erstellung
einer Implementierung) 6

Es bleibt jedoch in horizontaler Richtung Raum, um diese Anforderungen auf indivi-
duelle Art und Weise zu erfiillen. Da die Gesamtbelastung der Studierenden zu Seme-
sterende deutlich zunimmt, wird beispielsweise der zeitliche Horizont flexibel gehand-
habt. Fiir miindliche Vorlesungspriifungen werden verschiedene Termine angeboten
und Kleingruppen gebildet (fixiert sind bisher 6./13./14./17. Feber und 17. Mérz 2023).
Bei den Projektprisentationen gelang es durch vier Einheiten an zwei Tagen, Uber-
schneidungen mit anderen Lehrveranstaltungen und angesetzten Priifungen zu ver-
meiden (27./31. Janner 2023). Das Angebot gegebenenfalls die Proseminar-Gruppe zu
wechseln, nahmen mehrere Studierende wahr. Zu beachten ist, dass eine flexible Ter-
minvereinbarung von miindlichen Vorlesungspriifungen eine Uberlastung gegen Ende
des Semesters vermeidet, aber mehr Eigeninitiative der Studierenden erfordert.

Fiir die Vorlesung wurde groRteils ein herkémmlichen Format gewdhlt. Die im Skrip-
tum zusammengefassten Inhalte wurden mittels Beamer prasentiert und durch zu-
sdtzliche Erkldrungen an der Tafel ergdnzt. Implementierungen und illustrierende Bei-
spiele sowie bildliche Darstellungen wurden vorgezeigt und der entsprechende Code
(MAPLE, MATLAB) verfiigbar gemacht. Da am Ende des Semesters mehr Fragen zu be-
sprechen waren, wurde mehr Zeit dafiir eingeplant. Entgegen dem Usus, inhaltliche
Hohepunkte am Ende des Semesters zu setzen, wurden die wichtigen Methoden und
Resultate bis Mitte Jinner besprochen und anschlieend weniger (priifungs-)relevante
Ergdnzungen zu den Begriffen Kondition und Stabilitdt behandelt. Hin und wieder
wurden wissenschaftliche Inputs eingestreut, so wurde beispielsweise als Abschluss
der Lehrveranstaltung eine aktuelle 20-stiindige Simulation und daraus zu ziehende
Schlussfolgerungen interaktiv diskutiert (Kurzvortrag, rund 15 Minuten).

Bei der Beurteilung von Priifungsleistungen im Bereich Mathematik ergibt sich natur-
gemil ein nicht auflésbarer Widerspruch.” Die schriftlichen Angaben von Definitio-
nen, Resultaten mit Beweisen und Rechnungen sind entweder vollstdndig richtig oder
falsch. Sobald es um die Bewertung von ungeféhr richtigen Angaben geht, ist der Inter-
pretationsspielraum groR.2 Bei miindlichen Priifungen besteht hingegen die Moglich-
keit der Nachfrage und Prizisierung von Antworten.”

Ein miindliches Priifungsformat fiir die Vorlesung Numerische Mathematik 1 bedeutet
einen organisatorischen Mehraufwand, bietet jedoch auch die Moglichkeit, auf jede
Studierende und jeden Studierenden individuell einzugehen. Durch Uberblicksfragen,
offene Fragen zu einzelnen Themen und detailierte Nachfragen kann man rasch be-

8Das Skriptum und erginzendene Lehrunterlagen sind im Anhang aufgenommen.

“Multiple-Choice-Tests, die zwar rasch zu korrigieren sind, aber keine Begriindungen zum Warum ist diese Antwort
richtig? Warum ist diese Antwort falsch? umfassen und damit auch keine validen Schlussfolgerungen in Bezug auf das
erworbene Verstindnis zulassen, werden als Priifungsformat von den Uberlegungen ausgenommen.

8Vergleiche auch Kriterien zur Leistungsfeststellung: Es kam sogar vor, dass die Beurteilungen fiir ein und dieselbe
Mathematikschularbeit iiber alle fiinf Beurteilungsstufen streuten. Zitat aus www.aau.at/wp-content/uploads/2017/10/
3-LEISTUNGSFESTSTELLUNG.pdf

9Miindliche Priifungen sind auBerdem ein probates Mittel, um selbstéindig erbrachte Leistungen zu beurteilen. In
Hinblick auf die fortwéhrende Weiterentwicklung digitaler Hilfsmittel und KI-Quellen wird dieser Aspekt vermutlich an
Bedeutung gewinnen.
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urteilen, ob ein Grundverstdndnis mathematischer Denkweisen und Methoden gege-
ben ist und wie sorgféltig sich die jeweilige Person mit dem Priifungsstoff auseinan-
dergesetzt hat. Auf Fehler, die moglicherweise durch Nervositédt passieren, kann man
aufmerksam machen und beurteilen, wie dabei reagiert wird. Hinzu kommt, dass sich
Fliichtigkeitsfehler und gravierende Fehler bei miindlichen Priifungen im Allgemei-
nen leichter unterscheiden lassen. Bei schriftlichen Priifungen im Bereich Mathematik
scheitern Studierende unter anderem an einzelnen Zwischenschritten, vollstindigen
Argumentationen und korrekten Formulierungen. Auch hier kann man im miindlichen
Format Nachfragen stellen und die Fahigkeit zur Selbstkorrektur bewerten. Falls die er-
brachte Leistung nicht ausreicht, so kann man direkte Riickmeldung geben, was bei
der Vorbereitung auf die Wiederholung zu beachten ist.

5.2 Synchronisation

Fachliche Aspekte Die Evolution von Systemen mit geringer, partieller und signifikanter Synchro-
nisation ist unter den im Folgenden angegebenen Links zu beobachten. Die signifikante Verdnde-
rung eines einzigen Parameters hat zur Folge, dass sich die zundchst am Kreisrand stark variieren-
den Komponenten des Systemes synchronisieren.

Point (cos / sin of single phase), Arrow (modulus of order parameter), t = 200, CT = 0.283

104 Potential (M =100, K =1, omega = 2, t = 200, V = -4.76e+04, r = 0.00724)
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«10710 Conservation (M =100, K = 1, omega = 2, t = 200, value = 7.02e-10)
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techmath.uibk.ac.at/mecht/MyHomepage/Research/MovieKuramotoClassicalK1.m4v

techmath.uibk.ac.at/mecht/MyHomepage/Research/MovieKuramotoClassicalK3.m4v

techmath.uibk.ac.at/mecht/MyHomepage/Research/MovieKuramotoClassicalK5.m4v
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Point (cos / sin of single phase), Arrow (modulus of order ), t=200,CT =022 Point (cos / sin of single phase), Arrow (modulus of order ), t= 200, CT =0.216

10° Potential (M = 100, K = 3, omega = 2, t = 200, V = -2.07e+04, r = 0.895) 10 Potential (M = 100, K = 5, omega = 2, t = 200, V = -2.06e+04, r = 0.97)
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Sinnbild und Umsetzung im Lehrkontext Die angegebenen Illustrationen werden als sinnbild-
liche Darstellungen fiir die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 reflektiert und entspre-
chend fiir die zukiinftige Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 2 adaptiert. Angesichts der
sehr divers zusammengesetzten Studierendengruppen, die fiir die Vorlesung zur Numerischen Ma-
thematik 1 angemeldet ist, stellt sich die Frage, welcher Grad der Synchronisation erreicht werden
soll.

* Es wurde entschieden, einheitliche Regeln und quantitative sowie qualitative Beurteilungs-
kriterien vorzugeben. Beispielsweise wurden fiir die Bewertung von Projektarbeiten als di-
rekte Vergleichskriterien Korrektheit, Sorgfalt und Komplexitédt herangezogen. Die Gruppe
wird also in dieser Hinsicht synchronisiert.

* Die Studierenden angewandter Facher, die sowohl an der Vorlesung als auch am Proseminar
teinahmen, kamen mit der Vorgabe, dass auch von ihnen mathematische Formalismen und
Beweismethoden verlangt wurden, sehr gut zurecht.

* Bei der Themenwahl der Projektarbeiten, bei der Gestaltung der Folien und Unterlagen so-
wie bei der verwendeten Programmiersprache gab es keine Einschriankungen. Auf nahelie-
gende Themenbereiche wurde in den Monaten Oktober und November gelegentlich hinge-
wiesen, vermehrt im Dezember.

* Die Abstimmung der Projektthemen erfolgte in der Lehrveranstaltung oder durch Kontakt-
aufnahme per Email. Einzelne Studierende entschieden sich friihzeitig, die Mehrheit vor
bzw. in der Weihnachtspause, wenige erst kurz vor Ende des Semesters. Es war zuldssig, Pro-
jektarbeiten in Zweierteams zu bearbeiten und dann einzeln zu priasentieren. Interessanter-
weise zogen die Teilnehmer:innen die Option einer Teamarbeit nicht in Betracht, sondern
préferierten alternative Themen, die sich deutlich von jenen ihrer Kolleg:innen unterschie-
den.

¢ Die Projektpriasentationen (Vortrag zu je 15 Minuten) fanden in einem Format statt, das ei-
nem wissenschaftlichen Workshop @hnelte. Die zeitliche Einteilung der vier Einheiten (Frei-
tag und Dienstag zu Semesterende, jeweils von 8 bis 10 Uhr und von 16 bis 18 Uhr) erfolgte
unerwartet reibungslos durch die Eintragung in eine im Proseminar ausgegebene Liste.

¢ Die Themen waren breit gefichert und behandelten sowohl theoretische als auch an-
wendungsorientierte numerische Methoden. Die Implementierungen basierten auf unter-
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schiedlichen Programmiersprachen (C++, MATLAB, PYTHON). Zu den prasentierten Unter-
lagen gab es keine Vorgaben, sie reichten von professioneller entworfenen Folien bis zu ein-
gescannten, ebenfalls schon gestalteten handschriftlichen Ausfithrungen.

¢ Die Qualitdt der Priasentationen war solide, genau geplant oder spontan, mehr oder we-
niger durchdacht, verstdndlicher oder weniger verstdndlich formuliert. Obwohl groRteils
(priifungs-)relevante Inhalte vertieft und fortgefiihrt wurden, variierte die Aufmerksambkeit
bei den Vortdgen der Studienkolleg:innen und das Interesse an den behandelten Problem-
stellungen stark. Einzelne Studierende meldeten sich mit Fragen, und eine kleine Gruppe
von auch ansonsten aktiveren Studierenden setzte die begonnene Diskussion im Anschluss
an eine der Einheiten fort.

¢ Die vielféltigen und unterschiedlich ausgerichteten Beitrdge wurden von der Lehrenden als
sehr interessant, abwechslungsreich und inspirierend wahrgenommen. Es ist geplant, einige
Themen in der Vorlesung oder im Proseminar zur Numerischen Mathematik 2 aufzugreifen
und zu vertiefen.

Themenwahl der Projektarbeit Programmiersprache
Hermite-Interpolation MATLAB
Bogenldngen von Kurven PYTHON
Nullstellen von Polynomen MATLAB
Bairstow-Verfahren und Fraktale MATLAB
Kettenbruchentwicklungen MATLAB
Gaul8-Chebychev-Quadratur PYTHON
Orthogonale Legendre-Polynome PYTHON
Schiefer Wurf ohne / mit Luftwiderstand PYTHON
Zeitreihenanalyse Tagestemperaturen PYTHON
Vollstdndige Pivotsuche MATLAB
Primzahlenberechnungen PYTHON
Euklidischer Algorithmus PYTHON

Positionsbestimmungen aus Daten C++

Explizites Eulerverfahren PYTHON
Heron-Verfahren PYTHON
Auswertung der Exponentialfunktion PYTHON
Bézier-Kurven PYTHON
Zweidimensionale Integration MATLAB
Vektoriteration PYTHON
Numerisches Differenzieren PYTHON
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung MATLAB
Monte—Carlo-Methoden PYTHON
Jacobi-Iteration MATLAB

5.3 Netzwerke

Fachliche Aspekte Netzwerke und Graphen werden verwendet, um sdmtliche Verkniipfungen
zwischen interagierenden Individuen zu beschreiben. Insbesondere im Zusammenhang mit kom-
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plexen Systemen und Vorgédngen geht es darum, gewisse Strukturen zu erkennen und diese bei der
Entwicklung praktikabler und effizienter Methoden zu niitzen.

Gerd Altmann pixabay.com

Sinnbild und Umsetzung im Lehrkontext Netzwerke eignen sich augenscheinlich als Sinnbilder
fiir komplexe Inhalte, vielfdltige thematische Verkniipfungen und diverse Sichtweisen, um auf ma-
thematische Methoden zu kommen.!? Als Interpretationen bieten sich auch Gruppenstrukturen
oder die verbale und nonverbale Kommunitation zwischen Lernenden und Lehrenden an. Netz-
werke kdnnen ebenfalls herangezogen werden, um Perspektivenwechsel zu veranschaulichen. So
kann man beispielsweise aus mehreren Wegen einen auswihlen, um von einem Knoten zu einem
entfernter liegenden Knoten zu gelangen.

¢ Die erste Darstellung kann als Sinnbild fiir die Zielsetzung gesehen werden, sich in Hinblick
auf Lehrinhalte und digitale Mittel fortwdhrend an internationalen Standards und sich neu
erdffnenden Berufsfeldern zu orientieren.!!

* Bei Lehrveranstaltungen im ersten Studienjahr sind zwei Traditionen fest verankert, die den
Aufbau von Netzwerken in Bezug auf ein solides Grundverstdndnis hemmen. Einerseits neigt
man dazu, mathematische Teilgebiete und Programmierkurse isoliert voneinander zu be-
handeln. Andererseits wird das erste Studienjahr im Bemiihen alles unterzubringen, was
man als Grundlage fiir spéter bendotigt, mit Begrifflichkeiten tiberladen. Die Separierung in

10A]s einfaches Beispiel seien die Normalengleichungen der linearen Ausgleichsrechnung genannt, die sich als Mini-
malbedingungen einerseits mittels Differentialrechnung und andererseits mittels orthogonalen Projektionen herleiten
lassen. In Hinblick auf eine Erleichterung fiir Studierende im zweiten Studienjahr sollte beides bereits im ersten Stu-
dienjahr behandelt werden.

U Grundlegende Uberlegungen sind in Kapitel 3 angegeben.
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Algebra und Analysis erweist sich in Hinblick auf die Lehrveranstaltung Numerische Mathe-
matik 1-2 als ungiinstig, weil Abgrenzungen hier obsolet sind und die Kombination von un-
terschiedlichen Methoden notwendig ist.'? Speziell im Bereich der Linearen Algebra wird ei-
ne Problemstellung mit verschiedenen Begriffen in Zusammenhang gebracht.!3 Die in den
begleitenden Proseminaren behandelten Aufgaben sind darauf ausgerichtet, aus den unter-
schiedlichen Begriffen auf die wohlbekannte Problemstellung zu kommen. Die gew#hlten
Zahlenbeispiele sollen dann durch hdndische Rechnungen gelést werden. Aus personlicher
Sicht wére es sinnvoll, inhaltliche Schwerpunkte zu setzen und zusitzliche Kenntnisse in Be-
zug auf den Einsatz von Software zu vermitteln. So kann bei den Studierenden ein Bewusst-
sein dafiir geschaffen werden, dass systematische Vorgehensweisen bei komplexeren Pro-
blemen notwendig und um ein Vieles effizienter sind. Es wire auch wiinschenswert, wenn
bereits im ersten Semester auf die praktischen Grenzen theoretischer Resultate aufmerksam
gemacht wird.!4

¢ Aus personlicher Sicht hat es sich bewihrt, die Studierenden wiederholt dazu einzuladen,
im Netzwerk der gestellten Vorlesungsinhalte und Proseminaraufgaben eigenstindig Zwi-
schenknoten einzufiigen. Bei Aufgaben, wo ein allgemeiner Fall behandelt werden soll, ste-
hen diese Zwischenknoten fiir selbst gewihlte konkrete Beispiele und einfache Spezialfille.
Bei Implementierungen sind dies Validierungen der einzelnen Komponenten, aus denen ein
Code zusammengesetzt ist. Ein Vorbild beim Aufbau des eigenen Verstdndnisses durch gut
gewdhlte, leichter zu erfassende und einpriagsame Spezialfille war der renommierte Mathe-
matiker Peter Olver.!%

¢ Aus personlicher Sicht sind auch spielerische und experimentelle Aspekte ein wesentliches
Mittel, um die eigene Intuition und das Verstdndnis fiir Neues zu erweitern und zu vertie-
fen. Im Sinnbild eines Netzwerkes konnen Experimente als Knoten, die als Anker dienen,
gesehen werden.

* Speziell wihrend der Lockdown-Phasen hatten Studienanfdnger:innen die Option, freiwilli-
ge Zusatzaufgaben (Ritselaufgaben) zu 16sen. Um einen Bonuspunkt zu bekommen, mus-
ste allerdings nicht nur die richtige Lésung angegeben, sondern auch die gewéhlte Vorge-
hensweise kurz beschrieben werden. Die Intention war es, durch derartige Aufgaben eine

1235 Verfahren von Bairstow zur Faktorisierung eines Polynomes mit reellen Koeffizienten beruht auf Division mit
Rest (Algebra) und der Idee der Linearisierung (Analysis). Damit kénnen samtliche Nullstellen eines (interpolierenden)
Polynomes ndherungsweise berechnet werden.

13problemstellung Lisung eines Systemes linearer Gleichungen. Verkniipfte Begriffe in alphabetischer Reihenfolge:
Affiner Unterraum, Affin-lineare Abbildung, Basis, Bild, Darstellungsmatrix, Determinante, Dimension, Eindeutigkeit,
Endomorphismus, Erzeugendensystem, Existenz, Homogener Losungsraum, Inhomogener (affiner) Losungsraum, In-
jektivitdt, Invertierbarkeit, Kern, Lineare Abbildung, Linearkombination, Lineare Unabhéngigkeit, Matrix, Rang, Spalte,
Stufenform, Unterraum, Vektorraum iiber einem Korper, Zeile. Jeder einzelne Begriff ist relevant, die Gesamtheit aller
Begriffe fiihrt aber speziell bei Studierenden in den Bereichen Atmosphédrenwissenschaften, Informatik, Physik etc. zu
Irritationen. In diesem Sinne gilt Weniger ist mehr.

141m Rahmen der Linearen Algebra werden Pivot-Strategien fiir Berechnungen mittels Computer nicht thematisiert.
Fiir simple Matrizen der Dimension zwei fiihrt die Anwendung des GauB3-Algorithmus ohne Spalten-Pivotsuche auf-
grund der endlichen Stellenzahl auf ein signifikant falsches und damit wertloses Resultat. Der Grund dafiir liegt im Pha-
nomen der Ausloschung und anschlielfender Verstarkung durch Multiplikation mit einer betragsmé@Rig grof3en Zahl.

151 der Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 wurde ein wichtiges Resultat zu symmetrischen Quadraturfor-
meln hergeleitet. Dafiir wurden zunéchst Spezialfille mit wenigen Stufen betrachtet und elementare Argumente, wel-
che dennoch lingere Umformungen bendotigen, verwendet. Da die Behandlung des allgemeinen Falles mit einer ent-
sprechenden Vorgehensweise umsténdlich und langatmig ist, wurden zusétzliche Ideen erkldrt und gentitzt (Lineare
Integraltransformation und Extraktion ungerader Polynome mit Integralwerten gleich Null).
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Alternative zu beweislastigen Problemstellungen zu bieten. Die Ritselaufgaben sollten den
Studierenden als Angelpunkte dienen, um sich auf spielerische Weise mit mathematischen
Losungsstrategien zu befassen.

¢ Auch fiir Lehrende ist es lohnenswert, bekannte Inhalte unter neuen Perspektiven zu se-
hen.!® Eine neue Anordnung ermdéglicht es, spezielle Strukturen in (inhaltlichen) Netzwer-
ken zu identifizieren. Als sinnbildliche Darstellungen sind zwei Graphiken eingefiigt, wo
links das urspriingliche Netzwerk und rechts ein dquivalentes Netzwerk mit erkennbaren
Strukturen zu sehen ist (vgl. Publikationen).

The graph of a real data network (networkrepository.com/aves-wildbird-network.php) is captured
by the associated adjacency matrix comprising coefficients equal to one (blue) and zero (white). Left:
Original representation, where the structure of the underlying communities and interactions is not
evident. Right: An equivalent representation obtained by community detection and suitable permu-
tation renders it possible to identify a block structure with relatively dense and sparse submatrices.

¢ Im aktuellen Studienjahr wurde versucht, organisatorische und inhaltliche Informationen
dem Netzwerk der Studierenden mehrmals und tiber verschiedene Kanéle zukommen zu
lassen, in miindlicher und schriftlicher Form, direkt oder indirekt (veranstaltungsiibergrei-
fend in Vorlesung und Proseminar, per Email und OLAT). Fiir zukiinftige Lehrveranstaltun-
gen ist geplant, den Studierenden wieder den Vorschlag zu unterbreiten, in den jeweiligen
Gruppen zumindest eine Sprecherin oder einen Sprecher zu nominieren.

¢ Eine in der zuvor erwdhnten Publikation entwickelte und analysierte Methode wird durch
folgende Graphik illustriert. Diese Darstellung kann man auch im alltdglichen Kontext nach-
vollziehen. Falls beispielsweise eine Schilehrerin eine Gruppe mit wenigen erwachsenen
Mitgliedern betreuen soll, so hat sie die Méglichkeit auf jede einzelne Person individuell ein-
zugehen. Sie kann Abfahrten unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades empfehlen, jene be-
gleiten, die auf der blauen Piste unterwegs sind, und mit den anderen Treffpunkte verein-

16Eine fiir die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 neuartige Sichtweise bestand darin, fiir allgemeine Syste-
me linearer Gleichungen eine dquivalente, sukzessiv l6sbare Darstellung zu finden (vgl. etwa Division mit Rest, Polyno-
minterpolation mittels dividierter Differenzen). Fiir die Fortsetzung Numerische Mathematik 2 bieten sich die Begriffe
Orthogonalitidt und Adaptivitdt an.
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baren. Bei einer groleren Gruppe von Erwachsenen, die homogene Voraussetzungen vor-
weisen und dhnliche Interessen teilen, kann ebenfalls ein hoher Grad an Zufriedenheit er-
reicht werden. Entsprechend ist es in einer gréBeren, jedoch weitgehend homogenen Grup-
pe. Wenn nur wenige Personen andere Voraussetzungen mitbringen, kann man auf deren
spezielle Bediirfnisse eingehen.

dense submatrix = full matrix - sparse submatrix

(block of adjacency matrix) (defines classical subsystem) (summation of few components)

The key idea for the efficient evaluation of large-scale subsystems defined by relatively dense subma-
trices is to trace them back to full matrices. These correspond to classical subsystems and are solved
in an efficient manner by global approximations and precomputations. Remaining contributions of
relatively sparse submatrices require the summation of relatively few components.

* Signifikante Reibungsverluste sind hingegen bei gréeren und inhomogenen Gruppen zu
erwarten. Orientiert man sich an der Mitte, so ist es naturgemaR fiir die Mehrheit unpas-
send (Uberforderung oder Unterforderung, Resignation oder Langeweile). Hier erscheint es
sinnvoller, die gesamte Vielfalt und Freiraum fiir individuelle Zuginge zuzulassen. Wie zuvor
ausgefiihrt, wurde dies in der Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 durch miindli-
che Vorlesungspriifungen und Projektarbeiten in die Praxis umgesetzt. !7 18

¢ Die fiir die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 beobachtete Zweiteilung der Grup-
pe mit einerseits sehr zufriedenstellenden (Sehr gut / Gut) und andererseits unzureichenden
Beurteilungen oder Abbriichen ist (im Bereich der Mathematik) 6fter festzustellen. Sofern
die vorausgesetzten Grundkenntnisse gegeben sind, lassen sich vorhandene Lernliicken im
Allgemeinen gut schlieBen. Als Lehrende gilt es, (in einem angemessenen AusmaR) fiir Fra-
gen zur Verfiigung zu stehen und Hinweise zu Lernquellen zu geben.

* Wie zuvor ausgefiihrt ist es bei einer diversen bzw. zweigeteilten Gruppe nicht sinnvoll, enge
Kriterien anzulegen und Synchronisation erzwingen zu wollen. Es erscheint vielmehr wiin-
schenswert, einen offenen Ansatz zu wihlen, wo individuelle Starken zur Geltung kommen.

5.4 Schlussfolgerung

Die vorangegangenen Beobachtungen und damit verbundenen Uberlegungen im Lehrkontext
konnen mit einem wissenschaftlichen Grundprinzip, welches sich speziell im Bereich der Nume-

17Beobachtung und personliche Anmerkung: In Bezug auf die Lehrveranstaltung Numerische Mathematik 1 wurde
zundchst die Diversitét der Studierenden unterschétzt und die Vernetzung untereinander {iberschitzt. Wenn mehrere
Studierende bestdtigten, dass die inhaltlichen Erkldrungen verstidndlich und ausreichend waren, wurde félschlicher-
weise angenommen, das dies im GroRen und Ganzen auf die gesamte Gruppe zutraf. Ubungsaufgaben, die in einer der
Proseminar-Gruppe sehr gut gelost wurden, fithrten in der anderen Proseminar-Gruppe zu erheblichen Schwierigkei-
ten oder blieben unbearbeitet. In den ersten Monaten kam es also in dieser Hinsicht zu keinem Austausch zwischen
den Studierenden.

18Dje Diversitit der Studierenden in Hinblick auf Lernstile und Wissenserwerb wurde insbesondere in den miindli-
chen Vorlesungspriifungen deutlich.
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rischen Mathematik immer wieder bestitigt, verkniipft werden. Es ist nicht méglich, eine im uni-
versellen Sinn beste (didaktische) Methode anzugeben. Es geht vielmehr darum, situationsbezo-
gen mehrere zuverldssige Zugdnge miteinander zu vergleichen und dann eine Methode hervorzu-
heben, die unter einem bestimmten Gesichtspunkt von Vorteil ist. Wenn allerdings eine Situati-
on sehr vielfdltige Auspragungen zuldsst, ist die Reduktion auf ein einzelnes Kriterium oder eine
einzelne Kennzahl nicht sinnvoll. Hier ist es passender, verschiedene Perspektiven in Betracht zu
ziehen und entsprechende Erkenntnisse umfassend darzustellen.

6 Quellen und Dank

Quellen Zwei allgemeiner verstdndliche Quellen, welche sich insbesondere mit Lernprozessen
und grundlegenden mathematischen Deduktionsprinzipien befassen, sind im Anhang aufgenom-
men. Dies sind ein Interview mit der Lernforscherin ELSBETH STERN (ETH Ziirich) und die Nie-
derschrift eines Vortrages des Mathematikers GUNTER HANISCH (Universitdt Wien). Weiters sei
auf Lehrunterlagen von JOHANNES LEITNER und seine Initiativen zur Talenteférderung®® sowie
die Didaktikhefte der dsterreichischen Mathematischen Gesellschaft?! verwiesen. Ein Auszug ei-
nes von Kolleg:innen der Universitdt Klagenfurt verfassten Skriptums zu Leistungsbeurteilungen
im schulischen Kontext ist ebenfalls im Anhang angegeben. In den Uberlegungen werden zudem
Grundprinzipien der Montessori-Pidagogik beriicksichtigt.??> Auf online-Bildungsportalen wird
tiber Studien an Osterreichischen Universitdten informiert und unter anderem auf die Karriere-
chancen von Absolvent:innen im Bereich Technische Mathematik hingewiesen.?? Inspirierend wa-
ren aullerdem Interviews mit ANTON ZEILINGER, der die Begeisterung seines Physik-Lehrers als
einen wesentlichen Impuls fiir seine Studienwahl beschreibt, die Verschulung von Universitidten
kritisch sieht und sich wiinscht, dass Hochbegabungen und Ungewdhnliches geférdert wird.

Dank und Zukiinftiges Meinen Kollegen ROBERT HAFNER und FABIAN OCHS bin ich dankbar fiir
neue Perspektiven und ihr konstruktives Feedback bei den kollegialen Hospitationen. Thre Praxis-
arbeiten zur realistischen Simulation von Konferenzsituationen und zum Umgang mit inhomo-
genen Studierendengruppen (MA) habe ich ansatzweise aufgegriffen und in meine Uberlegungen
fiir grundlegende Lehrveranstaltungen in den ersten beiden Studienjahren einflieBen lassen. Das
Lehrkonzept zum Proseminar Analysis 1 wurde mit JOHANNES LEITNER im Rahmen des Construc-
tive Alignment fiir Profis in der universitdren Lehre besprochen. Ein gemeinsames Seminar zum
Thema Non scholee sed vitce! Wie gelingt das Erkennen und Fordern von Begabungen im eigenen
Schulunterricht? ist geplant. Sehr wertvoll waren die Anregungen der Kommunikationstrainerin
JULIA STRAUHAL. Das Angebot von Fortbildungen soll speziell in diesem Bereich weiterhin gentitzt
werden.

19Djes gilt ebenfalls fiir die Anwendung statistischer Methoden auf wenige, stark variierende Daten. Es ist allgemein
bekannt, dass es kein valider statistischer Zugang ist, die in einem Datensatz vorhandene Vielfalt auf einzelne Kennwer-
te zu reduzieren.

20Gjehe www.sci-e-s.com.

2lyerfiigbar unter www.oemg.ac.at/DK/Didaktikhefte.

22Eine kurze Darstellung und weiterfithrende Links finden sich unter de.wikipedia.org/wiki/Montessoripidagogik.

235 ein Bildungsportal sei studieren.at genannt.
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7 Anhang - Unterlagen zum Zertifikat

Uberblick
¢ Anmeldeformular
¢ Protokolle der Peer-Gruppen-Treffen

* Protokolle der kollegialen Hospitationen
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B universitat
¥ innsbruck

Personalentwicklung

Zertifikat Lehrkompetenz

Informationsgesprach mit Personalentwicklung gefiihrt am 13. Juli 2021

A — Hochschuldidaktische Basisthemen (24 UE)

Constructive Alignment fiir Profis in der univ. Lehre absolviert am 17. Dezember 2021 20 UE

Rechtliche Grundlagen fiir Ihre Lehrtatigkeit absolviert am 15. November 2021 4 UE
B — Wahimodul (25 UE)

Prasentationscoaching bei Verena Covi 6 UE

(Bestatigung der Anrechnung durch Frau Augenstein per absolviert am 21. September 2020

Email am 22. Juli 2022)

Wie produziere ich audiovisuelle Medien fiir die Lehre? absolviert am 18. Oktober 2021 5 UE

Words make a difference - Worte wirken. Wertschatzende | absolviert am 25. April 2022 30 UE

Kommunikation im Universitatsbetrieb

Das psychische Immunsystem stiarken - Resilienz absolviert am 29. November 2022 4 UE

C — Praxisarbeit

Ausarbeitung des eigenen Themas

Synchronisation und Netzwerke in Forschung und Lehre

Peer-Gruppe

Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

6 Peer-Gruppen-Treffen

31. August 2021
7.September 2021
5. Oktober 2021
9. November 2021
7. Dezember 2021
18. Janner 2022

3 Kollegiale Hospitationen

14. Janner 2021, 10:15-11:45

(Fabian Ochs, PS Analysis 1, Gruppe 3)
14. Janner 2021, 12:00-13:30

(Fabian Ochs, PS Analysis 1, Gruppe 4)
21.Janner 2021, 10:15-11:45

(Robert Hafner, PS Analysis 1, Gruppe 3)

Fallstudiendialog

geplant fiir Marz 2023

Bitte senden Sie das Formular an die Personalentwicklung
Mag. Ingrid Augenstein, DW 20442, E-Mail: Ingrid.Augenstein@uibk.ac.at




Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum ersten Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 31. August 2021
Zeit: 8:00-9:00
Ort: TechnikerstraRe 13, Raum 514

Thematischer Schwerpunkt: Vorstellung und Kennenlernen

Die Mitglieder der Peer-Gruppe stellen ihren wissenschaftlichen Werdegang, die aktuelle thematische
Fokussierung in der Forschung, die Einbettung in wissenschaftliche Communities und die derzeitigen
Lehraktivitdten vor. Sie umreillen kurz, welche Schwerpunkte sie in Hinblick auf die Absolvierung des
Zertifikates Lehrkompetenz setzen wollen.

Obwohl sich die jeweiligen Karrierestufen und methodischen Zugédnge der Fachrichtungen deutlich un-
terscheiden, werden auch Gemeinsamkeiten identifiziert. Alle Mitglieder der Peer-Gruppe haben lang-
jahrige Erfahrung in der Lehre und absolvieren Modul C, einerseits als Modul im Rahmen des Zertifikats
Lehrkompetenz (Robert Hafner, Mechthild Thalhammer) und andererseits als alleinstehendes Modul
(Fabian Ochs). Ein fiir alle zentrales Thema ist die Bewaltigung der beim Unterrichten von heterogenen
Studierendengruppen auftretenden Herausforderungen (Knowledge Gaps).

Die Mitglieder der Peer-Gruppe tauschen sich zu den Erfahrungen im Studienjahr 2020/21 aus, wo
Lehrveranstaltungen aufgrund der Covid-19-MaRnahmen fast ausschlieRlich in virtueller Form statt-
fanden. Sie stimmen Uberein, dass die Vorteile von Prasenzlehre Gberwiegen und deshalb in Hinblick
auf die Absolvierung des Zertifikates Lehrkompetenz darauf der Fokus gelegt werden soll.

An diesen Meinungsaustausch schliet auch eine kurze Diskussion zu den Erfahrungen und Perspekti-
ven zum Thema Konferenzteilnahmen und Auslandsaufenthalte unter den Gesichtspunkten Klima-
schutz und Nachhaltigkeit an.

Als letzter Punkt werden die Anforderungen des Moduls besprochen und ein grober Terminplan skiz-
ziert. Um den Fortschritt bei den gewahlten Schwerpunkten in der Lehre stetig verfolgen zu kdnnen,
sollen monatliche Treffen stattfinden.

Als Termin fiir das zweite Treffen der Peer-Gruppe wird der 7. September 2021, 8 Uhr, Campus Technik
fixiert.
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Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum zweiten Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 7. September 2021
Zeit: 8:00-9:00
Ort: TechnikerstraRe 13, Raum 514

Thematischer Schwerpunkt: Vorstellung der Lehrkonzepte

Das zweite Treffen dient dazu, die Lehrkonzepte vorzustellen.

Robert Hafner: Aspekte der Mensch-Technik-Umwelt-Beziehung

Lehrveranstaltungsformat: Seminar im Rahmen des Masterstudiums Geographie, Globaler Wandel —
regionale Nachhaltigkeit

Thematischer Schwerpunkt: Team-Teaching

Konkrete Fragestellungen: Wie lassen sich partizipative Elemente und das Simulieren von Kongress-
Situationen (Vortrag, Moderation, Diskussionsbeitrage) im Rahmen eines Seminares umsetzen? Wur-
den die Anforderungen den Studierenden verstandlich vermittelt? Wurde klar kommuniziert, dass der
gewahlte Modus des Seminares fiir Abschlussarbeiten und in Hinblick auf zukiinftige Berufsfelder niitz-
lich ist? Wird deutlich, dass es aufgrund der unterschiedlichen fachlichen Ausrichtungen der beiden
Lehrenden auch unterschiedliche Zugdnge zu den behandelten Themen gibt?

Fabian Ochs: Thermofluiddynamik

Lehrveranstaltungsformat: VU im Rahmen der Masterstudien Mechatronik und Umweltingenieurwis-
senschaften

Thematischer Schwerpunkt: Bewaltigung von ,,Knowledge Gaps“ bei Studierendengruppen, die sowohl
inhaltlich (Bauphysik, Warmetechnik) als auch methodisch (Vorwissen betreffend Theorie und Anwen-
dungen, Modellierung und Programmierung) heterogen sind.

Konkrete Fragestellungen: Die Riickmeldung von Studierenden zeigte, dass die Behandlung von theo-
retischen Aspekten und Anwendungen in einer einzigen Lehrveranstaltung als sehr anspruchsvoll
wahrgenommen wird. Wie lassen sich theoretische Herangehensweisen derart mit Anwendungsbei-
spielen verbinden, dass Studierende einerseits die Komplexitdt des Themas erkennen, andererseits
aber nicht Giberfordert werden? Wie sieht eine passende Auswahl der zu vertiefenden Themen aus?
Wie kann Partizipation dem Verstandnis helfen?

Mechthild Thalhammer: Analysis 1

Lehrveranstaltungsformat: Proseminar in den Bachelorstudien Mathematik, Mathematik Lehramt, At-
mospharenwissenschaften und Physik

Thematischer Schwerpunkt: Bewaltigung von ,Knowledge Gaps“ bei Erstsemestrigen, Fordern der Mo-
tivation durch Vermittlung der Relevanz von mathematischen Inhalten speziell fiir die Studienrichtun-
gen Atmosphéarenwissenschaften und Physik.
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Konkrete Fragestellungen: Wie kann man Studierenden den Einstieg in ein anspruchsvolles Studium
erleichtern, insbesondere bei Lehrveranstaltungen mit abstrakten mathematischen Inhalten? Wie
kann man den Modus von Proseminaren gestalten, um heterogene Kenntnisse auszugleichen, und ein
Monitoring gestalten, um bei einer Vielzahl von zu behandelnden Proseminar-Aufgaben zusatzlichen
Erklarungsbedarf bei gewissen Themen friihzeitig zu erkennen? Durch welche Mittel kann man die
Motivation der Studierenden fordern?

Als Termin flr das dritte Treffen der Peer-Gruppe wird der 5. Oktober 2021, 16 Uhr, Campus Innrain
fixiert.
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Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum dritten Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 5. Oktober 2021
Zeit: 16:45-17:45
Ort: Bruno-Sander-Haus, Raum 60611

Thematischer Schwerpunkt: Terminplanung

Das dritte Treffen dient dazu, einerseits die kollegialen Hospitationen und andererseits die weiteren
Treffen der Peer-Gruppe terminlich und inhaltlich zu planen.

Alle Mitglieder der Peer-Gruppe stimmen Uberein, dass eine Durchfiihrung der kollegialen Hospitatio-
nen innerhalb der Gruppe ideal ist. Es werden folgende Termine bzw. Zeitrdume vereinbart:

Robert Hafner:

Aspekte der Mensch-Technik-Umwelt-Beziehung, Seminar im Rahmen des Masterstudiums Geogra-
phie, Globaler Wandel — regionale Nachhaltigkeit

Kollegiale Hospitationen am 21. Oktober 2021 durch Mechthild Thalhammer, am 11. November 2021
durch Fabian Ochs, und am 13. Jdnner 2022 durch Mechthild Thalhammer.

Fabian Ochs:

Thermofluidynamik, Vorlesung/Ubung im Rahmen der Masterstudien Mechatronik und Umweltinge-
nieurwissenschaften

Kollegiale Hospitationen am 25. Oktober 2021 durch Mechthild Thalhammer, am 29. November 2021
durch Robert Hafner, und zu Beginn des Sommersemesters 2022 durch Robert Hafner.

Mechthild Thalhammer:

Analysis 1, Proseminar im Rahmen der Bachelorstudien Mathematik, Mathematik Lehramt, Atmospha-
renwissenschaften und Physik

Kollegiale Hospitationen am 17. Dezember 2021 bei zwei Proseminargruppen (Atmospharenwissen-
schaften und Physik, 10-12 Uhr / 12-14 Uhr) durch Fabian Ochs und am 21. Janner durch Robert Hafner.

Die wesentlichen inhaltlichen Punkte der kollegialen Hospitationen werden besprochen. Es wird ver-
einbart, dass allgemeine Informationen zu den Lehrveranstaltungen und detaillierte Informationen zu
speziellen Aspekten, auf die bei den Hospitationen der Fokus gelegt werden soll, im Vorfeld der jewei-
ligen Hospitation nochmals per Email ausgetauscht werden. Nachbesprechungen zu den jeweiligen
Hospitationen werden direkt im Anschluss durchgefiihrt.

Als Termin fir das vierte Treffen der Peer-Gruppe u.a. zur gemeinsamen Besprechung der ersten kol-
legialen Hospitationen wird der 9. November 2021, 15 Uhr, Campus Technik fixiert. Als weitere Ter-
mine sind der 7. Dezember 2021 (Austausch zu Fortbildungen) und der 18. Janner 2022 (Notengebung
u.a. bei Gruppenarbeiten und Abschlussarbeiten) geplant.
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Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum vierten Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 9. November 2021
Zeit: 15:00 - 16:00
Ort: TechnikerstralRe 13, Raum 514

Thematischer Schwerpunkt: Constructive Alignment und Hospitationen

Das vierte Treffen dient dazu, einerseits von Erfahrungen betreffend die Fortbildung Constructive A-
lignment zu berichten und sich andererseits in der Peer-Gruppe zu den bisherigen kollegialen Hospita-
tionen auszutauschen.

Constructive Alignment

Robert Hafner hat die Fortbildung Constructive Alignment bereits absolviert. Ein Kernthema ist die
umfassende Planung und Durchfiihrung von Lehrveranstaltungen (Definition der Lernziele einer Lehr-
veranstaltung sowie der vermittelten inhaltlichen, methodischen und sozialen Kompetenzen, Leis-
tungsmalstabe und Beurteilungskriterien, transparente Kommunikation). Dazu gibt es entsprechende
Inputs, Gruppenarbeiten und Diskussionen.

Robert Hafner fasst seine Erfahrungen kurz zusammen und stellt die Eckpunkte der von ihm erstellten
Abschlussarbeit vor.

Es folgt eine Diskussion zu Benotungen in Seminaren und bei Lehrformaten Vorlesung & Ubung. Lassen
sich theoretisch plausible Ansatze eins zu eins praktisch umsetzen? Wie groR ist der Zeitaufwand bei
sehr detaillierten Leistungsfeststellungen lber ein Semester hinweg? Sollen anfanglich festgesetzte
Kriterien bei Bedarf adaptiert werden?

Dieses Thema soll in einer der nachsten Treffen der Peer-Gruppe weiter vertieft werden.
Hospitationen

Die Uberwiegend positiven Erfahrungen der kollegialen Hospitationen von Mechthild Thalhammer bei
Robert Hafner und Fabian Ochs werden in der Peer-Gruppe besprochen und die bei weiteren Hospita-
tionen zu beachtenden Punkte prézisiert.

Beim Seminar von Robert Hafner wird es in erster Linie um die Vorbereitung und Simulation von Kon-
gress-Situationen gehen. Bei den Hospitationen von Fabian Ochs und Mechthild Thalhammer soll be-
obachtet werden, wie Studierende solche fiir sie neuartige Situationen meistern.

Bei der zweiten Hospitation von Mechthild Thalhammer bei Fabian Ochs soll es hauptsachlich um die
Frage der Vereinbarkeit von Theorie und Anwendung (Implementierung in MATLAB) innerhalb einer
Lehrveranstaltungseinheit gehen. Schaffen die Studierenden rasche Wechsel zwischen theoretischen
und praktischen Aspekten? Wie kann man ihnen den Umstieg erleichtern?

Der Schwerpunkt der beiden Hospitationen von Fabian Ochs bei Mechthild Thalhammer wird auf den
Einflussfaktoren heterogene Gruppenzusammensetzung und Gruppendynamik liegen. Wie gelingt bei
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zwei unterschiedlich zusammengesetzten Proseminar-Gruppen mit Studierenden aus den Bereichen
Atmospharenwissenschaften und Physik jeweils die Durchfiihrung der Lehrveranstaltung? Bleiben bei
der spateren Proseminar-Gruppe am Freitag Nachmittag Motivation und Konzentration gleichermaRen
erhalten?

Covid-19

Das Treffen endet mit einer Akkordierung der weiteren Termine in Anbetracht der aktuellen Covid-19-
Situation. Man ist sich einig, dass man betreffend Hospitationen Treffen der Peer-Gruppe kurzfristig
reagieren und gegebenenfalls von Prasenz auf Distanz wechseln sollte.
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Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum flinften Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 7. Dezember 2021
Zeit: 15:00 — 16:00
Ort: Virtuell via BBB

Thematischer Schwerpunkt: Austausch zu Fortbildungen

Das Treffen der Peer-Gruppe wird zum Erfahrungsaustausch liber von der Universitat Innsbruck ange-
botene Fortbildungen u.a. zum Zertifikat Lehrkompetenz genitzt. Man stimmt Uberein, dass bei der-
artigen Veranstaltungen das Kennenlernen von Mitgliedern anderer Institute und Fakultaten ein sehr
positiver Aspekt ist.

Fortbildung zum Datenschutz

Es handelt sich um eine interne Fortbildung mit der Datenschutzkoordinatorin der Universitat Inns-
bruck. Behandelt werden Grundfragen zu Datenschutz und Studierendendaten, speziell auch die Ver-
wendung von Arbeitslaptops. Einerseits diirfen Daten zu Lehrveranstaltungen nicht auf Arbeitslaptops
gespeichert werden, andererseits ist es zeitweise erforderlich, auf Dienstwegen oder Dienstreisen
ohne stabile VPN-Verbindung zu Servern der Universitdt, Arbeiten zu erledigen. Eine technischen Lo-
sung liegt beispielsweise in der automatische Verschliisselung von Speichermedien. Fabian Ochs hat
an der Fortbildung teilgenommen und hebt den guten Diskussionscharakter der Veranstaltung hervor.

Fortbildung ,,Vom Forschen zum Fiihren*

Diese Fortbildung wird von zwei externen Personen geleitet. Sie behandelt Kommunikationskompe-
tenzen und Dynamiken in der Zusammenarbeit. Konkrete Themen sind u.a. Kommunikationstypen,
Verbesserung von Kommunikations- und Flihrungskompetenzen durch Selbstreflektion und Selbstein-
ordnung, Unterscheidung von Delegation, Coaching, Inspiration. Fabian Ochs empfiehlt die Fortbildung
aufgrund fir ihn neuer und interessanter Impulse.

Fortbildung fiir Fiihrungskrafte

Robert Hafner nimmt aktuell an einem Coaching am MCB teil. Dieses bietet die Moglichkeit, auf im
Arbeitsalltag auftretende konfliktreiche Situationen einzugehen. Pro Kalenderjahr werden bei 6 Stun-
den bis zu 75% (iber die Personalentwicklung und bis zu 25% Uber das Institut im Rahmen einer QV
refundiert. Weiterfihrende Details finden sich unter https://www.uibk.ac.at/personalentwick-
lung/fuehrungskraefte/fkcoaching/.

Constructive Alignment

Robert Hafner und Mechthild Thalhammer haben zu unterschiedlichen Zeiten an der Fortbildung
Constructive Alignment teilgenommen und berichten von ahnlichen Erfahrungen. Als hilfreich werden
prasentierte neuartige didaktische Methoden bzw. Erkenntnisse und die Méglichkeit zur Selbstrefle-
xion des erstellten Lehrkonzeptes eingeschatzt. Es werden vielfiltige Themen angeschnitten, wo eine
zusatzliche selbstandige Vertiefung sinnvoll ist. Positiv waren auch die Interaktionen mit anderen Teil-
nehmerlinnen.
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Rechtliche Grundlagen

Robert Hafner und Mechthild Thalhammer ordnen die Fortbildung als informativ ein. Auch hier ist eine
selbstandige inhaltliche Vertiefung bestimmter Thematiken sinnvoll.

Terminplanung

Im Idealfall kbnnen alle weiteren kollegialen Hospitationen in Prasenz und bis Janner 2022 abgeschlos-
sen werden. Sollte es erforderlich sein, wird man auf virtuelle Formate wechseln oder Hospitationen
auf einen spateren Zeitpunkt (Marz 2022) verschieben.

10.1. Kollegiale Hospitation von Robert Hafner bei Fabian Ochs (14:00-15:00)

14.1. Kollegiale Hospitation von Fabian Ochs bei Robert Hafner (8:30-9:30)

14.1. Kollegiale Hospitation von Fabian Ochs bei Mechthild Thalhammer (ab 10:15)
17.1. Kollegiale Hospitation von Mechthild Thalhammer bei Fabian Ochs (ab 14:00)
21.1. Kollegiale Hospitation Robert Hafner bei Mechthild Thalhammer (ab 10:15)

Das nachste Treffen mit dem Thema Notengebung wird fiir 18. Janner 2022, 15 Uhr vereinbart, in Pra-
senz am Campus Technik oder gegebenenfalls in virtueller Form.
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Zertifikat Lehrkompetenz

Protokoll zum sechsten Treffen der Peer-Gruppe

Anwesende: Robert Hafner, Fabian Ochs, Mechthild Thalhammer

Datum: 18.1.2021
Zeit: 15:00 - 16:00
Ort: virtuell via BBB

Thematischer Schwerpunkt: Diverses und Notengebung

Abschlussarbeiten und Fallstudiendialog

Zu Beginn des Treffens tauscht man sich zum Zertifikat Lehrkompetenz aus. Es geht insbesondere um
die von den Mitgliedern der Peer-Gruppe noch zu erstellenden Arbeiten und die abschlieende Pra-
sentation, den Fallstudiendialog.

Als wertvolle Impulse fir die eigenen Arbeiten werden die Treffen und die erfolgten kollegialen Hos-
pitationen beurteilt. Auch wenn fiir das Zertifikat keine weiteren Treffen der Peer-Gruppe vorgegeben
sind, moéchte man weiterhin in Kontakt bleiben, sich gegenseitig bei der Planung und dem Schreiben
der Arbeiten unterstiitzen (Recherchen, Literaturpools, Diskussionen, Prasentationen).

Der nachste Fallstudiendialog ist fir 7. Marz 2022, 14:00 — 15:30 geplant und wird bis Anfang Februar
im internen Fortbildungsprogramm der Universitat veroffentlicht.

Robert Hafner wird als erster mit dem Verfassen der Arbeit beginnen. Er umreilSt, welche Schwer-
punkte er in Hinblick auf das Seminar ,Aspekte der Mensch-(Technik)-Umwelt-Beziehung” setzen
mochte. Mechthild Thalhammer wird aktuelle Lehrveranstaltungen fiir Erstsemestrige reflektieren,
durch die Fortbildung Constructive Alignment Kurses entwickelte Ideen aufnehmen und ihr Konzept
fiir Lehrveranstaltungen im Sommersemester 2022 adaptieren.

Kollegiale Hospitationen

Aufgrund der Covid-19-Situation werden die Termine fiir weitere kollegiale Hospitationen nochmals
abgesprochen.

21.1. Kollegiale Hospitation von Robert Hafner bei Mechthild Thalhammer (10:15-11:45)
15.3. Kollegiale Hospitation von Robert Hafner bei Fabian Ochs (8:30-10:00)

22.3. Kollegiale Hospitation von Mechthild Thalhammer bei Fabian Ochs (8:30-10:00)
Nachbesprechung der Hospitationen

Fabian Ochs bei Mechthild Thalhammer: wenig Optimierungsmoglichkeiten: Onlineformat gut adap-
tiert, Erklarungen gut verstandlich, Studierenden gut begleitet, gutes Umfeld fur Studierende, souve-
réane Beitrdage von Studierenden; Anregung: zwischendurch Formatanderungen zugunsten von mehr
Abwechslung

Fabian Ochs bei Robert Hafner: Gesamteindruck sehr positiv: souverdne Beitrdge von Studierenden;
Verbesserung zum letzten Hospitieren: aktive Aufforderung zum Einschalten der Studierendenkame-
ras
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Notengebung

Als letzten Punkt des Treffens werden unterschiedliche Aspekte einer angemessenen und fairen No-
tengebung besprochen: detaillierte Benotungsschemata (Pros und Contras, Lehrveranstaltungstyp,
guantitative und qualitative Kriterien, Zeitaufwand), Vergleichbarkeit von Arbeitsauftragen/Projekten,
Umgang mit quantitativ und qualitativ stark variierenden Studierendenbeitragen, Gruppenarbeiten
(Lerneffekt, Umgang mit dominanten/zurlickhaltenden Personlichkeiten, Konflikten vorbeugen), Ten-
denz zu strengen Mal3stabe zu Studienbeginn und mehr Milde bei Studienende
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Kollegiale Hospitationen
in Proseminaren zur Analysis 1
durch Robert Hafner und Fabian Ochs

Inhalte Im Proseminar zur Analysis 1 werden grundlegende mathematische Inhalte, insbeson-
dere zu den Themen Funktionen, Konvergenz von Folgen und Reihen, Stetigkeit, Differentiation,
Integration und Taylor-Approximation besprochen.

Ablauf Im wochentlichen Rhythmus werden im Eigenstudium schriftliche Ausarbeitungen von
vorgegebenen Aufgaben erstellt (Angabe unter OLAT). Diese Ausarbeitungen werden im Prosemi-
nar vorgestellt (mittels BBB, meist eine Person pro Aufgabe, freiwillige Meldung) und daran an-
kniipfend Begriffe, Resultate und Methoden sowie alternative Zuginge und Fehlerquellen bespro-
chen. Die Lehrende beantwortet auftretende Fragen, ergdnzt Erkldrungen zur vertiefenden oder
anwendungsorientierten Aspekten und gibt Hinweise zum néchsten Ubungsblatt. Falls erforder-
lich, revidieren die Studierenden ihre Ausarbeitungen nochmals im Eigenstudium und erstellen
Nachbereitungen (Angabe unter OLAT).

Hospitationen Die kollegialen Hospitationen durch Robert Hafner und Fabian Ochs fanden am
14. und 21. Janner 2022 statt, jeweils bei zwei Proseminar-Gruppen (10 — 12 Uhr, 12 — 14 Uhr).
Insgesamt waren rund 15 Studierende pro Gruppe anwesend.

Virtuelles Format Aufgrund der geltenden Covid-19-MaBnahmen musste die Lehrveranstaltung
in virtueller Form abgehalten und der Beobachtungsauftrag entsprechend angepasst werden.

Beobachtungsauftrag Ein wesentliches Lernergebnis von Proseminaren fiir Studienanfin-
ger:innen liegt darin, mathematische Vorgehensweisen anhand der im Rahmen der Vorlesung be-
handelten Inhalte zu verstehen.

Absolventinnen und Absolventen dieses Moduls verstehen die Inhalte der Vorlesung und
kdnnen diese wiedergeben und anwenden. Sie haben die Fertigkeit erworben, sich dhn-
liche Inhalte selbstindig zu erarbeiten. Sie sind in der Lage, die grundlegenden Konzepte
der Analysis situationsgerecht anzuwenden. Weiters haben sie ein Grundverstédndnis fiir
die Denkweise der Mathematik erlangt.

Die hospitierenden Kollegen wurden deshalb gebeten, speziell auf die Interaktion der Lehrenden
mit einzelnen Studierenden und der gesamten Gruppe sowie die inhaltliche und akustische Ver-
stdandlichkeit ihrer miindlichen und schriftlichen Anmerkungen und zusétzlichen Erkldrungen zu
achten. Hat die Teilnahme am Proseminar dazu beigetragen, das Verstdndnis fiir mathematische
Herangehensweisen und Inhalte zu vertiefen und Fehlkonzepte zu bereinigen, so wird in Kombi-
nation mit der nochmaligen Auseinandersetzung durch Nachbereitungen ein nachhaltiger Lern-
prozess unterstiitzt.

Beobachtungen und Bewertungen

e Fachliche Expertise der Kollegen. Aufgrund seines Ingenieurstudiums und seiner beruf-
lichen Tatigkeiten ist Fabian Ochs mit mathematischen Begrifflichkeiten und Methoden
wohlvertraut. Da die fachliche Expertise von Robert Hafner im Bereich Humangeographie
liegt, konnte er mathematische Problemstellungen und Erkldrungen nur in geringerem Aus-
mal nachvollziehen. Dennoch fand er die Teilnahme an den Proseminaren sehr spannend.

» Verstindlichkeit der Lehrenden. Robert Hafner bewertete es als positiv, dass die Lehrende
miindliche organisatorische Ansagen, inhaltliche Ergdnzungen und Erklarungen bei Fragen
noch zusitzlich schriftlich in den Geteilten Notizen festhielt. Die Informationen zur Priifung
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waren fiir ihn klar und verstandlich formuliert. Auch von Fabian Ochs wurden die Kommen-
tare und ergdnzenden Erklarungen durch die Lehrende als hilfreich und verstidndlich beur-
teilt. Dabei unter anderem die Geteilten Notizen zu nutzen, wurde ebenfalls als eine gute
Option gesehen.

Tempo der Lehrveranstaltung. Da die Mehrheit der Studierenden im ersten Semester mit
mathematischen Denkweisen und Beweismethoden nicht vertraut sind und ausfiihrliche Er-
klarungen benotigt werden, besteht speziell bei interaktiven Lehrveranstaltungen ein gewis-
ser Zeitdruck. Von Fabian Ochs wurde das Tempo als passend eingeschétzt. Robert Hafner
fand den Einstieg in die Lehrveranstaltung mit einem auf die Minute piinktlichen Beginn
sehr schnell. Er beobachtete, dass sich Studierende sofort aktivim Chat beteiligten. Er fand
die schriftliche Zusatzerklarungen in den Geteilten Notizen gelungen, weil dies das anfiangli-
che Tempo reduzierte und man zudem leichter folgen konnte.

Inhaltliche Beitrdge der Lehrenden. Das Proseminar wurde mit inhaltlichen Anmerkungen
durch die Lehrende begonnen und mit einem Ausblick auf das ndachste Mal beendet. Dies
wurde von Fabian Ochs als motivierend beurteilt. Robert Hafner fand es gut, dass die Leh-
rende den Hinweis gab, dass sie eine ausfiihrliche Ausarbeitung zu einer anspruchsvollen
Aufgabe erstellen und verfiigbar machen werde (unter OLAT).

Interaktion und Kommunikation. Von Robert Hafner wurde die Interaktion zwischen der
Lehrenden und den Studierenden als sehr gut beurteilt. Er stufte die Antworten und Erldu-
terungen als sehr direkt ein. Er fand die an die Studierenden gerichteten Feedbacks ermuti-
gend und die Balance zwischen positiver Riickmeldung und konstruktiver Kritik gut gewéahlt.
Er hob dabei insbesondere die Integration und das Eingehen auf im Chat gestellten Fragen
von Studierenden hervor. Aullerdem fiel ihm die hdufige Einladung der Lehrenden an die
Studierenden zu Fragen auf (Bei Fragen bitte melden!).

Wissensstand der Studierenden. Von Fabian Ochs wurden die Antworten und Begriindun-
gen von Studierenden auf Nachfragen der Lehrenden und die Fragen von Studierenden als
inhaltlich gut eingeschétzt.

Nutzung virtueller Moglichkeiten. Von Robert Hafner wurde angeregt, Big Blue Button via
OLAT anzulegen. Da die Studierenden dann mit vollem Namen aufscheinen, erleichtert dies
der Lehrenden (zu Beginn des Semesters) die Anwesenheitskontrolle. Zur besseren Einbin-
dung aller Studierenden, wére eine stabilere Internetverbindung wiinschenswert, damit zu-
sdtzlich alle Kameras aktiviert werden konnen. Von Fabian Ochs wurde erwdhnt, dass im
virtuellen Raum im Vergleich zur Lehre in Prdsenz zwischendurch mehr Zeit fiir Pausen und
Formatwechsel gegeben werden kann, um die Konzentration aufrecht zu erhalten.

Akustische Verstindlichkeit. Da die Lehrveranstaltung in virtueller Form stattfand, kam es
speziell bei der kollegialen Hospitation durch Fabian Ochs trotz deaktivierter Kameras zu
einer instabilen Verbindung und gewissen Stérgerduschen. Dennoch wurde die Lehrende
von Fabian Ochs als akustisch gut verstdndlich wahrgenommen.

Gruppendynamik. Von Fabian Ochs wurde zwischen den Gruppen kein groBer Unterschied
festgestellt. Dies ist insofern unerwartet, weil aus subjektiver Sicht bei reguldren Lehrveran-
staltungen ab Freitag Mittag die Erschépfung der Studierenden deutlich zunimmt und sich
auf die Gruppendynamik auswirkt. Als Lehrende versucht man dies durch erh6hte positive
Aktivitdt und Spiegelung abzufangen.
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Personliches Fazit Aufgrund der fortwdhrenden Interaktion mit einzelnen Studierenden und der
gesamten Gruppe sowie spontanen Entscheidungen, was zusétzliche Erkldrungen und deren Aus-
fiihrlichkeit betrifft, finde ich die Aufgabe, als Lehrende in Proseminaren eine ausgewogene in-
haltliche Strukturierung zu erreichen, durchaus herausfordernd. Um die Nachvollziehbarkeit zu
erhohen und das Tempo zu reduzieren, erscheint es mir sinnvoll, miindliche Angaben weiterhin
auch gleichzeitig schriftlich festzuhalten. Hinsichtlich einer guten Strukturierung und da dies au-
Berdem mehr Raum fiir kurze Pausen zwischendurch ldsst, méchte ich Folgendes ausprobieren:
Fragen von Studierenden (zu einer Aufgabe bzw. einem Themenbereich), die umfassendere Erkla-
rungen bendtigen, nicht ad hoc beantworten, sondern erst einmal schriftlich sammeln und dann
systematischer besprechen. Ich denke, dass dies ein weiteres praktikables Element ist, um Studie-
rende bei Prozessen des Verstehens und Lernen zu unterstiitzen.
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8 Anhang- Erginzende Quellen

Uberblick

¢ Gesprich mit der Lernforscherin Elsbeth Stern
(Kurzfassung und Transkription)

* Unterlagen eines Vortrages des Mathematikers Giinter Hanisch
Osterreichische Mathematische Gesellschaft, Didaktikheft 44 (2011)

* Online-Bildungsportal
(Auszug zu Studien im Bereich Technische Mathematik)

¢ Skriptum zur Leistungsbeurteilung
(Universitdt Klagenfurt, Fakultét fiir Kultur- und Bildungswissenschaften)

Websites

www.zeit.de
ifvll.ethz.ch/ueber-uns/personen/personen-forschung/prof-dr-elsbeth-stern.html
www.oemg.ac.at/DK/Didaktikhefte
studieren.at
www.aau.at/wp-content/uploads/2017/10/3-LEISTUNGSFESTSTELLUNG.pdf
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@ Lernen lernen

Es gibt kein Lernen ohne Inhalt
Die Lernforscherin Elsbeth Stern im Interview (2003)

Die Lernforscherin Elsbeth Stern duferte sich in einem Interview in der Wochenzeitung "Die Zeit" im
Jahr 2003 (iber das Verhaltnis von Intelligenz und Vorwissen. Sie warnte darin aus zwei Griinden
vor einer Uberschatzung der Intelligenz. Zum einen gehe es darum, dass alle Menschen etwas
lernten und nicht nur die, die besonders glinstige Voraussetzungen dafiir mitbrachten. Und zum
anderen sei auch wissenschaftlich belegt, das Leistungsunterschiede in einem bestimmten Bereich
immer weniger von der Intelligenz abhingen, je mehr man das vorhandene Vorwissen in seine
Uberlegungen mit einbeziehe. Auf die Frage, wie sich dies in der Schule zeige, antwortete Stern,
dass es sich im Bereich schulischen Lernens ganz &dhnlich verhalte. "Den gréten Einfluss auf den
Lernfortschritt ", so betonte sie, "hatte das zu Beginn eines Schuljahres verfiigbare Wissen — und
zwar weitgehend unabhangig von der Intelligenz. Eine Fortfiihrung dieser Studien fiir das Fach
Mathematik ergab, dass die Mathematikleistung in Klasse 11 eng mit der Leistung in der Grundschule
zusammenhangt, viel enger als mit dem Intelligenzquotienten der Elftklassler. Die Ergebnisse
sprechen dafir, dass man sich Uber einen langeren Zeitraum mit mathematischen Problemen
auseinander setzen muss, wenn man ein guter Mathematiker werden méchte. Zugespitzt kann man
sagen: Wissen schlagt Intelligenz." Und was die Vorteile der intelligenteren Kinder in der Schule
anbelangt, rdumte sie ein, dass diese natirlich leichter lernen, weil eben die Kombination von Wissen
und Intelligenz die wirkungsvollste Voraussetzung sein. Aber zugleich betonte sie auch, dass dieser
Vorteil auch wirklich genutzt werden miisse, denn auch intelligente Kinder verspielten ihren
Vorsprung, wenn sie nicht lernten, und wiirden dann von weniger intelligenten Kindern tberholt.

Die Frage, ob dieser Vorsprung uneinholbar sei, wurde von Elsbeth Stern eindeutig verneint.
Allerdings betonte sie in diesem Zusammenhang, dass derjenige, der sich auf seiner Intelligenz
ausruhe, abgehangt werde. Denn, so begriindete sie diese Auffassung, Defizite in der Intelligenz
lieRen sich durch Vorwissen offensichtlich wettmachen. Umgekehrt sei dies allerdings nicht der Fall.
So kommt sie zum Schluss, Intelligenz komme letzten Endes nur dem wirklich zugute, der sie in
Wissen umgesetzt habe. Auf die Frage, ob sie damit letzten Endes zur "guten alten Paukschule"
zurlickkehren wolle, antwortete die Lernforscherin: "Nein, ganz im Gegenteil, wir brauchen einen viel
moderneren Unterricht. Und natirlich sind Sozialkompetenz und Lernstrategien wichtig. Aber die
Vorstellung, wonach man derartige Kompetenzen losgeldst vom Inhaltswissen lernen kann, ist nicht
richtig. "

Wenig halt Stern davon, Lernen lernen als eine Art "Trockenibung” zu veranstalten, denn
Lernstrategien fielen stets als Nebenprodukt ab, wenn Unterricht anregend sei. Denn, daran lasst sie
keinen Zweifel: "Die so genannten Schliisselqualifikationen sind lernbar, aber nicht lehrbar. Nehmen
Sie das Beispiel der Sozialkompetenz. Die umfasst auch die Fahigkeit, einen schwierigen
Sachverhalt anderen Menschen erklaren zu kdnnen. So etwas kann nicht in einer beliebigen
Situation trainiert werden. Wenn die Kinder als Ubung zur Sozialkompetenz gemeinsam friihstiicken,
dann lernen sie dabei nicht, wie man einem anderen Kind eine Mathematikaufgabe erklart. Der Inhalt
ist eben nicht egal."

Experimente, z. B. , arbeitsteilig gestalten zu lassen, und zwar von der Vorbereitung bis zur
Auswertung, ist fur Stern ein Weg, der als Lésung aus der Problematik hinausfiihren kdnnte, wenn es
darum geht Inhalte und Lernstrategien und Kompetenzen sinnvoll miteinander zu verkniipfen. Und
aus diesem Grunde spreche sie auch lieber von der "Fahigkeit zur inhaltsbezogenen
Zusammenarbeit" als von Sozialkompetenz, denn schliellich habe das, worum es dabei gehe,
"nichts damit zu tun, wie nett jemand ist oder wie gut er Partys schmeien kann."

"Zum Beispiel die Schiiler ein Experiment arbeitsteilig gestalten lassen, von der Vorbereitung bis zur
Auswertung. Damit bereite ich sie auf Situationen vor, mit denen sie im Beruf konfrontiert werden. Ich
sage statt Sozialkompetenz lieber 'Fahigkeit zur inhaltsbezogenen Zusammenarbeit'.

Auf die Aufforderung, dieses genauer zu erldutern, fiihrte die Lernforscherin aus: "Die Auffassung,
dass wir unseren Intellekt am besten an moglichst komplexen und abstrakten Problemen schulen,
unabhdngig vom Inhalt. Dahinter steckt haufig die Annahme, dass eine Aufgabe auf ihre abstrakte
Struktur reduziert wird, welche dann auf neue Probleme Ulbertragen werden kann. Diese Art von
Wissenstransfer — das zeigen zahlreiche Studien — bleibt jedoch in der Regel aus. Es gibt kein
Lernen ohne Inhalt. Wenn man mdchte, dass Schiiler verstehen, warum ein Auto fahrt, miissen sie
physikalische GesetzmaRigkeiten verstehen. Wenn ich lernen will, Texte zu lesen und zu verstehen,
dann muss ich eben anspruchsvolle Texte lesen und interpretieren. Da kann ich nicht irgendwas
machen. Latein ist auch ein gutes Beispiel: Dem Lateinlernen wurde immer ein geheimnisvolles
Gehirntraining nachgesagt. Unsere Studien haben aber ergeben, dass es nicht etwa das logische
Denken fordert. Es fordert das, was es zum Inhalt hat, etwa das genaue Achten auf grammatische
Strukturen. Wir missen uns von der Vorstellung I6sen, dass unser Gehirn mit beliebigen geistigen
Aktivitaten trainiert werden kann.

ZEIT: Aber das Anhaufen von Wissen kann doch nicht die Alternative sein.

STERN: Mir geht es um intelligentes Wissen, das sich breit und flexibel einsetzen Iasst, nicht einfach
nur um Faktenwissen. Die Schiiler sollen Konzepte verstehen, nicht isolierte Informationen
sammeln."

(Interviewauszuge aus: "Wissen schlagt Intelligenz” - Der Geist kann nicht an beliebigen Themen
trainiert werden. Ein Gesprach mit der Lernforscherin Elsbeth Stern, in: Die Zeit 27(2003), 26.6.2003)
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Transkription eines Beitrages zum Thema Lernen

Wissen schligt Intelligenz
Der Geist kann nicht an beliebigen Themen trainiert werden.
Ein Gesprich mit der Lernforscherin Elsbeth Stern

26. Juni 2003 / Quelle: (c) DIE ZEIT 26.06.2003 Nr. 27

Zeit: Frau Professor Stern, muss man als Hochschullehrer intelligent sein?

Stern: Es gibt Berufe, die eine hohere Intelligenz voraussetzen, und dazu gehort sicher auch der
des Professors, insbesondere weil man als Wissenschaftler standig Neues dazulernen muss. Ein
hoher Intelligenzquotient reicht jedoch nicht. Bei einem erfolgreichen Wissenschaftler miissen
Ausdauer, Fleil3, Anstrengungsbereitschaft oder Motivation hinzukommen.

Zeit: Man konnte meinen, Sie fiihrten einen Feldzug gegen die Intelligenz.
Stern: Wie kommen Sie darauf?

Zeit: Gerade haben Sie mit Kollegen aus Osterreich in einer Studie gezeigt, dass weniger intelligente
Menschen ihr Fachgebiet beherrschen kénnen, wenn sie nur iiben. Und von Ihnen stammt der Satz:
Wissen, nicht Intelligenz ist der Schliissel zum Konnen.

Stern: Stimmt. Aber Intelligenz bleibt ein sehr sinnvolles wissenschaftliches Konstrukt, um die
unterschiedliche geistige Leistungsfdhigkeit von Menschen zu erkldren, die die gleichen Lerngele-
genheiten hatten. Intelligenz beeinflusst ohne Zweifel den Erfolg in der Schule und im Beruf.

Zeit: Weshalb warnen Sie dann vor einer Uberschéitzung der Intelligenz?

Stern: Aus zwei Griinden: Zum einen haben wir ja das Ziel, dass alle etwas lernen und nicht
nur Menschen mit gilinstigeren geistigen Voraussetzungen. Da wird die Frage interessant, in
welchem Ausmald und in welchen Bereichen weniger giinstige Voraussetzungen kompensiert
werden kénnen. Mit der von Thnen angesprochenen Studie versuchen wir erstmals, diese Kom-
pensationsmoglichkeiten anhand der Gehirntétigkeit zu erforschen. Zum anderen ist klar belegt,
dass Intelligenz zur Erkldrung von Leistungsunterschieden in einem bestimmten Bereich an
Bedeutung verliert, sobald das Vorwissen iiber diesen Bereich einbezogen wird. Dies zeigen
insbesondere auch Ergebnisse der Expertiseforschung.

Zeit: Zum Beispiel?
Stern: Das Schachspiel ist ein sehr gut erforschtes Gebiet. Vergleicht man nun Schachexperten und
Anféanger, so genannte Novizen, dann zeigt sich, dass intelligente Novizen schlechter abschneiden

als weniger intelligente Experten. Und Leistungsunterschiede zwischen Experten lassen sich nicht
auf Intelligenzunterschiede zuriickfiihren.

Zeit: Und wie sieht es in der Schule aus?

Stern: Ahnlich. Hier sind insbesondere die Arbeiten meines vor zwei Jahren verstorbenen aka-
demischen Lehrers Franz E. Weinert vom Max-Planck-Institut fiir psychologische Forschung in
Miinchen zu nennen. Es zeigte sich: Den grofSten Einfluss auf den Lernfortschritt hatte das zu Be-
ginn eines Schuljahres verfiigbare Wissen — und zwar weitgehend unabhéngig von der Intelligenz.
Eine Fortfiihrung dieser Studien fiir das Fach Mathematik ergab, dass die Mathematikleistung
in Klasse 11 eng mit der Leistung in der Grundschule zusammenhéngt, viel enger als mit dem
Intelligenzquotienten der Elftkldssler. Die Ergebnisse sprechen dafiir, dass man sich {iber einen
langeren Zeitraum mit mathematischen Problemen auseinander setzen muss, wenn man ein
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guter Mathematiker werden méchte. Zugespitzt kann man sagen: Wissen schldgt Intelligenz.

Zeit: Aber intelligente Kinder lernen leichter.

Stern: Das ist ihr Vorteil. Die Kombination aus Wissen und Intelligenz ist natiirlich die beste
Voraussetzung. Wenn intelligente Kinder jedoch die Gelegenheit zum Lernen nicht wahrnehmen,
dann verschenken sie diesen Vorsprung. Sie werden von weniger intelligenten Kindern iiberholt,
die sich Wissen, etwa in Mathematik, angeeignet haben.

Zeit: Uneinholbar?

Stern: Natiirlich nicht. Aber wer sich auf seiner Intelligenz ausruht, der wird abgehédngt. Defizite
in der Intelligenz kénnen durch Vorwissen offensichtlich wettgemacht werden. Defizite im
Vorwissen hingegen nicht. Wenn man die Intelligenz nicht in Wissen umgesetzt hat, dann niitzt
sie einem gar nichts.

Zeit: Ihre Ansichten iiber die Schule und das Lernen wirken auf den ersten Blick recht altmodisch:
Ubung macht den Meister lassen Sie iiber Ihre neue Studie verlautbaren. Die Schule habe die
Aufgabe, Wissen weiterzugeben und zu bewahren, schreiben Sie in einem Aufsatz. Sie polemisieren
gegen das Lehren von so genannten Schliisselqualifikationen wie Sozial- oder Lernkompetenz.
Wollen Sie zuriick zur guten alten Paukschule?

Stern: Nein, ganz im Gegenteil, wir brauchen einen viel moderneren Unterricht. Und natiirlich
sind Sozialkompetenz und Lernstrategien wichtig. Aber die Vorstellung, wonach man derartige
Kompetenzen losgeldst vom Inhaltswissen lernen kann, ist nicht richtig.

Zeit: Das bedeutet?

Stern: Es ist nicht sinnvoll, vor einer Unterrichtseinheit zundchst Trockeniibungen zu Lernstrate-
gien zu machen. Lernstrategien fallen vielmehr als Nebenprodukt eines anregenden Unterrichts
ab. Die so genannten Schliisselqualifikationen sind lernbar, aber nicht lehrbar. Nehmen Sie das
Beispiel der Sozialkompetenz. Die umfasst auch die Fihigkeit, einen schwierigen Sachverhalt
anderen Menschen erkldren zu kénnen. So etwas kann nicht in einer beliebigen Situation trainiert
werden. Wenn die Kinder als Ubung zur Sozialkompetenz gemeinsam friihstiicken, dann lernen
sie dabei nicht, wie man einem anderen Kind eine Mathematikaufgabe erkldrt. Der Inhalt ist eben
nicht egal.

Zeit: Was wiirden Sie stattdessen machen?

Stern: Zum Beispiel die Schiiler ein Experiment arbeitsteilig gestalten lassen, von der Vorbereitung
bis zur Auswertung. Damit bereite ich sie auf Situationen vor, mit denen sie im Beruf konfrontiert
werden. Ich sage statt Sozialkompetenz lieber Fahigkeit zur inhaltsbezogenen Zusammenarbeit.
Das hat nichts damit zu tun, wie nett jemand ist oder wie gut er Partys schmeif3en kann.

Zeit: Aber Fihigkeiten oder Wissen aus einem Bereich lassen sich doch auf andere Bereiche iibertra-
gen. Ist nicht gerade die beriihmte Fédhigkeit zur Transferleistung das Ziel der Schule?

Stern: Transfer bleibt hdufig ein frommer Wunsch. In Deutschland ist die Idee der formalen
Bildung noch weit verbreitet und bestimmt auch die Lehrpléane.

Zeit: Was meinen Sie damit?

Stern: Die Auffassung, dass wir unseren Intellekt am besten an méglichst komplexen und abstrak-
ten Problemen schulen, unabhéngig vom Inhalt. Dahinter steckt hdufig die Annahme, dass eine
Aufgabe auf ihre abstrakte Struktur reduziert wird, welche dann auf neue Probleme tibertragen
werden kann. Diese Art von Wissenstransfer — das zeigen zahlreiche Studien - bleibt jedoch in der
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Regel aus. Es gibt kein Lernen ohne Inhalt. Wenn man méchte, dass Schiiler verstehen, warum ein
Auto fahrt, miissen sie physikalische GesetzmiRigkeiten verstehen. Wenn ich lernen will, Texte
zu lesen und zu verstehen, dann muss ich eben anspruchsvolle Texte lesen und interpretieren.
Da kann ich nicht irgendwas machen. Latein ist auch ein gutes Beispiel: Dem Lateinlernen wurde
immer ein geheimnisvolles Gehirntraining nachgesagt. Unsere Studien haben aber ergeben, dass
es nicht etwa das logische Denken férdert. Es fordert das, was es zum Inhalt hat, etwa das genaue
Achten auf grammatische Strukturen. Wir miissen uns von der Vorstellung l6sen, dass unser
Gehirn mit beliebigen geistigen Aktivitdten trainiert werden kann.

Zeit: Aber das Anhdufen von Wissen kann doch nicht die Alternative sein.

Stern: Mir geht es um intelligentes Wissen, das sich breit und flexibel einsetzen ldsst, nicht einfach
nur um Faktenwissen. Die Schiiler sollen Konzepte verstehen, nicht isolierte Informationen
sammeln.

Zeit: Zum Beispiel?
Stern: In der Grundschule lernen Kinder normalerweise, dass Holz schwimmt, Eisen jedoch
nicht. Erkldrungen, die auf den physikalischen Konzepten Dichte und Auftrieb beruhen, werden

jedoch nur selten erarbeitet. Das wére aber genau die Form von Wissen, an die der spitere
Physikunterricht ankniipfen kénnte.

Zeit: Uberfordert das die Schiiler nicht?

Stern: Es gibt keine Untersuchung, die darauf hinweist, dass anregender Unterricht, der an das
Vorwissen der Kinder ankniipft und dieses dann gezielt erweitert, schwédcheren Schiilern schadet.

Zeit: Gilt das auch fiir Klassen, in denen die Hdilfte der Schiiler nicht deutsch spricht?

Stern: Nein, was da in einigen deutschen Hauptschulen ablduft, ist natiirlich geradezu grotesk.
Guter Unterricht kniipft an das Vorwissen der Schiiler an. Wenn das aufgrund von Sprachschwie-
rigkeiten auch mit gréBter Anstrengung nicht kommunizierbar ist, dann miissen zunéchst andere
Probleme geldst werden.

Zeit: Sie plédieren auch fiirs Auswendiglernen.

Stern: Wenn es sinnvoll in verstindnisférderndes Lernen eingebettet ist, ja. Wenn ich etwas aus-
wendig kann, dann hat mein Gehirn mehr Ressourcen fiir andere geistige Aktivitdten verfiigbar.
Aber wer nur das Einmaleins runterbeten kann, ohne ein Gefiihl fiir den Zahlenraum zu haben,
der weild natiirlich nicht wirklich etwas.

Zeit: Den Grundschulunterricht kritisieren Sie als zu wenig anspruchsvoll. Bei der Iglu-Studie
haben die Deutschen doch im internationalen Vergleich recht passabel abgeschnitten.

Stern: Ich sehe das nicht ganz so rosig. Beim Lesen hitten wir eigentlich besser sein miissen.
Die deutsche Schriftsprache ist leichter zu erlernen als etwa die englische, denn im Deutschen
erfolgt das Ubertragen von Lauten auf Buchstabenfolgen viel regelméRiger. Beim naturwis-
senschaftlichen Test wiederum gingen kaum Aufgaben ein, die ein Verstindnis physikalischer
Gesetzmiigkeiten erfassen. Da wurde mehr nach Fakten gefragt. Das kommt dem deutschen
Unterricht entgegen. Und was die mathematischen Kompetenzen angeht, ist das deutsche
Ergebnis ja nicht so gut. Aber den Grundtenor in der Debatte um die Iglu-Studie teile ich: So
richtig schlimm wird es nach der Klasse 4.

Zeit: Die Grundschule ist Ihnen nicht anspruchsvoll genug. An der Friihférderung von Kindern
nérgeln Sie aber auch herum.
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Stern: Nicht an sinnvoller Friihférderung, im Gegenteil. Wenn Vierjdhrige im Kindergarten singen,
klatschen und reimen, dann férdert das spiter das Lesenlernen. Aber die fixe Idee, Kinder in
den ersten Lebensjahren mit Lernstoff voll zu stopfen, weil deren Gehirn den wie ein Schwamm
aufsauge, diese Idee ldsst sich mit keiner wissenschaftlichen Studie erhérten. Selbst iiber den
Fremdsprachenerwerb in der Grundschule lésst sich trefflich streiten. Fiir seinen Nutzen gibt es
jedenfalls keinen Beleg. Unterricht ist etwas ganz anderes als das natiirliche Lernen einer zweiten
Muttersprache in bilingualen Familien.

Zeit: Sie sprechen gern von niitzlichem Wissen. Wo bleibt da die Bildung?

Stern: Natiirlich will ich, dass die Schule gebildete Menschen, autonome Biirger entldsst. Aber
gerade wenn es das Ziel ist, urteilsfahige Biirger heranzubilden, dann geht das nicht, ohne eine
breite Wissensbasis zu vermitteln. Das Wissen iiber unsere Geschichte, das Wissen iiber das
michtige Werkzeug namens Mathematik oder auch das Wissen dariiber, woher unser Wissen
kommt — das alles ist niitzliches Wissen, ohne das es keine Bildung gibt.

Das Gesprich fithrte Thomas Kerstan
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Gunter HANISCH
Warum ist die Mathematik so exakt?

0. Einleitung

Der folgende Artikel beschreibt das Wissen lber die Mathematik, das nach Ansicht des
Verfassers von einem/einer Maturanten/Maturantin erwartet werden sollte. Er enthalt
somit keine neuen mathematischen Erkenntnisse, allerdings konnen Teile davon 1:1in den
Unterricht umgesetzt werden.

Die oben gestellte Frage kann — je nachdem welches Wort man betont — ganz verschieden
beantwortet werden.

1. Warum ist die Mathematik so exakt? Oder: Wie macht sie das?

Der Hauptgrund ist meines Erachtens der, dass sich ein mathematischer Beweis von einem
Beweis, wie er in anderen Wissenschaften Ublich ist, unterscheidet. ,Ein Beweis ist in der
Mathematik die als fehlerfrei anerkannte Herleitung der Richtigkeit oder auch Unrichtigkeit
einer Aussage aus einer Menge von Axiomen, die als wahr vorausgesetzt werden, und
anderen Aussagen, die bereits bewiesen sind.” (Vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Beweis_%28Mathematik%29)

Und daraus folgt fiir die mathematischen Satze: ,,In diesem Sinn sind mathematische Satze
prinzipiell endgiltige und allgemeingultige Wahrheiten, so dass die Mathematik als die
exakte Wissenschaft betrachtet werden kann.” (Vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik). Mathematik unterscheidet sich eben von den
anderen Wissenschaften dadurch, dass sie ihre Satze aus sich ohne Mithilfe anderer
Wissenschaften beweist, sofern man die Logik der Mathematik zurechnet.

2. Warum ist die Mathematik so exakt? War sie es schon immer?

Die Methode der wissenschaftlichen Mathematik verdanken wir EukLID. Seine ,,Elemente”
(um 325 v. Chr. entstanden) sind das mit Abstand einflussreichste Buch der Mathematik-
Geschichte. Insbesondere sind die Kapitel Gber die Geometrie beispielgebend fiir die
akademische Mathematik. (Vgl. Norbert FROESE: EUKLID und die Elemente B Die Entdeckung
der axiomatischen Methode durch EukLip. http://www.antike-griechische.de/Euklid.pdf)
»Er zeigte darin die Konstruktion geometrischer Objekte, natirlicher Zahlen sowie
bestimmter Gro8en und untersuchte deren Eigenschaften. Dazu benutzte er Definitionen,
Postulate (nach ARISTOTELES Grundsatze, die akzeptiert oder abgelehnt werden kénnen) und
Axiome (nach ARISTOTELES allgemeine und unbezweifelbare Grundsatze). Viele Satze der
Elemente stammen offenbar nicht von EukLD selbst. Seine Hauptleistung besteht vielmehr in
der Sammlung und einheitlichen Darstellung des mathematischen Wissens sowie der
strengen Beweisfliihrung, die zum Vorbild fiir die spatere Mathematik wurde.” (Vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Euklid)



3. Warum ist die Mathematik so exakt? Gibt es die eine Mathematik?

Das ist Definitionssache. Erinnern wir uns an EUKLID:

Eines seiner Axiome war das Parallelenaxiom: ,,In einer Ebene € gibt es zu jeder Geraden g
und jedem Punkt A auRerhalb von g genau eine Gerade, die zu g parallel ist und durch den
Punkt A geht.”

Uber 2000 Jahre lang wurde versucht, dieses Axiom zu beweisen, also es aus den anderen
Axiomen herzuleiten, bis Carl Friedrich GAUR (1777 - 1855) erkannte, dass dies unmaoglich ist.
Es misste daher Geometrien geben, in der es mehrere parallele Geraden gibt oder in der es
keine Parallele gibt. Nikolai LOBATSCHEWSKI (1792 - 1856) stellte als erster 1826 eine neuartige
Geometrie vor — die hyperbolische Geometrie —, in der zwar die anderen Axiome der
euklidischen Geometrie gelten, es aber mehr als eine Parallele durch einen Punkt zu einer
gegebenen Gerade gibt. Von Bernhard RIEMANN (1826 - 1866) stammt die elliptische
Geometrie, in der es keine Parallele gibt. (Ein anschauliches Modell dafiir ist die
Kugeloberflache). Gibt es also nur eine Geometrie oder mehrere?

Ein ahnliches Problem ist die Kontinuumshypothese. Bei ihr geht es um die Machtigkeit von
Zahlenmengen. Fiir endliche Mengen ist diese die Anzahl ihrer Elemente. Zwei Mengen
haben die gleiche Machtigkeit, wenn sie sich bijektiv aufeinander abbilden lassen. So sind die
Menge der natirlichen Zahlen und die Menge der ganzen Zahlen gleich machtig, aber auch
die Menge der rationalen Zahlen, was sich mit Hilfe des 1/1-1/2 1/3—»1/4
CaNTORschen Diagonalverfahrens (Georg Ferdinand Ludwig Philipp

CANTOR 1845 - 1918) zeigen lasst (siehe nebenstehende Abbildung, 2/1 Z/é 2/3 %

in der die bereits vorgekommenen Zahlen durchgestrichen sind).

Die Menge der reellen Zahlen hingegen ist machtiger. Die 3/1 3/2 3%3
Hypothese besagt nun, dass es keine Menge gibt, deren

Machtigkeit groRRer als die der natiirlichen Zahlen ist, aber kleiner 4/1 M

ist als die der reellen Zahlen. Kurt Friedrich GODEL (1906 - 1978)

zeigte, dass diese Hypothese sich nicht widerlegen lasst und Paul

Joseph COHEN (1934 - 2007) zeigte, dass sie sich auch nicht beweisen lasst. Die Hypothese ist
also im Rahmen der anderen Axiome unentscheidbar. Man kann daher ein Gebaude der
Mathematik errichten, in der die Kontinuumshypothese gilt, und ein solches, in der sie nicht
gilt.

Dieses Dilemma kann aber einfach definitorisch gel6st werden, indem man eine Definition
fur Mathematik wahlt, die beide Falle einschlieft:

»,Die Mathematik ist die Wissenschaft, die selbst geschaffene abstrakte Muster und
Strukturen auf ihre Eigenschaften und Muster untersucht.” (Vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik)

4. Warum ist die Mathematik so exakt?

Auf diesen Punkt wurde bereits im ersten Abschnitt eingegangen. Mathematik unterscheidet
sich von den anderen Wissenschaften insbesondere durch ihre Beweismethode; daneben ist
auch die Art der Definition ihrer Objekte einzigartig. Daher sollten Schiiler/innen im
Mathematikunterricht auch das Beweisen gelehrt bekommen und selbststdndig Beweise
durchfihren.



Dazu aber ist es notwendig, dass sie erkennen, dass und warum Beweisen notwendig ist,
denn in den anderen Unterrichtsfachern geschieht des im Allgemeinen so nicht. In
Geschichte (und Sozialkunde) reicht etwa die Mitteilung einer Tatsache seitens der Lehrkraft.
In Physik oder Chemie erfolgt das Beweisen im Allgemeinen durch Versuche, was aber in der
Mathematik nicht als Beweis gilt. Im Mathematikunterricht sollte man aber beweisen, denn
eine Mathematik ohne Beweise ergibt ein falsches Bild von Mathematik. (Aber auch eine
Mathematik ohne Anwendungen tate dies.) Eine Methode der Motivation ist dabei eine
kognitive Dissonanz aufzubauen, weil dadurch die Schiiler/innen motiviert werden, diese
aufzulésen. Dies geschieht etwa im Lehrbuch MatheFit4 wie folgt:

Tom hat ein Problem: ,Sara, kannst
du mir das erklaren? Dag Quadrat hat
die Seitenlange 8 und daher die Fla-
che 8 x8 = 64, das Rechteck aber, das
aus den zerschnittenen Quadratfeldern
zus‘ammengesetzt ist, eine Fliche von

13 x5 = 65. Das kann doch nicht stim- § 9
!“

men

Sara schaut sich

auch das Ganze an C 8)(8=13)(59
und findet keinen _,-L P
Fehler. Das kann B \n— 5
doch nicht sein, dass ﬂ"r i

64 = 65 ist! Oder b

doch? ,Glaubst du, dass sich die Flachenteile beim Bewegen
vielleicht dandern?“, iiberlegt Sara. ,So ein Quatsch®, entgepnet
Tom. ,Was gilt denn dann iiberhaupt noch?! Dann aber haben wir
den Pythagoras auf S. 84 auch nicht bewiesen und dann gilt der
'vielleicht auch nicht!“

Der Pythagoreische Lehrsatz wurde — wie
nebenstehende Zeichnung zeigt — bewiesen
(im Original sind die Flachen farbig).

Ist nun 64 = 657 Naturlich nicht. Die Losung
des Paradoxons ist recht einfach:

Steigung ka der unteren schragen Seite des Trapezes A im karierten Rechteck: ka = 2/5
Steigung der Hypotenuse des Dreiecks C im karierten Rechteck: kc = 3/8

Unterschied: ka—kc = 1/40

Das ist so wenig, dass es bei der gewahlten Strichstarke nicht auffallt, aber doch insgesamt
ein Kastchen ausmacht.

Daher gilt Zusammenlegen von Flachen nicht als Beweis!

Und wie ist es bei obigem Beweis des Lehrsatzes von Pythagoras? Hier passen die
Steigungen, wie man leicht zeigen kann.



Eine weitere Moglichkeit eine kognitive Dissonanz aufzubauen, gibt die Eulersche
Primzahlformel:

Leonhard EuLER (1707 - 1783) gab folgende Formel an, mit der man Primzahlen erzeugen
kann, indem man fiir x eine beliebige natiirliche Zahl einsetzt: x> + X + 41. Untersuche, ob er
Recht hatte!

Teste dabei auch 41!
Daraus erkennt man, dass Probieren in der Mathematik keine Beweismethode ist (aulRer es
werden sdmtliche moglichen Falle untersucht).

Weitere einfache Aufgaben zum Beweisen waren dann (alle aus MatheFit4):

e Beweise:, In jedem Dreieck ist die Summe der Innenwinkel 180°.“

e Berechne die Winkelsumme im Viereck, im n-Eck!

e Berechne die Anzahl der Diagonalen eines n-Ecks!

e Zeige, dass in einem Rhombus die Diagonalen
(1) aufeinander normal stehen und (2) einander
halbieren!

e Untersuche, ob nebenstehender Beweis des
pythagoreischen Lehrsatzes wirklich ein Beweis
ist! Wenn nicht, ergdanze, was noch fehlt!

C b

Oder aber auch gemal den Bildungsstandards (vgl. B
Praxishandbuch Bildungsstandards 8. Schulstufe, 2011, S. 54):
® Eine der binomischen Formeln lautet: (a + b)? = a2 + 2ab + b2.
Begriinde die Richtigkeit dieser Formel fiir positive Werte der Variablen durch einen
grafischen Beweis!
Schreibe dazu das Quadrieren als Multiplikation an und stelle diese Multiplikation

grafisch dar!
Verwende diese Darstellung dann als Grundlage fiir deinen Beweis in Worten und

Variablen!

Oder aus Lehrblichern der Oberstufe (vgl. Mathematik 5 -7, 2011):

e Bd.5, Aufg. 403: Begriinde anhand geeigneter Skizzen, warum eine a) streng
monoton fallende, b) streng monoton steigende reelle Funktion héchstens eine
Nullstelle haben kann!

e Bd. 6, Aufg. 277a: Begriinde die folgende Regel:a>0=>a">0=>a*">0und
bestatige sie durch Belegung der Variablen a mit gegebenen reellen Zahlen (n € N*)!

e Bd. 7, Aufg. 962a: Beweise: Die Standardabweichung ist stets kleiner oder gleich der
Spannweite. Wann ist sie gleich?



5. Warum ist die Mathematik so exakt? Oder ist sie so genau?

Wie wir vorhin gesehen haben, ist ,,exakt” und ,genau” nicht dasselbe (siehe dazu auch
HANISCH, S. 203, 1990). Man kann dies leicht mit folgender Aufgabe (aus MatheFit4) den
Schiler/innen verstandlich machen:

1276 (1) Berechne den folgenden Ausdruck mit deinem Taschenrechner!
(2) Bringe auf denselben Nenner und vereinfache soweit wie moglich!
(3) Vergleiche die beiden Ergebnisse!

1
99—-T70v2-———
99 + 70/2

(1) Je nach der Genauigkeit deines Taschenrechners wirst du einen
Wert von etwa —2,0051043420239672797310047765089%¢-36 erhalten.
(Beachte, dass diese Zahl in Gleitkommadarstellung — sieche Mathe-
Fit3, S. 92 — angepgeben ist und sowohl der Wert als auch die Anzeige
bei deinem Taschenrechner anders sein kénnen!)

1
2) 99-70v/2-———=
2) 99 + 70/2
_(99-70v/2)(99+70v/2) 1 )
99 + 70+/2 99 + 70/2
_99%-(70v2)* 1 9801-9800 1
919+170\/§ 00+ 70v/2 99 +70v2 09+ 702
=== )
99 + 70./2

(3) Das Ergebnis mit dem Taschenrechner ist mit einer Genauigkeit
von 36 Stellen 0, das der Bruchrechnung exakt 0.

Sehr gut erkennt man diesen Unterschied auch B
durch die Naherungskonstruktion von Adam
Adamandy KocHaNskl (16317 - 1700), bei der es

darum geht, den Umfang eines Kreises durch

eine Strecke darzustellen. Wie man leicht sieht,

ist m dadurch sehr genau, aber nicht exakt

bestimmt: C

M u/2

10 r 3r
-;;az1f§_2\/§:3,141533... WA
D



6. Zusammenfassung

Dieses Vorgehen macht die Mathematik im Gegensatz zu anderen Wissenschaften
unanfechtbar, da alle mathematischen Aussagen durch reine Gedankenoperationen
auseinander hervorgebracht oder aufeinander zurtickgefiihrt werden. Daher muss fir

mathematische Erkenntnisse ein streng logischer Beweis
gefunden werden, bevor sie als mathematische Satze anerkannt
werden. In diesem Sinn sind mathematische Satze prinzipiell
endgiltige und allgemeinglltige Wahrheiten, so dass die
Mathematik als die exakte Wissenschaft betrachtet werden
kann.

Gerade diese Exaktheit ist fir viele Menschen das Faszinierende
an der Mathematik. (Vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik)

Aber sicher nicht fir alle (siehe Zeichnung).

~
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Online-Bildungsportal studieren.at
Studien im Bereich Technische Mathematik — Karriere
www.studieren.at/studien/technische-mathematik/#karriere

Transkription der Angaben vom 28. Janner 2023

Wo werden Technische Mathematiker gebraucht? Ganz klar: Uberall dort, wo Technik
und Berechnungen eine Rolle spielen. Und das ist vor allem in Industrie, Logistik, Tele-
kommunikation und Medizin sowie bei Energie- und Softwareunternehmen der Fall,
aber natiirlich werden Mathematiker auch bei Banken, Versicherungen, Unterneh-
mensberatungen, in der Offentlichen Verwaltung sowie in der Forschung gebraucht.
Die Chance auf eine schnelle Anstellung nach dem Studium und der Aufstieg in eine
Leitungsposition steht sehr gut.

Was machen Technische Mathematiker dort genau? Nun, aufgrund ihrer Fahigkeit
komplexe Zusammenhénge analysieren und darauf aufbauend Prognosen erstellen zu
konnen, nehmen Technische Mathematiker oft Schliisselpositionen ein, wenn es um
die Entwicklung eines Produkts oder eines ganzen Unternehmens geht.

Hier ein paar Beispiele:

Technische Mathematiker konnen mit Hilfe von Differentialgleichungen Modelle ent-
wickeln, die Menschen mit neurologischen Schiden helfen kénnen, zum Beispiel bei
der Entwicklung eines Horgerdts. Sie konnen auflerdem errechnen, wie schnell sich
eine Infektion ausbreiten wird und damit zur Vorsorge beitragen.

Ihre Fahigkeit komplexe Datenstrukturen zu analysieren, befdhigt sie dazu, Algorith-
men sozialer Netzwerke zu verstehen sowie Handlungsanweisungen zu geben, um die
Online-Performance von Unternehmen zu verbessern. Sie kénnen iiberdies mit Co-
dierungen die Zahlungsabwicklung im Internet sichern und Daten verschliisseln.

Technische Mathematiker sind in der Lage {iber Simulation und Berechnungen Erdol-
vorkommen und anderen Rohstoffe zu lokalisieren.

48



Skriptum zur Leistungsbeurteilung

Quellen:

FISCHER, R. / MALLE, G.: Mensch und Mathematik. Eine Einflhrung in didaktisches Denken
und Handeln. 2004 Munchen Wien.

SACHER, W.: Prufen — Beurteilen — Benoten. Bad Heilbronn 1996.

Verordnung des Bundesministers fiir Unterricht und Kunst vom 24. Juni 1974, BGBI. Nr. 371
Uber die Leistungsbeurteilung in Pflichtschulen sowie mittleren und héheren Schulen

(Leistungsbeurteilungsverordnung)

LEISTUNGSFESTELLUNG und LEISTUNGSBEURTEILUNG — SCHULNOTEN

(1) Rechtliche Grundlagen:

Auf Schulleistungen bezogen unterscheidet der Gesetzgeber ausdriicklich zwischen

Leistungsfeststellung einerseits und Leistungsbeurteilung andererseits (vgl. dazu die

Leistungsbeurteilungsverordnung (VOLB)):

Die Leistungsfeststellung ist die Erhebungen eines Sachverhaltes, die einer
Leistungsbeurteilung vorangehen muss. Dabei geht es also um die Feststellung (,Messung"),
wie weit eine bestimmte Leistung vom vorgegebenen Lernziel abweicht. Ziel der
Leistungsfeststellung ist die moglichst ,objektive* Erhebung des aktuellen Leistungsstandes,
orientiert an vorgegebenen Zielen.

Die Leistungsbeurteilung ist ein Sachverstandigengutachten zur Beurteilung des im Zuge
einer Leistungsfeststellung erhobenen Sachverhalts, wobei einer bestimmten Leistung eine
von mehreren Beurteilungsstufen (,Noten“) zugeordnet wird. In diese Beurteilung des zuvor
erhobenen Sachverhalts durch den Lehrer flieRen Ublicherweise auch padagogische und

andere Uberlegungen ein (vgl. (2) — ,Funktionen schulischer Leistungsbeurteilung").

Es werden verschiedene Formen der Leistungsfeststellung angefihrt:

Feststellung der Mitarbeit

Mindliche Leistungsfeststellungen
Schriftliche Leistungsfeststellungen
Praktische Leistungsfeststellungen

Graphische Leistungsfeststellungen.

Diese Formen der Leistungsfeststellung sind durch die Leistungsbeurteilungsverordnung

genau geregelt, wobei folgende allgemeine Grundsatze gelten:

Grundlage fiur die Leistungsfeststellung sind nur die im Lehrplan festgelegten Bildungs- und
Lehraufgaben und jene Lehrstoffe, die bis zum Zeitpunkt der Leistungsfeststellung in der
betreffenden Klasse behandelt worden sind.

Leistungsfeststellungen sind mdglichst gleichmaRig Uber den Beurteilungszeitraum zu

verteilen.
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Die jeweils gewahlte Form der Leistungsfeststellung ist dem Alter und Bildungsstand der
Schuler, den Erfordernissen des Unterrichtsgegenstandes, den Anforderungen des
Lehrplanes und dem jeweiligen Stand des Unterrichtes anzupassen.

Leistungsfeststellungen einzelner Schiler haben wahrend des Unterrichts zu erfolgen
(Ausnahmen: Wiederholungs- und Nachtragsprifungen sowie von einzelnen Schilern
nachzuholende Schularbeiten) und sind so in den Unterricht einzubauen, dass auch die
Ubrigen Schiler daraus Nutzen ziehen kénnen.

Alle Leistungsfeststellungen sind als gleichwertig zu betrachten, jedoch sind Anzahl,
Stoffumfang und Schwierigkeitsgrad zu beriicksichtigen. Allein auf Grund schriftlicher
Leistungsfeststellungen darf keine Semester- oder Jahresbeurteilung erfolgen. Zuletzt
erbrachten Leistungen ist ein héheres Gewicht beizumessen.

An den letzten drei Unterrichtstagen vor einer Beurteilungskonferenz ist die Durchfiihrung
einer Leistungsfeststellung nur mit Zustimmung des Schulleiters zuléassig. Dieser darf die
Zustimmung nur bei Vorliegen wichtiger Griinde erteilen.

Leistungsfeststellungen sind verboten, wenn der Schiller wegen einer koérperlichen
Behinderung eine entsprechende Leistung nicht erbringen kann oder wenn er durch die

Leistungsfeststellung gesundheitlich gefahrdet ist.

Nach der Leistungsfeststellung erfolgt die Leistungsbeurteilung durch den Lehrer, der

dabei als Sachversténdiger auftritt. Er hat dabei unter anderem folgende allgemeine

Grundsatze zu beachten:

Grundlage fir die Beurteilung der Leistungen sind die oben angefiihrten Formen der
Leistungsfeststellung.

Die Leistungen der Schiler sind sachlich und gerecht zu beurteilen; es ist grof3tmogliche
Objektivierung anzustreben.

Bei schriftlichen Leistungsfeststellungen ist dem Schiiler die Beurteilung spatestens bei der
Ruckgabe der Arbeit, bei mundlichen Leistungsfeststellungen spéatestens am Ende der
betreffenden Unterrichtsstunde und bei praktischen Leistungsfeststellungen spéatestens am
nachsten Unterrichtstag, an dem der betreffende Unterrichtsgegenstand wieder unterrichtet
wird, bekannt zu geben. Die fir die Beurteilung mafigeblichen Vorziige und Mangel seiner
Leistung sind dem Schiler mit der Beurteilung bekannt zu geben, ohne ihn dabei zu
entmutigen oder seine Selbstachtung zu beeintrachtigen.

Eine Information Uber den Leistungsstand des Schillers hat auf Wunsch des Schulers oder
seiner Erziehungsberechtigten zu erfolgen.

Vorgetauschte Leistungen sind nicht zu beurteilen. Schularbeiten, die wegen Vortaduschung
einer Leistung nicht beurteilt werden, sind wie versdumte Schularbeiten zu behandeln.
Unerlaubte Hilfsmittel, deren sich der Schiler bedienen kdnnte, sind ihm abzunehmen und
nach durchgefuhrter Leistungsfeststellung zuriickzugeben.

Das Verhalten des Schiilers in Schule und Offentlichkeit darf nicht in die Leistungsbeurteilung

einbezogen werden.
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Die aullere Form der Arbeit darf nur in den speziell geregelten Fallen (8§ 12 VOLB) bei der
Leistungsbeurteilung berticksichtigt werden.
Sachlich vertretbare MeinungsauRerungen des Schilers haben die Beurteilung auch dann

nicht zu beeinflussen, wenn sie von der Meinung des Lehrers abweichen.

Fir die Beurteilung von Schulleistungen bestehen folgende Beurteilungsstufen (,Noten®):

e Sehrgut (1)

o Gut(2)

o Befriedigend (3)
e Genugend (4)

e Nicht gentigend (5).

Die Anforderungen in den einzelnen Beurteilungsstufen werden

differenziert:

nach drei Kategorien

(a) Erfassung und

Anwendung des
Lehrstoffes

(b) Durchfiihrung der
Aufgaben

(c) Eigenstandigkeit

(d) Selbststéndige

Anwendung des
Wissens und Kénnens

Sehr gut Anforderungen in weit | Muss deutlich Muss vorliegen (wo
Uber das Wesentliche vorliegen (wo dies dies maglich ist)
hinausgehendem moglich ist)

Ausmal? erfillt

Gut Anforderungen in Uber | Merkliche Ansatze (wo | Bei entsprechender
das Wesentliche dies moglich ist) Anleitung (wo dies
hinausgehendem maglich ist)
Ausmal erfillt

Befriedigend Anforderungen in Mangel bei (b) werden
wesentliche Bereichen | durch merkliche
zur Géanze erfullt Ansétze zur

Eigenstandigkeit
ausgeglichen

Genugend Anforderungen in

wesentlichen
Bereichen
Uberwiegend erflllt

Nicht genitigend

Anforderungen nicht
einmal in den
wesentlichen
Bereichen
Uberwiegend erfiillt

Besondere Bestimmungen gelten fur die Leistungsbeurteilung bei schriftlichen Arbeiten:

Bei schriftlichen Leistungsfeststellungen (Schularbeiten, Tests) missen die Noten
ausgeschrieben werden. Zwischennoten oder Zusétze zu Noten sind nicht zulassig. Erlaubt
und zu empfehlen sind Kommentare des Lehrers.

Identische Fehler, die in einer Arbeit mehrfach auftreten, sind nur einmal zu werten
(ausgenommen in Mathematik und Darstellende Geometrie). Folgefehler sind Gberhaupt nicht

Zu werten.
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e Bearbeitet ein Schuler bei einer schriftlichen Arbeit statt der gestellten Aufgabe eine andere,
so ist zu prifen, ob nicht doch noch von einer Leistung im betreffenden Arbeitsgebiet

gesprochen werden kann (Beispiel: Themenverfehlung).

(2) Funktionen schulischer Leistungsbeurteilung (vgl. SACHER, S. 12 - 21):

Unsere Gesellschaft versteht sich als ,Leistungsgesellschaft, in der angeblich individuelle

Leistungsfahigkeit und Leistungsbereitschaft (und eben nicht Privilegien der Geburt oder des
Standes) Uber die jeweilige Position in der Gesellschaft entscheiden und fur die Zuteilung
von Lebenschancen ausschlaggebend sind. Dieses Selbstbild der Gesellschaft kann man
zwar mit guten Griinden kritisch hinterfragen, es drickt sich aber jedenfalls auch in der
Praxis der Leistungsbeurteilung einer ,Leistungsschule® aus. Im Bewusstsein der
Offentlichkeit wird Schule oft auf ihre Prufungs- und Beurteilungsfunktion reduziert und da
wieder auf negativ besetzte Aspekte wie Selektion (also Auslese) und Stigmatisierung (also
Kennzeichnung als ,Schulversager®). Benotung gilt somit immer noch primar als Auslese der
in irgendeinem Sinn ,Geeigneten“, wobei die diagnostischen und motivierenden Aspekte

schulischer Leistungsbeurteilung oft Gibersehen werden.

Schulische Leistungsbeurteilung hat bestimmte ,klassische” Funktionen bzw. Aufgaben, die
Ublicherweise als wesentliche Kennzeichen von Schule angesehen und damit kaum Kkritisch
reflektiert werden. Einige dieser Aufgaben schulischer Benotung seien hier angefuhrt:

e Selektionsfunktion: Leistungsbeurteilung dient der Auslese befahigter Anwarter auf héhere
Bildungsabschlisse und angesehene berufliche und gesellschaftliche Positionen.

e Prognosefunktion: Zeugnisnoten werden oft dazu verwendet, kiinftige Leistungen vorher zu
sagen. Besonders an den Schnittstellen verschiedener Schulformen, also beim Ubertritt in
neue Bildungsgange, werden wichtige Entscheidungen auf der Grundlage von Schulnoten
getroffen.

e Informations- und Ruckmeldungsfunktion: Schulnoten geben Schulerinnen eine
Riuckmeldung uber den von ihnen erreichten Leistungsstand und informieren auch
Erziehungsberechtigte sowie Lehrerinnen weiterfihrender Schulen oder kinftige
Arbeitgeberinnen tber Ergebnisse schulischer Lernprozesse.

o Disziplinierungsfunktion: Schulische Leistungsbeurteilung wird auch eingesetzt, um auf
.problematisches” Verhalten von Schilerinnen Einfluss zu nehmen. Dariiber hinaus wird von
Schulnoten auch manchmal auf Einstellungen, Grundhaltungen oder Charaktereigenschaften
von Schilerinnen geschlossen.

e Lehr- und Lerndiagnosefunktion: Leistungserhebungen werden von Leherinnen auch zur
Einschatzung des Lernstandes verwenden und bilden damit die Grundlage fur die Planung
weiterer Lehr- und Lernprozesse. Sie sind aber auch eine Rickmeldung an die Lehrerinnen
selbst, das heil3t, sie dienen der Diagnose des Lehrerfolgs.

e Motivationsfunktion: Schuilerinnen lernen nicht selten, um gute Noten zu erhalten oder

schlechte Beurteilungen zu vermeiden.
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e Sozialisationsfunktion: Schulische Leistungsbeurteilung soll junge Menschen auf das Leben
in einer Gesellschaft vorbereiten, in der Zeugnisse und Zertifikate eine wichtige Rolle spielen.

e Lernerziehungsfunktion:  Leistungsbeurteilung als Teil einer Erziehung zur
eigenverantwortlichen Gestaltung von Lernprozessen — Schilerlnnen sollen befahigt werden,

ihr eigenes (auch nachschulisches) Lernen selbststandig zu planen und zu steuern.

Generell lassen sich dabei zwei Kategorien unterscheiden (vgl. FISCHER / MALLE, S. 304):
e Funktionen, die nach au3en wirken, also eine Information fur nicht direkt am schulischen
Geschehen beteiligte Personen (etwa zukiinftige Arbeitgeber) darstellen (wie z.B. Prognose,
Selektion)
e Funktionen, die nach innen wirken, also zur Steuerung des Lernprozesses dienen (wie z.B.

Diagnose, Motivation).

Der Prozess der schulischen Leistungsbeurteilung besteht also darin, dass die in der
Leistungsfeststellung erhobene Abweichung einer bestimmten Leistung vom vorgegebenen
Lernziel durch den Lehrer bewertet (,beurteilt*) wird: Wie gut / schlecht ist diese Leistung?
Genlgt sie oder genugt sie nicht? Man kann dabei verschiedene Grundorientierungen
zugrunde legen (vgl. FISCHER / MALLE, S. 306 - 307):

e Zielorientierung: Wie bei der Leistungsfeststellung geht es dabei nur um die Erreichung oder
Verfehlung bestimmter vorgegebener Lernziele.

e Durchschnittsorientierung (bzw. Normorientierung): Bezugsrahmen fir die Beurteilung
von Leistungen ist der Klassendurchschnitt, wobei oft eine bestimmte Verteilung der Noten als
Ideal angestrebt wird — mittlere Noten sind am haufigsten, extrem gute oder extrem schlechte
Noten sind selten (,Normalverteilung” der Noten).

e Orientierung am Leistungszuwachs: Entscheidend ist dabei die Verénderung des
Leistungsstandes — grofRe Fortschritte driicken sich in einer guten Note aus. Im Extremfall
kénnten von zwei Schilern, die dieselbe Schularbeit vorlegen, der eine die Note ,Sehr gut®,
der andere aber ,Nicht geniigend“ bekommen, wenn der eine vorher sehr schlecht und der

andere sehr gut war.

(3) Die Messqualitat von Schulnoten (vgl. SACHER, S. 27 — 40 und FISCHER / MALLE, S.
308 - 317):

Mit schulischer Leistungsbeurteilung ist (auch) der Anspruch von Leistungsmessung

verbunden (— Leistungsfeststellung). In diesem Zusammenhang ist zu fragen, wie es um
Objektivitat, Validitat und Reliabilitdt von Schulnoten steht.

Zunéchst ist festzuhalten, dass Schulnoten auf Ordinalskalaniveau ,messen® — sie legen
also nur eine Rangordnung der erfassten Leistungen fest. Da eine Ordinalskala keinen
Abstand zwischen den einzelnen Rangplatzen definiert, darf in eine Analyse der Messwerte

(Noten) nur die Ordnungsbeziehung (gro3er — kleiner) der Noten untereinander eingehen.



-6-

Entgegen einer weit verbreiteten Praxis dirfen genau genommen also mit Schulnoten keine
Rechenoperationen (wie etwa Bildung des Arithmetischen Mittels) ausgefiihrt werden — der

Lrichtige” Mittelwert flr Schulnoten ist der Median.

(a) Die Objektivitat der Leistungsbeurteilung:

Objektivitat meint hier die Unabhéngigkeit des Beurteilungsergebnisses von der Person des
Beurteilers — verschiedene Beurteiler einer bestimmten Leistung sollten zu
Ubereinstimmenden Ergebnissen kommen. In zahlreichen Untersuchungen konnte
nachgewiesen werden, dass die Objektivitat schulischer Leistungsbeurteilung nicht sehr
hoch ist — Urteile verschiedener Prufer korrelieren zwischen 0,35 und 0,85. Es kam sogar
vor, dass die Beurteilungen fir ein und dieselbe Mathematikschularbeit Uber alle flnf

Beurteilungsstufen streuten.

Verantwortlich fur diese groRen Beurteilungsunterschiede sind vor allem Unterschiede hinsichtlich der
Fehlerregistrierung, Divergenzen bezuglich der festgesetzten Hochstpunktezahlen, Unterschiede bei
den angewandten Notenschliisseln und Abweichungen bei der Punktezuordnung zu bestimmten

Leistungsteilen oder Leistungsaspekten.

(b) Die Reliabilitdt (Zuverlassigkeit) der Leistungsbeurteilung:

Reliabilitat (der Leistungsbeurteilung) bezeichnet hier den Grad der Genauigkeit, mit der
Schulnoten ,messen“, unabhéngig von der Frage, ob sie wirklich das erfassen, was
gemessen werden soll (namlich schulische Leistungen). Ein Instrument misst zuverlassig,
wenn eine Wiederholung des Messvorgangs unter gleichen Bedingungen Ubereinstimmende
Ergebnisse bringt. Die Reliabilitdt schulischer Leistungstberprifung ist niedrig — die
Korrelationskoeffizienten liegen fir standardisierte Tests (die im Rahmen schulischer
Leistungsbeurteilung praktisch nicht vorkommen) zwischen 0,80 und 0,95, fur schriftliche

Prifungen zwischen 0,50 und 0,80 und fir mindliche Prifungen unter 0,50.

Speziell um die sogenannte Retestreliabilitat (= Wiederholung der Messung nach einiger Zeit mit
demselben Test) steht es schlecht. Fur die wiederholte Beurteilung von Aufsatzen durch denselben
Beurteiler wurden Reliabilitatskoeffizienten zwischen 0,25 und 0,51 gefunden, wahrend die

Korrelationen fur Mathematikarbeiten bei 0,46 lagen.

(c) Die Validitat (Gultigkeit) der Leistungsbeurteilung:

Validitat eines Messverfahrens ist gegeben, wenn tatsachlich das gemessen wird, was
gemessen werden soll. Im schulischen Bereich hat dieser Begriff mindestens vier Aspekte:
e Inhaltsvaliditat bezieht sich auf die Frage, ob Prifungen tatsachlich (nur) Kompetenzen
erfassen, die zuvor im Unterricht vermittelt wurden. Ein spezieller Aspekt ist dabei die
curriculare Validitat, d.h. die Ubereinstimmung der Leistungsiiberprifung mit den

Lehrplananforderungen.
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e Prognosevaliditat meint die Moéglichkeit, auf Grundlage bereits vorliegender Messergebnisse
die Resultate zuklnftiger Messungen vorherzusagen. Dieser Aspekt spielt im schulischen
Leben eine nicht unbedeutende Rolle (etwa im Zusammenhang mit Aufnahms- oder
Eignungsprifungen).

e Ubereinstimmungsvaliditat ist die Ubereinstimmung der mit verschiedenen
Messinstrumenten gewonnenen Ergebnisse. Sie ist dann hoch, wenn die Beurteilungen
schriftlicher, mindlicher und eventuell auch praktischer Leistungen eines Schilers in einem
bestimmten Gegenstand sehr &hnlich sind.

e Konstruktvaliditat ist die Ubereinstimmung der gemessenen Kompetenzen mit einem

theoretischen Modell.

Zahlreiche sach- und fachfremde Einflisse wie etwa regionale, schulartspezifische oder
schichtspezifische Effekte beeintrachtigen die Validitat von Schulnoten. Besonders
problematisch ist in diesem Zusammenhang die mangelhafte Prognosevaliditat des in
Notenform ausgedriickten Lehrerurteils — die entsprechenden Korrelationen liegen im
Allgemeinen unter 0,50. FlUr Zeugnisnoten wurde eine Prognosevaliditat von nur 0,25 bis
0,30 fiir den Erfolg in weiterfihrenden Schulen gefunden. Angesichts derartiger Einsichten
ist die weit verbreitete Praxis zu hinterfragen, wichtige Schullaufbahnentscheidungen primar

von Schulnoten abhangig zu machen.

Aufgaben

(A) Reproduktion
(1) Erklare den Unterschied zwischen Leistungsfeststellung und Leistungsbeurteilung.

(2) Nenne die Formen der Leistungsbeurteilung.

(3) Nenne einige allgemeine Grundsétze der Leistungsfeststellung.

(4) Nenne einige allgemeine Grundséatze der Leistungsbeurteilung.

(5) Welche grundlegende Kategorien werden bei der Definition der Beurteilungsstufen
verwendet?

(6) Nenne und erlautere wichtige Funktionen schulischer Leistungsbeurteilung.

(7) Nenne und erlautere verschiedene Grundorientierungen fir schulische

Leistungsbeurteilung.

(8) Auf welchem Skalenniveau ,messen* Schulnoten? Welche Konsequenzen ergeben
sich daraus?
(9) Nenne und erlautere die drei Gutekriterien fiir Messung allgemein. Wie weit erfullen

Schulnoten diese Anforderungen?
(B) Anwendung
(1) Warum unterscheidet der Gesetzgeber im Zusammenhang mit schulischer

Leistungsbeurteilung zwischen Leistungsfeststellung und Leistungsbeurteilung?
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(2) Nimm Stellung zu der Behauptung ,Schulnoten sind auch ein Spiegel der

Leistungsgesellschaft.”

(3) Sind die Beurteilungsstufen (,Noten“) genau (genug) definiert? Kann bzw. soll man

sie genauer fassen?
(4) Formuliere und diskutiere Argumente fur bzw. gegen jede der drei

Grundorientierungen schulischer Leistungsbeurteilung (Zielorientierung,

Normorientierung, Orientierung am Leistungszuwachs). Bewerte die drei Alternativen.

(5) Bewerte die einzelnen Funktionen schulischer Leistungsbeurteilung (a) in ihrer

praktischen Bedeutung — wie wichtig sind sie jeweils tatséchlich in der schulischen
Beurteilungspraxis und (b) in ihrer grundsétzlichen Wichtigkeit? Ordne diese
Funktionen nach ihrer ,Wichtigkeit“. Welche Funktionen kénnte man noch nennen?

(6) Die Messqualitat von Schulnoten ist nicht hoch. Welche Konsequenzen ergeben sich

daraus?



9 Anhang- Lehrunterlagen

Uberblick

e Skriptum zur Vorlesung Numerische Mathematik
(Adaptionen im Sommersemester 2023)

e Zusitzliche Unterlagen zu Vorlesung und begleitendem Proseminar
(aktuelles Wintersemester, Ergdnzungen im Sommersemester 2023)
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Die Mathematik ist mehr ein Tun als eine Lehre.
Mathematik zu lernen heifst, sie immer wieder neu zu erfinden.
Frustration und Euphorie liegen in der Mathematik oft knapp nebeneinander.

Mathematik ist schon, aber fiir viele sperrig. Sie ist einfach nicht sozial:
In ihr kann nur der Einzelne zur Einsicht gelangen.

Wenn das die Losung ist, will ich mein Problem zuriick.
Es geht einfach oder es geht einfach nicht.
(L. Brouwer, D. O’Shea, R. Hofer, R. Taschner, Unbekannt)

Illustration. Auf der Titelseite ist das Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens zur ni-
herungsweisen Losung der nichtlinearen komplexen Gleichung z* = 1 illustriert.



Das Gebiet der Numerik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich insbesondere der Kon-
struktion und Analyse von Algorithmen widmet.

Das vorliegende Kompendium fal3t die im Rahmen der Lehrveranstaltung Numerische Ma-
thematik (VO 3 & PS 2) im Studienjahr 2022/23 an der Universitidt Innsbruck behandelten
Themen zusammen. Ohne Anspruch auf Allgemeinheit und Vollstindigkeit werden Metho-
den zur ndherungsweisen Losung von grundlegenden Problemen der Analysis und Linearen
Algebra angegeben. Als Illustrationen werden einfache Modellprobleme und Implementie-
rungen betrachtet.

Das Kompendium basiert vorwiegend auf den Vorlesungsskripten

MATHIAS RICHTER
Numerische Mathematik I & II (2010/2011)

und Unterlagen, welche im darauffolgenden Studienjahr 2011/12 an der Fakultét fiir Luft-
und Raumfahrttechnik der Universitdt der Bundeswehr Miinchen erstellt wurden. Die da-
mals gewdhlte Strukturierung und entsprechende Verweise wurden beibehalten.

Als ergdnzende Literaturquellen werden die Vorlesungsskripten

HERMANN SCHICHL
Numerik 1 & 2 (2000/2001/2011)
www.mat.univie.ac.at/~herman/skripten

ERNST HAIRER, GERHARD WANNER
Introduction d I'’Analyse Numérique (2005)
www.unige.ch/~hairer/polycop

sowie dort erwdhnte Standardwerke empfohlen. Was eine umfassende Einfiihrung in die
Software MATLAB betrifft, wird zudem auf

PETER ARBENZ
Einfiihrung in MATLAB (2007/2008)
people.inf.ethz.ch/arbenz/MatlabKurs/matlabintro.pdf

verwiesen.

Im Internet zu findende Unterlagen bieten die Vorteile kompakter Darstellungen und frei-
er Verfiigbarkeit, sollten jedoch mit einem kritischen Blick auf inhaltliche Richtigkeit und
mogliche Druckfehler verwendet werden.



Themeniiberblick 1

1. Einfiihrung

2. Grundbegriffe der Numerik

2.1. Maschinenzahlen und Rundung
2.2. Gleitpunktoperationen

2.3. Rundungsfehleranalyse

2.4. Kondition

2.5. Stabilitét

3. Vektoren und Matrizen

3.1. Rechnen mit Vektoren und Matrizen

3.2. Elementare Matrizenmultiplikationen

3.3. Skalarprodukt und Orthogonalitit

3.4. Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt
3.5. Normen fiir Vektoren und Matrizen

4. Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

4.1. Kondition linearer Gleichungssysteme

4.2. Losung iiber die QR-Zerlegung

4.3. Stabilitiit der Losungsmethode iiber die QR-Zerlegung
4.4. Gauf$-Elimination und Dreieckszerlegung

4.5. Rundungsfehler-Analyse der Gaul3-Elimination

4.6. Pivotwahl bei der Gau3-Elimination

5. Lineare Ausgleichsrechnung

5.1. Ein Beispiel

5.2. Normalengleichungen

5.3. Cholesky-Zerlegung

5.4. Losung iiber Orthogonaltransformationen

6. Eigenwerte und SVD (Uberblick)

6.1. Theoretischer Hintergrund

6.2. Singuldrwertzerlegung

6.3. Algorithmen zum Eigenwertproblem (Uberblick)
6.4. Vektoriteration und inverse Vektoriteration

6.5. Die Grundidee des QR-Algorithmus

7. Nichtlineare Gleichungssysteme

7.1. Grundbegriffe

7.2. Verfahren fiir den eindimensionalen Fall
7.3. Der mehrdimensionale Fall



1. Einfiihrung
e Numerische Mathematik: Konkrete Losung mathematischer Probleme, d.h. kon-
struktive Beschaffung von Losungen mittels Zahlenrechnungen.

Theoretische Resultate und Formelmanipulationen sind von Nutzen.

e Numerische Verfahren der Linearen Algebra:

— Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.

Inbesondere diese Grundaufgabe der Numerik ist nach wie vor Gegenstand ak-
tueller Forschung.

- Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix.

Anwendungen:
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
- Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen
e Numerisches Problem (Definition 2.7): Funktion, die zuldssigen Eingabedaten ein Er-

gebnis zuordnet
p:DcR"->R":x—y=px).

Numerisches Verfahren bzw. Algorithmus zur Losung eines Problems p : D c R" —
R: Endliche Folge von Teilproblemen (d.h. von elementaren Operationen), deren Rei-
henfolge beim Ablauf eindeutig festliegt

(1) .o

) p(k))_

(»

Die schrittweise Anwendung der Teilprobleme p'” fiir i = 1,2, ..., k fiihrt auf Zwischen-
ergebnisse bzw. das Endergebnis

¥V =(pWo-opM)w), 1=is<k.
- Direktes Verfahren: Berechnung der exakten Losung eines Problems in endlich
vielen Rechenschritten (im Prinzip moglich), d.h. es ist

p®o..op®=p.

Beispiele:
* Formel von Vieta zur Losung einer quadratischen Gleichung

+ Gaullsches Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems



- Nidherungsweises Verfahren bzw. Approximationsverfahren: Berechnung einer
Nédherungslosung eines Problems, d.h. es ist

k 1
p®o.op®p.

Beispiele:
+ Approximation unendlicher Reihen durch endliche Reihen
*+ Approximation bestimmter Integrale durch Riemann-Summen
* Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten

* Approximation mittels Iterationsverfahren

Verfahrensfehler bzw. Approximationsfehler: Fehler der Ndherungslosung,
d.h. Differenz zwischen ndherungsweiser und exakter Losung

* Beispiele (Probleme, Algorithmen):

- Elementare arithmetische Operationen * € {+,—, x, /}

p:DcRxR—-R:(x,y)—x*J.

- Auswerten einer Polynomfunktion
n .
piR"™IXR—R:(c,x)— Y c;x'.
i=0
Algorithmus basierend auf dem Horner-Schema
n .
Y cixt = ( ((enx+ cp-1)x+cpz)x+-- -)x+ .
i=0

— Berechnung der Nullstellen eines quadratischen Polynoms, z.B. Berechnung
der Losungen x;» der quadratischen Gleichung x? + 2ax — b = 0 (unter der An-
nahme a, b > 0 folgt x; » € R mit x; # xp)

p:RzﬁRZ:(a,b)Hx.

Algorithmus basierend auf der Formel von Vieta, Algorithmus basierend auf einer
Umformulierung

x1=—a+VvVa*+b = b Xo=—a—-Va*+bh.

. — . )
Erweitern mit a+va?+b
a+vVa’+b



- Berechnung der Nullstellen eines Polynoms bzw. Lésung einer polynomialen
Gleichung (Annahme 7 € N mit n =1 und ¢, # 0)

n
p:C" —C"ic—z mit f(z)= ) ¢zl =0,
=0

Bemerkungen: Identifikation von C mit R?. Im allgemeinen ist keine explizite
Losungsformel bekannt.

- Berechnung der Eigenwertzerlegung einer Matrix, d.h. Berechnung der Eigen-
werte Ai,...,4, einer (diagonalisierbaren) Matrix A € C"*" und zugehoriger Ei-
genvektoren v = (vq]--+|vy)

p:C"" = C'"xC""": A— (A, v).

Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms und der Losung linearer Gleichungssysteme

x(A;) =det(A;I-A) =0, AiI-Av;=0, v;#0, l<is<n.
Bemerkung: Insbesondere fiir n >> 1 ist die Entwicklung eines alternativen Al-

gorithmus notwendig, vgl. [llustrationl.

- Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b (unter Annahme A € R”*" in-
vertierbar)
p iR xR - R": (A, b)— A"1b.

Algorithmus basierend auf dem Eliminationsverfahren nach GauR.
e Aufgrund der Verwendung digitaler Rechner zur Berechnung der Losungen von
(komplexen) Problemen sind gewisse Einschrankungen unvermeidbar.

- Einschriankung auf elementare Operationen wie arithmetische Operationen,
Wurzelziehen und arithmetische Vergleiche

*€{+)_)X)/)\/_)<)S):)Z)>);é}-

- Einschriankung auf endlich viele darstellbare Zahlen (Maschinenzahlen, im All-
gemeinen normalisierte Gleitpunktzahlen zur Basis 2 mit fester Stellenzahl und
beschrianktem Exponenten).

- Auftreten von Rundungsfehlern bei der Eingabe von Daten und der Berechnung
von Zwischen- bzw. Endergebnissen.

Auftreten von Datenfehlern, wenn die Eingabedaten beispielsweise das Ergebnis von
Messungen mit eingeschrankter Genauigkeit sind.



¢ Aufgaben der Numerik:

Konstruktion guter Algorithmen beispielsweise hinsichtlich Genauigkeit (z.B. Ra-
te der verbesserten Genauigkeit der Naherungslosung bei hoherem technischem
Aufwand), Effizienz (z.B. Anzahl der Rechenoperationen bzw. Rechenzeit oder
benotigter Speicherplatz) und Stabilitét (z.B. Auswirkung von kleinen Anderun-
gen der Eingabedaten auf das Endergebnis).

Analyse von Verfahrensfehlern und Herleitung von Abschdtzungen fiir Verfah-
rensfehler.

Analyse der Fortpflanzungen von Fehlern (Rundungsfehler, Datenfehler) in Algo-
rithmen und Auswirkungen auf Endergebnisse.

e Illustration (Eigenwertberechnung):

Problem: Berechnung aller Eigenwerte einer reellen und symmetrischen Matrix.
Theoretisches Resultat sichert, dal alle Eigenwerte reell sind.

Algorithmus basierend auf der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

Kleine Anderungen der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (ver-
gleichbar mit der Eingabe der Koeffizienten in einfacher Genauigkeit und dabei
auftretenden Rundungsfehlern) und Berechnung der zugehorigen Nullstellen.

Vergleich der Ergebnisse (Nullstellen, Graphen der Polynome).

Vgl. Illustrationl.

Vgl. lllustrationl Modifikation: Falls die Dimension n der Matrix hinreichend
grof ist, ist das Ergebnis auch fiir kleine relative Anderungen ¢ der Koeffizienten
nicht zufriedenstellend.

Ergdnzungen: Bindrdarstellung, Horner-Schema, Verfahren von Bairstow (Fakto-
risierung von Polynomen)

Schluffolgerungen:

* Problemstellung Berechnung der Nullstellen eines Polynoms (hoherer Ord-
nung) bei praktischen Anwendungen nicht sinnvoll. Aufgrund unvermeid-
barer (kleiner) Anderungen der Koeffizienten sind (exakt) berechnete Null-
stellen wertlos.

* Notwendigkeit der Entwicklung eines alternativen Algorithmus zur Eigen-
wertberechnung.

* Vorsicht! Algorithmen, die fiir die Theorie sinnvoll sind, konnen jedoch fiir die Nume-
rik wertlos sein.



2. Grundbegriffe der Numerik

* Fragestellungen:

— Welche Zahlen sind am Rechner darstellbar und wie werden elementare Rechen-
operationen ausgefiihrt?

Maschinenzahlen, Rundung, Gleitpunktoperationen, Rundungsfehleranalyse
- Welche numerischen Probleme kann man zufriedenstellend 16sen?

Kondition eines Problems

— Wie kann man die Giite eines numerischen Verfahrens hinsichtlich der erreich-
baren Genauigkeit beurteilen?

Stabilitdt eines Algorithmus
Konkrete Anwendung der eingefiihrten Konzepte in nachfolgenden Kapiteln.

* Vertauschung von Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.3. Verbindung der Abschnitte 2.3
und 2.5.



2.1. Maschinenzahlen und Rundung

e Korper der reellen Zahlen R: Gebrduchlichstes Zahlensystem in der Analysis, iibliche
Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation, vollstindige und archimedisch geord-
nete Menge, Veranschaulichung als unendlich lange liickenlose Linie (Zahlengerade).

Menge der Maschinenzahlen: Auf einem Rechner exakt darstellbare Zahlen (im All-
gemeinen Elemente eines endlichen Systems normalisierter Gleitpunktzahlen, siehe
Definition 2.2), endliche und insbesondere beschriankte Menge.

* Normalisierte Gleitpunktzahl, Basis, Stellenzahl, Signifikand, Exponent (Definition
2.1): Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B (wobei B € N>y, £ € Nx)

g=0 oder g==+|S|-BFe€G=Gp,;, |S|eNs;, B"'<|S|<B', EcZ.

Bemerkungen:
- Die Menge G ist unendlich.

- Eindeutigkeit der Darstellung (Signifikand, Exponent) aufgrund der Normalisie-
rung des Signifikanden.
Beispiel: Darstellung der Zahl 0.012345 = 0.12345- 107! = 1.2345-1072 (etc.) als
12345-107% € Gyq 5.

- Auflosung in G:
o= max{|g%£fg| : g, & benachtbarte Zahlen in G\ {0}} = B!,

Denn: Fiir eine Zahl g = +|S|- B € G ist die benachtbarte Zahl gegeben durch
g = (/S| +1)- BE bzw. g = (S| - 1) - BF und daher |%| = ﬁ < B!, sofern
g, & # 0. Speziell fiir g = 0 folgt jedoch |%| =1.o

Bemerkung: Betrachtung relativer Groen anstelle absoluter Gréen.
Maschinenzahl (Definition 2.2): Normalisierte ¢-stellige Gleitpunktzahl zur Basis B

mit beschrianktem Exponenten, d.h. g = 0 oder (wobei B € Ny, t € N>; und a,f € Z,
a<p)

g=+ISI'-BFeM=Mpqp<Gp;, ISIENs;, B '<|S|<B', E€Z, a<Es<§p.

Bemerkungen:
- Die Menge M ist endlich.

- Maschinenzahlen sind (ebenso wie Gleitpunktzahlen) nicht dquidistant verteilt.
Die Auflésung in M stimmt mit der Auflésung in G {iberein, d.h. p = B7Z.

— Kleinste positive Maschinenzahl g = B*~1+¢,
GroRte Maschinenzahl A = (B — 1) Bf = B+,



— Ubliche Genauigkeitsstufen sind single precision bzw. double precision bzw.
extended precision, festgelegt durch den Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir
Gleitpunktarithmetik.

Vgl. Illustration2_Maschinenzahlen.

* Bereichsiiberschreitungen treten auf, wenn Rechenergebnisse aullerhalb des defi-
nierten Bereichs [-A,—0] U {0} U [0, A] liegen. In mathematischen Software-Packeten
werden daher auch zusitzliche Sonderoperanden verwendet.

Vgl. Illustration2_Sonderoperanden (Sonderoperanden +oo und quiet NAN not-a-
number in MATLAB) und auch Illustration2 Rundung.

e Vereinbarung: Unter der Annahme, dal8 Bereichsiiberschreitungen vermieden wer-
den konnen, wird von nun an die Menge der normalisierten Gleitpunktzahlen G an-
stelle der Menge der Maschinenzahlen M betrachtet.

* Eingangsdaten und auch die Ergebnisse von elementaren arithmetischen Operationen
liegen im Allgemeinen nicht im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h.

x,yeG # xx*xyeG.
LA

Deshalb besteht die Notwendigkeit der Rundung rd : R — G, d.h. der Zuordnung einer
reellen Zahl x € R dem linken bzw. rechten Nachbarn in G

gr=max{geG:g<x}<x<gp=min{geG: g=x}.

Insbesondere gilt g; = x = g fiir x € G.

Korrektes Runden, gerichtetes Runden (Definition 2.3): Folgende Arten der Rundung
sind gebrduchlich

g falls x < gL;—gR )
Korrektes Runden : rd,:R—G:x—{ gy oder gg fallsx = —gL;gR )
SR falls x > gL;—gR,

Abrunden: rd-:R—G:x—gg,

Aufrunden: rdy:R—G:x— gg,
Gerichtetes Runden:

falls x>0,
Abhacken: rdg:R—G:x— 5L 0%
gr fallsx<0.

e Man unterscheidet den absoluten Rundungsfehler rd(x) — x fiir x € R und den relativen
Rundungsfehler

rd(x) — x
ex=———, O0fxeR.



Fiir x = 0 ist rd(x) = x und man setzt speziell £, = 0.
Maschinengenauigkeit (Satz 2.5): (Relative) Maschinengenauigkeit (wobei p = B!~!
Auflésung in G bzw. M)

% o fir korrektes Runden,
€mach =

o  fiir gerichtetes Runden.

Abschitzung des relativen Rundungsfehlers (Satz 2.4): Fiir 0 # x e R gilt &5 = rd(x%

mit |€| < €mach und damit

rd(x) =x(1+e&y), |€x| < €mach -

< 288 yund damit rd(x) = g, die Ab-
&8R<

Denn: Bei korrekter Rundung folgt fiir gL <x
. _lrd(x)—x 1|8rR—8L
schitzung |e,| = |2 < £ |T|

X < gg sowie gerichtetes Runden. ¢

3 Lo. Ahnhche Uberlegungen gelten fiir

Vorbemerkung: Summenformel fiir geometrische Reihe

no _ qn1+1 n()

n q
1 _
Y d =T S qi= — lai<1.

i=ng q i=ng

Insbesondere gilt (wegen B = 2)

i B—i: B—no :Bl—no
1-B! B-1"

i=no

Bemerkung: Korrekte Rundung einer Zahl x € R auf ¢ Stellen bei Kenntnis von ¢+ 1
Stellen. Mittels der Darstellung (mit Ziffern 0 < s; < B -1, wobei s, < B — 1 fiir ein
{<-2)
-1 '
x=% ) sj-B]+E:is-BE,
j=—o00
-1 -1 -2
= Y s;oB/=) ;B +s.1-B'+r, Osr= Zs] B/ <(B- 1)23’—3‘1,
Jj=—00 j=0 j=- i=2

ergibt sich fiir die mathematisch korrekte Rundung

—1 .
Y si-BJ, falls s_ < 1B,
rd(x) = + BE{ /7Y
Zs]--B]+1, falls s_; %B

j=0
Beachte, dal die Zifferndarstellung durch die obige Forderung eindeutig ist (beispiels-

weise identifiziert man im Dezimalsystem 4.999...=5). Falls s_; = %B und s =B-1
kommt es zu Uberlauf.

Vgl. Illustration2_Rundung.



2.2. Gleitpunktoperationen

* Die Ergebnisse der elementaren arithmetischen Operationen * € {+,—, x, /} liegen im
Allgemeinen nicht mehr im Bereich der darstellbaren Zahlen, d.h. fiir a, b € G wird statt
des exakten Ergebnisses

axb g G
iA.

eine Ndherungslosung
axbeG

berechnet.

Ideale Arithmetik: Die berechnete Ndherungslésung a «b ergibt sich durch Rundung
des exakten Ergebnisses, d.h. es gilt

a;b:rd(a*b)eG.

Vereinbarung: Entsprechend dem Standard ANSI/IEEE-Std-754-1985 fiir Gleitpunkt-
arithmetik wird von nun an angenommen, dal die ideale Arithmetik in allen Genauig-
keitsstufen fiir alle elementaren arithmetischen Operationen sowie die Berechnung
der Wurzel und alle Rundungsarten gilt.

* Rundungsfehlerschranken (Satz 2.5): In idealer Arithmetik gilt

a+b=rd(a+b)=(a+b)(1+&)), a>~b=rd(a-b)=(a-Db)(l+e),
a>.<b:rd(ab):ab(1+€3), a?b:rd[%):%(1+£4),

mit relativen Rundungsfehlern €; = €;(a, b) und |€;| < €mach-
Beispiel: Vgl. [llustration2_Rundung (B = 10, £ =4, €qach = %-101—'? bei korrekter Run-
dung).

* Beispiel (Rundungsfehler bei Addition dreier Zahlen, Vorwértsanalyse):

- Aufgabe: Berechnung von
x=a+b+c=(a+b)+c=a+b+c)

unter dem Einfluf§ von Rundungsfehlern mittels Satz 2.5.
- Bestimmung von (a + b) + ¢ unter dem Einfluf von Rundungsfehlern (wobei
le1], |€2] < Emach)
X=rd(rd(a+b) +¢)
rd((a+b)(1+¢1) +¢)
((a+b)QA+€1)+c)(1+e2)
(a+b+c+(a+ber)(l+e)

a+b
a+b+c

x(1+

e1(l+€2) +€2).
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Als relativer Fehler ergibt sich

_ X—x _ _a+b_
Ex =37 = gprc 1l HE2) + &2,

— Bestimmung von a + (b + ¢) unter dem Einflu§ von Rundungsfehlern (wobei
lesl, 1€4] < €mach)

x=rd(a+rd(b+0))

rd(a+ (b+c)(1+¢3))
(a+b+0)(1+e3))(1+eq)
(a+b+c+(b+0)es) (1l +€4)

_ b+c
—x(1+ a+b+c€3(1+£4)+84).

Als relativer Fehler ergibt sich

_ X-x _ _b+c
3= = pre €3l t&4) +&4.

- Schlulifolgerung: Der relativer Fehler des Ergebnisses bei der Addition von drei
Zahlen héngt i.A. von der gewdhlten Reihenfolge der Operationen ab, d.h. Asso-
ziativgesetz und Distributivgesetz gelten im Allgemeinen nicht mehr. Im Gegen-
satz zur Addition von zwei Zahlen kann der Fall eintreten, dal§ der relative Fehler
nicht beschrinkt ist.

— Zahlenbeispiel, vgl. Illustration2_Rundung.

Vgl. lllustration2 Rundung: Giinstige Wahl der Reihenfolge bei der Berechnung von
(wobei n>>1)

n]
25

i=1

n (_l)i
Z i
i=1

11



2.4. Kondition

e Situation: Losung eines numerischen Problems p : D c R” — R™, d.h. Berechnung
von
y=p).

Annahme p reguldr (hinreichend oft differenzierbar).
* Fragestellung: Beurteilung der Sinnhaftigkeit der numerischen Losung eines Pro-

blems, d.h. der Berechenbarkeit des Ergebnisses. Untersuchung der Auswirkungen
kleiner Anderungen der Eingabedaten auf die Ergebnisse bei Anwendung von p: D

Rl’l - Rm
Eingabe : x+¢& statt x mit relativem Fehler % ,
Ergebnis : px+&=y+n statt y = p(x) mit relativem Fehler g ,

d.h. fiir £ € R” (klein und jedenfalls so gewéhlt, dalk x + ¢ € D) bestimme 1 € R mit

n=px+{—-y=px+&-pkx).

Beispielsweise aufgrund der Darstellung der Eingabedaten als Maschinenzahlen sind
solche kleinen Anderungen unvermeidbar.

e Vorbemerkungen:

- Betrachtung von kleinen Anderungen (komponentenweise Abschitzung mit In-
krement Ax € R”, wobei die Relation < komponentenweise zu verstehen ist, oder
Abschitzung bzgl. einer Norm mit Ax € R)

€] < Ax oder 1€l < Ax.
- Mittels Taylorreihenentwicklung erhélt man
n=px+&-p)=p e+ o(IE1%).
In Komponenten

ul! O p1(x) ... O, p1(x)) (&1
=l s L+ o).
Mm Ox, Pm(x) ... Ox,pm(x)) \&n

Fiir ¢ klein genug folgt
n
ni~(p0)¢); =) 0ypi(0)¢;,  lsism,
j=1
und damit fiir den relativen Fehler

n n
% = ) 0y, pi(x) o= > %%Pi(X)x—;.
j:l j:1

12



¢ Kondition, Konditionszahlen (Definition 2.8): Unter der Kondition eines numeri-
schen Problems versteht man die Sensitivitdt des Ergebnisses y +n = p(x +¢) gegen-
iiber kleinen Anderungen der Eingangsdaten. Falls kleine Anderungen ¢ kleine Ande-
rungen 7 im Ergebnis bewirken, spricht man von einem gut konditionierten Problem,
falls hingegen kleine Anderungen ¢ groffe Anderungen 1 im Ergebnis bewirken, spricht
man von einem schlecht konditionierten Problem. Die Grof3en (unabhéngig von ¢, n)

)

|ax]'pi(x)| bzw. (% Ox; pi(x)

bezeichnet man als absolute bzw. relative Konditionszahlen.
Bemerkung: Anstelle der absoluten Konditionszahlen wird auch oft eine Operator-
norm | p’(x)| betrachtet.

* Beispiele (Kondition):

- Relative Konditionszahlen elementarer Operationen: Einsetzen in obige Rela-
tion speziell fiir
p:R*—R:(a,b)— y=pla,b)

fiihrt auf (wobei & = (&4, &) T)
1=240,pab)%+L0,pla,b) L+ 0(E+E).

x Addition:

i

_a_
a+b

QL

y=pla,b)=a+b, Oqapla,b) =0ppla,b) =1, %: +ﬁ7.
Schlecht konditioniertes Probleme fiir a+ b = 0 bzw. b = —a (Annahme
|al,|b| > 0), da dann die relativen Konditionszahlen sehr groR sind, d.h. Ver-
starkung relativer Eingabefehler.

Phinomen der Ausloschung signifikanter Stellen, vgl. Illustrati-
on2_Kondition.

Bemerkung: Gleichheit gilt aufgrund der Linearitédt der Funktion.

* Subtraktion:
y=pla,b)=a-b, dupla,b)=1, dppla,b)=-1, %:Lfa_FaTbb%b.

Bemerkung: Zuriickfiihren auf Addition.
* Multiplikation, Division:

y=pla,b)=ab, 9d,pla,b)=b, 0Opplab)=a, %z%+%’7
y:P(a,b):%, aap(arb):%y abp(ayb):_b_az) %z%_%

Gut konditionierte Probleme, da die relativen Konditionszahlen durch 1 be-
schrankt sind, d.h. keine Verstiarkung relativer Eingabefehler (fiir die lineare
Néherung).

13



x Wurzelziehen:

YT
Q|L

y=p@=va, dpl@=5- =
Gut konditioniertes Problem, da die relativen Konditionszahlen durch % be-
schrankt sind, d.h. Verkleinerung relativer Eingabefehler (fiir lineare Nahe-
rung).

- Relative Konditionszahlen der Formel von Vieta: Bestimmung einer der beiden
Losungen x; » = —a+ V a? + b der quadratischen Gleichung x? +2ax — b =0 (An-
nahme |al,|b| > 0, Relationen x; + x, = —2aund x1x, = — b)

y=pla,b)=—-a+Va*+b,

— a - _ Yy — 1
Oaplab) = =1+ g =~ Vawy WP@D =7
No__a ¢ b Sh__ _a_Sa_, atva’+bSp
y Va2+b @  2yVa?+b b Va*+bh @ 2Va?+b b

Gut konditioniertes Problem beispielsweise fiir a > 0 und b > 0, da dann die re-
lativen Konditionszahlen durch 1 beschrinkt sind. Falls jedoch a? + b = 0 bzw.
b=—-a® (x; = xp, sogenannter schleifender Schnitt) ist das Problem schlecht kon-
ditioniert. Daran dndert auch die Umformulierung des Problems

_ _ b
y=plab)=—7r5=,

nichts (Kettenregel: partielle Ableitungen und damit Konditionszahlen gleich,
vgl. Illustation2_Kondition).

Aber! (Vorbemerkung zur Stabilitit von Algorithmen) Fiir a® + b = a® bzw. b = 0
ist das Problem gut konditioniert (z.B. a >> b > 0 und b = 0, relative Konditions-
zahlen durch 1 beschrinkt)

(a,b) P, —a+Vat+b.

2
at+va +b|51

- 7w 1=t v

Berechnung von y = —a+ v a? + b mit dem kanonischen Algorithmus

2 (3)

pl 4 p

(a,bh) — a , a+b a’+b
‘a2a+b|51"a£rb|51 2
4)
L -a+Va’+b.

—a VaZ+b
-a+VaZ2+b ' —a+VaZ+b

Die Teilprobleme p, p@, p® sind in der vorliegenden Situation gut konditio-
niert, beim letzten Teilproblem p® kommt es jedoch zur Ausléschung signifi-
kanter Stellen, d.h. der gewdhlte Algorithmus fiihrt fiir ein gut konditioniertes
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Problem auf ein unzufriedenstellendes Ergebnis (instabiler Algorithmus). Daher
sollte man jedenfalls den (stabilen) Algorithmus

m ®) ®
p p p
(a,b) - a? , a’+b - a’+b
1, a b 1
|a2+b|<l’}a2+b|<1 2
@ ®)
p 14
— a+Vat+b — —L—
{ —a }< | VaZ+b |<1 11 atVas+b
a+vaZ+b!” la+va2+b!™

mit in der vorliegenden Situation gut konditionierten Teilproblemen verwenden.
Vgl. lllustation2_Kondition.

Bemerkung: Eine etwas andere Situation liegt fiir den Fall b = — a? (a,b >> 0)
vor. In dieser Situation ist das Problem schlecht konditioniert und damit dessen

numerische Losung nur eingeschrdnkt sinnvoll. Aulerdem beinhalten beide Al-
gorithmen das schlecht konditionierte Teilproblem p@.
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2.3. Rundungsfehleranalyse

e Situation: Anwendung eines Algorithmus (p'V,..., p¥) zur Losung eines numeri-
schen Problems p : D c R" — R™. Betrachtung eines direkten Verfahren, d.h. es gelte

p®o..opl=p.

» Fragestellung: Beurteilung der Giite eines Algorithmus. Untersuchung der Auswir-
kungen von kleinen Anderungen bzw. Rundungen der Eingabedaten sowie von bei der
Losung der Teilprobleme auftretenden Rundungen auf das Endergebnis.

e Rundungsfehleranalyse: Untersuchung der Fortpflanzung von Rundungsfehlern auf
das Endergebnis.

- Vorwirtsanalyse: Vergleich des unter dem Einflu§ von Rundungsfehlern erhal-
tenen Endergebnisses mit dem exakten Ergebnis und Herleitung einer Relation
bzw. Abschétzung fiir den relativen Fehler.

Nachteil der Vorwirtsanalyse: Analyse bei komplexeren Algorithmen kompli-
ziert.

— Riickwirtsanalyse: Interpretation des unter dem Einfluly von Rundungsfehlern
erhaltenen Endergebnisses als exaktes Ergebnis zu verdnderten Eingabedaten.
Keine Aussage tiber die tatsdchliche GroRe des relativen Rundungsfehlers im Er-
gebnis.

Vorteil der Riickwértsanalyse: Analyse auch bei komplexeren Algorithmen leich-
ter durchfiihrbar als die Vorwédrtsanalyse.

* Beispiele (Riickwédrtsanalyse):

— Elementare arithmetische Operationen: Mit Hilfe von Satz 2.5 und dem Ansatz
rd(a = b) = a = b ergibt sich

rd(a*b)=(a*b)(1+&)=ax*b

mit || < €mach (Annahme 1 — epach > 0). Wihle beispielsweise fiir die Addition
(Subtraktion analog)

rda+b)=(a+b)(1+e)=a+b,
d=a(+e), b=b(U+e), |=%=|%L| = el < emacn,
fiir die Multiplikation

rd(ab)=ab(l+¢)=ab,
d=avVi+e, b=bVl+e, ﬂ|:|5;bb|:|\/1+g_1|: lel

———=<¢&
a Vlter1 mach»
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und fiir die Division

~ b
= + =
a=avl , b s
E—b _ 1=-vV1+e| _ €] < €mach

< mach, |75 Vite  Vite(+vite) — v1—Emach

Schlufifolgerung: Die bei der Anwendung der elementaren arithmetischen Ope-
rationen auftretenden Rundungsfehler verfidlschen das exakte Ergebnis so wie re-
lative Anderungen der GréBenordnung €, in den Eingangsdaten.

— Horner-Schema zur Berechnung des Funktionswertes einer Polynomfunktion:

+ Bernoullische Ungleichung: Fiir x € R mit x = —1 und n € N gilt
l+nx<(1+x)".
Denn: Mittels Induktion folgt
A+ =1+0)1+0)"20+0)A+nx)=1+n+Dx+nx* =1+ (n+1x
und damit die Abschédtzung. ¢

Abschitzung fiir Fehlerterme der Rundungsfehleranalyse (Lemma 2.6):
Fiir eine Folge reeller Zahlen (¢;)1<j<, mit |€;| < €mach giltflir0<k<n

k n
ne h
[TTa+en T -1 s et
i=1 j=k+1 ] 1 —némach

Denn: Wegen |€;| < €mach 1St — Emach < €;i < €mach SOWi€ — Emach < — €; < €mach
fiir 1 < i < n. Zusammen mit der Relation (1+¢&;)(1—¢;) =1— 5? < 1 folgt
(Annahme 71 emacn < 1 und insbesondere €,ch < 1)

1 1
1 — €mach < 1+¢; < < .
—€mach=€&; (1+€;) (1-¢gp)=1 1=€i —eacn=—¢i 1=€mach

Mittels Bernoullischer Ungleichung ergibt sich weiters

ne
1- % = 1-Némach . =< (1—E&mach)”
mach <_1"€mach Bernoulli
" £mach = 1-né&mach
k n . X
< [Ma+en [] = = =
Relation 1:1_11 j:l;[+1 1+€; Relation (1~€mach)”
1 =1+ " Emach
Bernoulli 1~ 7*€mach 1-né€mach

und damit die Behauptung. ¢
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+ Fiir eine Polynomfunktion der Form
n .
px)=) cix'
i=0

beruht das Horner-Schema auf der Umformulierung

1

y=cpx"+cp1 X" +---+coz(---((cnx+cn_l)x+cn_2)x+---)x+co.

Mogliche Implementierung (Pseudo-Code)

Yy==¢Cn
fori=n-1:-1:0

y=yx+c;
end

Vgl. auch Illustration1_Modifikation.
+ Unter dem EinfluB von Rundungsfehlern erhélt man stattdessen

Yy==¢Cn

fori=n-1:-1:0
y=rd(rdFx)+c¢;)=(Fx(L+¢)+¢;) A+&)

end

wobei |€;], [€;| < €mach. Das berechnete Ergebnis a3t sich in der Form
J=Cpx"+ G X" 4 G

mit Koeffizienten (Induktion)

n-1
Go=c(1+%), Ch=cn[[Q+e)1+E)p),
/=0
i—-1
Ci=ci(1+&) [[Q+en1+8p), 1=<isn-1,
=0

. kémach N Emach
garskteller)l. Mittels Lemma 2.6 folgt aulerdem (wegen 1= i sy,
SK=n

ci=ci(1+6;), |6i|51112+22;]» 0<i<n.
+ Schluflfolgerung: Die bei der Anwendung des Horner-Schemas auftreten-
den Rundungsfehler verfilschen das exakte Ergebnis so wie relative Ande-
rungen der Grofenordnung lneihh in den Eingangdaten, d.h. den Koeffizi-

enten des Polynoms.

—Né&mac
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Numerische Stabilitdt eines Algorithmus: Ein Algorithmus heif$t numerisch stabil
bzw. gutartig im Sinne der Riickwértsanalyse, wenn die Fortpflanzung von Rundungs-
fehlern zu Anderungen im Endergebnis fiihrt, die in ihrer GroBenordnung mit dem un-
vermeidlichen Fehler aufgrund von Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten vergleich-
bar sind.

Spezialfall: Betrachte speziell einen aus zwei Teilproblemen bestehenden Algorith-
mus zur Losung eines Problems p : R” — R™ (wobei g : R" — R, r : R¥ — R™)

p(x) =(roq)(x) =r(qx)).
Die Anwendung der Kettenregel ergibt
pPx)=r'(gx)q x),
Ox,p1 ... Ox,p1 Oy 71 ... OxT O0x, g1 ... Ox, 1

/ !/ . . /

p = : : o = s 4= S
axlpm ces axnpm axlrm cee axkrm axlqk- cee aank

k
Ox; pi(x) = ) Oy, 11(q(x)) Ox; Go (%)
/=1

Damit ergibt sich fiir die relativen Konditionszahlen

k
Foupin) =Y oy ri(2) Loyqi0),  z2=q).
/=1
Die relativen Konditionszahlen des Problems sind unabhéngig von der gewéhlten Zer-
legung, d.h. von der Wahl der Teilprobleme r und q.

Aber! Die Wahl der Teilprobleme wirkt sich auf die Giite des Algorithmus aus, inbeson-
dere bestimmt die GréBe der Konditionszahlen die Fortpflanzung von Fehlern und da-
mit die Stabilitdt des Algorithmus. Untersuchung der Auswirkung kleiner Anderungen
der Eingangsdaten auf das Ergebnis des Algorithmus, d.h. insbesondere Hinzunahme
auftretender Anderungen (Rundungsfehler) bei der Berechnung des Zwischenergeb-
nisses und des Endergebnisses

Eingabe: x+¢ statt x,
Zwischenergebnis : gx+¢)+¢ statt z=¢q(x),
Endergebnis : r(gx+8+¢)+n statt  y=r(q(x)).

Mittels Taylorreihenentwicklung von ¢ folgt
gx+8=z+q' @) E+O(IEN7).

Eine Taylorreihenentwicklung von r ergibt weiters

r(gx+8+¢) = r(z+ q x) &+ O(1E1°) +()
=y+r'@d @+ @+ O(1E17) + 0 (1C17).
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Falls das Problem gut konditioniert ist, ist
Ip' =@ q @]

von moderater Groenordnung und damit r’(z) q'(x) ¢ eine kleine Anderung des exak-
ten Endergebnisses. Ist der Algorithmus jedoch so gewihlt, dal$ das erste Teilproblem
sehr gut und das zweite sehr schlecht konditioniert sind (d.h. ||7'(2)[| >> |14’ (2)]]) wer-
den unvermeidbare Fehler { im Zwischenergebnis (Rundung) sehr verstirkt, d.h. der
Beitrag r'(z) ¢ fithrt auf ein unzufriedenstellendes Endergebnis und somit ist der Algo-
rithmus instabil.

* Beispiele:

- Formel von Vieta: Siehe obige Uberlegungen. Das Problem ist fiir a >> b gut kon-
ditioniert. Auswirkung von kleinen relativen Anderungen der Eingangsdaten und
relativen Rundungsfehlern bei der Anwendung der Formel von Vieta

p(l) 9
(ay b)y(guygb) :’ a ,(£a,€1)

p(2) 5
— a“+Db,(eq €p,€1,€2)

}%{sqﬁ\g

3)
p o
_1’ a2+b)(£a»8b’€l;€2’€3)

2

p(4) 2

— —a+Vas+Db,(€q €p €1,€2,€3,E4).
—a vaZ+b

—-a+va2+b' —a+vaZ+b

Der Algorithmus ist instabil, da der Verstarkungsfaktor der relativen Rundungs-
fehler im letzten Teilproblem sehr grof3 ist. Z.B. fiir a = 1000, b = 0.018000000081

vVa’+b ~ 108.

—a+Va*+b
Vgl. llustration2_Kondition.

- FEigenwertberechnung: Das Problem Berechnung der Eigenwerte einer symmetri-
schen Matrix ist sehr gut konditioniert. Der Algorithmus basierend auf der Null-
stellenberechnung des charakteristischen Polynoms ist instabil, da das Teilpro-
blem Berechnung der Nullstellen eines Polynoms hoherer Ordnung sehr schlecht
konditioniert ist.

Siehe Illustrationl.

* Schluf’folgerungen:

- Die numerische Losung eines schlecht konditionierten Problems ist nicht oder
nur eingeschrankt sinnvoll.
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- Da ein einzelnes schlecht konditioniertes Teilproblem das Endergebnis stark ver-
falschen kann, ist bei der numerischen Losung eines gut konditionierten Pro-
blems darauf zu achten, dall der verwendete Algorithmus gut konditionierte Teil-
probleme umfaft.
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2.5. Stabilitét
e Situation: Anwendung eines Algorithmus (p,..., p(k)) zur Losung eines numeri-
schen Problems p: D c R" — R™

k 1
p®o..0p®xp.

Numerische Stabilitit eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtanalyse): Anderun-
gen im Endergebnis aufgrund von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern vergleich-
bar mit kleinen Anderungen der Eingabedaten.

Nun: Prdzisierung des Begriffes der numerische Stabilitét.

* Betrachtung einer Umgebung U = U, . der exakten Eingabedaten (komponentenwei-
se, bzgl. Norm)

U={x+¢eD:|¢|<¢el|x|} cR" oder U={x+éeD: &l <ellxll} cR".
Elemente der zugehorigen Umgebung des exakten Ergebnisses (Bildmenge)
p) ={p(x+&:x+icU}cR™

(oder nahe bei p(U) liegende Elemente) werden als Ndherungslésungen akzeptiert.

Akzeptable Niherungslosung (Definition 2.9): Eine anstelle des exakten Ergebnisses
y = p(x) berechnete Ndherungslésung y = y heilst akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U, wenn

yep)

oder die abgeschwéchten Bedingungen (komponentenweise, bzgl. Norm)
3zepU) sodaB |y—zl<O(emacn) [yl bzw. Y-zl < O(emacn) IV
erfiillt sind.

Numerische Stabilitit eines Algorithmus (Definition 2.11): Ein Algorithmus zur L6-
sung eines Problems p : D c R — R ist numerisch stabil (im Sinne der Riickwarts-
analyse), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten x € D die unter dem EinfluB von
Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern berechneten Ndherungslésungen y = y =
p(x) akzeptabel beziiglich der Eingabemenge U = Uy, sind.

Bemerkungen:

- Die elementaren arithmetischen Operationen und das Wurzelziehen sind nume-
risch stabil.
- Kondition eines numerischen Problems: Signifikanz der berechneten Ergebnisse.

Numerische Stabilitdt eines Algorithmus (im Sinne der Riickwirtsanalyse):
Gutartigkeit eines Verfahrens hinsichtlich der Auswirkung von Rundungsfehlern.

Je schlechter die Kondition des numerischen Problems ist, desto groRere Fehler
im Endresultat sind akzeptabel.
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e Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b:

Numerisches Problem (unter der vereinfachenden Annahme, dall das lineare
Gleichungssystem eindeutig losbar ist, d.h. A invertierbar)

p:DcR™"xR" - R": (A, b)— x=A"1b.
Eingabemenge
U=Uuape={(A+a,b+ P eD:lal<elAl,Ifl<elbl} cR™" xR"

und zugehdorige Bildmenge (Annahme A+« invertierbar, etwa ||a| < || A7t

Satz 4.1)

,vgl.

pU)={(A+a) ' (b+P):(A+a,b+p) e U}.

Akzeptable Ndherungslosungen (bzgl. U, im strengen Sinn)
F=(A+a) L (b+p) e p)

bzw.%:ﬁ_lgmitZ:A+a, la| < el A| undE:b+,B, |l < €|b| bzw.

Ax=b mit |A-Al<e|Al und |b-b|<el|b].

Resultat tiber die Grée des Residuums beim Einsetzen einer akzeptablen Néhe-
rungslosung in Ax = b.

Satz von Prager und Oettli (Satz 2.10): Eine Ndherungslosung X des linearen
Gleichungssystems Ax = b ist akzeptabel (bzgl. U, im strengen Sinn), genau dann
wenn das Residuum r(X) = b — AX die folgende Abschitzung erfiillt

|AX — bl < & (LAI1F| +bl).

Denn: Einerseits: Falls die Néherungslosung X akzeptabel ist, ergibt sich die Ab-
schitzung (Bezeichnungen A und b wie zuvor, komponentenweise Relation <)

|AX—b| = (A= A X+b-b|=lax+pl<|allxl+]pl

FAX=— AX+Db

<e(JAlIZ] +bl).

Andererseits: Es ist zu zeigen, daf fiir Ndherungslosungen X, welche die Abschét-
zung |AX-bl<e (IAl1X] + |bl) erfiillen, die Relation AX = b mit |A-Al<e|Alund
|b— b| < €]|b| folgt. Fiir eine Ndherungsloésung x definiere A und b durch

A= (a;j —sign(X;) e 9;laijl) b= (bi +e9; |bi|)15isn’

;—i falls z; #0
0 falls z;=0.

1<i,j=sn’

r=AX-b, z=¢(|AlIX|+IDl), 19i={
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Eine kurze Rechnung zeigt (sign(x) x = |x|)

" n
AX-b= (Z (aij—sign()?j)sﬁiIaijl)ic'j—(bi+£19i|bi|))
j=1

1<i<n

l<iszn

n
=AZ-b- (02 ) (layjl 1% +bil)) __ =AF-b-r=0.
j=1

~ J/
-

=2

Da nach Voraussetzung die Ndherungslésung X die Abschitzung |r| < z (kompo-
nentenweise) erfiillt, folgt auBerdem |9;| <1 fiir 1 < i < n und damit

A- A=(-sign(X))ed;laijl)
b-b=(e9;1b;])

1<i,j<n’ |E_A|55|A|,
|b-b|<elbl.

1<isn’
Damit folgt die Behauptung. ¢
— Bemerkungen:
+ Fir eine genaue Naherungslosung ist die Differenz zur exakten Losung des

linearen Gleichungssystems |X — x| klein.

+ Fir eine akzeptable Ndherungslosung ist das Residuum beim Einsetzen in
das lineare Gleichungssystem | AX — b| klein.

+ Zusammenfassung: Ein Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems Ax = b (mit A € K"*" invertierbar) ist numerisch stabil (im Sin-
ne der Riickwirtsanalyse), wenn fiir alle zuldssigen Eingabedaten (A, b) die
unter dem EinfluB von Rundungsfehlern und Verfahrensfehlern berechne-
ten Niherungslésungen ¥ =~ x = A~'b akzeptabel beziiglich der Eingabe-
menge U p) ¢, Sind, d.h. es gilt (mittels Satz von Prager und Oettli)

xep(Unapena) < |AX= Dbl < emacen (1Al +151).
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3. Vektoren und Matrizen

e Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate der Linearen Algebra, inbesondere zu Vek-
toren, Matrizen, Skalarprodukt, Orthogonalitédt, Norm.

- QR-Zerlegung einer Matrix, Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt
und Modifikationen.
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3.1. Rechnen mit Vektoren und Matrizen

¢ Endlich dimensionaler Vektorraum bzw. linearer Raum K" mit K = R,C (iibliche
Bezeichnungen fiir Komponenten, identifiziere x € K" mit Spalte x € K"*!, Addition
und Skalarmultiplikation)

X1 X1+ 0 Ax;
x=|:[eK", xX+y= : , Ax=| ¢ |, xyeK', AeK.
Xn Xn+Yn Axy
e Menge der komplexen bzw. reellen Matrizen K”"*" (Anordnung in Schema mit m Zei-

len und n Spalten, komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation, quadra-
tische Matrix fiir m = n)
a;ly ... din
A= (ai]')lsism,lsjsn: S S

aml cee amn

Matrizenmultiplikation (assoziativ, nicht kommutativ)

m
C:AB:(Zaikbkj) ek, Aek{*™M, Bek™"
k=1

1sisl,1sjsn
ABC=(AB)C=A(BC), ABiﬁ BA.
* Fiir Ae K"*" ist die zugehorige lineare Abbildung (mit Eigenschaften Additivitdt und
Homogenitit) gegeben durch
fK'=K":x— Ax.
Bild der linearen Abbildung bzw. der zugehdrigen Matrix
Fa=fK) ={y=AxeK": xeK"} cK™.
Nullraum der linearen Abbildung bzw. der zugehorigen Matrix
Na=fH0) ={xeK": Ax=0e K"} cK".

e LiRt sich ein Vektor w € K" in der Form

k
w = Z/li Vi
i=1

mit vq,..., v € K" und A,..., 1, € K darstellen, heillt w eine Linearkombination von
v1,..., Vx. Die Menge aller Linearkombinationen von vy,..., vy bezeichnet man als li-
neare Hiille der Vektoren vy,..., vy bzw. den von vy,..., vy aufgespannten Raum

k
(V1y.., Vg) = {w: AivieK : Aq,..., Ak EIK} cK”.
i=1
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Laldt sich kein Vektor in { Uly..., vk} als Linearkombination der restlichen Vektoren dar-
stellen, d.h. es gilt

k

Zﬂil}izo = 1;=0, 1<i<k,

i=1
heillen vy,..., v linear unabhingig. Folglich ist auch die Darstellung von w €
(vy,..., V) als Linearkombination der vy, ..., vi eindeutig.

Sind n Vektoren vy,..., v, € K" linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis des Vek-
torraumes K", d.h. jeder Vektor in K" 1463t sich als Linearkombination der Basisvekto-
ren darstellen (Erzeugendensystem) und die Darstellung ist eindeutig (lineare Unab-
héangigkeit).

Die Standardbasisvektoren bzw. kanonischen Einheitsvektoren ey,...,e, € K" (de-
finiert durch (e;); = 0; j fiir 1 =, j < n) bilden eine Basis des Vektorraumes K™. Fiir
x e K" folgt direkt die Darstellung als Linearkombination

x=) x;e;eK".

n
i=1
Veranschaulichung im R?, R3,

Grundlegender Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Dar-
stellungen als Linearkombinationen: Angabe und Umformulierung des Matrix-
Vektor Produktes A x = b ergibt (wobei A € K", x e K", b e K™)

ark
n n
Ax:(zazkxk)l<. =) Xk aik =Db,
k=1 =t k=1
Amk

k—te Spalte a; von A
d.h. die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b entspricht der Darstellung der
rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A.

Schluf¥folgerung: Das lineare Gleichungssystem A x = b ist genau dann losbar, wenn
sich die rechte Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A darstellen 1a(3t
(somit ist b € Z,).

Der Rang einer Matrix A € K""*" ist definiert als die Anzahl der linear unabhingigen
Spalten (bzw. Zeilen). Es gilt

rg(A) = n—dim.44.
Eine Matrix A € K™*" hat vollen Rang, wenn rg(A) = min{m, n}.

Falls fiir eine Matrix A € K"”"*" die Anzahl der Zeilen gréBer als die Anzahl der Spalten
sind, d.h. es gilt m = n, sind folgende Aussagen dquivalent:
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- Die Matrix A € K" hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

- Die Abbildung f: K" — K" : x — Ax ist injektiv.
Denn: Falls alle Spalten der Matrix linear unabhingig sind, folgt
n
Ax=Ay < Ax-»)=0 < Y (-ywa=0 < x=y
k=1
und damit die Injektivitdt von f. o

- Der Nullraum von A ist gegeben durch .4 = {0} c K™.
Denn: Ahnlich wie zuvor folgt aus der linearen Unabhingigkeit der Spalten von A

n
Ax=0 < ) xrax=0 < x=0
k=1

und damit die Behauptung. ¢

Fiir quadratische Matrizen gelten inbesondere die folgenden dquivalenten Aussagen:

- Die Matrix A € K" hat vollen Rang, d.h. es ist rg(A) = n, d.h. alle Spalten der
Matrix sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A bilden somit eine Basis von K", d.h. jeder Vektor in K" 143t
sich als Linearkombination der Basisvektoren darstellen und die Darstellung ist
eindeutig.

- Die Abbildung f: K" — K" : x — Ax ist bijektiv.
Die zugehérige inverse Abbildung f~!: K" — K" : x — A™lx ist durch die inverse
Matrix (bzw. kurz Inverse) A~! € K" definiert, und es gilt

AAT =T,
— Der Nullraum von A ist gegeben durch .4 = {0} c K™.
Die Inverse einer Matrix A € K" erfiillt die Matrix-Gleichung
AX=1,
(Axi|-| Axp) = (er] | en) s

ann ... din X11 ... X1in 1 0

anl cee ann x;«ll cee Xnn 0 ].
d.h. die inverse Matrix A~! ergibt sich als Lésung der 7 linearen Gleichungssysteme

Axi=e;, lsisn, A'=(x||x).

Bemerkung: Fiir invertierbare Matrizen A, B € K"*" gilt

(AB) ' =B7'A71,
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e Eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems: Falls die Matrix A € K"*"
invertierbar ist, bilden die Spalten von A eine Basis von K”. Folglich ist die Darstellung
der rechten Seite b als Linearkombination der Spalten der Matrix A eindeutig und da-
mit die Losung des linearen Gleichungssystems A x = b eindeutig bestimmt.

* Vgl. Illustration3_VektorenMatrizen.
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3.2. Elementare Matrix-Multiplikationen

e Vorbemerkung: Die Losung eines (eindeutig l6sbaren) linearen Gleichungssystems
Ax = b (mittels Gau8schem Eliminationsverfahren) beruht auf der Transformation der
Matrix A auf Dreiecksgestalt. Fiir theoretische Untersuchungen ist eine Beschreibung
der Transformation mittels elementarer Matrix-Multiplikationen vorteilhaft.

e Elementare Matrix-Umformungen: Die Multiplikation einer Matrix A von links mit
einer elementaren Transformationsmatrix 7 (d.h. Bildung von T A) wirkt auf die Zeilen
der Matrix A.

- Skalierung durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix
dy

D =diag(d,,...,d,) = e K™, di#0, 1<i<n.
dn

Esgilt D™! = diag(dil, ) din)

— Vertauschung von Zeilen (oder Spalten) durch Multiplikation mit einer Permu-
tationsmatrix (Standardmatrix E;; mit Eintrag 1 bei (i, j)-tem Koeffizienten und
ansonsten Eintrdgen 0)

P:I—Eii—Ejj+Eij+Eji€Knxn, ISi,an, l?f]

Esgilt P! =P =PT,

— Addition des skalaren Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen Zeile
(oder Spalte)

Nij(a):I+aEij€K"x”, ISi,an, l#], aelk.

Es gilt N;; (@)~ = N; j(—a) und beispielsweise fiir n = 3 (Reihenfolge der Matrizen
wesentlich!)

1
Noj(a21) N3j(@s1) Naa(@s2) = [ ap; . e K33,

az; a3z 1

Vgl. Illustration3_VektorenMatrizen.
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3.3. Skalarprodukt und Orthogonalitét

 Fiir eine komplexe Zahl z = Rz +iSz € C ist die komplex konjugierte Zahl gegeben
durchz=Rz—-i3z€eC.

* Fiir eine reelle oder komplexe Matrix

a;ly ... din

A= (aij) e K™

l<ism,<j<n

aml cen amn

ist die transponierte Matrix (bzw. kurz Transponierte) gegeben durch

allr ... aml

AT: (aj,-) E[Knxm

1<jsnl<ism

aln cee amn

und die adjungierte Matrix (bzw. kurz Adjungierte) A* € K"*"" gegeben durch

air ... am

—T —
* —_— .. —_— nxm
A=A = (a]l)lsjsn,lsism_ er :

aln “ee amn

Offensichtlich gilt (wobei A,B e K™*"*,C € K"~k fiir letzte Relation verwende Annah-
me A € K™ invertierbar und z.B. die Relation I = (A7 A)* = A*(A™1)*)

A+B)T=AT+BT, aaT=2AT, AT =cTA”, AH'=uHT,
(A+B)* = A*+B*, (AA)*=1A%, (ACQ)*=C*A*, (A '=@UbH*,

und insbesondere A* = AT fiir A e R™*",
¢ Eine (quadratische) Matrix A € K"*"* heilSt symmetrisch, wenn
AT=4A, aji=aj, 1<i,j=<n.
Eine (quadratische) Matrix A € K"*" heif$t selbstadjungiert bzw. hermitesch, wenn
A=A, aj;=aij, l<i,j<n.

Offensichtlich ist eine reelle selbstadjungierte Matrix insbesondere symmetrisch.

Eine selbstadjungierte Matrix A € K" heil3t positiv semi-definit oder positiv definit,
falls fiir alle x € K" die Bedingung

x*Ax=0 oder x*Ax>0
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erfiillt ist. Beachte, dald die quadratische Form
qg:K"->R:x— x"Ax,
a;ly ... din X1 non
q(JC):x*Ax:(x_l x_n) :ZZal]x_lx]’
i=1j=1
anl cee ann x” ! J

aufgrund der geforderten Selbstadjungiertheit von A reelle Werte annimmt, denn es
folgt (fir v, w e K" ist vTw = wTv)

X*Ax = x*A*x=(Ax)*x = Ax)Tx = x*Ax = x*AxeR.
AT=A (Ax)" =(Ax)T (Ax)Tx=%"(Ax)

e Das euklidische Skalarprodukt ist definiert durch (komplexe Konjugation bzgl. des
zweiten Argumentes!)

X1

n
(] )y K'x K" = K: (x, ) = (x|y), =y x=(1 ... Tn)|: :Ziﬁx,-.
x,)

Die zugehdorige euklidische Norm ist gegeben durch

n
I ll2 s K" = Rag = llxllz = /(x| x), =/ D 112
i=1

e Allgemeiner fordert man von einem Skalarprodukt bzw. inneren Produkt folgende
Eigenschaften (positiv definite hermitesche Sesquilinearform, insbesondere fiir K =
R positiv definite symmetrische Bilinearform)

(-] ):K'xK" > K
(x+x[y)=(x[y)+(Z|y), (Ax[y)=A(x|y), AeK, xyeK",

(ylo)=(x|y),  xyeK”,
(x|x)=0, (x|x)=0< x=0, xeK".

Die zugehorige Norm, definiert durch
-1 K" = R x— [lxll = /(x| x),
erfiillt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

x|y < Dxliyll,  xp ek

Denn: Insbesondere fiir den Spezialfall y = 0 ist die Behauptung klar. Unter der An-
nahme y # 0 und K = R fiihrt die Minimierung der quadratischen Funktion

FiK—=Rso: A= [lx+Ay|* = (x+Ay|x+Ay) = ||x||2+|/1|2||y||2+(X(x|y>+/l(y|x>)
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wegen f(A) =[x+ %[ yI? +2A{x|y) auf die Ungleichung
f'Qmin) =2 Amin 171° +2(x|y) =0, Amin == (x[y),  f"(Amin) =211y1* >0,

0= f(Amin) = Ixl” ~ i (x[9)* = [(x[y)] = Ixliyl.

Fiir K = C ergibt sich die Behauptung direkt durch Einsetzen von A = — ”)# (x | y)

0= f(~ ¢ ly) = 1l = o (x| )

und Wurzelziehen. ¢

Allgemein fordert man fiir eine Norm || - || : K" — R die folgenden Eigenschaften (Po-
sitive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung)

lxl=0 & x=0, xeK",
IAx]l = Al x]l, rekK, xeK”,
Ix+yl<lxl+lyl, xyeK".

Bemerkung: Die durch ein Skalarprodukt definierte Norm erfiillt die Normeigenschaf-
ten. Denn: Die Eigenschaften positive Definitheit und Homogenitét sind leicht nach-
zuweisen. Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

(x|yy+(y|xy=2lxllyl

= (x|x)+{x|y)+(y|x)+{y|y) < IxI®+21xl Iyl + I yIP
= [lx+yI*=lxI®+2lxl Iyl + Iyl

= Jx+yl<lxl+lyl

und damit die Dreiecksungleichung. ¢

Insbesondere im R? ist der von zwei Vektoren 0 # x,y € R? eingeschlossene Winkel
gegeben durch

_ oy
lxlz lyllz”
Speziell fiir || x|l = 1 und mit der Bezeichnung r = || y||, fiir die Ldnge von y ergibt sich

cosa

(x|y), =rcosa,

d.h. (x|y), beschreibt die Projektion von y auf x und (x|y), x die Komponente von y in
Richtung x (vgl. Abbildung, Skriptum, S.42). Falls die beiden Vektoren einen rechten
Winkel einschliefSen, d.h. a = %, folgt (x|y)2 =0.

Zwei Vektoren x, y € K" heilen orthogonal, wenn die Bedingung (x|y) = 0 (bzw. spe-
ziell fiir das euklidische Skalarprodukt (x|y), = y*x = 0) erfiillt ist.
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Satz von Pythagoras: Fiir orthonormale Vektoren z,,..., z; € K" und skalare cy,...,c; €
K gilt die folgende Relation

k 2 n
HZC,‘Z,' =<ZC,'Z,'
i=1 i=1

n

n n
Yocizi)= Y ot (ailz) = Y Ll
=1 iF1 —— i3

*

=Z
]

Zi=6ij

Eine Teilmenge V = {vy,..., vx} < K"\ {0} heil§t orthogonal, wenn je zwei Elemente
orthogonal sind, d.h. es gilt (v; |v;) =0 fiir 1 < i, j < k mit i # j. Nach Satz 3.1 sind die
Elemente einer orthogonalen Menge linear unabhéngig, denn es gilt

k k
ZMU,-:O = Z/li<vl'|l}j>:0, ISjSk' - ﬂjZO, ISjSk.
=l vjl126;;
Sind auBerdem alle Vektoren in V normiert, d.h. ||v;|| = 1 fiir 1 < i < k, hei8t die Menge
orthonormal.

Die Elemente einer orthonormalen Menge V' = {vy,...,v,;} < K" bilden eine Ortho-
normalbasis von K", vgl. Satz 3.1. Fiir einen Vektor y € K" gilt dann die folgende Dar-
stellung beziiglich der Orthonormalbasis

n
y=) (y|vi)vi.
i=1

Denn: Da die Vektoren in V eine Basis von K” bilden, 146t sich y € K" als Linearkom-
bination von vy,..., v, darstellen

n
y=>3 Aiv;.
i=1
Durch Bilden des Skalarproduktes mit den Basisvektoren folgt
n
(o= Ai{vilv)=2j, 1sjsn = A;=(yly;), 1=j=n,
=T
=5y

und damit die angegebene Darstellung. ¢

Zwei Teilmengen X, Y < K" heissen orthogonal zueinander, wenn fiir jedes Element
x € X und jedes Element y € Y die Bedingung (x|y) = 0 gilt.

Eine quadratische Matrix Q € K"*", deren Spalten orthonormal sind, heil3t eine uni-
tare Matrix (oder speziell orthonormale Matrix fir K = R).

Folglich gilt (Produkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte von Q ergibt Kronecker-Delta
6ij, d.h. Wert 1 falls i = j und ansonsten Wert 0)

Q*Q=1 bzw. Q!'=0Q*.
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Die durch eine unitdre Matrix definierte lineare Abbildung f : K" — K" : x — Qx ist
lingenerhaltend, d.h. es gilt

1Qxll2 = llxll2

wegen Qx5 = x*Q*Qx = x*x = x|3.

Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und Darstellungen als Li-
nearkombinationen: Die Darstellung eines Vektors b € K" als Linearkombination
orthogonaler Vektoren ¢,..., q; entspricht der Losung eines linearen Gleichungssy-
stems mit unitdrer Matrix

n
Qx:b — b:le'ql', Q=(611“67n)
1

1

Die Losung erhdlt man in diesem Fall auf einfache Weise durch Mulitplikation mit der
adjungierten Matrix

q qib

x=Q*b= : b=| :

dn qnb
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3.4. Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

* Vorbemerkungen:

- Die Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b, A=(ar|--|an)eK™", xeK', beK",
entspricht der Darstellung der rechten Seite b als Linearkombination der Spal-

tenvektoren ay, ..., a;.

- Besonders einfach ist die Losung eines linearen Gleichungssystems

Qy=c, Q:(ql\---\qn)eﬂ(’x”, yeK", ceK",

mit unitdrer Matrix Q, d.h. die Spaltenvektoren ¢,...,q, bilden eine Ortho-
normalbasis des Vektorraumes K". In diesem Fall ist das Gleichungssystem ein-
deutig 16sbar und man erhilt die Losung durch Multiplikation mit der adjun-
gierten Matrix

q
y=Q%, Q'=| :
qn
— Formulierung in Hinblick auf die Losung iiberbestimmter linearer Gleichungs-
systeme
Ax=b, A=(ai|---|an)eK™", xeK", beK", mzn.

Zusitzliche Annahme, dall die Matrix A vollen Rang hat, d.h. die Spaltenvektoren
ai,...,a sind linear unabhéngig.

e Problemstellung: Zulinear unbhéngigen Vektoren a, ..., a, € K" finde orthonormale
Vektoren ¢, ..., q, € K" so, dal die Vektoren ay, ..., ar und q, ..., qi flir 1 < k < n den-
selben Raum aufspannen, d.h. es gelte

(6]1,...,6]k>:<dl,...,ak>y l<k<n.

Dies ist dquivalent zur Berechnung der reduzierten QR-Zerlegung der Matrix A

A=0R,
A= (ar| | an) W™,
Q= (|- an) €K™,
i T'nn
R= Do le K™, rii 20, 1<i<n
T'nn
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Denn: Durch Bestimmung des Produktes Q R erhilt man wegen rij =0flirk=j+1
A=0R,

n j
aij =Y. qikTkj = Y qikTkj» l<sism, 1<j<n,
k=1 k=1

J
aj:Zrquk, l1=j=n,
k=1

a=riqr, ax=ri2qit+raqz, ..., Ap=Tpqi+- - +Tn-1,nqn-1+Tnnqn.
Die zeigt, dal§ ay,...,ax € {(q1,...,qx) fiir 1 < k < n. Andererseits ist wegen r;; # 0 fiir
1 < i < n die Matrix R invertierbar und deshalb A = QR 4dquivalent zu Q = AR™! (die

Inverse von R wird nicht explizit berechnet, Einsetzen der bereits bestimmten Spalten
von Q). Sukzessives Auflosen der obigen Relationen fiihrt auf

1
rjj

-1
qj= (aj—Zrijqi), l<j=n,
i=1

_ 1 1

_ 1 —
=751, Go=i-(@—T12q1), etc., gGn=;-(An=Tinq1~" " ~Tn-1,nqn-1),

was zeigt, dald auch q,...,qr € {ay,...,ar) firl<k<n.o

Bemerkung: Als (volle) QR-Zerlegung einer Matrix A € K""*" bezeichnet man die Dar-
stellung
A=QR,

A:(dl‘---‘an)EKmxn,

A R
Q:(Q‘qu_l‘...‘qm)E[Kmxm’ RZ{T}EKmxn,

wobei die Matrix Q um m— n orthonormale Spalten ¢,,41,..., g zU einer unitiren Ma-
trix Q € K™ ergédnzt wird und die Matrix R um m — n Nullzeilen zur Matrix R € K"**"
erganzt wird.

* Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt ist ein Verfahren zur Be-
rechnung der reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix A = (a1 ‘ ‘ a,) € K™, d.h. or-
thonormaler Vektoren gy, ..., q, € K™ mit

k-1
1
qk:a(ak_izzlrl’kqi)) ISksn)

wobei r;jjeKfiirl<i,j<nmitr;;=0ftiri=j+1lundr; #0fiirl <i<n.
Bemerkung: Wihle im Folgenden (-|-) = (:|-)ound || - || = || - 2.
Herleitung des Verfahrens:

- Betrachte die erste Relation q; = 711 a; mit unbekanntem Koeffizienten r;;. Die
Forderung | ;|| = 1 impliziert |r1| = [|a1 |l. Setze etwa ry; = ||lay |l
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- Betrachte die zweite Relation g, = é (az — r12g1) mit unbekannten Koeffizien-
ten r» und ry,. Die Forderungen (g |q1) = 0 und || g2 || = 1 implizieren

0=Aq2lq1) = <,22(612—f12Q1)|611>— (<612|611 -rp) = r12:(a2|q1>,
2270

g2l = |||6lz raqill=1 = |raal=1ql, G2=ax—r2q1.

[r22
Setzte etwa 122 = [ g2 |l
- Betrachte allgemein die k-te Relation (beinhaltet auch den Spezialfall k = 1)

k-1
qk:ri—k(ak—z rikqi), l<k<n,

i=1

mit unbekannten Koeffizienten rj fiir 1 < j < k. Die Forderungen (g |q;) = 0 fiir
1< j<k-1und | gkl =1 implizieren

1) =z Caclagy =) =, rie=Cacla;),

l:

k-1 k-1
Z riegil| = Ireel =Gkl Ge=ax—)_ ricgi.
= i=1

= (qrlq)) = (7 (ac - lqu)

lqel = 71

Setze etwa i = || Gl

Die obigen Uberlegungen fiihren auf folgendes Resultat.

Existenz und Eindeutigkeit der QR-Zerlegung einer Matrix (Satz 3.2): Fiir jede Matrix

A= (a1|--+| an) e K™ von vollem Rang existiert die reduzierte QR-Zerlegung
A=0R,
Q=(a-| an) ew™",
7'11 cee rnn
R= Dl e KM rii 20, l1<i<n,
T'nn

mit orthonormalen Vektoren ¢, ..., q, € K. Durch die zusitzliche Forderung r;; > 0
fiir 1 <i < nist die reduzierte QR-Zerlegung eindeutig bestimmt.

Das klassische Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt zur Berechnung
der reduzierten QR-Zerlegung einer Matrix

r]-k:<ak|qj>, ISjSk—l,
k-1
de=aik— Y rikqj, Tke=1qkl, qi=
i=1

rkqu’ l<k=n,
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als Pseudo-Code formuliert lautet beispielsweise folgendermalien

Eingabedaten: ai firl<k<n
for k=1:n
q=ax
forj=1:k-1
rjk = {a|q;)
q=q4-rjkd;
end
rkk = 4l
-1~
k= 7.¢
end
Ergebnisse: g, rjfirl<j<kundl<k=<n

Vgl. lllustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.

Die geometrische Veranschaulichung des Orthogonalisierungverfahrens nach Gram-
Schmidt ist, dal} vom Basisvektor ay schrittweise die Anteile rjr q; = (a|q;) q; (Erin-
nerung: {a|q;) ist die Projektion von a; auf g; und (a|q;) q; die Komponente von
ai in Richtung von ¢g;) subtrahiert werden. Der resultierende Vektor gy steht dann or-
thogonal (senkrecht) auf q;,..., qx-1 bzw. die lineare Hiille (q;,..., gx-1). Durch Nor-
mierung (Einheitsldnge) erhdlt man den orthonormalen Vektor gy.

Vorsicht! Speziell fiir zwei Vektoren a;, a; € K™ fiihrt das klassische Orthogonalisie-
rungverfahren nach Gram-Schmidt auf

N=Tr0, @=a—(a|q)q=a-jplela)a, q@=iG.

Falls die beiden Vektoren ay, a, fast linear abhingig sind, d.h. es ist a, = ca; + 6 mit
0 e K" und |6 klein, folgt

672:5—W<5|01>01,
d.h. esistinbesondere | g2l kleinund damit der bei g» auftretende Faktor m grofs. Re-

lative Rundungsfehler bei der Berechnung von ¢, werden deshalb bei der Berechnung
von ¢, erheblich verstarkt und der Algorithmus ist numerisch instabil.

Betrachte das Beispiel von Lauchli mit

e R**3,

SO O M =
SO M O -
n OO -

vgl. Illustration3_OrthogonalisierungGramSchmidt.
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¢ Ein modifiziertes Orthogonalisierungverfahren nach Gram-Schmidt

Eingabedaten: ai firl<k<n

for k=1:n
dk = ag
end
for k=1:n
ek = Gkl
k= 7 A
for j=k+1:n
rej ={a;j|qx)
dj=4;—Txjqk
end
end

Ergebnisse: gg, rjxfirl<j<kundl<k<n

beruht auf einer zeilenweisen Berechnung der Eintrdge der Matrix R (anstelle einer
spaltenweisen Berechnung).

Eine zweite Modifikation lautet

Eingabedaten: ai firl<k<n
fork=1:n
q = ax
forj=1:k-1
rie={(dla;)
d=q-rjkq;
end

ree =14l
-1 5
T = 7
end

Ergebnisse: gi, rjxfirl<j<kundl<k<n

Bemerkungen:

- Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt und auch beide Modifi-
kationen sind in gewissen Situation numerisch instabil, vgl. Beispiel von Liuchli.

Fiir die Modifikationen kann man zeigen, daf unter dem Einfluf$ von Rundungs-
fehlern Matrizen Q (im Allgemeinen nicht unitér!) und R (obere Dreiecksmatrix)
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berechnet werden, die von den exakten Matrizen Q und R der QR-Zerlegung ei-
ner Matrix A € K"*" folgendermalen abweichen

IQR - A||, < CL(m) emach 1 All2,
|Q*Q-1|, < Com) emach k2(A) + O (€2 _ 4 x2(A)?).
Fiir eine fast singuldre Matrix A ist die Konditionzahl x, (A) grofs. Vgl. Bemerkung
im Skriptum, S. 49 sowie Beispiel von Lauchli.
Orthogonalisierungsverfahren und Modifikationen werden aber dennoch im Zu-
sammenhang mit iterativen Verfahren (Arnoldi, GMRES) angewendet.

- Eine numerisch stabile Modifikation des Orthogonalisierungsverfahren nach
Gram-Schmidt verwendet zusitzlich die Idee der Re-Orthogonalisierung. Eine
weitere stabile Alternative der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-
Reflexionen wird in Abschnitt 4.2 besprochen.

e Im Vergleich mit dem Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt speziell fiir
denFalln=3

k=1:  m=lal, q=xlal
k=2: q=a,
j=1:  me={a|q), G=a-req, r2=14l, 4:=;14l
k=3: q=as,
j=1: rns={(as|q), G=as—nszq,
j=2: r3=(asz|q2), G=az—rzqi—rasqe, ra=I14l, 673=;2||£7||
fiihrt die erste Modifikation auf
k=1:  m=lal, q=3lal
i=2:  m={a|q), G=a-r2q
i=3:  rs=(as|q), G=as-rzq
k=2: r22 =g, QZ:éHE/’Z”
j=3: r23=(a3|6/2>, gs=as—r3q1—134qz
k=3: =gl g=513l
und die zweite Modifikation auf
k=1 m=lal, q=lal
k=2: q=ay
i=1: m={@|qn), G=a-roq, =13l q==I17l
k=3: q=as
j=1:  rz={G|lam), G=G-rzm
j=2 r23=(q|q2) = (as—r13q1|q2), G=G— o3>

~ 1 ~
=13l gs=:-13l
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3.5. Normen fiir Vektoren und Matrizen

e Fiir Vektoren x € K" und Matrizen A € K" sind Betrdge sowie die arithmetischen
Vergleiche komponentenweise zu verstehen, d.h. man definiert

[x1] lannl ... lainl
xI=1 + |, A= : ,
[ X5l lamil ... lamnl

A<B fir ABeK™" << a;j<b;; furalle 1<i<m, l<j<n.

e Erinnerung: Eine Norm auf einem Vektorraum K” ist eine Funktion || - || : K" — Rx,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt (positive Definitheit, Homogenitét, Sub-
Additivitat)

x| =0 & x=0, xeK",
IAx] = Al xIl, ek, xeK",
Ix+yl<lxl+lyl, xyeK".

Neben der euklidischen Norm || - ||, (definiert durch das euklidische Skalarprodukt)
werden iiblicherweise die Betragssummennorm || - ||; und die Maximumsnorm || - [ o
verwendet

n n
Ixl =) 1xil, lxlz= \/ Y 1xil2,  IXloo =max{|x;|:1<i<n}.
i=1 i=1

Vgl. Definition 3.3 und Veranschaulichungen zum Abstand zweier Vektoren im R? und
der Normkugel im R? (Skriptum, S.51)

U=Uy={xeK":||Ix| <1}.

Bemerkungen:

— Fiir die Summen- und Maximumsnorm sind die Normeigenschaften leicht nach-
zuweisen (Eigenschaften des Betrages).

- Fiir die euklidische Norm niitzt man den Zusammenhang mit dem euklidischen
Skalarprodukt (vgl. frither) und insbesondere die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz zum Beweis der Dreiecksungleichung.

- Speziell fiir die euklidische Norm und K = R lautet die Ungleichung von Cauchy-

Schwarz i ) i )
(izzlxiyi) S(izzlxl?)(i;yiz), x,y e R".

Ein direkter Nachweis beruht etwa auf der arithmetischen-geometrischen
Mittelungleichung

n
1 n
SE.E Xi, xeR”.



* Der Begriff der Norm 1aRt sich direkt auf allgemeine Vektorrdume V iibertragen (Funk-

tion || - || : V — R>p mit den Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitidt und Sub-
Additivitat).
Zwei Normen || - |, |||l : V — Rx¢ auf einem Vektorraum heilen dquivalent, wenn Kon-

stanten ¢, ¢; > 0 existieren so, daB fiir alle x € V die folgende Relation gilt
alixl s lixll = c2 1 xll-
In endlichdimensionsionalen Vektorraumen und insbesondere im K" sind alle Nor-
men dquivalent (im Gegensatz zu unendlichdimensionalen Vektorrdumen).
Beispielsweise gilt
Ixlloo < IXll2 < VAl Xlloo.-

Denn: Der Index 1 < ¢ < n sei so gewahlt, dald || x]loc = max{|x;|: 1 <1i < n} =|x/|. Dann
folgt einerseits

/-1 n
2 2 2 2 2 2
lxlZy = 1xe 1 < Y P+ x4+ Y 1xl? = x5
i=1 i=0+1

und andererseits ; ,
2 2 2 2
lxlly = ) 1xil" < ) 1xel” = nllxl, .
i=1 i=1
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung. ¢

 Fiir A € K" betrachte die lineare Abbildung f : (K", || - [[xr) — (K™, || - [[xm) : x — Ax.
Die zugehorige Operatornorm || - [|xm—kn : K"*" — Ry ist definiert durch
| Axln

max ——— = max _|[Ax|km,
0Z£xeK” ”_)C”Kn lxllxn=1

| Allm —xn =
vgl. Definition 3.4.
Bemerkungen:
— Nach Festlegung der betrachteten Normen schreibt man kurz || A||.

- Wegen der Linearitit von A und der Homogenitdt der Norm gilt ﬁ lAx| =
IIAﬁII fir x # 0 und deshalb die angegebene Identitit bei der Definition der
Norm.

- Fur die Identitét I : K" — K" ergibt sich die Operatornorm || I]| = 1.
In Analogie zu den Eigenschaften einer Norm auf K" erfiillt eine Operatornorm

-1 : K™*" — R, folgende Eigenschaften (positive Definitheit, Homogenitét, Sub-
Additivitdt bzw. Dreiecksungleichung, Sub-Multiplikativitédt, Konsistenz)

Al =0 < A=0, Ae K™,

IAAl = [ALIAL AekK, AeK™",
A+ Bl <Al +IBl, A,BeK™",
IABI < |AIIBI, AeK™™, BeK™"
IAx|l < [IAllllxI, AeK™"  xeK".
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Denn: Die Eigenschaften positive Definitheit, Homogenitédt sowie Sub-Additivitét fol-
gen aus den Eigenschaften der Norm auf K™ (||A|| = 0 < ||Ax|| = 0 fiir alle Vektoren
xeK" o A=0, [[AAx] = |Al|Ax|, I[(A+ B)x| < ||Ax|| + | Bx||). Die Eigenschaft Sub-
Multiplikativitdt erhélt man aus

|ABx| |ABx| IABx]| [ Bx|l
|AB| = max = max = max
0#xek” | x|| 0#£Bxekm || x|| 0#£Bxek™ | Bx| x|
|ABx| | Bx|l Ayl | Bx|l
< max ——— max < max —— max = Al IB].
0#Bxek™ || Bx| 0#xek™ | x| 0#yek™ ||yl o#xek® | x|

Fiir x = 0 ist die Eigenschaft Konsistenz offensichtlich und wegen

| Ax| | Ax|
< max ——
xll o£xek® x|l

=[lAl = llAxl < Allllxl

ergibt sich die Behauptung fiir 0 # x e K". ¢

Berechnung von Operatornormen (Satz 3.6): Fiir die Betragssummennorm, euklische
Norm und Maximumsnorm ist die zugehorige Operatornorm einer Matrix A € K"**"
gegeben durch die grolSte Spaltenbetragssumme, die Wurzel des maximalen Eigenwer-
tesvon A* A € K"*" und die gro8te Zeilenbetragssumme

m
I Ally :max{ZIaijlzlsjs n},
i=1

I All2 = rnax{\/z: A Eigenwert von A A},
n

||A||oo=max{ Z Ia,-jlzl <i< m}
=1

Denn (Nachweis der Relation fiir || A||»): Beachte, daf§ die Matrix
B=A"AeK""

positiv semi-definit ist (x*Bx = ||Ax||§ > 0 fiir alle x € K") und folglich alle Eigenwerte
nicht-negativ sind (jeder Eigenwert A € K mit zugehorigem Eigenvektor v € K" erfiillt
0<v*Bv=A|v|? d.h. 1 =0). AuBerdem ist B wegen B* = (A*A)* = A*A** = A*A=B
insbesondere eine normale Matrix, d.h. es gilt die Gleichheit B* B = BB*. Eine norma-
le Matrix ist unitir diagonalisierbar, d.h. es gilt

QBQ*=A bzw. B=Q*AQ

mit einer unitdren Matrix Q € K"*" und einer Diagonalmatrix A € """, Nun folgt mit-
tels [|Qxll2 = Il xll2

|Allz = max [[Ax[; = max Vx*Bx =
llxll2=1 x[2=1

axl\/x*Q*AQx = max y/y*Ay
Xll2=

Il y=Qx llyl2=1

und schlielflich durch Einsetzen der Standardbasisvektoren die Behauptung. ¢
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Bemerkung: Fiir den Spezialfall A € R>*? ergibt sich

_(* B _|2 _ _(aa+pBb B
A_()’ 6)’ x_(b)’ ”x||1—|6l|+|b|, Ax_()/a+6b)’ ”Alll_IIIJ{I}?EIHAx"l,

und damit die Abschédtzung

IAxly=laa+pBbl+|ya+dbl<(lal+lyl)lal+ (18] +151) b
<max{lal+ |y, 18] +161} (lal + |bl),
IAll = max max{lal+|yl,|8l +51} (lal+1bl) = max{|a|+|y],|B] +15}.
lal+|bl=1 —
=1
Durch Einsetzen der Standardbasisvektoren folgt weiters (verwende [le;ll; =1 = llez2ll1)
lal+|yl=1Aeilh < nﬁazc lAxlly=1Al,

Ixl=1 = max{lal+|yl, I8l + 81} < [ Al
1Bl +161=lAezl = Il All1,

Damit folgt die Gleichheit der Operatornorm von A mit dem Maximum der Betrags-
summen der ersten bzw. zweiten Spalte von A

I Ally = max {lal + Iyl 18] +151} .
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Maximumsnorm.

Bemerkungen und Veranschaulichungen von Operatornormen:

— Die Norm einer Matrix

| Al = max [[Ax]|, AeK™™,
lxll=1

gibt fiir Elemente der Normkugel in K", d.h. Argumente x € K" mit || x|| = 1, die

maximale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax|| an.

- Speziell fiir invertierbare Matrizen A € K'**" gilt wegen der eindeutigen Zuord-
nung x — y = Ax bzw. y — x = A" x fiir x, y € K"* (verwende auRerdem die Rela-

tion max{x:xe X} = m fiir eine beschriankte Menge X c R\ {0})

-1
i A~y x| x| 1 1
||A ||:maX = — max = = -
y20 |yl Ax#0 [|Ax|  x#0 || Ax]|| . [AxIl " min ||Ax|
min — lx]=1
x£0 | x|

und folglich

——— = min || Ax|| fir Ae K™ invertierbar.
A7 lxl=1

Anschaulich bedeutet das, dal$ die Operatornorm ﬁ fiir Argumente x € K" mit
x|l = 1 die minimale Ausdehnung der entsprechenden Bildelemente || Ax| an-
gibt.
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- Insbesondere im euklidischen Raum (R?, || - ||) bilden fiir Elemente des Einheits-
kreises (d.h. x; = cost, x, = sin f) die zugehorige Bildelemente unter einer linea-
ren Abbildung x — Ax mit Ae R2*2 eine Ellipse, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 53.
Die obigen Uberlegungen motivieren die Definition der Konditionzahl einer Matrix.

Die Konditionszahl einer quadratischen Matrix A € K"*" ist definiert durch

n IAINA~Y, falls A€ K™ invertierbar,
K =
00, falls A € K"™" singular,

vgl. Definition 3.5. Allgemein definiert man fiir A € K"**"

max || Ax||
lx]=1

min ||Ax| *
lxl=1

K(A) =

Bemerkungen:
— Fiir die Konditionszahl einer Matrix gilt x (A) = 1 (vgl. Veranschaulichung im R?).

- Fur unitdre Matrizen Q € K™*" gilt (wegen Q*Q = I = QQ* ist ||Qxll2 = [ x]l> und
1Q xl2 = 1Q*xll2 =l xll2)

lel, =1, Q7 l,=1.

Somit gilt auch

k(Q) =1.

Weiters bleibt bei Transformation einer Matrix A € K”*" mittels einer unitiren
Matrix Q € K™ wegen [|QAx|2 = || Ax||, fiir x € K" die Operatornorm und folg-
lich auch die Konditionzahl erhalten

IQAl2=llAll2,  x(QA) =x(A).

Fir m x n Matrizen ist die Frobenius-Norm || - | g : K" — Rxq definiert durch

m n
Z Z |aij|2, Ae K™,
i=1j=1

IAllF =

Dies entspricht der euklidischen Norm des entsprechenden Vektors a € K" mit den
Komponenten a;; fiir 1 < i < mund 1 < j < n. Die Frobenius-Norm erfiillt die Eigen-
schaften positive Definitheit, Homogenitdt, Sub-Additivitdt, Sub-Multiplikativitdt und
Konsistenz, ist jedoch keine Operatornorm, da || I||r = v/n # 1 fiir I € K"*" mit n > 2.
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4. Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme
* Die ndherungsweise Losung linearer Gleichungssysteme ist die wichtigste Grund-
aufgabe der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei
— Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme,
- Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen,
- Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen,

- Verfahren zur Lésung partieller Differentialgleichungen.

¢ Inhalte:
— Kondition des Problems.

- QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen zur direkten Losung
linearer Gleichungssysteme.

- Gaul’sches Eliminationsverfahren bzw. LR-Zerlegung einer Matrix zur direkten
Losung linearer Gleichungssysteme.

— Numerische Stabilitiat der Verfahren.
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4.1. Kondition linearer Gleichungssysteme

* Fragestellung: Bestimmung der Kondition des numerischen Problems der Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems Ax = b, d.h.

p: K" x K" - K": (A b)— x.

Zu untersuchen ist also die Sensitivitdt der Losung x +¢ = p(A+ a, b + ) gegeniiber
kleinen Anderungen a und § der Eingangsdaten, d.h. das Ziel ist es, die Losung x des
linearen Gleichungssystems Ax = b ist mit der Losung x + ¢ des linearen Gleichungs-
systems (A+ a) (x+¢) = b+ [ in Relation zu setzen und eine Abschéitzung fiir den rela-

tiven Fehler ||||S|||| herzuleiten.

o Annahme: Essei A € K"*" invertierbar und die Anderung a € K"*" so klein, dall A+«
ebenfalls invertierbar ist.

Resultat zur Invertierbarkeit der Matrix A + a (Satz 4.1):

lall < — A+a invertierbar.

IIA IA=Ty

Denn: Die Matrix A + a ist genau dann invertierbar, wenn das lineare Gleichungssy-
stem (A + a)x = 0 nur die triviale Lésung x =0 besitzt Mit Hilfe der geforderten Inver-

tierbarkeit von A sowie der Bedingung ||| < "A A 1-1A Ylal >0 folgt

A+@)x=0 = Ax=-ax = x=-Alax
= [xll<lA ' lallxl = a-1A"ablxl<0 = lx|=
und damit x =0. ¢
e Annahme: Essei A € K"*" invertierbar und es gelte |l a| < ”A TAT] fir a € K", d.h. die

Matrix A + « ist ebenfalls invertierbar. Weiters sei 0 # b € K" sowie 0 # x € K".

Abschitzung: Unter der Voraussetzung, dald die relativen Fehler der Eingangsdaten
den Schranken (wobei £ > 0 hinreichend klein, sodaR ex(A) = £ | A[|A7!|| < 1)

el I8l
—<g, ——<Eg,
LAl 1Dl

geniigen, ergibt sich folgende Abschédtzung fiir den relativen Fehler des Ergebnisses

(beachte ity < 1 wegen bl = | Axll < | Allllx])

IIvfIIS ex(A) (1+ Ibll )
lxll 1-ex(A) AN x|

Bemerkung: Die Konditionszahl der Matrix A ist ausschlaggebend fiir die Kondition
des Problems. Falls ex(A) << 1 gilt, ist das Problem gut konditioniert. Falls hingegen
ex(A) = 1 gilt, ist die Losung des linearen Gleichungssystems ein schlecht konditio-
niertes Problem.
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Denn: Es gilt (verwende 1 — || A}l > 0)

A+a)(x+8)=b+pf = Ax+Al+ax+al=b+p

A?b Al=p—-ax—al

= (=AY B-ax—ai)
= &= 1A B+ Nalllxl + lalll)
= (1=l1A" al)iEn < 1A BN+ lallxl)

A7
= l<l= m(llﬁll +llalllx]).

Einsetzen der vorausgesetzen Schranken ||| < €|l All und || 8| < ]| b|| sowie der Kondi-
tionszahl x(A) = | Al | A~ unter Verwendung der Relation

0sg=lA"lal<l, g=<g=ex(A)<I,

1 1 & o 1 1
1 = = Z qkf Z qk: — = )
1-1A el 1-q &' ~&57 "1-3 1-exA)
ergibt die Abschitzung
A=Y ex(A) (bl
IS = —————(IIBI + llallllx]l) < + x|,
¢ 1- A Y]l (1B ) 1-¢ex(A) (IIAII )

und damit folgt die Behauptung. ¢

* Bedeutung des Residuums:
— Fiir eine Ndherungslosung X an die Losung x des linearen Gleichungssystems
Ax = b ergibt sich durch Einsetzen das Residuum

r(x)=Ax->b.

Klarerweise gilt r (x) = Ax— b =0.

— Aber! Aus der Grofle des Residuums kann man im Allgemeinen nichts iiber die
Giite der Ndherungslosung, d.h. die GréRe des Fehlers || X — x|, ableiten.

- Es gilt die Abschédtzung
1% = () LN
B 2V
die aus der Uberlegung
rM)=AX-b=AF-x) = I-x=A"'r®
- _ - IrGoll
= IZ-xI < 1A Ir@I =«(A) Al

folgt.
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— Aus der Relation
AX=b+r(X)

folgert man, dald bei einem kleinen Residuum die Ndherungslosung X der exakten
Losung eines linearen Gleichungssystems mit exakter Matrix A und leicht abge-
danderter rechter Seite b + r(X) entspricht und damit eine akzeptable Ndherungs-
16sung ist.

- Fiir zwei Ndherungslésungen X und X kann aber folgende Situation eintreten
[X—xl=IX-xI und |[rX)I <<lr&I

oder sogar
[X—xl>>IxX=xI und r@I <<lr@I.

— Beispiel von Kahan, vgl. [llustration4_Kahan und Abbildung, Skriptum, S. 59.
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4.2, Losung iiber die QR-Zerlegung
e Situation: Es sei A € K"*" invertierbar und es bezeichne
A=QR,
i ... Tin
(ar| | an) = (q1| | an) S

'nn

die (eindeutig bestimmte reduzierte bzw. volle) QR-Zerlegung von A mit unitdrer
Matrix Q € K" (d.h. Q*Q = I) und oberer Dreiecksmatrix R € K"*"* mit positiven
Diagonaleintrdgen r;; >0fiir 1 <i < n.

Erinnerung: Die Berechnung der QR-Zerlegung von A mittels des Ortho-
gonalisierungsverfahrens nach Gram-Schmidt basiert auf der Idee, die Spalten-
vektoren von A zu orthogonalisieren. Die Forderung (ay,...,ax) = {(q1,...,qx) fir
1 < k < n fiihrt auf eine Dreiecksmatrix R. Die numerische Instabilitdt des Verfahrens
in gewissen Situationen erfordert die Konstruktion eines geeigneten alternativen
Verfahrens.

Alternativer Zugang: Ein alternatives Verfahren zur Berechnung der QR-Zerlegung ei-
ner (invertierbaren) Matrix A € K"*" verwendet die Idee der Triangulierung von A
durch Multiplikation mit geeignet gewéhlten unitdren Matrizen Qy,..., Q7 (d.h. Q; =
Q; fiir1 <i < n, wegen (Q;+1Q:)" (Qi+1Q:) = Q7 Q7,,Qi+1Q; = I ist das Produkt unitérer
Matrizen und damit Q* unitér)

Qi Q,A=R < A=Qu---QiR.
— ——
=Q* =Q
Transformationen zur Triangulierung von A basieren auf der Verwendung von
Householder-Reflexionen oder Givens-Rotationen.
e Eine Householder-Reflexion ist eine Matrix der Form

T=I-2vv*eK™", veK", lvl.=1.

Bemerkungen zu Householder-Reflexionen:
- Im allgemeinen ist eine Householder-Reflexion eine volle Matrix.
Der Rang einer Householder-Reflexion ist 1.

Zur Berechnung des Produktes Tx mit x € K" verwendet man ausschlielich die
folgende Relation
Tx=x-2vv*x=x-2cv.
~~
=ceK

Zur Berechnung der transformierten Matrix T A verwendet man

TA:(Tal""‘Tan), Ta]:d]—Z(V*a])l), 1S]S”.
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- Eine Householder-Reflexion ist eine selbstadjungierte und unitdre Matrix

T =(I-2vv*)" =I"-2(wv*)* =1-2v"*v* =1-2v0* =T,
T*T=T*=(I-2vv*)(I-2vv*)=T-4vv* +4v p*v v =1.
——

_ 2_
=lvl2=1

- Die Bezeichnung Householder-Reflexion erkldrt sich durch folgende Eigen-
schaften: Es sei v, wq,..., w,—; eine Orthonormalbasis des IK". Einerseits wird v
bei Anwendung von T auf —v abgebildet

Tv=v-2vv*v=v-2v=—-v.
——
=1

Andererseits wird jeder auf v orthogonale Vektor w € K", d.h. w € (wy, ..., w,-1)
(Hyperebene im K"), auf sich selbst abgebildet

Tw=w-2vv'w=w.
~—
=0

Fiir einen beliebigen Vektor x € K" folgt mittels eindeutiger Darstellung als
Linearkombination der Basisvektoren

x=Av+w, A=v'x, welw,...,Wy1),
Tx=TAv+w)=ATv+Tw=-Av+w,

d.h. die Multiplikation mit der Matrix T bewirkt eine Spiegelung an der zum Vek-
tor v orthogonalen Hyperebene, vgl. Abbildung, Skriptum, S. 62.

— In Hinblick auf die Triangulierung einer Matrix mochte man beispielsweise er-
reichen, dall durch Multiplikation mit einer Householder-Reflexion der erste
Spaltenvektor auf ein Vielfaches des ersten Standardbasisvektors transformiert
wird. Die entsprechende Householder-Reflexion wird nun abgeleitet.

Vorbemerkung: Aufgrund der Selbstadjungiertheit von T (d.h. es gilt T* = T)
folgt speziell fiir y = Tx

X'y = xX'Tx = xX*T"'x=(Tx)*x = y*x = x*y = x"yeR.
yete et YR ey

Allgemeiner Fall: Eine Householder-Reflexion T soll so bestimmt werden, daf}
zwei vorgegebene Vektoren gleicher Norm ineinander iibergehen

y=Tx, xyeK', x#y, lxla=lyl2, x"y=y"xeR.
Die obigen Uberlegungen ergeben

x=Av+w, y=—Av+w = x-y=2Av
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und fiihren damit auf die Wahl (wegen v = c(x— y) und ||v]l» = 1)

V=1 y||2(x ).

Man setzt somit
T=I1I-2vv", V=

Ty (=)

Spezialfall: Fiir ein vorgegebenes Argument x € K" und ein (zu bestimmendes)
Vielfaches des ersten Standardbasisvektors als zugehoriges Bildelement y € K"
fithren die obigen Uberlegungen auf (Definition von a in Ubereinstimmung mit
obigen Bedingungen, Wahl des Vorzeichens von a zur Vermeidung von Auslo-
schung bei der Berechnung von x— y = (x; + a, X, ..., X;), Norm von x — y verein-

facht sich zu [lx — yl13 = %15 +laf* + 2R(aF0) = 2| /13 +2|x1| 1 x]12)
X , falls x; #0,

Tx=y=—ae, o= [ ||2|x| 1#
||x||2, falls x; =0,

e Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mittels Householder-Reflexionen: Die
schrittweise Anwendung der obigen Uberlegungen fiihrt auf die Triangulierung von

A= (ar|-| an) e K",

— 1. Schritt: Elimination in der ersten Spalte

laill 2, a; #0
—_T_ * ar+aje; — laii]”’ ’
h=I-2nv, wn = Taraiels’ 1 {”a ” ~0
1112, an =u,
TlA:(Tlal‘m‘Tlan), Ta=-arer, Taj=aj-2jaj)vn, 2<j<n,
_a] * cee * _al E3
® ... %k ) )
T\ A= : = a eK™™, A eKTDxmmD
— 2. Schritt: Elimination in der zweiten Spalte
1
T, = e K™,
T
T, = KD 4 ¢ (=2 x(n=2)
A
- * * ... ok
—afz * *
LTHA= .
%k k
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Insgesamt ergibt sich nach n —1 Schritten die QR-Zerlegung von A

Tn_l"'TlA:R — A=T1"'Tn_1R.
_Q* _Q

Als Pseudo-Code formuliert lautet die Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix mit-
tels Householder-Reflexionen folgendermalfien

Eingabedaten: g;; fir1<i,j<n

fork=1:n-1
x=A(k:end k)
u=x, ul)=ul)+lxl2rh
_ 1
Uk—mu

A(k:end, k:end) = A(k:end, k:end) — 2 v (v; A(k: end, k : end))
end

Ergebnisse: g;jfiirl<i<j<npundyi firl<i<n+l-kundl<k=<n-1

Bemerkungen:

Beachte, daB v e K™ "k fiir 1<k<n-1.

Die Koeffizienten von A kénnen sukzessive durch die neu berechneten Eintréage
der Dreiecksmatrix R und die Komponenten von vy iiberschrieben werden. Zu-
sdtzlich werden die Diagonalelemente von R abgespeichert.

Die Anzahl der zur Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix A € K**" benotig-
ten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

o(5n’),
vgl. Skriptum, S. 65.

Die Erweiterung des Algorithmus auf Matrizen A € K”*" von vollem Rang ver-
wendet die Hinzunahme von T, (d.h. im Pseudo-Algorithmus ersetzt man die
Schleife for k = 1:n-1 ... end durch for k= 1:n ... end), vgl. Skriptum, S. 66.

Die Berechnung des Produktes
Q"'b=Ty1--Thb

fiir b € K" benétigt die Kenntnis der Vektoren vy € K™% fiir 1 < k < n—1. Als
Pseudo-Code ergibt sich
Eingabedaten: b;firl<i<nund v firl<i<n+1l-kundl<k<n-1
fork=1:n-1
b(k:end) = b(k:end) — 2 v (v b(k : end))
end

Ergebnisse: b; firl<i<n
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e Losung eines linearen Gleichungssystems mittels QR-Zerlegung: Falls die QR-
Zerlegung der Matrix A € K" bekannt ist, ist die Losung des linearen Gleichungs-
systems Ax = b (wobei x € K" und b € K") einfach durchzufiihren. Einsetzen der
QR-Zerlegung von A und Multiplikation des Gleichungssystems mit der adjungierten
Matrix Q* (invertierbar) fithrt auf ein dquivalentes gestaffeltes lineares Gleichungssy-
stem

Ax=b < QRx=b < Rx=Q"Db
A=QR Q*Q=I ==
dessen Losung direkt mittels Riickwirtssubstitution berechnet werden kann (verwen-
derjj=0firl<j<i<nundr;>0fiirl<i<n)

Rx=c,
n ... nmnn X1 C1
= )
'nn) \Xn Cn
n 1 n
j=i j=i+l
1 1 2
Xn= 5= Cny eee x1=m(01—zr1jxj)-
j=2

Als Pseudo-Code lautet die Riickwirtssubstitution
Eingabedaten: ¢;,rjjfiirl<i<j<n
fori=n:-1:1

Xi=C;

forj=i+1:n

end
Ergebnisse: x; flirl<i<n
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4.3. Stabilitit der Losungsmethode iiber die QR-Zerlegung

e Erinnerung: Das in Abschnitt 4.2 besprochene Verfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Ax = b mit A € K'**" invertierbar und b € K" umfaft die folgenden
Schritte.

- QR-Zerlegung von A = QR bzw. Triangulierung von A mittels Householder-
Reflexionen,

- Berechnung des Produktes c = Q* b,
— Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = c.

Stabilitédt des Verfahrens (Satz 4.2): Die unter dem Einfluf$ von Rundungsfehlern be-
rechnete Ndaherungslosung X ist die exakte Losung eines linearen Gleichungssystems

A¥=b mit [A-Alz< O(emac) IAll2,

d.h. das Verfahren ist im strengen Sinn numerisch stabil.
Bemerkungen:
- Die Grolle O (emach) hdngt von der Dimension n der Matrix A ab.

— Begriindung der Stabilitdtsaussage fiir die Riickwértssubstitution. Zusitzliche
Uberlegungen zur Ableitung der Abschitzung.

— Zusitzliche Berechnung des Residuums AX — b sichert eine akzeptable Nédhe-
rungslosung bei kleinem Residuum, vgl. Bemerkung, Skriptum, S. 69.

* Rundungsfehleranalyse der Riickwirtssubstitution (im Sinne der Riickwértsanaly-
se): Die Riickwdrtssubstitution fiir das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit invertier-
barer oberer Dreiecksmatrix R € K"*" beruht auf der Berechnung der unbekannten
Komponenten x,, x,,—1, ..., x; mittels der Relation

n
= d s R ]
xl_ Tii (Cl j;lrl]x]), ISlSn.

Unter dem EinfluR von Rundungsfehlern ergibt sich folgende Ndherungslésung (ver-
wende rd(a * b) = (a * b) (1 + €) mit |e] < Emach)

— rd(ci —riiv1 Xie1 (L+Ei1)) = ¢ (L+€i1) — rijiv1 X1 L+ €51) (L +E47)
— rd(Ci(1+€i1)—ri,i+13€'i+1(1+€i1)(1+5i1)—ri,i+2fi+2(1+5i2))
=ci(1+ei)A+ep)—riir1 Xiv1 (A +€;1) L +€2) 1 +E;7)
—Iiir2 Xiv2 (1 +€2) (1 +€;2)
— rd(Ci(l+€i1)(1+€i2)—ri,i+1fz‘+1(1+€i1)(1+8i2)(1+5i1)
—riiv2 Xiv2 (1 +€32) (1 + Eiz))
=ci(l+ei1)(A+epp)(A+¢€3)—riir1 Xig1 (L +€;1) (L +€;2) (1 +£:3) (1 +E;71)
—Tiit2 Xir2 (L +€52) (1 +€;3) (1 +€;2)
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und insgesamt (zur Vereinfachung werden die Gr6Ben €; ; nicht unterschieden)

— ¢ [[A+ei) - Z rij Xj H (1+€i0) (1+8)
/=1 j=i+l O=j—i

— fiZﬁ(Cilzl(l+€ié) Z rij X; H (1+8w)(1+7)

/=1 Jj=i+l l=j—i

mit |€;¢] < €mach flir 1 < ¢ < n—iund |€| < €acn. Weiters erhélt man

fizlr—f(ci 1:[(1+£i[) Z rz]x] l_[ (1+81€)(1+j)

/=1 Jj=i+l l=j—i
n _
= i Z rij X H (1+w)(1+“)_cl]‘[(1+e,[)
Jj=i O=j—i /=1
n—i n—i
= c=ri% [ mermet Z rij Xj H ey 1] Q+ein)(1+8)
/=1 j=i+l =1 l=j—i
n-i j—i-1
— Ci:rii%i[l_[ 1+€;y 1+£+ erlfxf l_[ l+£ (1+8).
=1 Jj=i+

Mittels Lemma 2.6. folgt damit die Relation (beachte die Abhédngigkeit von n)

ne . .
] i

Dies zeigt, dal§ die Ndherungslosung X die exakte Losung eines linearen Gleichungs-
systems ist, dessen Matrix die folgende komponentenweise Abschédtzung bzw. Nor-
mabschitzung erfiillt (verwende R = Q* A und folglich [|R]l» = | All2)

RX¥=c, |R—RI<O(emact)|Rl, IR-Rl < Oemach) IRl2 = O (€mach) I All2.

e Zusitzliche Uberlegungen: Es seien 71,..., U, die bei der Triangulierung einer in-
vertierbaren Matrix A € K"*" mittels Householder-Reflexionen berechneten Vektoren
und es bezeichnen Ty = I -2 U D'Z firl<k<n-1und Q=T T,,_; die daraus ent-
stehenden unitiren Matrizen sowie R die berechnete obere Dreiecksmatrix. Dann gilt
im Vergleich mit der reduzierten QR-Zerlegung von A die folgende Abschdtzung (ohne
Begriindung)

IQR = All2 < O (emacn) | Al 2.

Weiters erfiillt die bei der Berechnung von Q* b resultierende Niherungslsung ¢ die
Relation (ohne Begriindung)

AQc= b—éE, IAQIl2 < O (€mach) -
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Folglich ergibt sich mit AR definiert durch ARX =¢— RX, d.h. ¢ = (R+AR) X, die Rela-
tion

b=(Q+AQ)T=(Q+AQ)(R+AR)X= AX.
Wegen A— A= (Q+AQ) (R+AR)— A= QR-A+AQR+QAR+AQAR ergibt sich weiters

(verwende die Abschitzungen |R|l2 = |QRllz < (1 + O(emach)) | All2 < €(1) | All2 und
IQARIl2 = IR~ Rll2 < O(Emach) 1 All2)

IA-All = |QR— A+ AQR+QAR+AQAR];
< IQR-Al> + IAQlz |Rllz + [QARl, + |AQAR|;
P e N —rt N e’ N e’

=Oman) 1Al =0(Emaa) SOW Al =Olemaan) 1Al; <062 )|
< O (€mach) 1 All2.

{

| All2

Dies fiihrt auf die Abschdtzung von Satz 4.2

AX= b, ||A'—A||25ﬁ(5mach) Al .
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4.4. GaufR-Elimination und Dreieckszerlegung

e Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b

mit A € K" invertierbar und b € K".

Das Gaullsche Eliminationsverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
basiert auf folgender Idee:

- Eine der n Gleichungen wird explizit nach einer der Unbekannten aufgelost
(z.B. nach x;). Die resultierende Bedingung (z.B. x; = fi(x2,...,x,)) wird spa-
ter zur Bestimmung dieser Unbekannten verwendet und in die restlichen n —1
Gleichungen eingesetzt (Elimination z.B. von x; fiihrt auf n — 1 Gleichungen
gi(x2,...,xp) fir1 <i < n-1in den n—1 Unbekannten xy,...,x,). Damit ergibt
sich ein Gleichungssystem in n—1 Unbekannten, welches n —1 Gleichungen um-
fal3t.

— Durch induktive Fortfithrung dieser Idee der Elimination ergibt sich schliellich
eine einzige Gleichung in einer Unbekannten, die direkt aufgelot werden kann.

— Das sukzessive Einsetzen der bereits bestimmten Unbekannten in die expliziten
Gleichungen fiihrt auf die Losung des linearen Gleichungssystems (Riickwirts-
substitution).

e Beschreibung des Gaullschen Eliminationsverfahrens unter der Annahme, daf
bei der schrittweisen Elimination der Unbekannten die natiirliche Reihenfolge
X1,X2,..., X, gewdhlt werden kann.

- Lineares Gleichungssystem

ailr ai ... 4ip by

az dxp ... 4 b
AVx=p",  AW=a="" o ek, pW=p=| " [eK".

anl dnz cee ann bn

— 1. Schritt: Wahl der ersten Zeile von A als Pivotzeile. Elimination der Unbekann-

ten x in der i-ten Gleichung durch Subtraktion des Z—ﬁ -Vielfachen der ersten Zei-

le von der i-ten Zeile fiir 2 < i < n fithrt auf das dquivalente Gleichungssystem

ay diz ... Qip ?1
T T VU g PV

0 dnz ... dnn bn
gilzg—ﬁ, ﬁij:aij_[ilalj; Ei:bi_tﬂilbl; 2<i<n, ISjSI’l.
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Theoretische Beschreibung des ersten Eliminationsschritts durch Multiplikation
von A mit den elementaren Matrizen N1 (—¥21),..., Np1(=€51), d.h. es ist

AP = Ny (=1) -+~ Noy (—€21) AV,

Analoge Elimination der Variablen x,...,x,_;.

Theoretische Beschreibung der weiteren Eliminationsschritte durch Multipli-
kation mit elementaren Matrizen, beispielsweise

A® = Ny (—,3) -+ Nap(—3) A®.

Nach n —1 Eliminationsschritten ergibt sich ein zu Ax = b dquivalentes lineares
Gleichungssystem der Form
Rx=c

mit oberer Dreiecksmatrix R € K"*", dessen Losung mittels Riickwértssubstitu-
tion bestimmt wird. Da die Matrix A nach Voraussetzung invertierbar ist, ist R
ebenfalls invertierbar, d.h. die Diagonalelemente erfiillen r;; #0 fiir1 <i < n.

Theoretische Beschreibung der Eliminationsschritte durch Multiplikation mit
elementaren Matrizen

R= gVn,n—1(—€n2)"'Nn2(—€n2) o+ N33(=032) Np1 (=€ 1) -+~ N21(—5211A-

_[-1

Dies ist dquivalent zur LR-Zerlegung bzw. Dreieckszerlegung bzw. LU-
Zerlegung der Matrix A (verwende die Relation fir die Inverse von N;;(a) und
erhalte damit L = N1 (€21) -+ Np1 (1) N32(€32) - Np2(€2) - -+ Ny, 1 (€ p2))

A=LR,
! r r r
221 1 11 r12 rln
L=|01 ¥3 1 . R= 2 2” )
. . . . rnn
[nl [nZ [n,n—l 1

vgl. Skriptum, S.74/75. Die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit-
tels Gaulschem Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge entspricht da-
mit der Berechnung der LR-Zerlegung von A

Ax=LRx=b <= Ly=b, Rx=y

und der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Ly = b mittels Vorwirtssub-
stitution

i—1
Ly=b, J/i:bi_zgij_)/j; l<i<n,
=1
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sowie der Losung des gestaffelten Gleichungssystems Rx = y mittels Riickwiirts-
substitution

n
1 .
Rx=y, xi:E(J/i— > r,-jxj), l<i<n.
Jj=i+l

Als Pseudo-Code lautet das Gaulsche Eliminationsverfahren beispielsweise (Uber-
schreiben der Koeffizienten von A und b mit den berechneten Koeffizienten von L, R
und ¢)

Eingabedaten: A, b

fork=1:n-1
fori=k+1:n
AR =0
forj=k+1mn
A(i, j) = A(i, j) — A(i, k) A(k, j)
end
b(i) = b(i) — A(i, k) b(k)
end
end

Zwischenergebnis: A, b

fori=n:-1:1
x(i) = b(i)
forj=i+l:n
x(i) = x(i) — A(i, j) x(j)
end
x(i) = 34
end

Vgl. lllustration4_GaussElimination.
Bemerkungen:

— Ublichweise wird zuerst die LR-Zerlegung von A berechnet und anschlieBend die
Losung des linearen Gleichungssystems mittels Vorwértssubstitution und Riick-
waértssubstitution berechnet.

- Die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*" bendétigten Ope-
rationen (Addition oder Multiplikation in ) ist
o(3n%).

- Glinstige Wahl des Pivotelementes, vgl. Abschnitt 4.6.
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4.5. Rundungsfehler-Analyse der Gau$-Elimination

* Voriiberlegungen: Das in Abschnitt 4.4 besprochene Verfahren zur Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b mit A € K""*" invertierbar und b € K" umfaQt die
folgenden Schritte.

- LR-Zerlegung von A = LR bzw. Triangulierung von A mittels elementarer Um-
formungen (beschrieben durch Multiplikation mit geeignet gewédhlten Matrizen
Nij(a)).

- Vorwdrtssubstitution zur Berechnung von y aus Ly = b.

— Riickwirtssubstitution zur Berechnung von x aus Rx = y.

Dieses Verfahren ist dquivalent zum Gauf$schen Eliminationsverfahren in natiirlicher
Reihenfolge. Hinsichtlich einer Rundungsfehleranalyse wird verwendet, dal die Koef-
fizienten der unteren Dreiecksmatrix L und der oberen Dreiecksmatrix R durch folgen-
de Relationen gegeben sind (zeilenweise Berechnung der Koeffizienten z.B. von L, es
istljp,=0flirk=i+1lund?¢;;=1flirl<i<n)

A=LR,

1 r r r
€21 1 11 r12 rln
L=|¥%1 ¥¢3 1 , R= 2o e ,
. . . . rnn

[nl €n2 ‘«ﬂn,n—l 1
) k-1
(ierkk(alk Zé,]r]k), 1<k=<i-1,
/=1 l<i<n

i-1
rik=aik—y_lijrje, i<k<n,
j=1

Vgl. lllustration4_LRZerlegung.

¢ Rundungsfehleranalyse: Ahnliche Uberlegungen wie in Abschnitt 4.3 im Zusammen-
hang mit der Stabilitdt der Riickwértssubstitution zeigen, dal sich unter dem Einflul
von Rundungsfehlern folgende Ndherungslésungen beispielsweise fiir die Koeffizien-
ten der Matrix L ergeben (verwende wieder rd(a * b) = (a * b) (1 + €) mit |€| < €mach)

k-1
éikzﬁlk(aik—zgijrjk), l<ks<i-1, l<i<n,

k-1
é,k:%(a,k]‘[mw) Zé,,r]k]'[(1+m)(1+‘)) l<k<i-1, 1<i<n,
0= =1 l=j
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mit |€;¢] < €mach flir 1 < ¢ < k—1 und €] < €qach- Mittels Lemma 2.6. folgt damit die
Relation (beachte die Abhéngigkeit von n)

k
b o~ ne .
aie =Y CijTuc(1+650), 16kl < T = O(€mach), 1<ik=n.
j=1

Ahnliche Uberlegungen fiihren auf folgende Abschitzungen fiir die berechneten Gro-
Ben (zusédtzliche Abhéngigkeit von Dimension n)

|A—LR| < O(emach) | LIIRI,
ALj=b-Ly,  |ALI<O(emaen)ILl,
ARX=7-RX, |AR| < O (€mach) | RI.

Daraus folgt weiters

b=(L+ALy=(L+AL) (R+AR) %= AX
A—A=(L+AL (R+AR)—A=LR— A+ ALR+LAR+ALAR,
|A-Al< |LR-Al + |ALl |RI+|Ll |AR| + |ALAR| < O(emaen)lLIIRI,
\—f—j~ N—~— N S~ _ \W—~"~
Sﬁ(fmach)lullﬂ Sﬁ(fmachnﬂ Sﬁ(“:mach)|R| ﬁ(gfnaChNLHRl

r=b-AX=(A- A)X.

Schluf¥folgerungen:

- Die obigen Uberlegungen zeigen, dal die mittels LR-Zerlegung und Substitu-
tionen berechnete Ndherungslosung x die exakte Losung eines linearen Glei-
chungssystems ist

A¥=b, |A-Al<Oeman)lLIIRI.

- Erinnerung: Der Satzvon Prager und Oettli besagt, dall eine Ndherungslosung X
des linearen Gleichungssystems Ax = b genau dann akzeptabel ist (bzgl U, im
strengen Sinn), wenn das Residuum AX — b die folgende Abschétzung erfiillt

|AX — bl < & (IAI1E| +bl).

— Nach dem Satz von Prager und Oettli ist die berechnete Ndherungslosung x ak-
zeptabel (bzgl. U _ . ), wenn das Residuum die Abschitzung

7] = |A— Al|X] < €mach (1Al %] + |DI)
erfillt. Insbesondere ist das Verfahren numerisch stabil, wenn

7] = |A— AllF] < O (Emach) ILIIRIIF| < €mach (1AI1X] +1b1),
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d.h. |LIR| = | Al
Allerdings gibt es Situation, in denen

ILI|R| >> |LR| = |LR| = | A|

gilt, und somit das Verfahren numerisch instabil ist. Um dies (teilweise) zu ver-
meiden, verwendet man eine Spalten-Pivotsuche oder vollstindige Pivotsuche,
vgl. Abschnitt 4.6.
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4.6. Pivotwahl bei der Gaul’-Elimination

e Situation: Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=Db

mit A € K" invertierbar und b € K".

Vorbemerkung: Das Gauldsche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge
bendétigt, dall im k-ten Eliminationsschritt das natiirliche Pivotelement, d.h. das k-te
Diagonalelement der Matrix A®) ungleich Null ist (notwendige Bedingung fiir Elimi-
nation und Riickwiértssubstitution). Wenn diese Bedingung verletzt ist und auch zur
Verbesserung der Stabilitdt des Verfahrens fiihrt man eine Pivotsuche durch.

Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Falls das k-te natiirliche Pivotele-
ment gleich Null ist, wahlt man unter den Koeffizienten a;i fiir k+1 < i < n ein Pi-
votelement ayj # 0. Bei Berechnungen mit endlicher Genauigkeit beeinfluSt die Wahl
des Pivotelements das Ergebnis. Bei der Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie
wdhlt man im k-ten Eliminationsschritt den betragsmiQig groften Koeffizienten in
der k-ten Spalte der aktuellen Matrix als Pivotelement, d.h. jenes Element a,; mit

lagkl = max{la;r|: k< i<n},

und vertauscht die entsprechenden Zeilen. Die Spalten-Pivotsuche mit Maxiumums-
Strategie sichert, dal§ die komponentenweise Abschitzung |L| < 1 erfiillt ist.

Bemerkung: Sollte bei der Durchfiihrung des Gauflischen Eliminationsverfahrens mit
Spaltenpivotsuche im k-ten Eliminationsschritt der Fall a;; = O fiir alle k < i < n eintre-
ten, ist die Voraussetzung A € K" invertierbar verletzt und man bricht das Gau3sche
Eliminationsverfahren ab.

Vollstindige Pivotsuche mit Maxiumums-Strategie: Bei der vollstindigen Pivotsuche
mit Maxiumums-Strategie wahlt man im k-ten Eliminationsschritt das betragsmafig
grollte Element der Koeffizienten a;, fiir k < i, ¢ < n und vertauscht die entsprechen-
den Zeilen und Spalten (entspricht einer Umnummerierung der Unbekannten). Da die
vollstdndige Pivotsuche vergleichsweise aufwendig ist, wird sie selten angewendet.

e Bemerkung: Uberlegungen in Abschnitt 4.5 haben gezeigt, dal das GauRsche Eli-
minationsverfahren bzw. die Losung des linearen Gleichungssystems mittels LR-
Zerlegung numerisch stabil ist, wenn

7] = A~ Al|X] £ O (emach) I LIIR|IZ| < €mach (1AlIZ] + [DI),

wobei L und R die berechneten Matrizen bei Durchfiihrung der LR-Zerlegung bezeich-
nen.

Schluffolgerung: Bei glinstiger Wahl der Pivotelemente sind die Koeffizienten der be-
rechneten Matrix |L||R| = |L||R| minimal.
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Aber! Es gibt Situationen in denen die Wahl des betragsmiRig grofSten Elementes
nicht ideal ist.

Beispiel:
— Fiir den Spezialfall A € R?*? fithrt das GauRsche Eliminationsverfahren in natiir-
licher Reihenfolge (unter Annahme a # 0) auf die LR-Zerlegung

A=LR,

a b 1 0 a b
aefe ) el ) e )

a a

lal Ibl) |al |b|
A|l=|LR|= , LI|R| = _ .

Eine kurze Rechnung ergibt (Fallunterscheidung |a||b| = ab oder |a||b| = — ab)

_n- _ |bllel , lad=bc| _ 4 |bllc]
d=0: a="r g =2 Al

. _ Ibllc|l , lad-bc| _ [bllc| , lad=bc|) _ [bllc| bc
d#0: a="r+ g |d|(|a||d| TaTld] )_|d|(|alld|+||alld| |a||d|)
= ldI ({2 + |1 - 28]) = 1di (1l + 11— %), x=1L5.

Die Funktion f: R — R: x — |1 — x|+ |x| hat fiir 0 < x < 1 den konstanten Wert 1
und wéchst ansonsten an. Falls 0 < -~ b Z<1loder0=< |b—d| <1, folgt a < 3 und somit

|bel < lad|: ILI|R| = |LRI,
d.h. das Verfahren ist numerisch stabil. Falls hingegen
[bcl>>|ad)|: |L||R| >> |LR|

ist das Verfahren numerisch instabil.

— Beachte, daR das Stabilitdtskriterium skalierungsinvariant ist, d.h. Skalierungen
der Zeilen oder Spalten von A bewirken keine Anderung der GroISe =, denn

DA= dl 0 a b _ dla dlb (d1D) (dac) :ﬂ
0 d)\c d d>c dzd’ (dra) (drd) ad’

AD = a b dl 0 _ dla dzb (dab) (dy ©) :ﬂ
c d/\0 d dic dzd’ (dra) (drd) ad "

- Obige Uberlegungen zeigen, dal bei einer giinstigen Pivolwahl die natiirliche
Reihenfolge der Zeilen belassen wird, falls |bc| < |ad|, und ansonsten die beiden
Zeilen der Matrix vertauscht werden. Es gibt jedoch Situationen, in denen eine
Spaltenpivotsuche (nicht skalierungsinvariant) zu einer ungiinstigen Pivolwahl
fihrt.
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Beispiel von Dahlquist und Bjorck, vgl. Illustration4_Pivotwahl.

Bis heute ist keine Methode bekannt, wie die in numerischer Hinsicht beste Pivot-
wahl getroffen werden kann — bzw. keine praktikable Skalierungsmethode be-
kannt, bei der die Maximums-Strategie immer gut wiire.

Ubliche Strategie: Aquilibrierung der Matrix A, d.h. Skalierung von A

dl ayy ... din dlall dlaln

dn anl cee ann dnanl ces dnann

derart, daR die Zeilenbetragssumme konstant ist
n

J

n -1
aijl=1, l1<isn < d,-:(Zla,-jl) L 1<i<n
1 j=1

und dann Anwendung der Spalten-Pivotsuche mit Maximums-Strategie. Dies
entspricht der folgenden Pivotwahl im k-ten Eliminationsschritt

(k)

k)| _
ik |

| max 2|
Yok lskgza');nd(a
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5. Lineare Ausgleichsrechnung

* Problemstellung: Ndherungsweise Losung eines iiberbestimmten linearen Glei-
chungssystems (mehr Gleichungen als Unbekannte, im Allgemeinen existiert keine
Losung)

Ax=Db, AeK™""  xeK", beK™, m>n.

Bestimme eine Losung des linearen Ausgleichsproblems, d.h. eine Losung im Sinn
der kleinsten Fehlerquadrate (Gauld)

! .
lAx— bl — min.

Falls |Ax - bll, = 0 & Ax = b erfiillt ist, ist x tatsdchlich eine Losung des linearen
Gleichungssystems.
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5.1. Ein Beispiel

e Polynominterpolation: Bestimme das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad < m—
1

m—1 .
pK—-K:x— Z Civ1 X'
i=0
durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fiir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten ¢ € K™ des Polynoms durch Losung des linearen Gleichungssystems

p(xj):cl+02xj+---+cmx;."_1:yj, 1<j<m,

2 m—-1

I x1 x ... x{ c1 1
2 m—1

1 xm x5, ... X, Cm Ym

Vgl. lllustration5 PolynomlInterpolation (Auswerten mittels Horner-Schema) .

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 86. Fiir m > 10 und dquidistante Stiitzstellen sind Oszilla-
tionen des Interpolationspolynoms insbesondere an den Intervallenden typisch.

Bemerkung: Im Allgemeinen sind Konditionszahlen von Vandermonde-Matrizen
grofs. Eine bessere Alternative zur Berechnung der Koeffizienten des Interpolations-
polynoms verwendet die Darstellung des Interpolationspolynoms nach Newton, vgl.
Numerische Mathematik II.

e Approximation mittels Ausgleichspolynom: Bestimme ein Polynom

n—1
p:K—K:ix— Y cixt, n<m,
i=0

durch m vorgegebene Datenpunkte (x;,y;) € K x K fiir 1 < j < m, d.h. bestimme die
Koeffizienten c € K" des Polynoms durch Losung des linearen Ausgleichsproblems

m 2 |

lAc=yl2= ) |p(xj) = y;|” — min,

j=1
2 n-1
L x1 xy ... x c N
e EE o=l y=
2 n—-1
1 xm x5, ... X, Cn Vm

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 87. Glatterer Verlauf des approximierenden Polynoms.
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5.2. Normalengleichungen

e Situation: Ndherungsweise Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx—bl; — min, AeK™", xeK", beK™, m>n.

» Mittels Differentialrechung:

- Fiir K = C betrachte das dquivalente reelle lineare Gleichungssystem der Dimen-
sion2mx2n.

- Verwende die dquivalente Formulierung
2 ! .
|Ax—bll; — min.

Bestimmte das Minimum mittels Differenzieren (betrachte z.B. den Fall m = n =
2, fiir eine symmetrische Matrix B € R2*2 bestimme die erste und zweite Ablei-
tung von x'Bx= bnxf +2b12 X1 X0 + bgzxg , beachte f(x) = f(x,...,x,) € Rund
folglich f(x) = (O, f(X),...,0x, f (X)) € R*™)

fx)=IAx-bl3=Ax-b)T(Ax-b) =x"AT-b")(Ax-b)

=xTATAx-bTAx—x"ATb+b"b = xTATAx-2b"Ax+b"b,
xTATbh=bT AxeR

flo=2xTATA-2bTA20 <  ATAx=ATb,

Transponieren

f"(x)= AT A positiv semi-definit.

Folglich erfiillt die Lésung des linearen Ausgleichsproblems die Normalenglei-
chungen

ATAx=A"b
mit symmetrischer Matrix AT A.

— Wenn alle Spalten von A linear unabhéngig sind, d.h. die Matrix A vollen Rang
hat, ist die Losung der Normalengleichungen eindeutig bestimmt und die Hesse-
matrix f"(x) = AT A positiv definit.

Denn: Verwende x” f"(x) x = [|Ax[3 =0 < Ax =0 & x=0bzw. xT f"(x)x > 0 fiir
allex#0und ATAx=06 ATy=0,y=Ax<0=y=Axox=0.¢

* Mittels Ergebnissen der Linearen Algebra:

- Esbezeichnen ay,..., a, die Spalten der Matrix
A= (al‘ ‘ an) EKmxn.
Fritheren Uberlegungen zeigten

Gleichungssystem Ax=b losbar < beZs={ay,...,ay) bzw.

Gleichungssystem Ax=0>b nichtlosbar < b¢Zs=(ay,...,an).
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- Die Zerlegung von K™ in den Unterraum %4 und den dazu orthogonalen Un-
terraum U fiihrt auf (wiare w = b — AX nicht orthogonal auf % 4, wére |AX — b2
wegen der Dreiecksungleichung nicht minimal)

mg&nlle—bIIg:k\ <~ b=v+w, v=AXe€#,, weU,dh A"w=0.
xekn

Multiplikation von AX + w = b mit A* fiihrt auf die Normalengleichungen

min||[Ax—-bll, =X = A*AX=A"b.
xelkn

- Es bleibt zu zeigen, dal? fiir eine Losung z € K" der Normalengleichungen, d.h.
A* Az = A*b, und einen beliebigen Vektor x € K" die Abschitzung

IAz=bly<lAx-bll, < [Az-Dbl5<|Ax-Dbl5
gilt. Unter der Annahme || Ax — bllg <||Az- bllg fiir ein x € K" folgt

X*A*Ax—b*Ax—x*A*b+b*b=(x*A*-Db*)(Ax—b) = |Ax - b|3
<|Az- bllg =z"AAz—-b*Az-z"A*b+Db*b
— x"A"Ax- b*A x-x" A"b <z"A"Az— b*A z-z" A'D
—~~ —~~ —~~ —~
=z*A*A =A*Az =z*A*A =A*Az
— X"ATAx-Z"A"Ax—-x"A"Az+z"A"Az<0
= [AGx-2)|5=(x-2)*A*A(x-2)<0
— Ax=Az,
d.h. fiir Losungen der Normalengleichungen und des linearen Ausgleichs-
problems gilt die Identitdt Az = Ax. Insbesondere ist also das Residuum Ax—b
von Lésungen zum linearen Ausgleichsproblem eindeutig bestimmt.

- Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems
(wegen Az = Ax © x = y) eindeutig bestimmt.

e Resultat zur Losung des linearen Ausgleichsproblems (Satz 5.1): Das lineare Aus-
gleichsproblem ist d4quivalent zu den Normalengleichungen

min||[Ax—bll, =X < A"AxX=A"b.
xelk”n

Das Residuum ist eindeutig bestimmt, d.h. fiir zwei Losungen x1, x» € K" des linearen
Ausgleichsproblems gilt b — Ax; = b— Ax». Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist die
Losung des linearen Ausgleichsproblems eindeutig bestimmt.

e Kondition des linearen Ausgleichsproblems: Es bezeichne X die Losung des (eindeu-
tig l6sbaren) linearen Ausgleichsproblems und 7 das entsprechende Residuum

X=minl|Ax-b|>», T=AXx-b.
xeK?
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Bei Anderungen a und g der Eingabedaten A und B gilt fiir den Fehler der zugehorigen
Losung X+ ¢ und des entsprechenden Residuums 7+p = (A+a) (x+¢) — (b+ p) folgende
Abschétzung (ohne Begriindung)

K1
I All2
lall2 1712 K (A)

1Al Kl:l—K(A)”“”Z’
14l

ISll2 <

F! ”Q”ZSF,

F=lalz2 X2 +11Bll2+x1

Esist zu beachten, dal im Vergleich mit einem linearen Gleichungssystem beim linea-
ren Ausgleichsproblem das Quadrat der Kondition der Matrix A (jedoch in Kombinati-
on mit dem Residuum) auftritt.
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5.3. Cholesky-Zerlegung

e Vorbemerkung: Falls die Matrix A € K"**" mit m > n vollen Rang hat, d.h. die Spalten
von A linear unabhingig sind, ist die Losung der Normalengleichungen

A*Ax=A"b

eindeutig bestimmt. Beachte, dal§ die quadratische Matrix B = A* A € K"*"* selbstad-
jungiert und positiv definit ist

B*=(A"A)*=A"A""=A"A=B, x*Bx=x"A"Ax = IIAxllg >0 fur0#xek”.
Zur Losung der Normalengleichungen werden tiblicherweise

- das Cholesky-Verfahren (vgl. Abschnitt 5.3) oder

- Orthogonaltransformationen mittels Householder-Reflexionen (vgl. Ab-
schnitt 5.4)

verwendet.

e Situation: Die Durchfiihrung des Gaullschen Eliminationsverfahrens (Implementie-
rung) bzw. der LR-Zerlegung (theoretische Uberlegungen) unter den Voraussetzungen

- AeK'"™" selbstadjungiert, d.h. A* = A,
- Apositiv definit, d.h. x* Ax > 0 fiir alle 0 # x € K",

fihrt auf die Cholesky-Zerlegung von A. Die effiziente Implementierung der
Cholesky-Zerlegung einer Matrix beruht auf der direkten Berechnung der LR-
Zerlegung der Matrix (s.u.).

Resultat: Unter den obigen Voraussetzungen an die Matrix A kann das Gaul$-
sche Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge durchgefiihrt werden. Die
Eigenschaften der Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit bleiben in den
entstehenden Teilmatrizen erhalten.

Denn:

— Im ersten Eliminationsschritt ist die Pivotwahl a;; méglich (Anwendung der po-
sitiven Definitheit von A mit x = e;)

an = efAel >0.

Elimination in der ersten Spalte von (wegen A* = A hat A die angegebene Form)

*

a;] «

— A _
A=A _(06 B

), aeK™!, p*=peKrVx0-D
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fiihrt auf (z.B. Transformation 2. Zeile — 2. Zeile — “1 x 1. Zeile)

*
@ _[|an @ @ _ 1 % (n-1)x(n-1)
A _(0 B(Z))’ B¥=p-c-aa” €K .

Die entstehende Teilmatrix B@ ist offensichtlich selbstadjungiert (a;; € R)
@V* _(p_ 1 x\* _px 1 _p_ 1 —B®
(B9) =(B-graa”) =p"-;-a""a"=p-,-aa" =B

Es bleibt zu zeigen, dal3 B® positiv definit ist, d.h. fiiralle 0 # ¢ € K1 gilt

FBPE=¢" (- Laa’)i=¢"fE- - aa’E>0.

Aus der positiven Definitheit von A folgt

0<x*Ax=(x ¢&¥) (a; C;;) (?) =(a &) (“;11’;1:;;6)

=anx;+x(a*E+E a)+EFBE, 0#£x= (’?) e K",

11

und speziell mit x; = — aiu a*¢ ergibt sich die Behauptung

0<anx+x(a*é+&a)+Epé=2+

=L@ ar ¢ pe=¢" Bt

L (@)’ - LatiatE+ @)+ &7 pE

an

Fiir den Fall K = R ist dies motiviert durch (wobei z = a*¢, (Rz)? = |z|? fiir z € R)

auxf+28?zx1:—a+l|z|2 — x1+—§sz1+ |z| =0
1 1
= x=-,-Rz+ \/(%‘Ez)2 |z|2:—a—“a*€.

— Die obigen Uberlegungen fiir Alassen sich direkt auf B”) anwenden.

Mittels Induktion ergibt sich die Behauptung des Resultates. ¢
Bemerkungen:

- Fiir selbstadjungierte und positiv definite Matrizen ist das Gauflsche
Eliminationsverfahren in natiirlicher Reihenfolge ein numerisch stabiler
Algorithmus (ohne Begriindung).

- Da samtliche entstehende Teilmatrizen selbstadjungiert sind, ist es ausreichend,
die Koeffizienten in und oberhalb der Diagonale abzuspeichern, z.B. fiir n = 3 gilt

an adpz a3 ay dzy asa

" - == =

A=laxn axp a3|=A =|anr axp azx
asy dsz dss a3 dp3 dss

< an,ax,a3€R, ax=apz, az=a3, az=dadz3.
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Die Anzahl der zur Durchfiihrung des Gaulschen Eliminationsverfahren bzw.
dquivalent dazu die Anzahl der zur Berechnung der LR-Zerlegung von A € K"*"
bendétigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist somit (vergleiche
dies mit dem Aufwand fiir die LR-Zerlegung bzw. QR-Zerlegung einer allgemei-
nen quadratischen Matrix)

o(in®).

Rationale Cholesky-Zerlegung und Cholesky-Zerlegung:

+ Die geforderte Selbstadjungiertheit von A € K**" und der Ansatz

1 S ... Sin

Rnn T Snetn
1

zeigt die Relation S = L*. Somit fiihrt die LR-Zerlegung von A auf die ratio-
nale Cholesky-Zerlegung von A

A=LDL",
dy
D= eR™" d;>0, 1<i<n,
dn
1
L21 1
L= . e K™,
Lnl Ln,n—l 1

L=LD?, D?= eR™",

Vdn
ergibt sich die Cholesky-Zerlegung von A
A=1T",

Ly

)
Il

e K"
Lnl - Lnn

Die Cholesky-Zerlegung berechnet man direkt durch sukzessive Bestim-
mung der Koeffizienten von L.
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Vgl. lllustration5_Cholesky.
e Anwendung der Cholesky-Zerlegung zur Losung der Normalengleichungen
A*Ax=LL*x=A*b.

Die Berechnung der Cholesky-Zerlegung von B = A* A erfolgt gleichzeitig mit der Be-
rechnung von A* A. Ebenso wird die Berechnung von A*b gleichzeitig mit der Vor-
wirtssubstitution Ly = A* b ausgefiihrt.

Bemerkung: Ein Nachteil des Cholesky-Verfahrens zur Losung der Normalen-
gleichungen liegt darin, dall die Konditionszahl der Matrix B = A* A, d.h. das Qua-
drat der Konditionszahl der Matrix A auftritt. Falls die Gleichungen nahezu konsistent
sind, ist das Residuum klein. In diesem Fall diirften sich Rundungsfehler wie x (A) (aber
nicht wie x (A)?) auswirken, d.h. in diesem Fall ist der Algorithmus numerisch instabil.
Eine stabile Alternative wird in Abschnitt 5.4 angegeben.
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5.4. Losung iiber Orthogonaltransformationen

e Situation: Es sei A € K"*" mit m > n eine Matrix von vollem Rang, d.h. die Spalten
von A seien linear unabhingig.

Uberlegungen: Die Triangulierung der Matrix A € K™*" mittels Householder-
Reflexionen T,..., T, € K" fiihrt auf ein 4quivalentes lineares Gleichungssystem

Ax=b < Rx=T,---ThAx=T,---Thb=c,
_Q*

vgl. Abschnitt 4.2. Diese Transformation entspricht der Bestimmung der (vollen) QR-
Zerlegung von A mit unitdrer Matrix Q = (Ty,---T\)* = T} ---T; = Ty---T), € K"™*™
(beachte die Selbstadjungiertheit von 7; fiir 1 < i < n) und oberer Dreiecksmatrix

R e K™*n
A=0QR,

‘ R )
Q:Tl'-'TnEIKme, Q*Q:I, R= 5 e KM

Da die Transformation mittels einer unitdren Matrix die euklidische Norm erhalt
IAx=Dbl2=11Q*Ax—Qbll2 = IRx—Q"bl,
gilt fiir die Losung des linearen Ausgleichsproblems
IAx—bly; — min < [[Rx-Q*bly — min.
Dies entspricht (wobei R € K", Re K™ xeK" c= Q*be K™ ceK", ce K™

R ¢ Rx-¢
Rx—c:{—}x— S :{L},
0 c -

=~ ~ ! . -~ ~ ! .
IRx—Q*bl=IRx—¢l2+|¢ll, — min <= |Rx—C¢ll, — min.

N |

Aufgrund der geforderten Rangbedingung an A ist die quadratische Teilmatrix R €
K" invertierbar. Deshalb entspricht die Losung des linearen Ausgleichsproblems ge-
rade der Losung eines linearen Gleichungssystems (|[Rx—Cll, =0< Rx =7)

! ~
|Ax—-b|» — min < Rx=c.
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6. Eigenwerte und SVD (Uberblick)
* Die ndherungsweise Losung des Eigenwertproblems ist eine wichtige Grundaufgabe
der Numerischen Linearen Algebra und findet beispielsweise Anwendung bei

— Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen, beispielsweise bei
Stabilitdtsuntersuchungen fiir dynamische Systeme,

- Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen, beispielsweise bei der
Berechnung von Basislosungen (Separationsansatz, Fourieranalyse, Stationdre
Losungen).

* Gekoppelte Schwingungen, vgl. Skriptum, S. 93.

Quantenmechanische Vielteilchenzustinde, vgl. Berechnungen von A. Lauchli am
Supercomputer MACH der Universitdten Innsbruck und Linz.
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6.1. Theoretischer Hintergrund

* Eigenwerte und Eigenvektoren (Definition 6.1): Fiir eine quadratische Matrix A €
K" heillt A € C ein Eigenwert von A und 0 # v € C" ein zugehoriger Eigenvektor,
wenn folgende Relation gilt

Av=Av.

Der zum Eigenwert A zugehérige Eigenraum ist gegeben durch (Unterraum von C”
durch Hinzunahme von v = 0)

Naar={veC’:(A-ADv=0}.

¢ Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird verwendet, daB die Eigenwerte von A Null-
stellen des charakteristischen Polynoms y : K — K sind (wegen Av=Av, v #0 &
(A-ADv=0,vZ0< det(A-AI)=0)

n .
A EBigenwertvon A < y(1)=0, y(A)=det(A-Al)= Z A, c,=E=D".
i=0

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dal§ ein Polynom vom Grad n mit Koef-
fizienten in K genau n komplexe Nullstellen besitzt (mit Vielfachheit gezdhlt) und
folglich besitzt eine Matrix A € K"*” genau n komplexe Eigenwerte (mit Vielfach-
heit gezdhlt).

Die Vielfachheit eines Eigenwertes bezeichnet man als algebraische Multi-
plizitdat u(A) des Eigenwertes und die Dimension des zugehorigen Eigenraumes
als seine geometrische Multiplizitat v(A). Es gilt v(1) < p(A) (s.u.).

_ 11 2%x2
A—(O 1)€R

Beispiel: Die Matrix

besitzt den Eigenwert A = 1 € R mit algebraischer Multiplizitdt u(1) = 2. Wegen

_ 01 U1l _[V2] _ 0 _ 1
(A-ADv =0, v#0 <— (O 0)(1/2)_(0)_(0) — v—vl(o), v1 Z0

sind alle Vielfachen des ersten Standardbasisvektors zugehorige Eigenvektoren.
Folglich ist der zugehorige Eigenraum gegeben durch

Na-ar = (er) <R,
d.h. die geometrische Multiplizitdt des Eigenwertes ist

vil)=1=pu()=2.
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- Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A € K"*" hei8t Spektrum von A und der
betragsmallig grote Eigenwert gibt den Spektralradius der Matrix an

o ={AeC:AEigenwertvon A}, p=sup{lAl:1eo}.

— Falls fiir alle Eigenwerte der Matrix A € K"*"* algebraische und geometrische
Multiplizitédt iibereinstimmen

p) =v(),
gibt es eine Basis vy,..., v, des C", die von zugehorigen Eigenvektoren gebildet
wird. Wegen
AV =VA,
M
A(vr|-| vn) = (Ava |-+ Avp) = (Mvn |-+ Apwg) = (v1] -+ vn) ,
=VeCn=n An

ist die Matrix diagonalisierbar mit zugehoriger Diagonalisierung A € C"*" (auf-
grund der linearen Unabhingigkeit der Basisvektoren ist V invertierbar)

AV=VA < A=VAV! < A=V'aV.

Falls die Matrix A € K*" unitir diagonalisierbar ist, d.h. eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren existiert, folgt insbesondere (wegen V! = V*)

AV=VA < A=VAV" < A=V*AV.

— Die Transformation
Fr: K™ S K™ A T7YAT

mit invertierbarer Matrix T € K" heit eine Ahnlichkeitstransformation. Dies
entspricht einem Basiswechsel im Definitionsbereich und Bildbereich (verwende
y=Ax,X=Tx,y=Ty=TAx=TAT '%).

Die Matrix A und die transformierte Matrix T~! AT besitzen dieselben Eigenwerte
und mittels Fr transformierte Eigenrdume

Av=2Av, 0#veNyy={veK':(A—ADv=0}
— ATw=ATw, 0#veNy_a;, O0Zw=T v

v=Tw,w=T"1v

= T 'ATw=Aw, 0#we Ny ={weK":(TTTAT-AD)w=0}.
* Nicht jede (qudratische) Matrix ist diagonalisierbar, jedoch kann jede (quadratische)

Matrix mittels einer unitiren Ahnlichkeitstransformation auf Dreiecksgestalt trans-
formiert werden.
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Lemma von Schur (Satz 6.2): Fiir jede Matrix A € K" mit (beliebig angeordneten)
Eigenwerten A,,...,1, € C gibt es eine unitdre Matrix T € C"*"* (d.h. T*T = I) derart,
daR

Az]_ 812 cose S]n

T*AT =S, S
Sn—l,n
An
Denn: Essei 1; € C ein Eigenwert der Matrix A € K"*" und 0 # v; € C" ein zugehoriger
Eigenvektor
AU1 = /11 vy,

wobei zusitzlich [|v1]2 = 1 und v;; = 0 (v;; bezeichne die erste Komponente von v;)
angenommen wird. Friihere Uberlegungen zeigten, wie eine Householder-Reflexion
T, € """ konstruiert werden kann, sodal$ (Elimination in der ersten Spalte, verwende
die Relation T; ' = T;" = Ty, explizite Angabe von T; wird nicht benétigt)

-1
T1U1:€1, Tlelle e =vn.

Mit Hilfe der Relation

n

T ..

e; Bej= Z 5ikBkg5jg=bij, 1<i,j=n,
k=1

folgt somit

(MATY), =e/ AT ey =¢] TI1ATie; = e,

=0 =l =e1

TTl AU1 :ﬂlef T1 4] :/héil,
~—~— ~—~—

A o* L. %
0
TAT =] . B ,  Agecthnl
: 2
0

Da A und T; AT dhnliche Matrizen sind, besitzen sie dieselben Eigenwerte. Weiters
gilt fiir das charakteristische Polynom (Determinantenentwicklungssatz)

x(A) =det(A—-AI) =det(T1 A Tl_l —A) = (A1 —A)det(Ar — AD),

d.h. die restlichen Eigenwerte A,,...,1, von A sind Eigenwerte von A,. Induktiv folgt
mittels der Transformationsmatrizen

1 1
T, = T , T3 = 1 , etc.,
13
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die Relation
Al ox L.

?”—1"'T1,AT1_1"'T’1_-11,:

=T* =Ty Tp_1=T

sk
An
und damit die Behauptung. ¢

Bemerkung: Das Lemma von Schur wird vorwiegend fiir theoretische Uberlegungen
verwendet (s.u.). Die Berechnung der Matrizen S, T (entsprechend der Herleitung) be-
notigt die Kenntnis der Eigenwerte von A und zugehoriger Eigenvektoren.

Folgerung: Essei A € C ein Eigenwert von A € K"*" mit algebraischer Multiplizitat u(1)
und geometrischer Multiplizitdt v(1). Es gilt

v(A) = ud).
Denn: Nach dem Lemma von Schur reicht es aus, die unitar transformierte Matrix

/11 512 Sln

T*AT=S, S - -,
’ Sn—l,n
An

zu betrachten, wobei die Eigenwerte A;,...,1, von A derart angeordnet sein sollen,
daB Ay = A,..., A, = A. Betrachte beispielsweise den Fall

) =n=3

und bestimme den zugehorigen Eigenraum durch Losung des linearen Gleichungs-

systems
0 Sz Si3) (1 S12v2 + 81303 0
(T*AT—/lI)V: 0 523 Uy | = 5231}3 =10].
0 U3 0 0

Die Unterscheidung der folgenden Fille

S12#0, S13=0, Sx3#0
S12=0, S13#0, S23#0
S12#0, S13#0, S23#0

vp =v3=0, vy beliebig = v(1)=1,

v3 =0, vy, 12 beliebig = v(A)=2,

S12=0, S13=0, S»3=0 = 1,19, v3beliebig = v(1)=3,
S12#0, S13=0, S»3=0 = 1v,=0, v},v3beliebig = vA)=2,
S12=0, S13#0, S»3=0 = wv3=0, v},v,beliebig = v(A)=2,
S12=0, S13=0, S»3#0 = wv3=0, v}, beliebig = v(1)=2,
S12#0, S13#0, Sy3=0 —= VZZ_%W” v1,v3 beliebig = v(1)=2,
fr——
-
—

v, =0,v3 =0, vy beliebig = v(1)=1,
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zeigt v(A) < u(A). Ahnlich Uberlegungen zeigen die Behauptung des Resultates im all-
gemeinen Fall. ¢

Eine quadratische Matrix A € K"*" heilt normal, wenn
ATA=AA".
Spezialfille:
— Reelle symmetrische Matrizen

A=AT=A — A*A=A’=AA*.

Selbstadjungierte Matrizen

A=A = A*A=A%’=AA".

Reelle antisymmetrische Matrizen (d.h. AT = - A)
A'=AT=-A = AA=-A’=AA".

Reelle orthogonale Matrizen
Ar=AT=4"1 = AA=I=AA".

Unitdre Matrizen

A*=A"! = A'A=I=AA".
Resultat zur unitdaren Diagonalisierbarkeit (Korollar 6.3): Eine Matrix A € K"*" ist
genau dann normal, wenn es eine unitidre Matrix T € C"*" gibt, derart da
M
T*AT=A=
An

Folglich besitzt eine normale Matrix A ein vollstdndiges System orthonormaler Eigen-
vektoren und insbesondere gilt u(1) = v(A) fiir alle Eigenwerte A von A.
Denn: Mittels Lemma von Schur folgt die Darstellung

T*AT=S
mit unitdrer Matrix 7 und oberer Dreiecksmatrix S und folglich (wegen T-1=T%
A=T*'ST ' =TST*,
A" =(TST")* =T"*S*"T*=TS"T",
TS*ST* =TS T*TST*=A*"A=AA"=TST*TS*T*"=TSS*T* < S§*S=SS".
Die schrittweise Betrachtung der Koeffizienten der Differenz
§*S-88* =0

impliziert S;; =0fir1 <i <i+1 < j < nund damit S = A mit Diagonalmatrix A. Ist
andererseits S= Aund T*AT = A so folgt A*A=TA?T* = AA*.¢
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Folgerung fiir selbstadjungierte Matrizen:

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K"*" ist unitdr diagonalisierbar und alle Eigen-
werte sind reell.

- Eine selbstadjungierte Matrix A € K" ist genau dann positiv definit, wenn alle
Eigenwerte positiv sind.

Denn: Eine selbstadjungierte Matrix (d.h. A* = A) ist insbesondere normal und damit
unitdr diagonalisierbar
T*AT =A, A=TAT".

Damit folgt
TA*T* = T**A*T* = (TAT*)" = A* = A= TAT"
— A=A < A;=1;, l<is<sn < A;jeR, l<i<n.
Die Wahl 0 # x = v; = T_; fiir 1 < j < n zeigt, dall die Matrix positiv definit ist, wenn
0<x*Ax:vl-*Avi:Ai||v,-||§ — A;>0, 1<i<n.
—~—
=/ll'l}l'

Gilt andererseits 1; > 0 fiir alle 1 < i < n, so folgt fiir jedes Element 0 # x € K" mittels
der Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis v,..., v,

n
O;éx:Zcivi, vi=T; 1<i<n,
i=1

die Relation

n
x*Ax=) cix*Av; =

n
i=1 i=

n n
* —_ * 2
ciAix v = Z CiCj/lil)jUiZZ|Ci| Ai>0.
1 ij=1 —— =l

=5

Dies zeigt die Behauptung. ¢

Resultat zur Kondition der Eigenwertberechnung einer normalen Matrix (Satz 6.4):
Es sei A € K" eine normale Matrix (d.h. A*A = A A*) mit Eigenwerten 1,,...,4, € C.
Dann gilt fiir die entsprechenden Eigenwerte A1,..., Ay der Matrix A+ a die folgende
Abschétzung (ohne Begriindung)

|Ij—/1j| <|lall,.

Somit ist die Eigenwertberechnung einer normalen Matrix sehr gut konditioniert.
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6.2. Singulirwertzerlegung
* Voriiberlegungen:

- Betrachte eine Matrix A € K" mit m = nund rg(A) = k mit 1 < k < n. Die Matrix
B = A" A e K™" ist selbstadjungiert und positiv semi-definit

B*=(A"A)*=A"A"" = A*A=B, x*Bx=x"A"Ax= ||Ax||§ >0, xek”.

Insbesondere ist die Matrix B = A* A unitir diagonalisierbar mit nicht-negativen
(reellen) Eigenwerten, d.h. es existiert eine unitdre Matrix T € C'**" derart, dal§

M
T*A*AT=A= ,  T*T=I, A;=0720, 1<is<n.

- Wegen rg(B) = rg(A* A) = rg(A) = k (verwende die Relation rg(A) = n —dim.4,
sowie 1g(A* A) = n—dim .43+ 4 = n —dim .4, = rg(A)) folgt nach eventueller Um-
ordnung der Eigenwerte (und entsprechender Anpassung von T)

MzApz-2 >0, Aks1=-=A,=0.

— Die Relation

M

T*A*AT=A < S§*S=A=
S=AT 0

0

zeigt, daB die Spalten der Matrix AT = S = (s1|-++| s,) € ™" orthogonal aufein-
ander stehen, d.h. s}f si=0fiirl <i,j < nmiti# j (die Spalten sind nicht notwen-
digerweise normiert, es gilt s;'s; = A; > 0). Zusétzliche Normierung der ersten k
Spalten von S

=1 -1 m ;
u,—\//l_is,—aislett , 1<i<k,
und Ergdnzung mit orthonormalen Vektoren u1,..., u, € C™" fiihrt auf die Rela-
tion
01
AT =S= (01| | ouk|Oksr s |-+ | ontn) = (| -] un)

On

85



und weiters auf die reduzierte Singuldarwertzerlegung von A

A=UZT,
A=(ar| | ap) eK™",  TeC™, T*'T=I,
01
U=(w]|-|u)ec™”, 0*U=1, 2= eR™"

Opn

Die (volle) Singulirwertzerlegung von A ergibt sich bei Ergéinzung von U zu ei-
ner Orthonormalbasis des C"”* und entsprechender Ergdnzung von X um Nullzei-

len
A=UZT",
A=(ar|-|ap) eK™",  TeC™, T*'T=I,
01
U=(w||un)ec™™, vu=1, z=| "~ |er™",
On
0 ... 0

vgl. Skriptum, S. 100.

Bemerkungen:

- Die Erweiterung auf den Fall m < n ergibt sich durch Betrachtung der Singuléar-
wertzerlegung der adjungierten Matrix A* = UXV* € K™* mit n = m und Ad-
junktion A= (UZV*)* = VZTU* e K™,

- Wie iiblich werden von nun an die Bezeichnungen A = UXV* verwendet.

Resultat zur Singuldrwertzerlegung (Satz 6.5): Jede Matrix A € K""*” mit Rang rg(A) =
k, wobei 1 < k < min{m, n}, besitzt die Darstellung

A=UZV",
ueC™™ U*'U=I, veCc™", v'v=lI,
T =diag(o1,...,0minimm) ER™",  01=-=20,>0, Ofi1="""=Omingmn =0,
mit unitdren Matrizen U, V und Matrix X definiert durch die Singuldrwerte von A.

Mogliche Anwendung der Singuldrwertzerlegung zur Losung eines linearen
Gleichungssystems (entspricht einer Entkopplung der Gleichungen durch geeig-
nete Basiswechsel)

Ax=b < UIV'x=b < Zy=c, y=V'x, ¢=U"D.
A=UzV*

Falls die Matrix A unitdr diagonalisierbar ist, ergibt sich insbesondere

Ax=b << TAT*x=b < Ay=c, y=T"x, ¢c=T"Db.
AT=TA
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* Eigenschaften der Singulidrwertzerlegung (Korollar 6.6): Fiir die Singuldrwertzerle-
gung A= UZXZV* einer Matrix gelten folgende Eigenschaften:

- Die Quadrate der Singuldrwerte {0%, .. .,0%} stimmen mit den Eigenwerten von
A*Aund A A* iiberein.

- Esgilt Z4 = (uy, ..., uxy und Ny = (Vi+1,..., Un).
- Es gilt (wobei x(A) = oo fiiro, =0)

Al =01, K(A)=g—:l.

e Voriiberlegung: Mittels der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A € K™*"

A=UZV*,
V=(u|-|vp)ec™”, vV'v=I, U=(u||un)ec™™, U'U=I,
o1 ) (o8] 0
T = N eER™™, m=n, I= | eR™ m<n,
On 0
0 ... 0 In

ergibt sich wegen

m k k
Ax=UZV*'x=Uy=) yjui=) 0;U;Xu;=) 0iUjV;x
l l )
v i=1 i=1 i=1

=y
o10] X
vy x i}
) OrViX
y:Z . = Ok ’
vy X )
0

die Darstellung von A als Summe der Rang 1 Matrizen u;v; e C"™* " flir1<i<k
k
A=) oiuv;.
i=1

Diese Darstellung wird zur Approximation der Matrix A verwendet.

Bemerkung: Fir orthonormale Vektoren z,..., 2z € K" und Skalare c;, ..., c; € K gilt
die folgende Relation (Satz von Pythagoras)

k 2 n n n n
HZC,'Z,' =<ZC,'Z,"ZC]'Z]'> = Z CiC_j<Zi|Zj>2:Z|Ci|2-
i=1 I | i=1 2 — ix

ij=1

ZZ;Z,'=5U
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Resultat zur Approximation einer Matrix durch Matrizen niedrigeren Ranges (Satz
6.7): Fur die Approximation der Matrix A durch eine Matrix Aj vom Rang 1< j<k-1

J k
Aj= Zaiuiv;‘ ~A= ZO‘iuiU;k
i=1 i=1
gilt die Relation
IAj— Al =inf{| A= Bll,: BeC™*",1g(B) < j} =0 ;1.
Denn: (i) Zeige zunéchst die Relation
IAj—All2=0j+1.

Einerseits gilt fiir 1 < j < k-1 (Anwendung des Satzes von Pythagoras auf die Ortho-
normalbasis uy,..., U;)

A— A]—Zau, Zau,v—ZU,u,l,

i=1 i=j+1

k
|4~ Ajll2 = max | (A= Apxlo = max H Z oivrxui| = max .| Y o?vrx?,
ixl= xlh=1 1, 5 Tixl=1\| 5

Mit Hilfe der Darstellung beziiglich der Basis vy, ..., v, € C" folgt weiters fiir jedes Ele-
ment x € C" mit ||x[l; =1 (wegeno; <o fiir j+1<i<k)

n n
\/Z|éi|2, vix=) &vjvi=¢j,
i=1 i=1 ~—

n n
=Y &, 1=lxlo=| X e =
i=1 i=1 2

:5U

k k
IA-Ajlz= max ,| > o?lvix|*>< max  Tj+1 Y ik <0j4.

llxll2=1 i=j+1 lxll2= i=j+1

————
<1
Mit der Wahl x = v, gilt (beachte, daf |vj;1ll2=1)
k
_ 2 _
0j+1—\ Y AlvivinalP<slA-Ajlz <o = [A-Ajl2=0j41.
i=j+1

(ii) Zeige die Relation
|Aj— Al =inf{| A—Bll,: Be C"™*",1g(B) < j}.
Unter der Annahme fiir B € C"*" gilt

1gB)<jeodmAg=n-j, IA=Bll2 <0j41.
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Wihlt man einen (n — j)-dimensionalen Unterraum U; c .45 < C", so folgt

0ZuelU;: (A—-Bu=Au—Bu=Au
= |Aul2 =11(A=Blull2 = |A-Bll2llull2 < gj+1llull2.

Betrachtet man den j + 1 dimensionalen Unterraum U, = (vy,...,Vj41) € C", so gilt
(beachte, dal j +1<k)

j+1 k
u=> civiel, A=) osuevy,
i=1 (=1
j+1 j+1l k j+1
Au= Z CiAv; = Z Z CiOoUp U, V; = Z CioilU;,
i=1 i=1¢=1 ~ =1
=60
j+1 j+1
lulz=4| X lcil?,  NAullz=4| Y o%lcil? =0 )14 | 2 lcil? = 0jsrllullz.

i=1 i=1

Wegen 1 < j<k-1<k<nfolgtdimU, 2n-j=1und dimU, = j+1 =2 und
damit dim(U; n U,) = 1, d.h. es existiert ein Element 0 # u € U; N U, mit einerseits
| Aull2 < gj1llullz und andererseits || Aull2 = oj41llull2. Widerspruch! Somit folgt die
Behauptung. ¢

* Bemerkung: Niedrigrangapproximationen von Matrizen haben Anwendungen in ver-
schiedenen Bereichen der Numerischen Mathematik (Theorie der Inversen Probleme,
Bildkompression).

Beispiel, vgl. Skriptum S. 104: Ein Bild bestehend aus m x n Pixel entspricht einer Ma-
trix A € R"*" (Koeffizient a;; entspricht dem Wert des Pixel an der Position (i, j), d.h.
einer Farbstufe). Eine Kompression des Bildes entspricht der Approximation der Ma-
trix A durch eine Matrix Aj vom Rang 1< j<k-1

J k
— . . *N — . . *
Aj= E oiuiv; = A= E oiu;v; .
— .

1= i=1

Ergebnis fiir m =576, n =768, j = 30.

¢ Bemerkungen:

- Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung A = UZV™ einer Matrix konnte man
im Prinzip die Eigenwertzerlegung von B = A* A verwenden (zunéchst die Rela-
tion V*BV = 22 zur Berechnung von X und V sowie die Relation AV = UZX zur
Berechnung von U). Diese Vorgehensweise kann allerdings zu einem numerisch
instabilen Algorithmus fiihren, weil sich kleine Anderungen der Koeffizienten
von A stirker auf die Eigenwerte von B auswirken als auf die Singuldrwerte von A.
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Zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung ist es vorteilhafter, die Matrix

A:(A A*)

und die zugehorige Eigenwertrelation (ohne explizite Berechnung von A, ver-
wende A=UZV*© AV =UZbzw. A* =VIU* © A*U=VY)

AV=VZ, z:(z —z)’ V:(V V),

B NI R AR AN

zu verwenden.
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6.3. Algorithmen zum Eigenwertproblem (Uberblick)

e Vorbemerkungen:

- Da es keine explizite Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen Polynoms ho-
heren Grades gibt, kann es keine explizite Formel fiir die Eigenwerte einer allge-
meinen Matrix hoherer Dimension geben. Ein Polynom vom Grad m = 1 mit
Koeffizienten c; € K fiir 0 < i < m (Leitkoeffizient c¢,, = 1)

m .
p:K—-K:z—p)=) ¢z
i=0

entspricht ndmlich dem charakteristischen Polynom der folgenden Matrix
(zusétzliches Vorzeichen (-1)", geeignete GauB3-Elimination zur Berechnung
von det(A — AI) zeigt den Zusammenhang)

1 —C1
A=| o lew™™ y) =deta-aD.

I —cma

- Die obigen Uberlegungen zeigen, daB ein numerisches Verfahren zur Berech-
nung eines (bzw. mehrerer) Eigenwertes A einer allgemeinen Matrix A € K"*"
notwendigerweise ein iteratives Verfahren sein muf3, d.h. ein Verfahren der Form

AED — (A 0) - k>0,

welches eine Folge von Ndherungswerten an A ergibt. Sofern das Verfahren kon-
vergiert, d.h. es ist
lim A% = A,

k—o0
bricht man die Iteration ab, sobald eine ausreichende Genauigkeit erreicht wer-
den konnte (beispielsweise verwendet man das Abbruchkriterium |A¥+D - 10| <
ToL)
A% — 2| <Tor.

- Das meistverwendete numerische Verfahren zur Berechnung samtlicher Eigen-
werte einer Matrix, der QR-Algorithmus (mit Shift), basiert auf dem Lemma von
Schur. Dieses besagt, dal jede Matrix A € K" mittels einer unitdren Matrix
T eC"™" (d.h. T* T = I) auf Dreiecksform transformiert werden kann

/11 512 Sln
A — S=T'AT=
Sn—l,n

An
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Die Diagonalelemente von S entsprechen den Eigenwerten 1,,...,1, € C von A
(die Eigenwerte von A bleiben unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten). Die
grundlegende Idee ist es, eine Folge von unitdren Matrizen Q € C"*" fiir k = 1 zu
konstruieren, derart dal die transformierten Matrizen gegen S konvergieren

A=A, Ak+1:QZAka, k=1,2,3,...
A=A — A=QjAQ — A3=Q;Q/AQ1Q2 —
limAk:S.

k—oo

Dazu verwendet man die Transformation von A € K" auf obere Hessenberg-
Form sowie die Idee der (inversen) Vektoriteration.

— Beispielsweise mittels Householder-Reflexionen 148t sich eine allgemeinen Ma-
trix A € K" auf obere Hessenberg-Form transformieren

Hyo ... Hy,

A — H=rar=|M

Hn,n—l Hnn
+ 1. Schritt: Konstruktion einer Householder-Reflexion Q; € K*~1*"*~1 derart,

dall die Spaltenelemente (az1,...,a,1) T € K™ 1 auf ein Vielfaches des Stan-
dardbasisvektors e; € R"~! abgebildet werden. Mit

1
a=[" 4
folgt somit (beachte, dall die entstehenden Matrizen AQ; und Q;AQ, die
gewliinschte Form haben)

* % *
. * ok *
A — QAQ=

+ Die Anwendung analoger Ideen auf die entstehenden Teilmatrizen fiihrt
nach n —2 Schritten auf eine Matrix in oberer Hessenberg-Form. Die Anzahl
der benotigten Operationen (Addition oder Multiplikation in K) ist

+ Man beachte, dal im Spezialfall einer selbstadjungierten Matrix A € K"*"
(d.h. esist A* = A) die enstehenden Matrizen ebenfalls selbstadjungiert sind.
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Somit fiihrt die obige Vorgehensweise auf eine selbstadjungierte Tridiago-
nalmatrix
Hy Hi
A — H=raT=|"0 T ,
- - Hy-1,n
Hn,n—l Hnn

Hi;eR, Hi1,,=H;is1€R, l<si<i+1l<n.
— Im Folgenden werden grundlegende Ideen behandelt, die zur Konstruktion von
Algorithmen fiir Eigenwertberechnungen fiihren. Fiir die praktische Berechnung

von Eigenwerten und Eigenvektoren sollte man ausgekliigelte Software-Pakete
verwenden.
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6.4. Vektoriteration und inverse Vektoriteration

e Situation: Es sei A € R”*" eine symmetrische und reelle (quadratische) Matrix (d.h. es
ist AT = A). Folglich sind alle Eigenwerte A1,...,1, von A reell und es gibt ein vollstidn-
diges System von orthonormalen Eigenvektoren vy, ..., v, € R”, d.h. es gilt

AV=VA, V=(u|-|vy)eR™", vi=v",  A=diagh,...,An) eR™",
vgl. fritheres Resultat zur unitdren Diagonalisierbarkeit einer normalen Matrix und

Folgerung fiir selbstadjungierte Matrizen.

Bemerkung: Symmetrische reelle Matrizen sind bedeutsam in Hinblick auf prak-
tische Anwendungen und erlauben gewisse Vereinfachungen. Beispielsweise fiih-
ren Ahnlichkeitstransformationen mittels Householder-Reflexionen auf symmetrische
Tridiagonalmatrizen.

e Fir Ae R™" und x € R" ist der Rayleigh-Quotient gegeben durch

xTAx
xTx’

n n
r:R"\ {0} - R:x— r(x) = xTAx= Z Xiaijxj, xTx:Zx?.

i,j=1 i=1
Fiir den Gradienten ergibt sich folgende Relation (verwende Symmetrie a;; = a;; fiir
1 <1i,j < nundbeachte r'(x) = (0x, 7(X),...,0x,7(x)) € R1*™)

r'(x) =2 —— (40" - rx"),

2_
xTx

n
> Bipaijxj+xiaijd jo)
ij=1

X
Oy, T(x) = —2r(x)x—T£x

xTx
n n
Z agjXj + Z XiAie
j=1 i=1 Xy
= T =2r(X)——
x'x x'x
(Ax) 1
xTx

=2

2r(x) all
xTx
P ((Ax) g1 — r(x)x0)
- xTx /1 l)-
Ist 0 # v € R” ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R, folgt insbesondere

r(v)=A4, r’(v):Z%(/lvT—r(v) vT):O.
vliv ff

Taylorreihenentwicklung von r um v zeigt somit

r(x) =r@)+0(lx-vl3).
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Dies zeigt, dald der Rayleight-Quotient fiir eine gute Ndherung x an einen Eigenvek-
tor v eine gute Approximation an den zugehorigen Eigenwert darstellt

r)=rw=1, r@-r=0(lx-vl3).
* Die obigen Uberlegungen motivieren die (direkte) Vektoriteration
2 = AxkD = 4RO A0 2 () 5 1,

mit einem geeignet gewihlten Startvektor x© € R” mit || x?|, = 1 (mit Erginzung ei-
nes Abbruchkriteriums)

x=x©
fork=1,2,...
x=Ax
A=r(x)
end

Mittels der Darstellung des Startvektors beziiglich der Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren ergibt sich (unter der Annahme |A;| > [A] = -+ = |1, = 0und &; = v] x©@ #0)

n
xXO=% &,
i=1
k k. (0) _ Y k L k k 5 Ak
W =A x”=ZEiA vi=Z€ilivi=€1ll(V1+Zﬁ(ﬁ) vi),
i ' im2

1 k Aivk k—o0
fl/lkX()_Ul-i_Z ( l) Vi /’L-_) V.
i=2 |A_i|:0i<l

Fiir den Rayleigh-Quotienten folgt weiters
n
”x(k) ”2 Zfz/l% .52/12k+ 262/1% 52/1216(1 + Z _2 (_) )
i=1 i=2 &

(x(k))TAx(k):(ZéngU]) Z‘f ;Lk+1 Z 5€]Ak+1ﬂk UTUl Z‘f Azk+1
i=1

6,j=1 p4
:61']
n 2
é%A%k+l (1+Z%(ii)2k+l)
. 1
r(x(k)):m(x(k))TAx(k) TG lng A2k = — 1;1252, —
G (1+ ) % (39
i=2
&8 A\ 2k+1
1+Z€—2(%) ’
_ i=2"! k=00
1+§é§(l—i)
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Hier wurden die folgenden Relationen verwendet (geometrische Reihe, fiir p hinrei-
chend klein)

o0
V4 1+0(p)
ﬁ:;oq , lgl<1, 1+ﬁ(g):l+ﬁ(9).

Dies zeigt, dall die mittels der Vektoriteration berechneten Ndherungswerte gegen den
dominanten (d.h. betragsméllig groten) Eigenwert und einen zugehorigen Eigenvek-
tor konvergieren (unter der Annahme |Ay| > [A12]| = --- = [1,] = 0 und der Forderung
vix© =& #0,c=4%1)

1 (k) k—oo (k) k—o00
1R @) = A

Bemerkungen:
- Beachte, dal3 der Rayleigh-Quotient skalierungsinvariant ist

B (cx)TA(cx) B cxT Ax

ricx) =

cx)Tex)  xTx =rix), c#0.

Eine Normierung der Approximationen x* dient dazu, rasch auftretenden Over-
flow (falls [A;] > 1) bzw. Underflow (falls [A;] < 1) zu verhindern.

- Die Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration wird durch die Grée

— |42
o2l = |/11 |
bestimmt. Falls |p| = 1 ist die Konvergenzrate sehr diirftig.

- Analoge Uberlegungen gelten fiir eine diagonalisierbare Matrix A € K"*",

Vorbemerkungen: Wesentliche Nachteile der direkten Vektoriteration sind, da8

— nur der betragsmifig grolSte Eigenwerte und ein zugehoriger Eigenwert berech-
net werden kénnen und

- die Konvergenzrate unzufriedenstellend ist, falls |p.| = |%| ~1.

Die inverse Vektoriteration basiert auf der Umformulierung der Eigenrelation (wobei
peERmMitu#A;fiirl<i<n)
Avi=Aiv;, 1<i<sn << (A—,Lt[)l/l':(&i—[,t)l)i, l<isn

— (A—u[)_lvi:ﬁvi, l<i<n

= Auwi=Av;, B=(A-puD™', =41, l=is=n.

Unter der Annahme, dal} eine Ndherung 1 = A; an den gesuchten Eigenwert der Ma-
trix A bekannt ist, fithrt man die direkte Vektoriteration fiir die Matrix A, durch

k A k-1 -1_.(k-1 7k k T 1 1
xW = A, x* Y = (A—pn~x® D, )L():r(x()):)tzr_u, Ai= =5+ 1.

>
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Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die Lésung eines linearen Gleichungssystems
(effiziente Umsetzung durch Berechnung z.B. einer LR-Zerlegung der Matrix, pro Itera-
tionsschritt sind dann eine Vorwdrtssubstitution und eine Riickwértssubstitution no-
tig)
(A=pul) xR = k=1

Sofern eine gute Ndherung p = A; bekannt ist und die restlichen Eigenwerte von A
deutlich verschieden von A; sind, ist die Konvergenzrate der inversen Vektoriteration
wegen

[Ai—pl
IAj—ul

Ai—pl<<|Aj—ul, 1=<i,j<n, j£i < <1, 1<i,jsn, j#i

ausgezeichnet.

Bemerkung: Es ist zu beachten, dal§ bei der inversen Vektoriteration im allgemeinen
Matrizen mit groBer Konditionszahl auftreten (falls [A; — u| = 0 ist (A — ,uI)‘1 nahezu
singuldr). Dennoch ist die numerische Anwendung sinnvoll. Offene Fragen sind au-
Berdem die Konstruktion geeigneter Startvektoren und optimale Abbruchkriterien.

97



6.5. Die Grundidee des QR-Algorithmus

e Vorbemerkung: Der QR-Algorithmus (genauer der QR-Algorithmus mit Shift) ist ein
effizientes numerisch stabiles Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte einer Matrix
Ae KM,

« Ausgehend von der bereits auf Hessenberg-Form transformierten Matrix A = A, ba-
siert der QR-Algorithmus auf einer QR-Zerlegung der Matrix und anschlieBender Ma-
trizenmultiplikation

k=0.

QR-Zerlegung: QWRW = A0
Rekombination: A**+D = RK QK

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dafl alle
Diagonalelemente von R% positiv sind (ansonsten erfolgt eine Reduktion des Pro-
blems, vgl. Skriptum, S. 110). Beachte, daR der Ubergang von A zu A®) einer unitiren
Transformation entspricht

Ak+D — Q(k) — (Q(k))*A(k)Q(k) ,

R(k)
~—~
R(k]:(Q(k))*A(k)

A(k) — (X(k))*Ax(k) , X(k) — Q(O) . Q(k—l) .
Weiters erhilt der QR-Algorithmus Eigenschaften wie Selbstadjungiertheit
(AP) = a® = Ak 2 ((Q(k))*A(k)Q(k))* = (QW)* (AW QB = AK+D
——
=AW
und auch die Hessenberg-Form einer Matrix.

Konvergenz des QR-Algorithmus: Unter der Annahme [A;] > |A2| >--- > |1,] > 0, kon-
vergieren die beim QR-Algorithmus enstehenden Matrizen gegen eine obere Dreiecks-
matrix mit den Eigenwerten der Matrix A als Diagonalelemente

A ox . %
lim A = o .
k—o0
%
An
Denn: Es reicht aus, die Konvergenz der ersten Spalte und der letzten Zeile von A%
nachzuweisen
/11 * Lo ... *
lim AW = : ]
k—o0 . .
* *
An
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weil sich dann die Uberlegungen auf die entstehende Teilmatrix der Dimension n — 2
anwenden lassen.

_ Zunichst stellt man mittels X% = Q©...Q%=D d h. es ist Xk*D = X0 QK fol-
genden Zusammenhang her

AR — (X(k))*AX(k) — Ax®=x® Q& _ xk+)pk)
~~
—QWR®)
— Speziell fiir die erste Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der obe-
ren Dreiecksform von R%®
AX(k) — X(k+1)R(k)
(k) _ y(k+1) plk) _ pk) y(k+1) ,  _ p(k) y(k+1)
AXT1=X RTI=R'X e1=Ry X",

d.h. die Iteration fiir die erste Spalte entspricht einer direkten Vektoriteration

(k+1) _ (k) 4.,k (k) _ _1 (k) _ (k)
¥y =cV Ay, c _R(k]>0’ ¥y _X_,l,
11

mit Konvergenz gegen einen Eigenvektor von A zum betragsmaillig grolSten Ei-
genwert 1.

- Adjunktion und Inversion der obigen Relation ergibt (Transformationsmatrizen
sind unitdr, d.h. esist 77! = T* und (T7})" = T)

AX(k) — X(k+1)R(k) ,

(X(k))*A* — (Ax(k))* — (X(k"'l)R(k))* — (R(k))*(X(k+1))*,

Speziell fiir die letzte Spalte der entstehenden Matrix ergibt sich aufgrund der
unteren Dreiecksform von (R%®)”

* * -1 * -1
(A7) X8, = x®((RO)) = ((R9)7) " xEDe, = Lox ey,

— pl
—-n n,n nn

2k = g (471 g0 gk S g g 0 2 x B

—n’

d.h. die Iteration fiir die letzte Spalte entspricht einer inversen Vektoriteration mit
Konvergenz gegen einen Eigenvektor z von A* zum betragsmaRig kleinsten Ei-
genwert u. Wegen (Eigenrelation fiir die adjungierte Matrix und Zusammenhang
mit den zugehorigen Eigenwerten und linksseitigen Eigenvektoren)

A'z=uzo z"A=puz"
stimmt p mit A, iberein.

99



— Insgesamt ergibt sich somit fiir die erste Spalte bzw. letzte Zeile von A (vgl. Ab-
schnitt 6.4)
A(k) — (X(k)) *AX(k) )
AB = AWy = (x0) " AxBey = (XP) AxF) P Ape,
——
-+l
AB = o AR = (4" x P el)* x® = (47 x0) x 0 =2 el
——

—Anz
Dies ergibt die Behauptung. ¢

* QR-Algorithmus mit Shift: Im Allgemeinen wird eine Modifikation des QR-
Algorithmus verwendet mit einem zusédtzlichen Shift, &hnlich der Idee der inversen
Vektoriteration. Damit verbessert man die Konvergenzrate der letzten Zeile der ent-
stehenden Matrix A,

Beispiel: Speziell fiir die folgende Matrix

S O W
(=2 \C RGO SV)
== NN
—

ist die Konvergenzrate des QR-Algorithmus sehr diirftig. Ein zufriedenstellendes Er-
gebnis ergibt sich hingegen mittels des QR-Algorithmus mit Shift.

e Bemerkung: Nicht behandelt werden alternative Verfahren zu Eigenwertberechnun-
gen. Fiir symmetrische und reelle Tridiagonalmatrizen verwendet ein numerisch sta-
biles Verfahren die Bisektionsmethode nach Givens oder Sturmsche Ketten. Ein wei-
teres Verfahren ist das Verfahren von Arnoldi.
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7. Nichtlineare Gleichungssysteme

e Problemstellung: Betrachtet wird eine nichtlineare Funktion (wie tiblich sei R" =

R l)

x]_ f].(xly---yxn)

f:an_,[Rn:x: |—>f(x): ,

Xn fl’l(xlv-'!xn)
die als hinreichend oft differenzierbar angenommen wird. Gesucht ist eine
Ndherungslosung an eine (zumindest lokal eindeutige) Losung X € R” des nichtlinea-
ren Gleichungssystems (n Gleichungen, n Unbekannte)

fx)=o0.

Anwendungen:
- Verfahren zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme
- Verfahren zur Losung nichtlinearer gewdhnlicher Differentialgleichungen

- Verfahren zur Losung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen

Vgl. auch den Zusammenhang mit technischen Regelkreisen, Skriptum, S. 116.

* Bemerkungen:

- Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen sind Resultate zur Existenz und
(lokalen) Eindeutigkeit von Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme nicht
allgemein sondern nur in speziellen Situationen giiltig. Deshalb wird im Folgen-
den die (lokale) Existenz und Eindeutigkeit der Losung des betrachteten nichtli-
nearen Gleichungssystems angenommen.

- Hinsichtlich praktischer Anwendungen (komplexe Funktionsvorschrift, zusétzli-
che Berechnungen zur Funktionsauswertung erforderlich) ist es wesentlich, die
Anzahl der Funktionsauswertungen von f moglichst gering zu halten.

- Fiir den Spezialfall einer skalaren nichtlinearen Gleichung
fx)=0, fR-R,

gibt es iterative Verfahren mit ausgezeichneten Konvergenzeigenschaften (sofern
die Existenz und lokale Eindeutigkeit einer Losung gesichert ist und ein einschlie-
Bendes Intervall bekannt ist).

In mehreren Dimensionen ist die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems
hingegen ein schwieriges Problem, und es gibt kein allgemein anwendbares und
mit Sicherheit erfolgreiches numerisches Verfahren.

Die Konvergenzeigenschaften der verwendeten Iterationsverfahren hingen we-
sentlich vom gewihlten Startwert ab. Bisher gibt es fiir die Berechnung eines ge-
eigneten Startwertes kein allgemein anwendbares Verfahren.
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— Beachte, da3
R —RF: x— f(x),
flx):R"—=RF: y— f(x)y, xeR”,
") :R"xR"—RF: (y,2)— f(0)(1,2), xeR”,
filxr, ..., xp)
f(x)= : eRF,  xeR”,
Jfelx1,...,x,)
Oy, 1(x1,..0, %) ... Ox, f1(x1,...,%5)

fl(x) = : e RF*" xeR",
axlfk(xl;---;xn) axnfk(xl;---;xn)

n

Z axl-xjfl(xl;u-»xn) J/izj

i,j=1

"o,z = : € R, x,,z€R".

n

Y Oxix, fi(X1,ee0, X0) Yizj

i,j=1

Insbesondere fiir k = 1 ergibt sich (beachte dy,x; f = O, x, f sofern f zweimal stetig
partiell differenzierbar)

fR"—>R:x— f(x),
flx):R"->R:y— f(x)y, xeR",
f"(x):R"xR" > R:(y,2) — f'(x)(3,2), x€eR",
fx) = f(x,...,xn) €R, xeR",

() = (0, f(X1yees X))y ey O, [ (X1, ooy X)) ERMT, xR,

n
ffy=) 0gflx,....x)yi €R,  x,yeR",
i=1

axlxlf(xl,---,xn) axlxnf(xly---;xn)
: eR™", xeR",

f//(x) —

axnxlf(xly---yxn) axnxnf(xl;---»xn)

n
"=y f'z=Y Orix; f (X1, X0) yizj €R, X, y,z€R".
ij=1

e Optimierungsprobleme: Die Minimierung einer differenzierbaren Funktion
g(x) —!>min, g:R">R,
fithrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

fx)=0, f=g R"=R"":x—f(x)=g¢").
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In dieser Situation gibt es zusitzlich alternative numerische Verfahren, die zusétzliche
Eigenschaften der Ableitung von f = g’ ausniitzen (beispielsweise die Symmetrie und
positive Definitheit der Hessematrix f’(x) = g”(x)). Analoge Uberlegungen gelten fiir
Maximierungsprobleme (Betrachtung von — g).
* Inhalt:
- Grundlegende Begriffe und Resultate

— Verfahren fur eindimensionale Probleme (Bisektionsverfahren und Modifikatio-
nen, Newton-Verfahren)

— Verfahren fiir mehrdimensionale Probleme (Modifikationen des Newton-
Verfahrens)
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7.1. Grundbegriffe

e Situation: Es sei f :R" — R" eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Betrach-
tet wird das nichtlineare Gleichungssystem

fx)=0
mit (lokal) eindeutig bestimmter Losung x € R".

* Iterationsverfahren, Fixpunktiteration, Konvergenz:

— Numerische Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Lésung des nicht-
linearen Gleichungssystems f(x) = 0 sind iterative Vefahren. Ausgehend von ei-
nem (geeignet gewdhlten) Startwert x, € R” wird eine Folge (xt)x>; von Néhe-
rungswerten xj € R” an X mittels einer Rekursion der Form

Xk+1 = (P(xk)’ k= 0,

mit Iterationsfunktion ¢ : R” — R” berechnet. Dabei gilt es sicherzustellen, dal
die Iteration (rasch) gegen die gesuchte Losung konvergiert

lim X = X.
k—o0

- Falls die Iterationsfunktion ¢ stetigist und die Folge der Ndherungswerte gegen x
konvergiert, folgt

%= lim xgp1 = lim () = p( lim x¢) = (%),

d.h. die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Iterati-
onsfunktion
f)=0 <= kX =xX.

Dies motiviert die Bezeichnung Fixpunktiteration fiir die obige Iteration.

- Ein Iterationsverfahren heilt global konvergent, wenn man eine Menge D c R"
angeben kann, sodal} die Iteration fiir beliebige Startwerte xp € D gegen den
(eindeutig bestimmten) Fixpunkt x konvergiert. Konvergiert die Iteration nur
fiir Startwerte xg, die hinreichend nahe beim Fixpunkt X liegen, so heilst das
Iterationsverfahren lokal konvergent.

- Essei| - || : R" — R5 eine festgelegte Norm.

Eine Funktion g : D c R"” — R" heil§t Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante
L >0 gibt, sodal fiir alle Elemente x, X € D die folgende Relation gilt

lgx) —gX) = Llx—XxI.

Eine Lipschitz-stetige Funktion ist insbesondere stetig.
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Eine Funktion g : D c R” — R" heildt eine kontrahierende Abbildung (Kontrak-
tion), wenn es eine Konstante 0 < x < 1 gibt, sodaR fiir alle x, X € D die folgende
Relation gilt (beziiglich einer festgelegten Norm || - ||)

lgx)—gl =xllx—XI, 0<x<1,

d.h. die Funktion g ist insbesondere Lipschitz-stetig mit Konstante x < 1.

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes: Fiir eine auf einer
abgeschlossenen Menge definierte kontrahierende Selbstabbildung g: D c R" —
R”" (d.h. es gilt g(D) c D) sichert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz und
Eindeutigkeit eines Fixpunktes x € D. Insbesondere konvergiert die Fixpunktite-
ration xx4+1 = g(xy) fiir beliebige Startwerte x € D gegen den Fixpunkt X.

Neben Einschrittverfahren
Xo gegeben,  xpy1=@(xr), k=0,

sind (insbesondere im Zusammenhang mit numerischen Verfahren zur Losung
nichtlinearer Differentialgleichungen) auch Mehrschrittverfahren gebrauchlich.
Dabei verwendet man mehrere bekannte Approximationswerte zur Bestimmung
des neuen Ndherungswertes (x,;, = @(Xo,...,Xm-1), Xm+1 = Q(X1,...,X) €tc.)

Xo,..-,Xm-1 gegeben, Xk =QPXy ooy Xm—14k), k=0,

Mittels der Umformulierung

Xo Xx Xk+1
Xo=| : |, Xe=| : |, oXp=| - |, k=0,
Xk+m-1
Xm— X _
m—1 k+m-1 (P(Xk)

lalt sich jedes Mehrschrittverfahren auf ein Einschrittverfahren zuriickfiihren
(fiir theoretische Untersuchungen)

X, gegeben, X1 =D(Xy), k=0.

Konvergenzordnung einer Iteration (Definition 7.1): Fiir alle Startwerte xy € D
sei die Iteration konvergent

X1 =@(xK), k=0, lim x; = Xx.

k—o0

Falls es einen Index Ky € N und eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodal die folgende
Abschédtzung mit p > 0 (als Supremum) gilt, heilt p die Konvergenzordnung des
Iterationsverfahrens

X1 — X < cllxg— XIIP fiir alle k = K.
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Im Fall p = 1 spricht man von linearer Konvergenz und die Konstante ¢ hei3t
Konvergenzfaktor. Falls zusidtzlich

[ Xpes1 — Xl
— =0,
k—oo [lxk — X||

spricht man von superlinearer Konvergenz. Im Fall p = 2 spricht man von qua-
dratischer Konvergenz.

Bemerkung: Falls die Iterationsfunktion die folgenden Relationen erfiillt
pP®=0, 1<t<p-1, P @ #0,

folgt mittels einer Taylorreihenentwicklung (beispielsweise fiir den skalaren Fall,
ebenso fiir den allgemeinen Fall)

Xk+1 — X =@(xg) —@(X)
p
=Y L@ - 0%+ 0l - 7P - 93
=0
=L P @ - 0P + O (Ixc - 317,

61 = %I < (% 19 P @)1+ 6 (15 - 7)) Ixc - 17,
und somit ist die Konvergenzordnung des Verfahrens p.

* Eine Linearisierung der Funktion f und Iteration fiihrt auf das Newton-Verfahren

0=f(X) = flxp) + f'(x) (X — x0) + O (1% — x¢17),
O~ f) + ) E—x) <= T=xe—(f'x0) " flxw),

X+l = Xk — (f’(xk))_lf(xk).

- Im eindimensionalen Fall ergibt sich

JACT N )

Xo gegeben, Xk+1 = Xk = P

Veranschaulichung (ersetze Funktion durch lineare Approximation bei x; und
bestimme Nullstelle), vgl. Skriptum, S. 114.

Im mehrdimensionalen Fall erfordert das Newton-Verfahren in jedem Iterati-
onsschritt die Losung eines linearen Gleichungssystems (verwende Hilfsbezeich-
nung § = X — Xi+1)

flx) &k = fxr),

Xk41 = Xk — Sk

Xo gegeben, { k=0.
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- Sofern die Matrix f’(x) fiir k = 0 nicht singulir ist (oder die Matrix f'(x) inver-
tierbar ist und xj fiir k = 0 nahe genug bei der gesuchten Losung x liegt) ist das
Newton-Verfahren wohldefiniert.

Die zugehorige Iterationsfunktion lautet
o) =x- (f0)" fx).

Im Allgemeinen ist das Newton-Verfahren nur lokal konvergent, vgl. auch Abbil-
dung, Skriptum S. 117.

Im Spezialfall f: R — R ergibt sich (Produktregel, f(x) =

p(x) =x— %
fewy 1 f'®) f(x)f”(x) _f@ "™ Fr=y _
@ x)=1 ot T = (o @' (X)) =
e ') f@ ") £ (f (x))? JdE3)
"=t For 2o pwr 0 ¢ W= 7o L

d.h. das Newton-Verfahren ist quadratisch konvergent (in einer geeigneten Um-
gebung einer einfachen Nullstelle x). Dasselbe Resultat gilt im mehrdimensiona-
len Fall (ohne Begriindung).

Beispiel: Quadratische Konvergenz entspricht einer Verdoppelung der korrek-
ten Dezimalziffern (1 — 2 — 4 — 8 — 16 korrekte Stellen)

- 1
lxj—Xxl=wG — lIxjs1—Xl= 102 —  lxj2—xll =

—  lxj3—xll = — xjra— Xl = 55

- Vorteil des Newton-Verfahrens
+ Ausgezeichnetes lokales Konvergenzverhalten (quadratische Konvergenz)
Nachteile des Newton-Verfahrens

+ Im Allgemeinen keine globale Konvergenz
» Notwendigkeit der Berechnung von f'(xy) in jedem Iterationsschritt

Kondition des Nullstellenproblems (skalare nichtlineare Gleichung): Betrachte die
skalare nichtlineare Gleichung

fx)=0, f:R—R, Losung x,
wobei x € R eine m-fache Nullstelle von f sei
fO9®=0, 0<si=m-1, fU(x)#0.
Betrachte weiters die verdnderte skalare nichtlineare Gleichung

gx)=0, g:R—R, Losungy,
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unter der Annahme (Abschwichung durch Betrachtung einer Umgebung der L6-
sung x)
lgx)-f(x)l<e, xeR.

Zuuntersuchen ist, wie grol§ die Abweichung |x—y| der zugehoérigen Losungen ist. Mit-
tels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (verwende, dal$ x eine m-fache Nullstel-
le von f ist)

f()_/) — Z %f(i)()_c) (5/—1_6)1' + ﬁ(lj’_ )—C|m+1) — %f(m)()—c) (5/_ ';C)m + ﬁ(ly_ X|m+1) )
i=0
Mittels der Relation g(y) = 0 folgt
fM-g@=Lr"@y-n"+0(y-x""),
s () -g@) = (1+0(7-%))G-0™,
G-9"=(1+0(7- ) 72 (17) - 83),
7=3l=(1+0(5-)" (|f<$i3)|)

ly-xl =< (1+@’(|37_3C|))% (W'nnﬁ)mﬂ-

3=

1
lfm-g»|™,

Dies fiihrt auf die Abschatzung (Vernachlédssigung von '(|y — x|) fiir m = 2)

i . BT Y C 1
m=1: Iy—xIS(1+_|ff(§)|)|f'(5c)|8’
1
- —_ ! % l
m=2: Iy—x|fc(|f<$k5c)l) e

Daraus folgt, daR die Berechnung mehrfacher Nullstellen ein schlecht konditioniertes

Problem ist (fiir 0 < € << 1 ist g >> €). Ebenso ist die Berechnung einer einfachen
Nullstelle schlecht konditioniert, falls | f (m)(%)| = 0 (schleifender Schnitt).

Rundungsfehleranalyse von Fixpunktiterationen: Unter dem Einfluf von Run-
dungsfehlern wird anstelle der Folge (xx)x=o eine Folge (yi) k=0 berechnet (mit Start-
wert yy = Xo + 0o, die Grollen 6y beschreiben die Rundungsfehler beim Auswerten
von ¢)

X1 =@xk), Y1 =@(yr) +6k, k=0.

Beide Fixpunktiterationen seien konvergent mit Grenzwerten x und y, d.h. es gilt ins-
besondere ¢(x) = x. Weiters gelte

lp'(x)|<c<1.
Mit Hilfe einer Taylorreihenentwicklung (Mittelwertsatz) folgt (fiir ein (' € (yx, x) falls
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Yk < X oder fiir ein (i € (X, y) falls yx > X, Bezeichnung dj. = yi — X)

A1 = YVis —i,:(P(yk)—(,0(3_6)+5k=(,0'((k)(ylc—)_€)+5k
——

=p(yp+8;  =9X
=¢' () Wk — Ve +dis) +6k, k=0,
= dk+1Zm((p'(fk)(yk—ykﬂHﬁk), k=0,

und weiters (Abschw#chung der Voraussetzung |¢'({x)| < ¢ < 1 fiir k = 0 ausreichend,
geometrische Reihe)

\dicr1] = o (19" CONYE = Vst +18k]) < 15 Vi = v |+ 75 18kl k20,

Dies zeigt insbesondere, dal} es bei einer Fixpunktiteration zu keiner Akkumulation
von Rundungsfehlern kommt (Abhédngigkeit vom aktuellen Iterationsschritt)

by 1
| Vi1 — X1 = 155 V6 — Vi1l + 7516kl k=0.
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7.2. Verfahren fiir den eindimensionalen Fall

¢ Bisektionsverfahren:

— Situation: Es sei f:R — R eine stetige Funktion und [a, b] R ein Intervall (Ein-
schliefungsintervall) derart, dal

fla) f(b) <0.

Unter diesen Voraussetzungen existiert (mindestens) eine Nullstelle x € (a, b)
(Zwischenwertsatz). Oft wird zudem angenommen, da das Intervall so gewahlt
ist, daB es genau eine Nullstelle in (a, b) gibt.

- Das Bisektionsverfahren ist ein Zweischrittverfahren. Ausgehend von den Inter-
vallgrenzen a, b und den zugehorigen Funktionswerten f(a), f(b) verwendet es
die Berechnung des Intervallmittelpunktes ¢ = 42 und des zugehorigen Funkti-

2
onswerts f(c).

+ Falls f(a) f(c) =0ist, ist ¢ die gesuchte Nullstelle.

+ Falls f(a) f(c) <0ist, liegt die Nullstelle im Intervall (a, c) und man setzt b =
c.

+ Falls f(a) f(c) > 0ist, liegt die Nullstelle im Intervall (¢, b) und man setzt a =
c.

Die Fortfiihrung der Intervallhalbierung ergibt eine Folge von Ndherungswer-
ten xy41 (Intervallmittelpunkte) an die gesuchte Nullstelle x.

— Zum Nachweis der Konvergenz des Bisektionsverfahrens verwendet man, dalk ei-
ne streng monotone und beschrinkte Folge konvergiert und die Linge der ent-
stehenden Intervalle gegen Null geht. Unter den obigen Voraussetzungen ist das
Bisektionsverfahren global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare

1

Konvergenz) und Konvergenzfaktor ¢ = 5

| Xk = X < 31Xk — X
— Als Abbruchkriterium wéhlt man meist die Liange des Intervalls
b—a<tol,

eventuell zusammen mit dem Kriterium | f(c¢)| < tol (insbesondere bei schleifen-
den Schnitten wire | f (c)| < tol als alleiniges Abbruchkriterium jedoch wenig aus-
sagekriftig). Bei der Wahl der Toleranz sollte die Groe der Nullstelle x miteinbe-
zogen werden.

— Vgl. Pseudo-Code, Skriptum, S. 120.

* Regula falsi:
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- Die Regula falsi ist eine Modifikation des Bisektionsverfahren. Anstelle des

Intervallmittelpunktes ¢ = %b wird die Nullstelle der Sekante durch die Inter-

vallgrenzen berechnet, d.h. die Bedingung 0 = g(x) = f(a) + W(x — a) (ins-
besondere ist g(a) = f(a) und g(b) = f (b)) fithrt auf W(c— a) = — f(a) und
weiters (wegen f(a) f (b) < 0 ist Verfahren wohldefiniert)

_ b—
c—a—f(T;’e(a)f(a)-

— Unter der Annahme, da die Funktion f hinreichend oft differenzierbar ist, ist
die Regula falsi global konvergent mit Konvergenzordnung p = 1 (lineare Kon-
vergenz).

| Xk41 — X < K |xp — X[

Allerdings kann der Fall eintreten, dal3 der Konvergenzfaktor x groer als der Kon-
vergenzfaktor x = % des Bisektionsverfahrens ist und die Regula falsi somit lang-
samer konvergiert.

Denn: Zur einfacheren Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Regula falsi
wird angenommen, daf§ die Funktion f konkav (d.h. f” < 0, Graph von f ober-
halb jeder Sekante, z.B. f(x) = —x? und f"(x) = —2 < 0) bzw. konvex ist (d.h.
f" >0, Graph von f unterhalb jeder Sekante, z.B. f(x) = x* und f”(x) =2 > 0). In
dieser Situation bleibt eine Intervallgrenze unverdndert und die Regula falsi ver-
einfacht sich zu einem Einschrittverfahren. Man beachte, daf8 der Schnittpunkt
der Sekante gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert, die Ldnge des einschlie-
Benden Intervalles konvergiert jedoch nicht gegen Null. Beispielsweise fiir den
Fall, dal§ das linke Intervallende a fest bleibt, sind die Iterationswerte gegeben
durch

_ _ . g-a)fa _ a(fxp-f@)-(x—a) fla) _ afp)—x f(@)
X1 = Q(Xk) = A= "7 = Tao-T@ = T ieo—f(@

Die Ableitung der Iterationsfunktion bei x beschreibt die Konvergenzrate des Ver-
fahrens (verwende f(x) =0)

o' = “fotilar - Lt
R e
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt damit die Abschdtzung (ohne Begriindung)
K= |1 + w| <1

fla)

und damit die Konvergenz des Verfahrens. ¢

* Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dal§ es fiir eine auf einem ab-
geschlossenen Intervall definierte und stetige Funktion f : [a, b] — R, die im Inneren
differenzierbar ist, einen Punkt ¢ € (a, b) gibt, sodall (b—a) ' (&) = f(b) — f(a).
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¢ Sekantenverfahren:

- Im Gegensatz zum Bisektionsverfahren und der Regula falsi wird beim Sekanten-
verfahren die Nullstelle der Sekante durch die vorherigen Iterationswerte xj_;
und xj bestimmt, d.h. es gilt

— _ X—Xk—1
Xk+1 = Xk FOoo—F XD f(xk) .

Eine Reduktion dieses Zweischrittverfahrens auf ein Einschrittverfahren ist nicht
moglich.

— Das Sekantenverfahren erfiillt die Relation (mit &, zwischen xj_1, X, X und (i
zwischen xj_; und xj, ohne Begriindung)
I (30 = _=
Xk+1 = X = 37y (0 = X) (X1 = X), k=0.

Sofern die zweite Ableitung von f stetig (und damit beschrédnkt auf [a, b]) und die
Nullstelle einfach ist (und somit f’ > 0 auf [a, b)), folgt die Abschitzung

X1 — XN < cllixg — Xl I xg—1 —xll,  k=0.

- Die Konvergenzordnung des Sekantenverfahrens ist p = 1; = %(1 ++/5) (insbe-
sondere keine natiirliche Zahl), d.h. es gilt

- —iA
lxg+1 =Xl = Cllxg = X1,  k=0.

Denn: Es bezeichne (ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei angenommen,
daR 6 >0fiir k=0und c >0)

Sk=lxk—xll, ne=In(cép), Orp=1e™, k=0.
Dann gilt (Multiplikation mit ¢ > 0, Logarithmieren)

Orps1=¢6rbr-1, k=0,
COps1=clrcodr_1, k=0,
Nk+1 =Mk +MNk-1, k=0.

Die Betrachtung der zugehorigen Gleichung

Ckr1 =Cr+Ck-1, k=0,

ist ausreichend, weil aus der Abschétzung n; < (; fiir alle 0 < j < k insbesondere
die Relation ng4+1 < Mg +Ni-1 < {k + (k-1 = (k41 folgt. Die Losung dieser linearen
Dreitermrekursion (Fibonacci-Folge) verwendet die Umformulierung der Itera-
tion als Einschrittverfahren

K= leih) =l )20 )6 ) = ame =t asfi ) ko

112



und die Eigenwertzerlegung der Matrix A

-A 1

X(/l):det(A—/U):det( L 1-1

):12—1—1:0, Mp=1(1+v5),

v 1
A = %(1—\/5) ( 11— M) (v;) (), Vo =101, U:lfl(/h)»
A v 1
%(”\/_) ( 12 1— ﬂlz) (,,;) () vy = Ay, v:vl(/lz),
A 1
_ -1 1 -1__ 1
A=VAV A_( 12) (M /12) Vs nm

Ay -1
- 1)

Dies fiihrt auf (beachte 1; = 1.618 und A, = —0.618, eventuelle Vergroflerung des

kleinsten Index)

AR =vARVTY AR X, = VARV TIX,,

(k= —Azlﬂll (A2lo— (DA + 1 - MO AS) =y A, y= %

, k=0.

Beachte, daR dies dem Ansatz {; = A entspricht. Es folgen die Relationen (fiir

kleinsten Index hinreichend groR)

o=y AN, G =M, k=0,

~ k
6k:%e(’<z%e”1, k=0,
~ k+l ky A _ ky A 15
5k+1:_e5k+1~_e?’/1 (e?’/ll) 1_ch 1(%37’11) L oM 16/]11, k=0.
= A1-1 A
[Xk+1 =Xl <™ lxe—xl1™,  k=0.

Somit ergibt sich die Behauptung. ¢

- Bemerkung: Ein Vergleich der Konvergenzrate und der benotigten Funktions-
auswertungen ergibt, dall das Sekantenverfahrens effizienter als das Newton-

Verfahren ist, jedoch ebenfalls nicht global konvergent.

¢ Bemerkungen:

- Der Dekker-Algorithmus kombiniert die Idee des Bisektionsverfahrens und des
Sekantenverfahrens und besitzt gute lokale und globale Konvergenzeigenschaf-
ten (Sekantenschritte, die das EinschlieSungsintervall verlassen wiirden bzw. na-

hezu verlassen wiirden, werden durch Bisektionsschritte ersetzt).

- Das Verfahren von Muller mit Konvergenzrate x = 1.84 erweitert das Sekanten-
verfahren (quadratisches Polynom durch drei aufeinanderfolgende Iterations-
werte (x;, f(x;)) fur j = k-2, k-1, k, Nullstelle ist neuer Iterationswert).

— Das Verfahren von Brent verwendet die Idee der inversen Interpolation (quadra-
tisches Polynom durch (f(x;), x;) fiir j = k-2, k-1, k, Auswerten bei Null ergibt

den neuen Iterationswert) und die des Dekker-Algorithmus.
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7.3. Der mehrdimensionale Fall

e Vorbemerkung: Bereits bei zwei nichtlinearen Gleichungen in zwei Unbekannten

flx, =0, g(x,y) =0,

zeigen sich die Schwierigkeiten bei der Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.
Vgl. Graphik, Skriptum, S. 124 (Lésungen sind durch den Schnitt der Hohenlinien ge-
geben).

e Samtliche praktikablen Verfahren zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen
Gleichungssystems sind Modifikationen des Newton-Verfahrens mit

- besseren Konvergenzeigenschaften und

- verringertem Aufwand bei der Berechnung der ersten Ableitung.

¢ Quasi-Newton-Verfahren:

- Das Quasi-Newton-Verfahren beruht auf der Idee, das lineare Gleichungssystem
fx)=0, f:R"—>R",
mit dem Minimierungsproblem
Fx)=3Ifx)l3,  F:R"—R,

in Verbindung zu bringen. Eine Losung des linearen Gleichungssystems ist ein
globales Minimum von F (wegen | f(x)]l2 = 0 & f(x) = 0). Deshalb sollten die
gewdhlten Iterationsschritte in Abstiegsrichtung sein, d.h. es sollte gelten

F(xgs+1) < F(xg), k=0.
Das Newton-Verfahren erfiillt diese Bedingung, denn mit (beachte F'(x) € R"* L
F) =3 f@12=1(fw) fa =13 (i),
i=1

L fi = (@) £0)

1

0y, F(x) =) fi(x) Oy, fi(x) =
i=1 ~——
=(f"(x);e
F=(f®) ),

und mittels einer Taylorreihenentwicklung ergibt sich (sofern &/([I€[3) hinrei-
chend klein)

n

X =& &= (o) fxn),
F'x) &= (FaN T ) (F o) ™ ) = 1 F (x5,
F(xps1) = Fxp) = F' () &+ O(16k13) = Flx) = I f xll5 + O (I1€x113) < Fxp),

d.h. ein Iterationsschritt des Newtonverfahrens entspricht einem Schritt in Rich-
tung abnehmender Funktionswerte von F.
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- Obwohl Iterationsschritte des Newtonverfahrens in Abstiegsrichtung erfolgen,
kann es passieren, dal§ die Schrittldnge zu groR ist und somit nicht die optima-
le Verkleinerung der Funktionswerte von F erreicht wird. Beim Quasi-Newton-
Verfahren verwendet man deshalb stattdessen die Iterationsfunktion

Xpe1 = X = Akée, k= (/) fo),  k=0.

Die zusitzliche Schrittweite A wird dabei so bestimmt, dald F(x; — Ar &) (zu-
mindest ndherungsweise) minimal wird (Liniensuche: Quadratischer (oder ku-
bischer) Ansatz F(xx—A¢x) = p(A) = ap+ by A+ ¢y A? mit Kenntnis der Funktions-
werte bei A =0, 1 sowie der Ableitung bei A = 0 fiihrt auf die berechenbaren Koef-
fizienten ag = F(xy), by = F'(xi) {k, €o = F(xx+E k) —ag—bo und die Wahl A = Apnin.
Armijo-Goldstein Bedingung: F(xr41) = F(xx — Ak &) < F(xp) — a A F'(xg) & bei
vorgegebenem Parameter a).

- Unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion f, den Startwert x, und
die Schrittweitenfolge (A1x)x=0 kann gezeigt werden, dall das Quasi-Newton-
Verfahren global konvergent ist, vgl. Skriptum, S. 126.

e Vorbemerkung: Um den erheblichen Aufwand bei der Berechnung der Jacobima-
trix f'(xx) fir k = 0 zu verringern, verwendet man beim vereinfachten Newton-
Verfahren die Iteration (dies erfordert beispielsweise nur eine einzige LR-Zerlegung
von f'(xp) und jeweils eine Vorwirts- und Riickwirtssubstitution pro Iterationsschritt)

X1 =Xk =k, f1(x0) Ex = f(xp), k=0.

Allerdings ist dann im Allgemeinen die Konvergenz linear und nicht quadratisch.

Das Verfahren von Broyden verwendet folgende Iterationsvorschrift im k-ten Schritt
fiir k = 0 (iiblicherweise mit Jo = f’(xg))

Fur Ji = f'(x;) bestimme & aus Ji & = f(xx) und berechne xj.; = xx — &
Bestimme Jj.,1 aus Ji+1 &k = — (f (k1) — f (k) -

Im eindimensionalen Fall entspricht das Verfahren dem Sekantenverfahren und ins-
besondere /i, der Steigung der Sekante durch (x, f(xx)) und (xg41, f(xXk+1)) (Wegen
— &k = Xg41 — X, sofern Ji # 0)
S e

Im mehrdimensionalen Fall ist die Matrix Ji;; nicht eindeutig festgelegt (beispiels-
weise sind die Koeffizienten einer Matrix A € R**? bei Vorgabe von x € R?> und b € R?
durch die Bedingung Ax = b & ay1x1 + ajp2x = by, ax X1 + aze2x2 = bo nicht eindeutig
festgelegt). Durch die Zusatzforderung (Rang-1-Modifikation)

T
Jikr1=Jktuv
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folgt (Einsetzen in Jr4+1 &k = f (k) — f (Xk+1))

v & u= o) — fOr) — Jeée == fxke1) = u=cf(xps1).

__1 =f(xx)
=-2€R S

Die spezielle Wahl v = —¢& fithrt auf (-1 = vT& = —[1&l3 © ¢ = W’
2
1
mf(xkﬂ))
Jkv1=Ji - mf(xkﬂ)flz’
das Verfahren von Broyden.

Bemerkung: Falls fiir eine Matrix A € R"*" die LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) be-
kannt ist, benotigt die Berechnung der LR-Zerlegung (oder QR-Zerlegung) einer Rang-
1-Modifikation von A

A=LR, A+uvT:(L+€)(R+r):LR+€R+Lr+€r,

uv  =¢R+Lr+?r,

lediglich &'(n*) Operationen (und nicht & (n®) Operationen).
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1. Polynominterpolation

* Vorbemerkungen:

- Ein wichtiges Gebiet der Numerischen Mathematik ist die Interpolation und
Approximation von Funktionen. Man unterscheidet dabei den Fall univariater
Funktionen (d.h. Funktionen in einer Verdnderlichen) und den im Allgemeinen
um ein Vielfaches schwierigeren Fall multivariater Funktionen (d.h. Funktionen
in mehreren Verdnderlichen).

- Thema der Vorlesung ist insbesondere die Interpolation mittels Polynomen fiir
univariate Funktionen. Vorteile der Verwendung von Polynomfunktionen sind
ihre einfache Darstellung und mittels Horner-Schema rasche und stabile Aus-
wertung (vgl. Numerische Mathematik I). Ein Nachteil der Polynominterpolation
ist jedoch die schlechte Kondition bei h6herem Polynomgrad.

Anwendungen:
* Numerische Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen (z.B. Interpolation
durch Polynome vom Grad 1 zur Herleitung des Sekantenverfahrens)
* Numerische Integration (Newton—-Cotes Formeln)
* Numerische Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen (Kollo-
kationsverfahren, Adamsverfahren)

- Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation ist die Interpolation mit-
tels Splines (stiickweise Polynome, Zusatzbedingungen).

- Eine Alternative zur Interpolation insbesondere bei fehlerbehafteten Daten ist
die Approximation (Lineare Regression, Nichtlineare Regression).

* Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.



1.1. Aufgabenstellung und Notation

* Problemstellung: Zu vorgegebenen Datenpunkten, d.h. zu gegebenen reellen Stiitz-
stellen und zugehorigen reellen Stiitzwerten, wird eine Polynomfunktion gesucht, wel-
che die Datenpunkte interpoliert. Die Stiitzwerte werden als Funktionswerte oder Ab-
leitungen einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f: [a, b] — R interpretiert.

Vgl. [llustration, Skriptum, S. 15 (Zugrundeliegende Funktion und interpolierende Po-
lynomfunktion bei dquidistanten bzw. nicht dquidistanten Stiitzstellen sowie interpo-
lierende stiickweise kubische Polynomfunktion bei dquidistanten Stiitzstellen).

* Bezeichnungen: Fiir n = 0 bezeichnet P, den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum der
reellen Polynome vom Grad < n (bzw. von der Ordnung n + 1), d.h. es gilt

P, = {p:R— R Polynom vom Grad < n}.
Die Monome
pi:R—-R:x— x*, 0<i<n,
bilden die Taylor-Basis von P,.

Bemerkung: Eine (unwesentliche) Verallgemeinerung ist die Betrachtung der Poly-
nomfunktionen p;(x) = (x — xp)* fiir 0 < i < n (Reduktion durch Variablentransforma-
tion x < x — xg, vgl. Taylorreihenentwicklung).

* Fragestellung: Prizisierung der Problemstellung (Behandlung einfacher und mehr-
facher Stiitzstellen).

Interpolationsaufgabe (Definition 1.1): Es sei f : [a, b] — R eine gegebene Funktion
und x; € [a, b] fiir 0 < i < n. Ein Polynom p € P, heilt Polynominterpolant von f zu
den n + 1 Stiitzstellen (x;)o<;<n, wenn das Restglied r = p — f die Nullstellen x; € [a, b]
fiir 0 < i < n besitzt, d.h. es gilt

r(x) = p(x)— f(x) = h(x) [](x-x)

i=0

mit einer (differenzierbaren) Funktion & : [a, b] — R. Als Interpolationsaufgabe be-
zeichnet man das Problem, zu vorgegebener Funktion f und vorgegebenen Stiitzstel-
len (x;)p<i<n den zugehorigen Polynominterpolanten p zu bestimmen.

Bemerkungen:

— Fiir theoretische Uberlegungen wird manchmal zusitzlich angenommen, daR die
Stiitzstellen angeordnet sind, d.h.esista<xy<---<x, <b.

- Im Fall einfacher Stiitzstellen, d.h. paarweise verschiedener Stiitzstellen

X; # Xj, i#j, 0<i,j=n,



folgt mittels Produktregel

r)=p@) - f)=h®x-x), hx)#0,
r(x;)=px;)—f(x;)=0,
r=p @) -f@="wx-x)+hx), r'&x)=p&)-f(x)#0,

und somit
pxi) = f(x), 0<i<n.

Die Interpolationsaufgabe besteht also darin, zu vorgegebenen Daten
(Xi, ¥i)o<i<n mit Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ein Polynom p € P, zu
bestimmen, welches die Interpolationsbedingungen erfiillt

pxi) =y, 0<i<n.

- Im Fall zumindest einer mehrfachen Stiitzstelle spricht man von Hermite-
Interpolation. Beispielsweise sei x; eine m-fache Stiitzstelle (wobei m = 2, je-
doch keine (m + 1)-fache Stiitzstelle), d.h. bei angeordneten Stiitzstellen gelte

Xi-1<Xi=+"=Xitm-1<Xj+m-

Da in diesem Fall das Restglied den Term (x — x;)"* enthdlt, folgt mittels Produkt-
regel bzw. der Regel von Leibniz

r(x) = px) - f(x) = h(x) (x—x)™,  h(x;) #0,
r(x;))=px;)—-f(x;)=0,
@) =p @) -fx)=hx&-x)"+mhx) (x-x)"",
r'(x;)=p'(x))— f'(x;) =0,
k . . .
r®(x) = P(k)(X) —f(k)(x) = Z —km B0 () (x — x)™ 0O<k<sm-1,

o = Plom=7)!
]:

r(k)(x,-):p(k)(xi)—f(k)(xi):o, O<k=m-1,
und somit
P(k)(xi)=f(k)(xi), O<k=m-1.
Bei mehrfachen Nullstellen beinhalten die Interpolationsbedingungen neben
Funktionswerten auch Ableitungen der zugeho6rigen Funktion.
Fragestellung: Aussage zur Existenz und Eindeutigkeit des Polynominterpolanten
(Konstruktion).

Eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (Satz 1.2): Die Losung der
Interpolationsaufgabe ist eindeutig bestimmt.
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Denn: Zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms p
wird die Darstellung nach Newton

n

i—1
px) =) ¢ [[(x—x0)
/=0

i=0
=cptc1(x—xp)+c2(x—x0) (x—x1)+---+cp(x—x0) -+ (X —Xp-1)

mit zu bestimmenden Koeffizienten (c;)o<i<, verwendet. In diesem Fall ergibt sich
ein lineares Gleichungssystem, dessen eindeutige Losbarkeit offensichtlich ist. Die
iibliche Darstellung einer Polynomfunktion mittels Taylor-Basis wiirde auf ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten fiihren, dessen Losbarkeit nicht ersichtlich ist.

- Bei einfachen Stiitzstellen fiihren die Interpolationsbedingungen
pxi)=yi=fx), 0<isn,
auf das lineare Gleichungssystem

Jo= p(xo) =Co,
Y1 =px1) =co+c1 (X1 — Xo),
Yo = p(x2) = cp+ ¢1 (X2 — Xp) + €2 (X2 — Xo) (X2 — X1),

Yn=pxy) =co+c1(xy—Xo) + C2 (X, — X0) (X — X1) + -+
+cp(Xn—X0) -+ (Xn—Xn-1),

dessen Losung ¢ = (cy,...,cy) schrittweise berechnet werden kann (n + 1 Glei-
chungen fiir n + 1 Unbekannte, Losung mittels Vorwirtseinsetzen, Koeffizient
bei ¢; gegeben durch (x; — xp) --- (x; — x;-1) #0).

- Der allgemeine Fall mit mehrfachen Nullstellen beruht auf d4hnlichen Ideen, al-
lerdings ist es komplizierter, das resultierende lineare Gleichungssystem anzuge-
ben. Beispielsweise bei einfachen Nullstellen xy, x» und einer dreifachen Nullstel-
le x; fiihrt das Einsetzen der Interpolationsbedingungen

px) =yi=f(xi), i=0,1,2,
poan=y;=f(x), p'ec)=y=f"(x),

in die Darstellung
p(X) = co+ ¢1 (X — Xo) + €2 (X — Xg) (X — X1) + €3 (X — X0) (X — x1)? + €4 (X — Xg) (x — x1)°
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auf das lineare Gleichungssystem

Yo = p(xo) = co,

y1=px1) = co+ c1 (X1 — Xp),

y1=p'(x1) =c1+ ¢ (x1 - x),

y1=p"(x1) =2cr+2c3(x1 = Xp),

Y2 = p(x2) = co + €1 (X2 — Xo) + €2 (X2 — X0) (%2 — X1) + €3 (X2 — Xo) (22 — x7)°

3
+ ¢4 (X2 — Xo) (X2 — x1)°,

dessen Losung schrittweise bestimmt werden kann (5 Gleichungen fiir 5 Unbe-
kannte, Losung mittels Vorwirtseinsetzen, Koeffizient bei ¢; ungleich Null). ¢

Bemerkung: Zur Bestimmung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms nach
Newton verwendet man anstelle der Losung des im Beweis von Satz 1.2 angegebenen
Gleichungssystems iiblicherweise das Schema von Aitken—Neville (vgl. Abschnitt 1.2).

Fragestellung: Angabe des Polynominterpolanten (einfache Stiitzstellen).

Lagrange-Polynome (Definition 1.3): Fiir n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
(Xi)o<i<n (d.h. x; # xj fir i # jund 0 < i, j < n) sind die Lagrange-Polynome (L;)o<j<n

definiert durch
X—Xi

Lix= ] 0<j<n.
O<isn

i#]

xj—xi’

Vgl. lllustration, Skriptum, S.8 (Aquidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i < n = 20,
Langrange-Polynome L;p und L1;).

Eigenschaften der Lagrange-Polynome:

— Die Lagrange-Polynome sind Polynome vom Grad 7n und insbesondere gilt L; €
P, fir0<j<n.

- Es gilt Lj(x;) = 6;; fur 0 < i,j < n. Insbesondere sind die Lagrange-
Polynome (L)o<j<, linear unabhingig und bilden somit eine Basis des Vektor-
raumes P,.

Lagrange-Interpolationsformel (Satz 1.4): Zu einfachen Stiitzstellen (x;)o<;<; und
zugehorigen Stiitzwerten y; = f(x;) fiir 0 < i < n ist die eindeutig bestimmte Losung
der Interpolationsaufgabe gegeben durch

n
p=) yiLi.
i=0

Denn: Aufgrund der Basiseigenschaft der Lagrange-Polynome folgt fiir jedes Polynom
p € P, die Darstellung

n
p=) a;L
i=0
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mit eindeutig bestimmten reellen Koeffizienten (a;)o<;<,. Einsetzen der Stiitzstellen

n
yi=pW) =) a;Lilx)) = a;
i=0 \T-J
=0ij

fiihrt auf die angegebene Relation. ¢

Bemerkung: Die obige Darstellung des Interpolationspolynoms ist fiir theoretische
Uberlegungen wesentlich. Fiir praktische Berechnungen bei einer gréeren Anzahl an
Datenpunkten sind alternative Darstellungen vorzuziehen, da es aufgrund von stark
anwachsenden Funktionswerten mit unterschiedlichem Vorzeichen zu numerisch un-
giinstigen Operationen und insbesondere zur Ausloschung signifikanter Stellen kom-
men kann.



1.2. Berechnung des Polynominterpolanten nach Aitken-Neville
e Situation: Es sei [ : [a, b] — R hinreichend oft differenzierbar, und es seien (x;)o<i<n
mit x; € [a, b] fiir 0 < i < n einfache Stiitzstellen (und zusétzlich angeordnet).

Fragestellung: Gesucht ist eine fiir numerische Berechnungen vorteilhafte Darstel-
lung des Polynominterpolanten durch vorgegebene Datenpunkte (nach Satz 1.2 ein-
deutig bestimmt)

pxi)=yi=f(x;), 0<i<n.

Der in Abschnitt 1.2 behandelte Zugang wird in Abschnitt 1.3 nochmals betrachtet
und fithrt dann auf den bei praktischen Berechnungen verwendeten Zugang (Darstel-
lung nach Newton, Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms mittels
Schema der dividierten Differenzen).

Vorbemerkung: Zur Konstruktion des Polynominterpolanten durch n+ 1 Datenpunk-
te
px)=yi=f(x), 0<i<n,

wird einerseits der Polynominterpolant durch die ersten n Datenpunkte
qxi)=yi=fx), 0<isn-1,
und andererseits der Polynominterpolant durch die letzten n Datenpunkte
qxj)=yi=f(x), l<i=n,
betrachtet. Der Ansatz (p € ’, wegen g, g € P,—1)
p(x) = ¢ (x—xu) q(x) + ¢ (x — x0) G (x)
und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes

Yo=pxo)=c(xo—Xxp)gxg) =c(xo—Xn) Yo => C=———

Xn—Xo’
Yn=pxn) = C(Xn—%0) G(Xp) =C(Xn—X0) yn = C= xnix:,
fihrt auf die Darstellung
P = s (0= %0) G(0) = (X = x) 4 () -
Wie gewiinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitét
pxi) = 1 (6 = X0) G(x) = (x; = Xp) G (%))
=i (i—x0)yi—(xi—xp) yi)=y;, 1sisn-1.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Darstellung
nachgewiesen.



Das Schema von Aitken-Neville ist ein konstruktives Verfahren zur Berechnung des
Polynominterpolanten, das auf der Idee beruht, den Interpolanten durch n+ 1 Da-
tenpunkte auf zwei Interpolanten durch n Datenpunkte zuriickzufiihren (siehe Vor-
bemerkung). Es bezeichne ij den Polynominterpolanten durch die Datenpunkte

(X1, ¥i) jisk
ij(xi)=yi=f(xi), j<i<k.

Weiters sei ij_l der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, y;) j<i<k-1
Pl =yi=foa), j<i<k-1,
und P]k+1 der Polynominterpolant durch die Datenpunkte (x;, i) j+1<i<k
pj’gl(x,-) =y;=f(x), j+l<i<k.
Wie zuvor fiihrt der Ansatz
PF0) = c(x—x0) PFH 00 + Tlx— x) P ()
und Einsetzen des ersten bzw. letzten Datenpunktes auf die Darstellung

P = ot (=) P (0 = (e = ) A1),

Wie gewlinscht gilt in den Zwischenpunkten die Identitit
Px)=yi, j+lsisk-1,

und aufgrund der Eindeutigkeit des Polynominterpolanten ist damit die obige Dar-
stellung nachgewiesen. Diese Rekursion kann verwendet werden, den Polynominter-
polanten p = P ausgehend von den konstanten Funktionen Pl.i =y fir0<i<n
schrittweise zu berechnen, vgl. Schema von Aitken—Neville und Algorithmus, Skrip-
tum, S. 10.

Bemerkung: Im Fall einer mehrfachen Nullstelle x; = --- = x; wird anstelle der zuvor
angegebenen Relation die Darstellung von ij mittels Taylorpolynom verwendet

k-j
PF(x) = ; L O (x-x)°
=0

und beim Schema von Aitken-Neville an der entsprechenden Stelle eingesetzt, vgl.
Skriptum, S. 11.



1.3. Dividierte Differenzen

e Vorbemerkung: Bei Polynomfunktionen p € B, in der iiblichen Darstellung mittels
Taylor-Basis

n .
px)=) cix'
i=0

ist die Kenntnis der Koeffizienten (¢;)o<i<, zur Auswertung mittels Horner-Schema
ausreichend. Ahnlich ist bei der Darstellung nach Newton

n i—-1
px) =) ¢ [](x—x0)
i=0 ¢=0

die Kenntnis der Stiitzstellen (x;)¢<;<, und der Koeffizienten (c;)g<;<, ausreichend.
Die in Abschnitt 1.2 hergeleitete Rekursion wird nun verwendet, um die Koeffizien-
ten in dieser Darstellung des Polynominterpolanten zu berechnen, das Polynom wird
dann mittels eines modifizierten Horner-Schemas ausgewertet. Bei praktischer Be-
rechnung des Polynominterpolanten (h6heren Grades) wird ausschlielflich diese Vor-
gehensweise angewendet, die Uberlegungen in Abschnitt 1.2 dienten zu Motivation,
alternative Darstellungen z.B. mittels Lagrange-Basisfunktionen dienen vorwiegend
theoretischen Uberlegungen.

Dividierte Differenzen, Interpolationsformel nach Newton (Definition 1.5, Satz 1.6,
Satz 1.7): Die Leitkoeffizienten der im Schema von Aitken—Neville auftretenden Poly-
nome P¥ heifen dividierte Differenzen. Bei einfachen Stiitzstellen (x;)p<j<, sind die
dividierten Differenzen rekursiv durch

Oyiim =41t 0<i<i+l<n,
2 8Yi+1i+2=0Viin1 .
= : , i< <
6 Yiji+1,i+2 Xit2—X; » O<i<i+2<n,
8T yisn, . ivjr1=00 Vi ix . ;
61 yi, iy = et T el 0<i<i+j+lsn, 0<j<n-1,
i+j i

0y. 80y,
gegeben; mit 60yi = y; gilt zudem 5J/i,i+1 = % Im Fall einer mehrfachen Stiitz-
stelle setzt man

Xi=r=Xjpj: 6J.Vi,...,i+]':(j_li)!f(]_l)(xi)’ O<i<i+j=n, Osj=n.

Das Interpolationspolynom nach Newton ist durch
noo. i-1
px)=) 8y, [](x—x0)
i=0 0=0
= Yo+8Y0,1 (X — X0) +87yo,1,2 (X — X0) (X = X1) + -+ + 6" yo, . n (X = Xg) -+ (X — Xp_1)
gegeben.
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Schematische Darstellung:

2 3
Xi Vi 0Yii+1 0% Yii1,i+2 O Vi it1,i+2,i+3
Xo Yo ey
_ 1Yo
5YO'1 AR Y2—y1 Yi—Yo
2 _0y12-0y01 _ Xo-x; x1-Xq
N 0%yo12 = Xo—Xo X2—Xo ) )
_ YN 3 _ 0"y123=6“y0,1,2
2= Ys-V2 Y2—Vi V0128 =
2 _O0y23=0y12  x3-x» XX
X2 Y2 0 V123= "
5 _ =)
Y23 = %x,
X3 )3

Einfaches Beispiel: Wihlt man als Funktion das kubische Polynom
f(xX)=4x°+3x°+2x+1
und die Stiitzstellen —2,0, 1,2, ergeben sich die Stiitzwerte
f(=2)=-23, fO)=1, f()=10, [f(2)=49.
Mittels des Schemas der dividierten Differenzen

2 3
Xi Yi O0Yiiv1 0%Yiit1,i+2 0°Viit1,i+2,i+3

-2 =23
12
0 1 -1
9 4
1 10 15
39
2 49

ergibt sich als Interpolationspolynom in der Darstellung nach Newton
px)=-23+12(x+2)—- (x+2)x+4(x+2)x(x—1),

und eine kleine Rechnung verifiziert f = p. Zur Auswertung des Interpolationspoly-
noms wird ein modifiziertes Horner-Schema verwendet. Vgl. Illustration (Polynom-
interpolation, einfaches Beispiel).

Bemerkung: Fiir theoretische Uberlegungen ist es zweckmiRig , den Fall mehrfa-
cher Nullstellen durch Einfiihrung eines Inkrements € und Grenziibergang € — 0 auf
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den Fall einfacher Nullstellen zuriickzufiihren. Beispielsweise betrachtet man bei einer
dreifachen Nullstelle die Stiitzstellen und Stiitzwerte (Taylorreihenentwicklung)

Xi, f(xi))
Xis1=Xi+e,  fi+e)=f)+ef () +ie2f x)+O(e),
Xito = X; +2€, fli+28) = flx) +2e fl(x) +22 f"(x) + O(€°),

und dann den Grenziibergang € — 0. Dies ergibt

Sy oun = YTV _ ) +e f'x)+3 e f (x)+ O (€3) - f(x;)
Yiitl = %= = £

e—0
=fla)+3ef'x)+0(e?) =  f(x),

5y _ Yieo—yier _ Fp+2e flxp)+2€ f7 () - f(xi)—e [ (x)— 5 €2 [ (x)+ O'(7)

L2 = xi—Xi

= f'x)+3ef"(x)+ O(€%)

e—0
—_

£
f(xi).

Als Grenzwert der zweiten dividierten Differenz ergibt sich die zweite Ableitung f” (x;)

S52vi it i = 8Yisriva—0yiiv1 _ [ +3ef"(x)—f (xi)—1e [ (x)+O(e%)
YViji+l,i+2 = Xiro—2X; = 5%
e—0
=1f"x)+06) — L1f'(x).

* Restglied der Polynominterpolation: Ziel ist es, eine Aussage iiber die Giite der Ap-
proximation einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R durch den
Polynominterpolanten p € P, zu treffen, d.h. eine Relation bzw. Abschétzung fiir den
Fehler der Polynominterpolation

noo. i-1
rx)=px)-fx), px)=) 6"y..i[]@x-x0)
i=0 /=0

abzuleiten.

Satz von Rolle (vgl. Analysis): Es sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar,
und es gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Element c € (a, b) mit f’(c) = 0.

Zusammenhang zwischen dividierten Differenzen und Ableitungen (Erweiterter
Mittelwertsatz, Satz 1.8): Es sei f € " ([a, b]). Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

6jy,-,.._,i+j:%f(f)(é), O<i<i+j<n, 0<j<n.
Denn: Zum Beweis der Relation

8" Y0,..n = 1 [ ©)

wird verwendet, dal die Differenz r = p — f (zumindest) n + 1 Nullstellen xy, ..., x, be-
sitzt. Nach dem Satz von Rolle besitzt die erste Ableitung r’ (zumindest) n Nullstellen

12



¢i € (xj,xi41) fir 0 < i < n— 1. Die wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle zu-
sammen mit den Relationen

pPO=n6"yy. n,  xi=0, 0sisn-1, Lx"=n,

zeigen, daB die n-te Ableitung (zumindest) eine Nullstelle ¢ € [a, b] besitzt, d.h. es gilt

und damit folgt die Behauptung. ¢

Fehlerdarstellung der Polynominterpolation (Satz 1.9): Es sei p € P, der Polynomin-
terpolant zu den Datenpunkten (x;, f(x;))o<i<n, und es gelte f € € ([Xmin, Xmax]) mit
Xmin = Min{xy,..., X,, X} sowie Xyax = max{xy,..., xX,, X} fiir ein (fixiertes) Element x € R.
Dann existiert ein ¢ € [Xmin, ¥max] derart, dal das Restglied die folgende Relation erfiillt

rX)=p@-f&®=— o f"VO [[G-x).

i=0

Denn: Der Polynominterpolant g zu den Datenpunkten (x;, f(X;))o<i<n+1 Mit X411 = X
ist gegeben durch

i=0
Fiir x = X und mittels des obigen Resultates fiir die dividierten Differenzen ergibt sich
n
f®=q9® =p@+ 51 PO [TE-x)
i=0
fiir ein ¢ € [Xmin, Xmax] Und damit die Behauptung. ¢
Bemerkungen:

- Das oben angegebene Resultat zeigt, dald die Gro8e des Restgliedes einerseits
durch den funktionsabhédngigen Beitrag

S F©

und andererseits durch den von den Stiitzstellen abhédngigen Beitrag

[TG-x»
i=0

bestimmt ist.

— Als Mal fiir die Lange einer stetigen Funktion oder auch den Abstand zweier ste-
tiger Funktionen betrachtet man die Supremumsnorm

. f.fe€€a,b.

[£loe = max |fCal, |f = Fllo = max |f(0 - Fn)

13



- Unter der allerdings sehr einschrinkenden Voraussetzung, dafd simtliche Ab-
leitungen der Funktion f : [a,b] — R beschriankt sind, konvergiert das
Interpolationspolynom gleichméllig gegen f. Genauer, falls eine Konstante C > 0
existiert, sodal fiir alle j = 0 gilt

179 = max [£900] < M,

konvergiert das Interpolationspolynom p, € P, zu (beliebigen) Stiitzstellen
(Xni)o<i<n Mit Xp; € [a, b] fiir 0 < i < n beziiglich der Supremumsnorm gegen die
Funktion f, d.h. es gilt

n—oo

||pn—f||oo:xr£%]|pn(x)—f(x)| = o.

Denn: Aus der oben angegebenen Darstellung fiir das Restglied folgt die Relation

n—oo

n _ n+l
1Pn0) = F@O)| = o2 | f" PO [T Ix-xmil s C L2~ == 0, xelabl,
i=0

und damit die Behauptung. ¢

- Bei der Interpolation von rationalen Funktionen zu dquidistanten Stiitzstellen
kommt es zum Phidnomen von Runge. Im Inneren des durch Polstellen von f
festgelegten Intervalls konvergiert der Polynominterpolant p,, € P, fiir n — oo ge-
gen die Funktion f, im AuRReren des Intervalles treten jedoch starke Oszillationen
auf und das Interpolationspolynom divergiert. Bekanntes Beispiel ist die ratio-
nale Funktion

flx) == x € [-5,5].

1+x2’
Vgl. lllustration (Polynominterpolation, Phdnomen von Runge).

- Vorbemerkung: Eine Funktion f : [a, b] — R heil3t Lipschitz-stetig, wenn eine
Konstante L > 0 existiert, sodal? fiir alle Elemente x, X € [a, b] die Abschitzung

|f0) - fX)|<Lix-7%

gilt. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R Lipschitz-
stetig mit Konstante
L=|f'|l. = max |f'(x)].
10 = ma |/
Interpolation basierend auf Chebychev-Knoten: Eine optimale Wahl der Stiitz-
stellen sind die Chebychev-Knoten

(2(i+l)—1)7‘l)

D) 0<i<n,

xi=1(a+b+(b-a)cos

da sie den Beitrag der Stiitzstellen im Restglied minimieren

n
max H(x—xi) — min.
x€la,bl ;_

14



In diesem Fall ist bereits fiir Lipschitz-stetige Funktionen f : [a, b] — R die gleich-
maRige Konvergenz des Polynominterpolanten gesichert
n—oo

|Pn—fllo= max |pax) - f)] == 0.

x€la,b)

Vgl. Illustration (Polynominterpolation, Chebychev-Knoten).

— Ilustration zur Polynominterpolation mit &quidistanten Stiitzstellen und
Chebychev-Knoten, vgl. Skriptum, S. 15.

» Vgl. Skriptum, S.16: In der Praxis — das heifst bei der Berechnung des Interpolanten
auf einem Computer mit endlicher Stellenzahl — darf man trotzdem keine Polynome
zu hohen Grads (gréfser 30) verwenden, da diese zu schlecht konditioniert sein kénnen.
Der Versuch etwa, im Rungeschen Beispiel ein Interpolationspolynom vom Grad 100 zu
den Tschebyscheff-Stiitzstellen zu berechnen, resultiert in Datenschrott.
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1.4. Kondition der Polynominterpolation

* Kondition der Polynominterpolation (Satz 1.10): Die Polynominterpolation ist ein
numerisches Problem, das vorgegebenen Stiitzstellen (x;)p<i<;, und Stiitzwerten
(¥i)o<i<n mit y; = f(x;) fiir 0 < i < n sowie einem Argument x den Funktionswert des
Polynominterpolanten zuordnet

PRI X R™E SR = R: (X0, X5 V0o er Yo X) — P(X).
Die absoluten Konditionszahlen der Polynominterpolation sind durch
0P=p', 0 ,P=-p'(x)L;, 0,P=L;, Os<is<n,

gegeben.
Denn: Zur Bestimmung der Konditionszahlen 0, P und 0y, P wird die Darstellung mit-
tels Langrange-Basis

n X— Xy .
px)=) yilix), Lix= [] , 0=j=n,
i=0 0<t<nXi —X¢
123

verwendet. ¢

Bemerkung: Bestimmend fiir die Kondition der Polynominterpolation ist die Grof3e
L;. Im ungiinstigsten Fall verstiarken sich Anderungen in den Stiitzwerten um den Fak-

tor
n
k=) |Lil.
i=0

Insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen kann dieser Faktor (vorallem am Rand des
betrachteten Intervalls) grofe Werte annehmen, mit Chebychev-Knoten 148t sich hin-
gegen ein vorteilhafteres Verhalten erzielen.

Ilustration (Werte von x in [0, 20] fiir 4quidistante Stiitzstellen x; = i fiir 0 < i <20 und
entsprechende Chebychev-Knoten), vgl. Skriptum, S. 18.
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1.5. Vor- und Nachteile der Polynominterpolation

* Vorteile der Polynominterpolation:

— Aufgrund der einfachen Handhabung sind Polynome fiir numerische Berech-
nungen gut geeignet, insbesondere sind die Berechnung und Auswertung des
Polynominterpolanten einfach zu realisieren.

- Polynominterpolanten besitzen gute lokale Approximationseigenschaften.

Nachteile der Polynominterpolation:

— Mit 0 (n?) Operationen ist der Rechenaufwand der Polynominterpolation gegen-
iiber &'(n) Operationen bei der Spline-Interpolation erheblich.

- Invielen Fillen ist die Polynominterpolation schlecht konditioniert.
— Im Allgemeinen besitzen Polynominterpolanten schlechte globale Approxima-

tionseigenschaften.

Die Berechnung eines Polynominterpolanten vom Grad = 15 sowie ein Auswerten des
Interpolanten in Randbereichen des betrachteten Intervalles sollten vermieden wer-
den. Im Allgemeinen ist die Spline-Interpolation eine bessere Alternative.
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2. Polynom-Splines

* Eine vorteilhafte Alternative zur Polynominterpolation, insbesondere in Situationen
in denen der Polynominterpolant hohen Grad besitzt oder keine Chebychev-Knoten
verwendet werden kdnnen, ist die Interpolation mittels Polynom-Splines, d.h. mittels
stiickweisen Polynomfunktionen, die zusétzlichen Stetigkeitsbedingungen geniigen.

Illustration (Vergleich Polynominterpolant und kubischer Splineinterpolant), vgl.
Skriptum, S. 20.

* Vorsicht! Notationen unterscheiden sich teilweise von den im Skriptum verwendeten
Notationen.
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2.1. Kubische Splineinterpolanten

 Splinefunktionen sind stiickweise Polynome vom Grad k = 1 bzw. von der Ord-
nung k+1 auf den jeweiligen Teilintervallen, die global (k—1)-mal stetig differenzierbar
sind.

Splinefunktionen (Definition 2.1): Fir m>1sei a =19 <--- < 7,, = b eine Zerlegung
des Intervalles [a, b] in m Teilintervalle [7;,7;4+1] fiir 0 < i < m — 1. Der Raum der Spli-
nefunktionen vom Grad k = 0 (bzw. von der Ordnung k + 1) zu den m + 1 Knoten
T ={10,..., T} ist gegeben durch

Por={s:lab)—=R:s|, . ePfir0<i<sm-1},

Prr={s:la,bl =ReC* " (a,b):s|, .  ePifirosism-1}, k=1.

Bemerkungen:

- Die Summe zweier Splinefunktionen s, s € P ; und das skalare Vielfache einer
Splinefunktion s € Py ; liegen in Py ;, d.h. der Raum der Splinefunktionen Py ;
bildet einen reellen Vektorraum. Geeignete Basisfunktionen sind B-Splines, vgl.
Abschnitt 2.2.

— Die stirkere Forderung s € Py, N 6*([a, b]) wiirde implizieren, daR die Spline-
funktion s global mit einer Polynomfunktion iibereinstimmt.
Denn: Fiir zwei Polynome vom Grad k=0

px)=) pilx—a), qx)=) qi(x-a),
i=0 i=0
deren Funktionswert und deren j-te Ableitung fiir 1 < j < k in einem Punkt iiber-

einstimmen, folgt die Gleichheit der Koeffizienten (0.E.d.A. wéhle x = a, dndere
ansonsten die Darstellung der Polynomfunktionen)

ipi=pP@=q"@=jlq;, O0<j<k,
und damit die Gleichheit der Funktionen. ¢
* Splinefunktionen vom Grad 0 bzw. von der Ordnung 1: Der Splineraum
Por ={s:la,b) = R: s|[r,~,ri+1) ePyfir0<i<m-1}
umfalt stiickweise konstante Funktionen
Sl @ =i,  O0<ism-1,

die bei insgesamt m + 1 Knoten durch m vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise
an den Knoten 7y,...,7;;,—1 bestimmt sind. Im Allgemeinen sind die Splinefunktionen
unstetig, mit Sprungstellen an den Knoten; der Funktionswert bei 7,, = b wird nicht
miteinbezogen.

Illustration (Splinefunktion vom Grad 0), vgl. Skriptum, S. 22.
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e Splinefunktionen vom Grad 1 bzw. von der Ordnung 2: Der Splineraum
Pir={s:la,bl—ReC(ab):s|,  ePfir0<ism-1}
umfalt stiickweise lineare Polynome
S|[T,~,r,~+1](x):“i"'ﬁi(x_”)’ O<i=m-1,

die bei insgesamt m+ 1 Knoten durch m+1 vorgeschriebene Stiitzwerte beispielsweise
an den Knoten 1y,...,7,, bestimmt sind. Die Funktionen sind auf dem Intervall [a, b]
stetig, im Allgemeinen jedoch an den Knoten nicht differenzierbar.

Illustration (Splinefunktion vom Grad 1), vgl. Skriptum, S. 22.
* Splinefunktionen vom Grad 2 bzw. von der Ordnung 3: Der Splineraum
Por={s:la,bl =ReC" (a,b]):s|, . | ePfiro<i<m-1}
umfalit stiickweise quadratische Polynome
i) =8|y, @ =ai+ fi(x—T)+yi (x=T) (x=Tir1), O0sism-1,
die auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar sind, d.h. an den inneren Knoten die
Bedingungen
sic1(T) =s5i(1),  si_1 (1) =s3(17), l<sism-1,
erfiillen.

Bemerkung: Aufgrund der unerwiinschten Eigenschaft, daR sich Anderungen in ei-
nem einzelnen Teilintervall (ungeddmpft) auf die gesamte Splinefunktion auswirken,
werden quadratische Splines selten verwendet. Dies zeigt sich beispielsweise an der
Splinefunktion mit Funktionswert Null in sdmtlichen dquidistant verteilten Knoten
(mit 7; = ih fir 0 < i < m = 3). Einsetzen der Darstellungen (zusétzliche Skalierungen
der Koeffizienten vorteilhaft)

so(x):ao+%x+y—,fX(x—h), x€[0,h],

s@W=a+ 2 @x-m+Nx-nx-2n, xelh2hl,
wW=a+2x-2m+2x-2n(x-3k), xel2h3H,
in die Bedingungen an die Funktionswerte
ao=50(0)=0, Po=so(h)=0=s1(h)=a,
P1=512h)=0=52h)=az, P2=s50Bh)=0,
fithrt auf die Relationen
sox) =L x(x—h), xel0,hl,
si) =" (x-h)(x-2h), xe[h2h],
s2(0) =R (x-2h) (x-3h), x€[2h,3h].
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Die Stetigkeitsbedingungen an die ersten Ableitungen

so) =% @2x-h), xelo,n],
si =Y @x-3n), xe[h2h],
sy(x) = @2x-5h), xel2h3h,
Yo=ss=si(=-y1, 11=51CN=52h)=-72,

ergeben weiters
so0) =R x(x-h),  xel0,hl,

si0)=-Rx-mx-2h), xe[h2h),
s2(0) =2 (x-2h)(x-3h), x€[2h,3h].

Die Anderung des Koeffizienten y, bei der Funktion im ersten Teilintervall bewirkt so-
mit eine Anderung der Funktionen auf allen anderen Teilintervallen.

Splinefunktionen vom Grad 3 bzw. von der Ordnung 4: Der Splineraum
P3;={s:(a, bl — Re€*(a,b]): S,0,,, EP3flr0<i<m—1}

umfalst stiickweise kubische Polynome, die auf dem Intervall [a, b] zweimal stetig
differenzierbar sind.

— Ziel ist es, die Funktionen
si)=s|, . 0, 0<ism-1,

beispielsweise bei vorgegebenen Funktionswerten in den Knoten und vorgege-
ben Werten fiir die erste Ableitung in den Randpunkten

sit)=yi, 0<i<m,  s;(T0)=VYy Siye1(Tm)=Vim»

zu bestimmen. Dazu verwendet man zunichst, dafl das kubische Polynom s;
durch die Funktionswerte und die (noch unbekannten) Werte der ersten Ablei-
tung an den Knoten 7; und 7,4 fiir 0 < i < m — 1 eindeutig festgelegt ist

siT)=yi, Si@i)=Yis1, S@)=y, S:(Tix1)=Yiq O<i=m-1.

Damit sind die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die Spline-
funktion und deren erste Ableitung erfiillt. Die Darstellung (wobei h; = 7,411 — 7;
flir0<i<sm-1)

Sl'(x):yi(1+2ﬁ)(.[l+h+x) +yl+1(3 2= T)(XE_ZT;)Z

T X T X X—T; .
+y; (F5== P x-1)-y,, Lt (-, 0sism-1,
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verifiziert man leicht durch Einsetzen

2(x) =, 2(1) =0, z(Tia)=1,
200 =15, Z@) =1, Z(1i) =0
si=Yi(Z#+222%) +yi1(32°-22%) + Yy hizZ* — Y,  hi 2°Z,
sit) =yi, Si(Tiv1) = Yit1» 0<i=m-1,

bzw. Differenzieren und Einsetzen (wegen z’' hi =-2)

si= h%-yi (z°-z-222)+ }%yiﬂ (z-2%)+yi(2*-222)+y.,, (2" -222),
s @)=y, siTis) =Vieq O0<i=m-1.
Aus der obigen Darstellung erhélt man folgende Relationen fiir die Werte der
zweiten Ableitung an den inneren Knoten

/!

i =12 Yi(1+22-42)+ 5 yin (1-22) + £y (2-22) + 7 viy, (22— 2),
ST =% (i —y) -5 Ryi+yi,), 1sism-1,
S;/(Ti+l):%(yi—yi+1)+h£i(y§+2y;+l), O<is=m-2.

Die Stetigkeitsbedingungen an den inneren Knoten fiir die zweite Ableitung der
Splinefunktion ergeben

(T~):S'-'(T-), lsi=m-1,

ﬁ(yi—l_yi) hL(yzl—i_zyl) hZ(yl+1 yl)_ (ZJ/l+yl+1) ISism_l’

und weiters

ﬁy;—l_kz(ﬁ hi)yl iy;.+1:%(yi—yi_1)+%(yi+l_Yi)» l<ism-1.

Aus diesen Relationen lassen sich bei vorgegebenen Funktionswerten an den
Knoten und vorgegeben Werten fiir die erste Ableitung in den Intervallenden die
zu bestimmenden Werte der ersten Ableitung in den inneren Knoten berechnen.

Berechnung eingespannter kubischer Splinefunktionen (Satz 2.2, Satz 2.3): Eine ku-
bische Splinefunktion s € P53 ; ist durch die Darstellung

100 = |17, 00 = ¥ (14 2555) (F525)" 4 i (3-2557) (5574)°

T X T X X—T; .
+yi( s ) (x=T) = Yi =G (x-1)),  0=sism-1,

gegeben. Bei Vorgabe von m + 1 zu interpolierenden Funktionswerten

sit)=yi=f@), 0<i<m,
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lauten die m — 1 Bedingungen an die m + 1 Ableitungswerte an den Knoten

/ ! .
s; (T =y, 0<i<m,

ﬁy;—l"‘z(ﬁ hi)yl h-J/;'+1:%(yi—Yi—1)+%(yi+1—yi), l<i<m-1.

Beispielsweise bei der Festlegung der Werte der ersten Ableitung an den Intervallen-
den

soso)=yo=f @, S, @Gm)=y,=f D),

ist der Vektor y’ = ( y;.) 1=i=m—1 als eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems
gegeben und damit die zugehorige kubische Splinefunktion (eingespannter Spline)
eindeutig bestimmt.
Denn: Bei Vorgabe der Funktionswerte y; = f(7;) fiir 0 < i < m und der Ableitungen
= f'(a) und y,, = f'(b) sind die restlichen Ableitungen y;,..., y; _, als Losungen der
linearen Gleichungen
i=1: 2(gra)na = -y be-m -5 ¥,

/

2<i<m-2: hLyl l+2( +hi)y hlyl+1 5’_1(y,~—yi_1)+%(yi+1—y,-),
+

i=m-1: ym2+2(hm2 hml)ym 1= m_z(ym—l_J/m—Z)

3 1 /
+ 72, (ym_J/m—l) —mym,

gegeben. In kompakter Form als linearen Gleichungssystems mit symmetrischer Tri-
diagonalmatrix ergibt sich

Ay'=r,  A=(aiji=ijzma €RVTIXITD e g
@i =2(p=+3), 1sism-1, @in=amn,i=g, l<ism-2,
%(J’l—YOH%(yz—yl) 1
0 1 7s Yo

" : 0
y: , r= %(Jﬁ")’i—l)"‘%(}/iﬂ_%) —
Yim-1 : 1 0

/

h23 (J/m—l__)’m—z)‘thi(J’m_Ym—l) hm-1 Vm

-2 m-1

Da die Matrix A strikt diagonaldominant ist, ist das lineare Gleichungssystem eindeu-
tig losbar und damit die zugehorige kubische Splinefunktion eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:

- Eine Matrix A € R"*" heilt strikt diagonaldominant, wenn folgende Relation gilt

n

laiil > Y la;;l  firalle 1<i<n.
j=1
J#i
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Wegen (mit betragsmaflig grolStem Koeffizienten x,)

n
Ax=0 = ajjxj=0 fir 1<i<n
j=1
n
=  agx¢=-) agx; mit |x,|= max |x;l
j=1 1<isn
j#l
n n
= lagllxel < )_laeil1xj1 <1x71)_ 1agjl
j=i j=i
e e

n

= (lanl- Y. lagl) 1/ <0
j=1
j#C

>0
= x,=0

—_—> x:o

ist jede strikt diagonaldominante Matrix invertierbar.

Beinhaltet ein lineares Gleichungssystem eine symmetrische und positiv definite
Matrix A € R"*", so ist das Gaul3sche Eliminationsverfahren ohne Spaltenpivot-
suche numerisch stabil durchfiihrbar. Ist die Matrix zudem eine Tridiagonalma-
trix, so werden zur Elimination der Subdiagonale &'(n) Operationen benotigt.

Vgl. Illustration (Eingespannter Spline, Matrix) fiir den Spezialfall 4quidistanter
Knoten (m = 6). Fiir die zugehorige Matrix

Ay'=r,  A=(aj)i=ij=s € R

aii:%, l<ism-1, ai,i+1:ai+1,i:%, l<ism-2.

Das Gaul8sche Eliminationsverfahren (bzw. die Cholesky-Zerlegung) fiihrt auf die
Zerlegung A= LD L” mit positiv definiter Diagonalmatrix D (d.h. alle Diagonal-
eintrige sind positiv) und auf einfache Weise rekursiv berechenbarer Matrix L
(Diagonalelemente von L gleich Eins, erste Subdiagonale zu berechnen). Wegen
xTAx=x"LDL"x = y"Dy > 0 mit y = LT x folgt die positive Definitheit von A
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir den allgemeinen Fall.

Fehler der kubischen Splineinterpolation (Satz 2.4): Fiir f € €*([a, b)) sei s : [a, b] —
R die eindeutig bestimmte kubische Splinefunktion zu den Funktionswerten

siT)=yi=f(x), 0<i<m, Ss@=f(a), sb=f(b.

Dann gelten folgende Abschédtzungen fiir den Approximationsfehler des Splineinter-
polanten (zu m+1Knotena=19<:-<7T,,=bmith;=7;;1—7;flr0<i<m-1und
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hmax =max{h;:0<i<m—-1}, | flloo =max{f(x):a<x < b})

|(F-9@)| = 2| fP |, x€lmiTiva], 0sism-1,
|(F =9 = Hhi b [ [P )or x€lTiTin], 0sism-—1,
|(f—s)”(X)|S%hilaxxrg%]”fw"oo, x€lt;,Ti+1], 0<i<m-1,
|(f—s)”’(x)|s%hi(1+(h2‘—;")2)||f(4)||oo, x€lr;,Tinnl, 0sism-1.
Bemerkungen:

- Die Approximationseigenschaften von kubischen Splinefunktionen fiir regulire
Funktionen sind insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen besser als die Ei-
genschaften von Polynominterpolanten.

- Werden die benétigten Werte der Ableitung an den Intervallenden ndherungs-
weise mittels kubischer Polynominterpolation an vier Knoten bestimmt, bleibt
der Approximationsfehler von der GréRenordnung h? ...

- Neben eingespannten Splinefunktionen mit vorgegebenen Ableitungen an den
Intervallenden sind beispielsweise auch Splinefunktionen zu natiirlichen Rand-
bedingungen sj(a) =0= s/, _, (b) gebrduchlich, allerdings besitzen diese weniger
gute Approximationseigenschaften.

- Splinefunktionen kommen urspriinglich aus dem Schiffsbau und sind wesent-
lich fiir Anwendungen aus den Bereichen Computergraphik und Design (u.a.
Computeranimationen, Design von Autos und Flugzeugen).

e Vgl. Illustration (Splineinterpolation) sowie Illustration (Approximationsfehler).
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Kurveninterpolation

e Die bisher behandelten Ideen lassen sich auch zur Interpolation von Kurven anwen-
den. Beispielsweise fiir eine ebene Kurve beruht die Interpolation mittels kubischen
Splinefunktionen auf folgendem Zugang:

- Eine ebene Kurve durch m + 1 Punkte der Ebene v; = (x;, ¥i)o<i<m ist durch eine
Parametrisierung gegeben

y:la,b] - R?: t— (x(t)).

y(1)

Als Knoten a =19 < - -+ < T, = b wiahlt man beispielsweise die Zeitpunkte (Zeitin-
kremente entsprechen der Lange der verbindenden Polygonziige ||v; — v;_1ll2)

To=a, Ti=Ti1+lvi—-vi—1ll2, 1<i=m,

lvi—vicll = 1 = Xi—1, i — yie) T llo = \/(xi - Xxi-1)?+ (yi — yi-1)?,

und setzt dann b = 7.

Vgl. lllustration (Punkte der Ebene, zugehoriges Stiitzpolygon), Skriptum, S. 27.
— Man bestimmt einerseits die interpolierende Splinefunktion sy : [a, b] — R zu den

Datenpunkten (7, x;)o<i<m und andererseits die interpolierende Splinefunktion

sy : [a,b] — R zu den Datenpunkten (7;, y;)o<i<m. Die interpolierende Kurve ist
dann durch

s:la,b] > R*: t— (Sx(l‘))

sy ()
gegeben.
Vgl. Illustration (Tragflachenprofil), Skriptum, S. 28.

e Vgl. lllustration (Kurveninterpolation).
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2.2. B-Splines
 Ziel: Bestimmung einer geeigeneten Basis des Vektorraumes der Splinefunktionen
Por={s:lab)—=R:s|, . ePfir0<i<sm-1},
Prr={s:[a,b] = Re € (a,b): Slig,z,, EPLfiir0Osi=m—-1}, k=1
* Dimension des Raumes der Splinefunktionen und Basisfunktionen (Lemma 2.5, De-

finition 2.6, Satz 2.7): Bei m + 1 Knotenpunkten (7;)o<;<m» hat der Vektorraum P , fiir
k = 0 die Dimension m + k, d.h. es gilt

dim[P’k,T:m+k, k=0.

Die rekursiv definierten B-Splines (N;)_x<i<m-1 (mit Einfithrung zusétzlicher Hilfs-
knotent_j <---<7T_1<7Tound 7, < Tis1 < < Timsk)

1 x€lt;,7Ti01), .
k=0: Noi(x) = (7, Ti+1) O<i=m-1,
0 xd&I[7;,Tiv1),
k=1: Nii(x) = Ti+k1_Ti (X —7i) Ng-1,i(x)
m(THkﬂ—x)Nk—l,iﬂ(x), —k=i=m-1,

bilden eine Basis von P ;. Jede Splinefunktion s € Py ; ist somit in eindeutiger Weise
als Linearkombination der Basisfunktionen

m

s= ). ¢iNg
i=—(k-1)

darstellbar. Denn: Vgl. auch Uberlegungen in Abschnitt 2.1.
- k =0: Eine stiickweise konstante Splinefunktion in Py ; ist durch m Stiitzwerte
an den Knoten 7y,...,7,,—-1 bestimmt, und folglich ist
dim [FD()’T =m.

Offenbar bilden die m Splinefunktionen (Ny;)o<i<m-1, definiert durch

1, xe€lr4,Ti41), .
Noi(x) = 73, Ti) 0O<i<sm-1,
Oy x¢[Ti)Ti+l);
eine Basis von Py ;. Da die Splinefunktion Ny; am Knoten 7; den Wert 1 und an
den restlichen Knoten den Wert 0 annimmt
NOi(Tj):(Sijr O<i=m-1, OSjSm,

ist jede Splinefunktion s € Py ; in eindeutiger Weise als Linearkombination

m—1
s= Y ¢iNoi, ci=s(r;), 0<sism-1,
i=0

darstellbar. Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 30.
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- k= 1: Eine stiickweise lineare Splinefunktion s € P, ; ist auf dem ersten Teilinter-
vall [7g, 7] durch k+ 1 = 2 Bedingungen festgelegt, auf jedem weiteren Teilinter-
vall [7;,7;41] fiir 1 =i < m—1 kommt aufgrund der Stetigkeitsbedingung an s nur
jeweils eine Bedingung hinzu. Dies fiihrt auf insgesamt 2+ m —1 = m + 1 Bedin-
gungen, und somit ist

dimPy;=m+1.

Geeignete Basisfunktionen sind die m + 1 stiickweise linearen Funktionen
(N11)o<i<m, definiert durch (die Einfithrung von zwei Hilfsknoten 7_; < 79
und 1,,41 > T, erlaubt die gleichzeitige Behandlung der inneren Teilintervalle
[T;,Ti41] fir 1 =i < m—2 und der Randintervalle [, 71], [Tm—1, Tm]; auf [T;, Ti11]
fiihrt der Ansatz N;;(x) = @ + B(x —1;) und die Forderungen Nj;(r;) = 0 und
Nyi(ti+1) = 1 auf die angegebene Darstellung, auf dem Teilintervall [7;41, T;12]
fiihrt der analoger Ansatz Ny ;(x) = @+ B(x—7;+2) und die Forderungen Ny;(7;+1) =
1 und Ny;(7i4+2) = 0 auf die angegebene Darstellung)

1

oo (X =T, x € [T, Tisl,
Nii(x) = m(THz—x), X € [Tit1,Tiv2l, -l1<i=m-1,
0, sonst,

d.h. N;; nimmt am Knotenpunkt 7;;; den Wert 1 und an den restlichen Knoten-
punkten (einschlieflich der Hilfsknoten) den Wert 0 an

Ny (1) = bit1,j, -l<ism-1, -1<jsm+1.

Mittels der Basisfunktionen (Np;)o<;<m ergibt sich die Darstellung

Nij () = 7= (0= T) Noi(0) + 75— (Tis2 = ) Nojaa (), —1<ism-1.

Offensichtliche ist die Basisfunktion N; stetig, auf (7;,7;42) positiv, und es gilt
Nyi(x) =0 fiir x & (7, 7;+2), d.h. die Funktion besitzt einen lokalen Triger

supp Ni; = {x € R: Ny;(x) #0} = [17, Ti2] .

Ahnlich wie zuvor folgt fiir s € P; ; die Darstellung

m—1
s= ) ¢ Ny, ci=5(Ti+1), —-l<ism-1.
i—1

Vgl. Abbildung, Skriptum, S. 31.

- k =2: Ahnliche Uberlegungen gelten fiir Splinefunktionen vom Grad k. Auf dem
ersten Teilintervall (7o, 71] ist s € Pg ; durch k+1 Bedingungen festgelegt, und auf-
grund der geforderten Stetigkeitsbedingungen an s\ (r;) fiir 0 < j < k— 1 kommt
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auf jedem weiteren Teilintervall [7;,7;4+1] flir 1 <i < m —1 nur jeweils eine Bedin-
gung hinzu, was auf insgesamt k+ 1+ m — 1 = m + k Bedingungen fiihrt

dimPr,=m+k.

Die Konstruktion geeigneter Basisfunktionen, der B-Splines, basiert auf der Re-
kursion (Einfithrung weiterer Hilfsknoten, Relation konsistent mit obigen Uber-
legungen fiir den Fall k =1)

Nii (%) = —— (x —7;) Nj_1,;(x)

Tivk—Ti
1

Titk+17Ti+1

(Tisk+1 = X) Nic,in1(x),  —k<is=m-1.

Eine wesentliche Eigenschaft der B-Splines ist die Lokalitit (Trégerinter-
vall [7;,T;41] fur No;, [T, Ti42] fir Nyg, [74, Ti43] fiir Np; etc.)

supp Ni; = {x € R: Ni; (x) #0} = [14, Tjsx41].

Wie zuvor folgt fiir s € P, die Darstellung (Berechnung der Koeffizienten, vgl.
Abschnitt 2.3)

m—1

S= Z Ci Nki .
i=—k

Damit folgt die Behauptung. ¢
Vgl. lllustration (Rekursive Berechnung einer quadratischen B-Splinefunktion).

* Bei einer Linearkombination von B-Splinefunktionen fiihren kleine Anderungen der
Koeffizienten zu kleinen Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion. Ebenso

bewirken kleine Anderungen der Funktionswerte der Splinefunktion kleine Anderun-
gen der Koeffizienten.

Kondition der B-Splines (Satz 2.8): Es gilt die Abschitzung
m—1
max |¢;| < |ISllec = Max [s(x)|< max |cil, s= ci N,
Y—ksiSm—ll il = lslleo a5x5b| ( )| —ksis;n—l' il i:X—:k Pk

mit einer von der Wahl der Knoten und Koeffizienten unabhéngigen Konstante y.
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2.3. Linearkombinationen von B-Splines

 Effiziente Berechnung von Splinefunktionen: Die effiziente Berechnung einer Spli-
nefunktion beruht auf der Darstellung als Linearkombination von B-Splines, vgl. Ab-

schnitt 2.2.
Einsetzen der Rekursion (Kubische Splinefunktionen): Fiir eine kubische Splinefunk-
tion
m—1
s= ) ¢iNsiePs;
i=-3

ergeben sich bei schrittweisem Einsetzen der in Abschnitt 2.2 angegebenen Rekursion

Nii(x) = = 1_” (x—7;) Ni-1,i(%)
WI_TM(THICH—JC)Nk—liH(x), —k<i=m-1, k=1,
N3;(x) = — Tl NZZ(x)+TTl:+xN21+1(x); -3<is=m-1,
Nai(x) = i ” = Ny () + 52N (), —2sism-l,
Ny;(x) = = ” = Noi (0 + 2222 Ny (0, -lsism-1,

1 x€lt;,7Ti1), .
Noi(x) = (71, 7141) 0<sis<sm-1,
0 xdgI[7;,Tiv1),

die Relationen (Indexverschiebung j=i+1—i=j—-1)

m—1
s(x)= ) ¢iN3;i(x)
i:—3
_ Tita—X
= Z Cl-,+3 T — Noj(x) + Z Ci e l;r Tia N21+1(x)
i=-3
m—1
-~ L _XTT . Ti+3—X .
= Z Ci gt +Cin Ti+3_Ti)N2,(x) +Randterme,
m-1
— X—Ti . Tit+3—X X—Ti . X—Ti-1 . Tit2—=X | Tit2—X
s(x) = ,Zl((cl Tig—ti T Ciml ms—n) Tia—Ti (C"l Tia—ti T Cim2 Ti+2_Ti—l) Tiv2—Tj )N“(x)
i=—
+ Randterme,
m—
. Ti+3—X X—T;
s(x) = Z (( Ci T+3 T +Cim Ti+3_Ti) Tiv2—Tj
X—Ti—1 Ti+2—X Tit2—X X—Tj
+(Ci- = j— )
( 17—t ! Ti+2_Ti—1)Ti+2_Ti Tis1—T;
X—Ti—1 Tiy2—X X—Ti—1
+{(ci-1 —=+ci-
(( 1710 ! 2Ti+2_Ti—1)Ti+1_Ti—1

. X—Ti-2 R Tit1—X Tit1—X Tit1—
+ (CZ_Z Tin-T.o | Ci-3 Ti+1_Ti—2) Ti+1_Ti—l) Ti+1=Tj )NOZ (x) + Randterme.
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Berechnung der Koeffizienten (Allgemeiner Fall): Die Koeffizienten (¢;) _x<j<m-1 wer-
den so bestimmt, dald die Splinefunktion an Stiitzstellen (x;)_g<i<m-1, welche auch
von den Knoten verschieden sein konnen, eine vorgegebene Funktion f interpoliert

s(x;) = f(xi), —-k<is=sm-1.

Der Satz von Schoenberg-Whitney (Satz 2.9) sichert die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung, wenn die Stiitzstellen die Bedingung x; € (7;,7;4¢) flir —k<i<m—-1er-
fillen.

Berechnung der Koeffizienten (Kubische Splinefunktionen): Beispielsweise im Fall ei-
ner kubischen Splinefunktion fithren die Interpolationsbedingungen und die obigen
Uberlegungen

s(x;) = f(x;), -k<i=m-1,

m—1

_ . X—T; . Ti+3—X X—T;
$(x) = 2;') (((Cl Tt T Ci-1 Ti+3_Ti) Tit2—T;
1=

X—Tj— Tij2—X ) Tit2—X X—Tj
+ (Ci—l i—1 +cio i+2 ) i+2 i
Ti+2—Ti-1 Ti+2—Ti-1 Ti+1~ T

Ti+2—Tji

i X—Ti1 i Ti+2—X X—Ti1
+ (Cz—l Tino—T; +Ci2 Tino—T; Tii—T;
i+2 i-1 i+2 i—-1 i+1 i—-1

+(C,' 2 T2 +Cj—_3

Tit1—X ) Tit1—X )THI_X
TETie1mTi2

Ti1—Ti2) Tin1—Tio1 ml_n)Nol-(x)+Randterme,

auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten (c;)-3<;<m-1, welches in der
Situation des Satzes von Schoenberg—Whitney eindeutig l6sbar ist. Aufgrund der Loka-
litdt der B-Splines besitzt die zugehorige Matrix Bandstruktur (Diagonale und wenige
Nebendiagonale beinhalten Elemente, die verschieden von Null sind) und das Glei-
chungssystem ist somit mittels LR-Zerlegung (sogar ohne Pivotsuche) effizient 16sbar.
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3. Numerische Integration

e Inhalt: Verfahren zur numerischen Quadratur, d.h. zur ndherungsweisen Berech-
nung bestimmter Integrale der Form

b
I(f):f f(x)dx
a

mit einer (zumindest stetigen) Funktion f: [a, b] — R.
Bemerkung:

- Die numerische Berechnung bestimmter Integrale ist erforderlich, wenn es nicht
moglich ist, eine Stammfunktion des Integranden in geschlossener Form (d.h.
mittels elementarer Funktionen) anzugeben. Es gibt aber auch Situationen, in
denen eine direkte Auswertung der Stammfunktion aufgrund des Auftretens des
Phédnomens der Ausloschung signifikanter Stellen numerisch instabil ist, nume-
rische Quadratur hingegen ein zufriedenstellendes Ergebnis ergibt.

Illustration (Partielle Integration, Instabilitét).

— Numerische Quadraturformeln beruhen auf der Idee, das bestimmte Integral

b
I(f):f f(x)dx
a

durch ein einfach zu berechnendes bestimmtes Integral

~ b~
I(f):f f(x)dx

zu approximieren, d.h. der (komplizierte) Integrand f wird durch eine geeignete
Approximation einfacherer Struktur (beispielsweise durch eine (stiickweise) Po-
lynomfunktion) ersetzt.

— Falls Funktionswerte des Integranden an beliebigen Stiitzstellen im Inter-
vall [a, b] berechnet werden konnen, stehen adaptive Quadraturformeln zur Ver-
fligung, die fiir hinreichend regulédre Integranden ein Ergebnis hoher Genauigkeit
liefern.

e Erinnerung: Ein Mal fiir die Lidnge einer stetigen Funktion oder auch den Abstand
zweier stetiger Funktionen ist die Supremumsnorm

[Fleo= max [F], 1f =l = max |f @~ F0l,  f.fe@a,bD.

Kondition der Integration: Zur Untersuchung der Sensibilitdt des Wertes eines be-
stimmten Integrals in Abhdngigkeit vom Integranden betrachtet man die Differenz

b

z(f)—l(f):f (fx) - f(x))dx, f,fe€Ua,b).
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Als Abschitzung fiir die absolute Kondition ergibt sich

_ b _ _ b
1) = 1(7)] sf |[f(0) = F(0|dx = ||f—f||oof Ldx
=w-a)|f-flo, fFfe%lab).

Bei der relativen Kondition hingegen

H-1Py_ ., I~ Flls
| 1= i
_ =@ flleo [f = Fllo
() Iflloo
——

=K

f.fe€a,b),

kann der Fall eintreten, daf8 der Faktor

K:%>>l
[1(f)]

einen grofen Wert annimmt und somit kleine relative Anderungen des Integranden
zu groBen Anderungen des Ergebnisses fiihren. Ein typischer Fall eines schlecht kon-
ditionierten numerische Problems ist ein stark oszillierender Integrand, der etwa bei
Fourier-Integralen auftritt (I(f) =0, (b—a) | flleo = 1).
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3.1. Elementare Quadraturformeln

 Fragestellung: Einfiihrung grundlegender Begriffe und Relationen.

Eine s-stufige Quadraturformel (b;, ¢;)1<i<s ist durch die Knoten c; € [0,1] und die
zugehorigen Gewichte b; € Rfiir 1 < i < s gegeben. Eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<i<s
heil$t symmetrisch, falls ¢s11-; =1—-c;und bgy1—; =b; flir1 <i <s.

- Lokale Approximation (Einheitsintervall): Fiir eine Funktion g: [0, 1] — R erhélt
man eine Approximation an den Wert des bestimmten Integrals mittels

1
Q@)=Y bigleh ~ Ilg= fo g(6) dé.

N
=

1

Die Konstruktion von (ersten einfachen) Quadraturformeln beruht auf der Ap-
proximation von g durch einfache Funktionen g (z.B. Polynominterpolanten) fiir
welche das bestimmte Integral leicht berechnet werden kann (s.u.)

N

1 1
Qo(g) = Y biglci) = Io(@) = fo GO ~ Ig)= fo g(©) dé.

i=1
Der (lokale) Verfahrensfehler

N 1
Qlg)~olg) = Y. biglen— | g©) ¢

i=1

ist damit durch die Relation

N 1 1
Qg ~oe)= Y. bigle) = [ g =@ -1oie)= | E-9O

i=1
gegeben.

— Globale Approximation: Fiir eine Funktion f : [a, b] — R erhdlt man mittels einer
Zerlegung des betrachteten Intervalles in kleine Teilintervalle

a=x9p<---<xy=>b, hj=xj.1—-xj, 0<j<N-1,

und der Variablentransformation x = xj+{ hj < ¢ = hi] (x—x;) die Approximation
b N-1 Xj+1 N-1 1
I(f):f fodx=)_ f)dx=) h]-f flxj+&hj) dé
a j=0JXj j=0 0
N-1 s
=Q(f)= ) hj) bif(xj+cih).

j=0 =1

Wesentlich fiir die Abschitzung des (globalen) Verfahrensfehlers
N-1 s 1
QU —-I(H= ) hy (Zbif(xf'ﬂihj)—fo flxj+Ehy) d¢)
j=0 i=1
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sind somit Abschéitzungen fiir den lokalen Verfahrensfehler
N 1
Qo(g)—To(gj) =) bigj(ci)_fo gi)d¢, gj&)=f(xj+&h), 0<j<N-1.
i=1

Bemerkung: Es ist wiinschenswert, Quadraturformeln mit positiven Gewichten zu
verwenden. In diesem Fall ist sichergestellt, dall aus der Positivitdt des Integranden
die Positivitdt des bestimmten Integrals und ebenso die Positivitdt der Quadraturap-
proximation folgt

fx)=0 fiurxela,b] = I(f)=0, Q(f)=0.

e Fragestellung: Untersuchung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation
(Giite der Approximation, Konstruktion von Quadraturformeln)

- Zur Abschidtzung des Verfahrensfehlers der Quadraturapproximation

N-1 s 1
QUN-I(NH =) hJ(Zbif(XﬁCihj)—fo flxj+Ehy) de)

j=0 i=1

betrachtet man zunéchst den lokalen Verfahrensfehler. Mittels der Taylorreihen-
entwicklungen

p-1

fojreihp =3 7 f 00 el hj+ 5 fP o) el by,
=0
p-1

Faj+Ehp =3 7 O ni+4 fP @i P v,
=0

ergibt sich die Relation

S 1
Z b,-f(xj +Ci hj) _,[0 f(x]' +€hj) d¢
i=1

s p-1 p-1 1
= Zlb,- ;)%fm(xj)cf EDY %f([)(xj)hﬁfo éhde
1= =

=0 o
1
=71
N 1
+Zbiﬁf(p)(ﬂij)clphf—ﬁf(p)(ﬁij)h;-?f ¢Pd¢
i-1 A
1
:m
(S, o 1) 0 ¢ 1[N fp) P 1 p p
= 1= 1=
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Weiters erhilt man die Entwicklung

Q(f)_l(f) Z Z%(Zblcf_g_}_l)f([)(xj)hf-kl
j=0

/=0 i

=1
s
Z b; f(p) (771]) cP - p+1 f(P) (7711)) hP+1

i=1

=
o Z (
- Falls die Ordnungsbedingungen

N
Zbic?_lzé, l<gs<p,

g=1: b1+---+bs=1

qg=2: bici+---+ b cs—%

q=3: by c?+---+bsc? —%
q=p: bic! '+ bl =1
. 1 1 p

erfiillt sind, ergibt die Quadraturformel eine Approximation der Ordnung p = 1,
d.h. fiir den lokalen Verfahrensfehler gilt die Relation (sofern f (P) auf [a, b] be-
schrankt ist)

s 1
Zbif(xj+c,-hj)—f f(x]'+fhj)df=ﬁ(hglax), Amax = mMmax h],
i=1 0 0<j<N-1

und fiir den globalen Verfahrensfehler folgt die Abschitzung (mit Konstante C
abhéngig von den Knoten und Gewichten (b;, ¢;)1<;<s sowie der Ordnung p)

1RU-IN|=C|| f" ]| Z W< C-a M| f ooy Pmax=_max h;.
0<j<N-1
=

- Fiir eine Quadraturformel (b;, ¢;)1<i<s der Ordnung p folgt insbesondere, dal die
Quadraturapproximation auf dem Einheitsintervall fiir die Taylor-Basis

grx)=x", o0<t=<p-1,

das exakte Ergebnis liefert (verwende Linearitdt der Quadraturformel und des
bestimmten Integrals)

S

N 1 1

Zbicf=2bigz(ci)=fo gz(f)d5=f() edé=;;, o0st=p-1.

i=1 j=

* Beispiele fiir (einfache) Quadraturformeln: Mittelpunktsregel, Trapezregel, Simp-
sonregel
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— Mittelpunktsregel

+ Die Forderungen s = 1 und p = 2 s = 2 fithren auf die Knoten und Gewichte
der Mittelpunktsregel (Losung der Ordnungsbedingungen by = 1, by ¢} = %,
jedoch by cf # %, symmetrische Quadraturformel, Superkonvergenz p > s,
Gaulische Quadraturformel der maximalen Ordnung p =25)

s=1, b=1, c =35, p=2.

DN =

* Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R im Intervall-
mittelpunkt % mittels eines Polynoms vom Grad 0 und Integration fiihrt auf
die Quadraturapproximation

50 = ~ g, 0=és<1,
1
Qolg) = f F6) dé= f Dae=g(l) ~ Iig= fo g6 de,
s=1, bl—l, Clz%.

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.39 (a =0, b = 1, Rechtecksfldche).
* Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation (wegen i = x;j,1—x; und
Xj+ % hj = % (Xj+Xj+1))

N-1 . 1
QN =Y W f(5) = 1= [ fogeehpde
j=o 0

— Trapezregel

* Die Forderungen s = 2 und p = s sowie c¢; = 0 und ¢, = 1 fiihren auf die Ge-
wichte der Trapezregel (Losung der Ordnungsbedingungen b;+by = 1, by ¢1 +
by ¢, = 3,jedoch by ¢ +bs ¢5 # 3, dquidistante Knoten in [0, 1], Newton-Cotes
Formel)

s=2, blzézbg, 61:0, C2:1, ]9:2.

* Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R in den Inter-
vallenden 0, 1 mittels eines Polynoms vom Grad 1 und Integration fiihrt auf
die Quadraturapproximation

g§O=g0)+(gM)-g®)¢ = g, 0sésl1,
1 1
)= [ 0= [ (504 (50 - g0)¢) dE = g0)+ } (51 - g10)
1
“1(g@+g) ~ Ilg)= fo g(© de,
s=2, bi=3=by, =0, c=1.

Vgl. Abbildung, Skriptum, S.41 (a =0, b =1, Flache des Trapezes).
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+ Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation

N-1
QU =3 X hi(fx)+flxjs)
j=0
N—l
:% (x])+ Z hjf(xj+1)
j:O
N-1

% hf(x])+2 th 1 f(x))

ho ge 1hj—l‘*hj hn-1 b
Sl pegy+ 3 M ey 1 I ) < TP :fa f) da.

j=1

* Fiir periodische Funktionen und dquidistante Stiitzstellen vereinfacht sich
die obige Relation zu (f(xny) = f(xo) und ;=0 fiir0< j < N-1)

N-1 b
QN=nY flx) = z(f):f ) dx.
j=0 a

Die Trapezregel hat spezielle Bedeutung bei der numerischen Berechnung
von Fourierreihen (Signalverarbeitung).

- Simpsonregel (Falregel, Johannes Kepler, 1615)

* Die Forderungen s = 3 und p = s sowie ¢; =0, ¢2 = % und c3 = 1 fithren auf
die Gewichte der Simpsonregel (Losung der entsprechenden Ordnungsbe-
dingungen b1+bg+b3 =1, b1 Cl+b2 Cg+b3 C3 = %, bl Cf+b2 C§+b3 C§ = %, éiqui—
distante Knoten in [0, 1], Newton—-Cotes Formel, aufgrund der Symmetrie der
Quadraturformel gilt sogar b; c:f +by cg +bs cg’ ]edoch by c1 +by 02 +bs 03
% und damit p = 4)

c1=0, o=

s=3, bi=%, b2=3%, bs= , =1, p=4.

D=

1

6 )

+ Historischer Zugang: Interpolation der Funktion g : [0,1] — R in den Inter-
vallenden 0,1 und dem Intervallmittelpunkt % mittels eines Polynoms vom

Grad 2
0 g(0)
o 2(s()-s0) 1
2 8(3) 2(8(0)-25(3) +g))
2(gm-g(3)
1 g

g =g0+2(g(2)- g(0>)6+2( 0)-2g(3)+gM)é(E-13)
~ g, 0=<¢=

38



und Integration fiihrt auf die Quadraturapproximation

1
Qolg) = fo 50 dé

= fol (g0 +2(g(}) - g@)¢ + (g0 -25(3) + gD) (262~ ¢) ) dé

g()+i(g@-2g(2)+gM)
= (g@+4g(3)+g),

S:?)y bl:%) bZZ%’ b3:%’ 61:0, 62:%, 63:1'
* Insgesamt ergibt sich die Quadraturapproximation
1 N-l Xj+tXj+1
QN =5 X hj(fxp+4f(Z=F=)+ fxjs)
j=0
ho N ey 2 Xj+Xja1y | hyo
=3 fo)+ ) = fle)+5 ) hy f(F5E) + 26 faw)
j:l j=0

b
zI(f):f f(x)dx.
a

* Verschiedene Klassen von Quadraturformeln:

- Allgemeiner erhélt man die Newton-Cotes Quadraturformeln bei Vorgabe von s
dquidistanten Knoten in [0, 1] und Lésung der Ordnungsbedingungen fiir p = s
(eindeutig losbares lineares Gleichungssystem mit Vandermonde Matrix, aller-
dings schlecht konditioniert). Dies entspricht gerade der Integration des Polyno-
minterpolanten. Da fiir h6here Stufenzahlen negative Gewichte auftreten, wer-
den Newton—Cotes Quadraturformeln h6herer Ordnung im Allgemeinen vermie-
den.

- Bei Verwendung der Chebychev-Knoten ergeben sich die Clenshaw—Curtis Qua-
draturformeln mit stets positiven Gewichten.

— Quadraturformeln hoher Ordnung, deren Konstruktion auf orthogonalen Poly-
nomen beruht, sind beispielsweise die Gaul3schen Quadraturformeln (p = 25)
und die Radauschen Quadraturformeln (p =2s-1).
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3.2. Best-Approximation des Integrals

e Fragestellung: Zu bestimmen ist die beste Quadraturapproximation an das Integral

_ b
T(f) = f £ dx
a

bei Vorgabe von s Stiitzstellen und zugehorigen Stiitzwerten
as<y <--<ys<hb, ni=fyi), 1<is<s.

Betrachtet werden dabei lokale Quadraturapproximationen der Form (Transformati-

on des Intervalles [a, b] auf das Einheitsintervall [0, 1] mittels x = a+¢(b—a) — ¢ = ﬁ

_ b 1
I(f):f f(x)dx:(b—a)fo fla+&-a)dé

N N
~Q(f)=) b-ab; flatcib-a))=> Bifiyi).
QN Zl( ;) i f(a CL(Y. a)) i:ZIﬁlfm)
Als Mal} fiir Funktionen betrachtet man die mittlere quadratische Krimmung (Semi-

norm, v(f) = Il f"ll2)

b
v(f)2=f (f")*dx,  fe%?(ab).

Je glatter die Funktion f ist, desto kleiner ist v(f), und insbesondere gilt v(f) = 0 fiir
lineare Polynomfunktionen f € P,. Fiir beliebige Funktionen f € %?(la, b)) \ P, sollen
die Quadraturgewichte (f;)1<;<s so bestimmt werden, dal$ die Grofe

QO -1(f)] — min

minimal wird. Als Losungen des Minimierungsproblems ergeben sich natiirliche ku-
bische Splinefunktionen zu den Stiitzstellen (y;);<;<s (Variationsrechnung)

QN =1(s), sePsy, "(y1=0=s5"(yy.
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3.3. Romberg-Quadratur

¢ Vorbemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiBig, einen hinrei-
chend regulédren Integranden f zu fixieren und anstelle der Abhédngigkeit der Qua-
draturapproximation vom Integranden die Abhéngigkeit von der Schrittweite h (zu
einer dquidistanten Zerlegung des Integrationsintervalles) anzugeben. Ebenso wird
der Wert des bestimmten Integrals kurz mit I (oder auch mit a) bezeichnet.

Erinnerung: Bei dquidistanten Stiitzstellen a = xo < -+ < xy = b mit x; = a+ j h fir
0<j=<N-1,wobeih= b;N“, fiihrt die Anwendung der Trapezregel auf die globale
Quadraturapproximation

N-1

b
T(h):h(%f(x0)+ > f(xj)+§f(xN)) ~ I:f f(x) dx.

j=1
Frithere Uberlegungen zeigten die Abschitzung
[T -1 <Ch-a)h?|f"|,,-

Eine zusidtzliche Analyse des Verfahrensfehlers fiihrt auf eine asymptotische Ent-
wicklung (ohne Begriindung). Diese Entwicklung wird dann geniitzt, um verbesserte
Approximationen zu berechnen (Extrapolation, Romberg-Quadratur).

Asymptotische Entwicklung (Trapezregel) (Satz 3.1): Es sei f € €?X([a, b]). Der Ver-
fahrensfehler der Trapezregel (mit h = b;N“ undxj=a+jhfir0<j<N-1)

N-1 b
T(h)=h(%f(xo)+Zf(xj)-i-%f(xN)) = ap= f f(x)dx
j=1 a

besitzt die asymptotische Entwicklung

K-1 b
T(h-ao= Y arh®* +axm)h?®,  |ax(h)|< Cf | Fe0 )] dx,
k=1 a

mit Koeffizienten a; € R fiir 1 < k < K — 1 und einer beschriankten Funktion ag :R — R
(Schranke unabhéngig von h).
Bemerkungen:

— Aus der obigen Relation und inbesondere wegen der Abschitzung fiir ak folgt die
Konvergenz der Quadraturapproximation gegen den Wert des bestimmten Inte-
grals fiir h — 0.

— Fiir hinreichend kleine Werte der Schrittweite & ist a; h? der dominante Beitrag
im Verfahrensfehler

Th)—ag=a1h®>+ayh*+ -+ ag_1W?E VD +ag(h) WX = ay W2+ O(hY.
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Elimination dominanter Fehlerterme (Richardson-Extrapolation): Die grundlegen-
de Idee der Extrapolation ist, fiihrende Fehlerterme durch geeignete Linearkombina-
tionen zu verschiedenen Schrittweiten zu eliminieren.

— Fiir zwei verschiedene Schrittweiten h; # hy (zu zwei dquidistanten Zerlegungen
des Integrationsintervalles) lauten die Entwicklungen

T(hy) — ap = alhf + azhil +-e+ (XK_lhf(K_l) + aK(hl) h%K,
T(hy) — o = a1h§ + szhg +--+ aK_lhg(K_D +ag(h) h%K

Elimination der Unbekannten «a; fiihrt auf (Multiplikation und Subtraktion ana-
log zum GauB3schen Eliminationsverfahren, Bezeichnung fiir restliche Terme)

T(hy) — ag = a1 h§ + azhi + R(hy,6),
T(hy) — ag = a1 h5 + azhy + R(hy,6),
5 (T(hy) — ap) — b3 (T(hy) — @) = az hi h3(h% — h3) + h5 R(h1,6) — h% R(hy,6),
5 T(hy) — b2 T(hy) + (K% — h3) ap = az h% h3(h% — h3) + h3 R(hy,6) — hi R(hy,6),
h5 T(hy) — hi T (hy)
hy = Iy

h3 R(hy,6)—h3 R(h2,6)
h2—h?

:ao—azh%]/é*l-

Somit ist die aus den (berechenbaren) Quadraturapproximationen T (h,), T (h)
gebildete Approximation

BT (hy) — h3T(h)

h2h2
h? — 2 aO_“Zh%hg‘*‘ﬁ(R(th)—R(h1,4)).

eine verbesserte Approximation an den Wert des Integrals.

- Speziell fiir die Wahl h; = hund hy = g erhilt man

4aT()-T(h
% = ao—%az h4+%h2 (R(%’4)_R(h’4))’
ATG-TW) _

3 aozﬁ(h4).

Vgl. lllustration (Extrapolation).

- Im allgemeinen Fall werden die Approximationen zu K paarweise verschiedene-
nen Schrittweiten
T(hl) ’ 1<i=s K,

geeignet kombiniert. Eine elegante Losung mittels Polynominterpolation geht
auf Romberg zurtiick (vgl. Satz 3.2). Zur praktischen Durchfiihrung verwendet
man das Schema von Aitken—Neville (vgl. Schema der dividierten Differenzen,
vgl. Algorithmus zur Romberg-Quadratur, Skriptum, S. 49).

Vgl. lllustration (Extrapolation).
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— Eine tibliche Wahl der Schrittweiten ist

hi=h, hi=3hi=5=h, 1<isK,

i~ 2i-1
oder auch die Bulirsch-Folge

hy=h, hi=1h, 2<k<K.

Bemerkung: Das Interpolationspolynom durch einfache Stiitzstellen (x;)p<;<, und
zugehorige Stiitzwerte y; = f(x;) fir 0 < i < n ist durch

n —
p=Y yiLieP,, Lix= [] , 0<i=sn,
i=0 0<j<nXi —Xj

J#i

gegeben. Im Folgenden werden die Bezeichnungen P (Interpolationspolynom) statt p
(Ordnung der Quadraturformel) sowie Indizes 1 < k < K statt 0 < i < n verwendet. Die
Darstellung des Interpolationspolynoms zu Datenpunkten (x;, y;)1<i<x lautet dann

K X—X;
i .
P=Y) yiLiePr, Lix)= [] , 1<i<K.
i=1 1<j<kXi = Xj
J#i

Extrapolation (Satz 3.2): Es sei f € ¥ 2K ([a, b)), und es bezeichne P € Px_; das Inter-
polationpolynom zu den Datenpunkten (hf, T (h;))1<i<x mit positiven und paarweise
verschiedenen Schrittweiten h; > 0 fiir 1 < i < k. Dann gilt

b
P0)-ao=O(h2K,), Qo :f fx)dx, hpax= 1rnia)I((h,-.
a <I<

Denn: Die explizite Darstellung des Interpolationspoynoms P € Px_; duch die Daten-
punkte (hl?, T(hi))1<i<x mittels Langrange-Basispolynomen lautet

K x—hs
P(x)=) Th)Lix)ePxy, Lix)= [[ w5, l=<is<K.
i=1 lstKh,‘ - hj

J#i
Da die Polynomfunktionen Qy(x) = x* fiir 0 < k < K — 1 exakt durch das Interpolati-
onspolynom zu den Stiitzstellen (h?) 1=i<k dargestellt werden, gilt
k X X k
X =Qr) =Y QO L) =Y h¥*Li(x), 0<k=<K-1.
j=i j=i
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Einsetzen der asymptotischen Entwicklung fiir T'(h) fithrt auf

K
P(x) =) T(h)Li(x)

M~ I

~
I
—

K-1
(X awn? + axh W) Lix)
k=0

T

1 K r
=Y ar Y L0+
i=1

K
Y ak(h) hi¥L;(x)
k=0 =

i=1

————

K-1 K
=Y apx*+ Y ak(h) B Li(x).
k=0 i=1

Extrapolation bei x = 0 ergibt (Auswerten des Interpolationspolynoms an Argumen-
ten aullerhalb des betrachteten Intervalles)

K
PO =ao+Y axh)h¥*L;0), L= [] 515, 1=i<K,
i=1 1<j<k 5= h;

und somit die Abschdtzung (Schranke fiir a g, positive Schrittweiten h; >0 fiir 1 < i <
K)
K h?
|P(0) - ao| = Y lax(h)| BZX [] ———
i=1 lsjsthj_hil
J#i
b K h?
i e[ Ireowlary 1 L
a i:llsjsthj_hil
Jj#i

Dies zeigt die Behauptung. ¢
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3.4. Adaptive Verfahren

* Vorsicht! In Abschnitt 3.3 wurden Schrittweiten hy,..., hg zu dquidistanten Zerlegun-
gen betrachtet. Im Folgenden geht es um die optimale Wahl der Schrittweiten einer
einzigen Zerlegung, und /; bezeichnet die Schrittweite im j-ten Teilintervall.

* Adaptivitit:

- Das Grundprinzip adaptiver Verfahren ist es, eine Balance zwischen Genauigkeit
und Effizienz zu erreichen.

- Im Zusammenhang mit Numerischer Integration ist es wiinschenswert, in Be-
reichen wo der Integrand wenig variiert relativ grofle Schrittweiten zuzulassen
und in Berechen wo der Integrand hingegen stark variiert relativ kleine Schritt-
weiten zu wihlen. Aufgrund zusétzlicher Funktionsauswertungen und Rechen-
operationen hat eine Verkleinerung der Schrittweite eine Verringerung der Effi-
zienz des Verfahrens zur Folge, eine Vergroflerung der Schrittweiten steigert die
Effizienz.

Vgl. Verlauf des Integranden, Skriptum, S. 50.

e Adaptive Verfahren zur numerischen Integration (Trapezregel)

- Esbezeichnet a = xyp < --- < xy = b eine Zerlegung des Integrationsintervalles mit
zugehorigen Schrittweiten h; = x;j41 — x; fiir 0 < j < N — 1. Beispielsweise fiir die
Trapezregel ist die Quadraturapproximation durch

N-1 b
QN =3 Y hi(fxp+flxj+)) = I(f)=f fx)dx
rt .

J
gegeben.
- Fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel gilt die Abschidtzung

_ _ 14 (p) = i
QU -IN[ < CO- D hina[FP o Pmax = max ;.

Die Vorgabe einer sehr kleinen maximalen Schrittweite wiirde zwar auf eine sehr
gute Approximation fithren

hmax<<1 = [Q(H) - I(f)] <1,

wadre jedoch sehr ineffizient. Das Ziel adaptiver Verfahren ist es sicherzustellen,
daB die Schrittweiten (h)o<j<n-1 s0 gewéhlt werden, dal8 die Approximation ei-
ne vorgegebene Toleranz erreicht

|QUH - I(f)| = TOL.

1 1
——— dx.
f_l 1074+ x2
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- Grundlegende Ideen:

+ Ausgehend von einer groben Zerlegung des Intervalles (z.B. ein oder zwei
Teilintervalle) bestimmt man jenes Teilintervall I; = [xj, Xj1+1] in welchem
der (absolute oder relative) geschétzte Verfahrensfehler

Xj+1
QN =3hi(fuxp+ fixe) = L= [ foode
Xj

maximal ist. Solange die Forderung (Schitzung I = I)

Q) -T(fH] = ToL

verletzt ist, wird das Teilintervall I; halbiert und die zugehorigen Quadra-
turpproximationen berechnet (Berechnung der zusitzlich benétigten Funk-
tionswerte, Berechnung der Quadraturapproximationen sowie der geschéatz-
ten Verfahrensfehler auf den beiden Teilintervallen.

* Zur Schdtzung des Verfahrensfehlers verwendet man beispielsweise eine
Quadraturformel hoherer Ordnung wie etwa die Simpsonregel, die wenig
zusdtzliche Funktionsauswertungen erfordert. Eine Alternative ist auch Ri-
chardson Extrapolation.

* Bei praktischen Berechnungen verwendet man die bessere Approximation
(Unterschédtzung der Schrittweite).

Vgl. llustration Adaptive Verfahren (Trapezregel, Simpsonregel, ohne Schiatzung
des Verfahrensfehlers).
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4. Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

e Inhalte:

- Grundlegende Begriffe und Resultate zur Theorie von Anfangswertproblemen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen

- Prinzip der Diskretisierung, Verfahrensklassen, Diskretisierungsfehler
- Konvergenzresultat, Adaptivitat

- A-Stabilitdt von Losungsverfahren, Steife Differentialgleichungen

e Grundlagen:
— Quadraturapproximationen, Interpolation

- Losungsverfahren fiir lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Weitere Anwendungen:

- Zeitdiskretisierungen partieller Differentialgleichungen

e Bemerkung: Die Analyse des Diskretisierungsfehlers unterscheidet sich von der im
Skriptum gewdhlten Vorgehensweise.
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4.1. Theoretischer Hintergrund

* Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung:
Fiir vorgegebene Punkte £y € R (Anfangszeitpunkt) und T € R (Endzeitpunkt) sei I =
[to, T falls ty < T (bzw. I = [T, tp] falls to > T). Weiters sei f : I x R? - R%: (t,v) — f(t,v)
eine vorgegebene stetige Funktion und y, € R? ein vorgegebener Anfangswert bei f.
Eine Losung des Anfangswertproblems

{ Ly =fley®), tet,T), bzw (T k)
y(t) = yo,

ist eine Funktion y: I — R4, welche die (gewohnliche) Differentialgleichung (erster
Ordnung) und die Anfangsbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, dal y auf I
stetig und zumindest in (¢, T) (bzw. (T, ty)) differenzierbar ist.

Beispiel, vgl. Skriptum, S. 60 (d = 2, nichtautonome nichlineare Differentialgleichung).
Bemerkungen:
— Falls d > 1 spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

- Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen fiir Funktionen in einer
Verdnderlichen geben partielle Differentialgleichungen Zusammenhinge zwi-
schen Funktionen in mehreren Verdanderlichen und deren partiellen Ableitungen
an.

- Invielen Anwendungssituationen beschreibt die Variable ¢ die Zeit und die Funk-
tion y den zeitahédngigen Zustand eines Systems (z.B. das Wachstum einer Spezi-
es oder die Bahn eines Massenpunktes unter der Einwirkung von Kréiften). Zum
Zeitpunkt fy befindet sich das System in dem bekannten Zustand y(ty) = yo.
Zu bestimmen sind die Zustdnde y(¢) zu spateren (bzw. fritheren) Zeitpunkten
te(ty, T) (bzw. t € (T, ty)).

- Die (komponentenweise) Integration der Differentialgleichung
Ly =y =f(ty®), telt,D,

t t
y’(r)dr:f flmym)dr, e, D),
Ip

To
t

y(t)—y(to)=f flr,y@)dr, te(t,T),

to
und Einsetzen der Anfangsbedingung y (%) = yp fiihrt auf die Integralgleichung

T
y(t):y(to)+f flr,y@)dr, e, D).

To

Diese wird einerseits fiir theoretische Untersuchungen (Existenzresultate,
Picard-Lindel6f) und andererseits zur Konstruktion numerischer Verfahren
(u.a. mittels Quadraturapproximationen bzw. Interpolation) genutzt.
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- Eine vorteilhafte Alternative, die eine (semilineare) Formulierung der Differenti-
algleichung mit zeitunabhingiger Matrix A € R%*¢ niitzt, beruht auf der linearen
Variation-der-Konstanten Formel (Nachpriifen durch Einsetzen bei 7, und Dif-
ferenzieren)

Ly =aym+g(ty®), te,D,

t
y(t):e(t_tO)Ay(t0)+f " Mg(r,y(m)dr, te(ty,T).
To

- Im Zusammenhang mit Anwendungen (z.B. aus der Mechanik) haben auch
Differential-Algebraische Gleichungen besondere Bedeutung

Ly _(F(tyw,2m)
0 g(t, y(1),2(0)

y(to)) _ (%o
z(t) 20)’

die in der allgemeineren impliziten Form enthalten sind

)) tE(IO’T))

F(tY(0,L2Y®)=0, te(t,D),
Y(t) =Y.

Falls die Funktion F bzgl. des Argumentes % Y (¢) auflosbar ist, ergibt sich eine
explizite Differentialgleichung der oben angegebenen Form.

Autonome Differentialgleichungen: Falls die die Differentialgleichung erster Ord-
nung definierende Funktion f nicht explizit von der Variable ¢ abhéngt, heildt die
Differentialgleichung eine autonome Differentialgleichung

{ Ly =flyw), te,D,
y(to) =)0-

In diesem Fall kann man ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Anfangszeit o =0
annehmen.

Reduktion auf autonome Differentialgleichungen: Jedes Anfangswertproblem fiir ei-
ne nichtautonome Differentialgleichung

Ly =fley®), te,D,
y(t()) = .VO»
kann mittels der Definitionen

ol o=(2) 0=
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auf ein Anfangswertproblem fiir eine autonome Differentialgleichung zuriickgefiihrt
werden

Ly =F(yw), tenD),
Y(t)) =Y.

Reduktion auf Differentialgleichungen erster Ordnung: Jedes Anfangswertproblem
fiir eine Differentialgleichung k-ter Ordnung

(k-1)

{ Ly = Ly, &y, T yw), tet, D),
k-1
.V(to):J/O, %y(to):y{), %y(to):yo ,

kann mittels der Definitionen

Yi(t) dJ/(If) Yo
Yo(1) Sy ,
Y(t) — 2. = dz . ’ YO = y:() ]
Vi) {22y ¥
Yg(t) YZ([)
F(t,Y(0) = Vi1 (8) = Yk—.l(t)

Flym, &y, s5yw)| \Fleym)

auf ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickge-
fiihrt werden

LYW =F(n,Y®D), teln,),
Y(t) =Y.

Beispiel (d = 2, autonome lineare Differentialgleichung), vgl. Skriptum, S.62. Eine
Transformation (Y7 = y, Y, = % y) der Schwingungsgleichung (Newtonsche Bewe-

gungsgleichung, Masse m, Auslenkung aus der Ruhelage y, Geschwindigkeit % ¥, Be-

schleunigung g—:z ¥, Federkraft nach dem Hookschen Gesetz mit Federkonstante k, Rei-
bungskraft durch Ddmpfung z.B. in zdher Fliissigkeit mit Reibungskoeffizient r, Vorga-
be der Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit) fiihrt auf

m&y@+ryw+kyn =0,
i(yl(t)):( Yo (1) ):( 0 1 )(Yl(t))
o) \-Lnm-Ltvom) \-£ -L)\v@)

Vgl. Illustration (Losung der Schwingungsgleichung mittels Matrixexponentialfunkti-
on).
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e Lineare Differentialgleichungen: Falls die rechte Seite der Funktion die spezielle
Form f:1x RY — R : (t,v) — f(t,v) = A(f)v + g(f) mit zeitabhédngiger Matrix A :
I — R4 und Inhomogenitit g : I — R hat (d.h. die Funktion f ist inbesondere li-
near bzgl. der Variable v), heilt die Differentialgleichung eine inhomogene lineare
Differentialgleichung (bzw. eine homogene lineare Differentialgleichung, falls spezi-
ell g=0)

{ Ly =Any®+gt), tet,T),
y(t) = yo.

Ahnlich wie bei Gleichungssystemen ist auch bei Differentialgleichungen der nichtli-
neare Fall wesentlich schwieriger als der lineare Fall.

e Vorbemerkung: Eine Funktion f : D c R" — R hei8t Lipschitz-stetig, wenn eine
Konstante L > 0 existiert, sodal fiir alle Elemente x,x € D die folgende Abschitzung
mit Lipschitz-Konstante L > 0 gilt

If - f@] <Lix-xI.

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit (Satz von Picard-Lindel6f): Falls die Funk-
tion f:IxR? —R%: (t,v) — f(t, v) stetig und beziiglich der Variable v Lipschitz-stetig
ist, d.h. fiir alle t € I und v, 7 € R? gilt die Relation

|ftv) - ft, )| < LIv-7]

mit Konstante L > 0, existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funkti-
on y: I — R4, welche das Anfangswertproblem

{ %y(t) =f(t,y(®), te(n D),
y(l'()) = J’O»

erfullt.

Bemerkung: Eine Abschwichung des Satzes von Picard-Lindelof niitzt die lokale
Lipschitz-Stetigkeit ein einer Umgebung der Anfangsbedingung (tj, yo) und sichert
die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung y : [fy, f + 6] — R%.

Beispiel: Ein bekanntes Beispiel einer Funktion, die insbesondere bei x = 0 nicht (lo-
kal) Lipschitz-stetig ist, ist die Abbildung

. . _ fx)-fO)
f.R—’R.X'—’f(X)—\/}, T—ﬁ
Zudem gilt f:R\ {0} — R: x— ﬁ wegen
fx+Ax)—f(x) _ Vx+Ax—yx _ 1 Ax_—;O f'(x) __1_
Ax Ax Erweitern mit vx+Ax+y/x, VatAxty/x 2vx

Verwendung von (a—b) (a+b)=a?—b?
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* Wesentlich in Hinblick auf die Theorie dynamischer Systeme ist das folgende Resultat
zur Sensitivitidt der Losung eines Anfangswertproblems beziiglich Anderungen in den
Anfangswerten.

Stetige Abhiingigkeit der Losung von den Anfangswerten (Kondition, vgl. Satz 4.2):
Falls die Funktion f: I x R — R?: (¢,v) — f(t, v) stetig und beziiglich der Variable v
Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0 ist, gilt fiir zwei Losungen y, y der Differentialglei-
chung

dziy=f(t,20), telty, D),

zu den Anfangswerten yy, y die Abschidtzung

ly@ -7 e yo-H|, e, D.

Bemerkung: Das exponentielle Auseinanderdriften von Losungen zeigt sich beispiels-
weise bei der folgenden skalaren Differentialgleichung mit A =0

Lz =0zn), z2(=e"""z(1), t=1.
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4.2. Diskretisierungen und Diskretisierungsfehler

» Zeitintegrationsverfahren (Zeitdiskretisierungsverfahren) fiir Anfangswertprobleme
der Form

y(ty) gegeben,

beruhen auf folgendem Zugang (time-stepping approach). Ausgehend von einem
nidherungsweisen Anfangswert

{ Ly =ftLyw), teln),

Yo = y(to)
berechnet man an gewissen Zeitpunkten mit zugehdrigen Zeitschrittweiten
h<h<---<tny=T, hi=tiz1—t;, 0<i<N-1,
mittels einer Rekursion Ndherungswerte an die exakten Losungswerte
Yn = yY(tn), l1<n<N.
Bei Einschrittverfahren hat die Rekursion die Form
Vn=®hp-1,tn-1,Yn-1), 1=n=<N,  yo gegeben.
Zur Konstruktion und Analyse von Zeitintegrationsverfahren fiir (lineare) Differential-
gleichungen ist es vorteilhaft, den numerischen Lésungsoperator ® mit dem exakten
Losungsoperator E zu vergleichen
Yn=Phu-1, tn-1,Yn-1) = Y(tn) = E(hp-1,th-1,¥(tn-1)), 1<n<N,  y, gegeben.
Allgemeiner héngt bei Mehrschrittverfahren (k-Schrittverfahren) der numerische Lo-
sungsoperator von zuvor berechneten Approximationen ab
yn = (D(hn_l,..., hn_k, tn-l,yn_l,...,yn_k), k =n< N.
Neben dem Startwert sind dann geeignete Approximationen yj,..., Yx-1 (z.B. mittels
eines Einschrittverfahrens) zu berechnen.
» Beispiele fiir (einfache) Zeitintegrationsverfahren:
- Explizites Eulerverfahren (Explicit Euler, Forward Euler):
+ Das explizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialgleichung
(Auswerten bei t =t 1)
Sy, =flta,y(ta))),  1<n<N,
den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Vorwértsdif-
ferenz, forward)

Y(tn)—y(tn-1)

. d o Y@=yt
= = dfy(t)|t:tn—l_tl}m

[T Al /55
zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion (explizite Relation)

Yn=Yn-1+hu-1f(tn-1,¥n-1), 1=n<N,  ypgegeben.
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+ Eine alternative Herleitung des expliziten Eulerverfahrens beruht auf der In-
tegralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsinter-
vall [£,-1, t,])

In
Y(tp) = y(tp-1) + f flr,ym)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei ¢,,_;)

Y(tn) = y(tn-1) + hn-1 f(tn-1, y(tn-1)) .-
* Vgl. Skizze, Skriptum, S.66.

— Implizites Eulerverfahren (Implicit Euler, Backward Euler):

+ Das implizite Eulerverfahren beruht auf der Idee, in der Differentialglei-
chung (Auswerten bei t = t,,)

%y(t)|t=tn:f(tﬂ?y(tn))) ].SHSN,

den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (Riickwarts-
differenz, backward)

Y(tn)~y(tn-1)

~ d _ i YO —y(tn)
fn—1tn1 ~ ay(t)h:tn—hm -

=1y, In

zu ersetzen. Dies fiihrt auf die Rekursion
Yn=Yn-1+hu-1f(tn,yn), 1=n<N,  y, gegeben.

* Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren ist beim impliziten Eulerver-
fahren in jedem Zeitschritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu lésen
(vgl. Numerische Mathematik I). Aufgrund des besseren Stabilitdtsverhal-
tens, lohnt sich im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen (Ab-
schnitt 4.4) der Mehraufwand.

+ Eine alternative Herleitung des impliziten Eulerverfahrens beruht auf der In-
tegralgleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsinter-
vall [#,-1, ty]) ;

y(ty) :y(tn—1)+ft f(r,y@)dr,
n-1
und Polynominterpolation (Grad 0, Stiitzstelle bei t,,)

y(ty) = y(tp-1) + hp-q f(tn;yun)) .

- Mittelpunktsregeln (Einschrittverfahren, Zweischrittverfahren):

+ Eine Herleitung einer Mittelpunktsregel beruht ebenfalls auf der Integral-
gleichung (Integration der Differentialgleichung mit Integrationsintervall

[tn-1,1n])
In

y(t,) :_)/(tn—l)+f f(r,y(m)dr,

In-1
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und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt #,_; + % h,-1, vgl. entspre-
chende Quadraturapproximation)

Y(tn) = y(tn-1) + hp—1 f(tn—l + % hn—l»y(tn—l + % hn—l)) .

Zur Approximation des unbekannten Losungswertes kann man einerseits
das explizite Eulerverfahren verwenden

y(tn—l + % hn—l) RYn-1t % hp-1 f(tn-1, Yn-1)

und erhilt dann die Rekursion fiir die (explizite) Mittelpunktsregel

Yn=Yn-1+hn f(tn—l + % hn-1,yn-1+ % hn-1 f(tn—l,yn—l)) , I=sn<N.
Verwendet man hingegen das implizite Eulerverfahren (Losung eines nicht-
linearen Gleichungssystems zur Berechnung der Hilfsapproximation Y;,—; ;)

Y(tn-1+ 3 hno1) = Vo110 = Yno1 + 3 Bt f(tno1 + 3 Bne1, Yoo11),
ergibt sich die (implizite) Mittelpunktsregel
Y11= Yn-1+ 3 hnet ftn-1+ 3 Bne1, Yno11),
VYn=Yn-1+hn-1 f(tn-1 + % hn-1,Yn-11), 1<n<N, Yo geg.

Bemerkung: Die implizite Mittelpunktsregel ist ein erstes Beispiel eines im-
pliziten Runge-Kutta Verfahrens (Definition, s.u.), das sich speziell fiir die
Wabhl der folgenden Verfahrenskoeffizienten ergibt

1 1
s=1, ca=3, an=3, b=1.

Betrachtet man die Integralgleichung (Integration der Differentialgleichung
mit Integrationsintervall [#,,_», f,], zur Vereinfachung konstante Zeitschritt-

weite h)
In

y(tn) =J/(l‘n—z)+f flr,ym)dr,

In-2
und Polynominterpolation (Grad 1, Mittelpunkt t,_;, vgl. entsprechende
Quadraturapproximation)

J/(tn) = J/(tn—z) +2 hf(tn—l;J/(tn—l)) ,
so ergibt sich ein explizites Zweischrittverfahren (vgl. Skriptum, S. 67)
Yn=Yn—2+2hf(ty-1,¥n-1), 2<n<N, Yo gegeben.

Zur Bestimmung der unbekannten Approximation y; verwendet man {iibli-
cherweise ein Einschrittverfahren (z.B. explizites Eulerverfahren mit hinrei-
chend kleiner Zeitschrittweite zur Erhaltung der Konvergenzordnung).

55



- Trapezregel: Die Trapezregel beruht auf der Integralgleichung (Integration der
Differentialgleichung mit Integrationsintervall [#,,_1, £,])

In
y(ty) :J/(tn—l)+f f(r,y@)dr,
In-1

und Polynominterpolation (Grad 1, Intervallenden ¢,-; und ¢, als Stiitzstellen,
vgl. entsprechende Quadraturapproximation)

V() = Ytn) + 3 e (£ (801, ¥(0no0)) + £ (1 Y (1)),
Dies fiihrt auf die Rekursion fiir die Trapezregel

Yn=Yn1+ 32 hno1 (fltn-1, yn-1) + f(tn,yn)), 1=Sn<N,  yo gegeben.

Die Trapezregel ist ebenfalls ein Beispiel eines (impliziten) Runge-Kutta Verfah-
rens (s.u.).

 Klassifizierung von gebriauchlichen Zeitintegrationsverfahren (Runge-Kutta Ver-
fahren, Lineare Mehrschrittverfahren):

- Ein Runge-Kutta Verfahren besitzt die Form
!
Yn—l,i

s
/
Yn-1,i=Yn1+ hn—1 Z aijj Yn—l,j’
=

= f(ty-1+cihp-, Y1),

S

Yn=Yn-1+hn-1 )_b; Y,;_l,,-, l=n=<N, Yo gegeben,
i=1

mit Hilfsapproximationen (Y;-1,/)1<i<s und (Y,; _1 1=iss (Stufen) an die Funk-

tionswerte bzw. Ableitungen der exakten Losung Y,_1; = y(f,-1 + ¢;hy—1) bzw.

Y =y (the1+cihno1) = f(tn—1 + cihn-1, y(ty—1 + cihp—1)). Ersetzt man die in-

n—1,i
ternen Stufen, so ergibt sich die alternative Darstellung

N

/ '
n=1,i = f(tn—l +cCihp-1,Yn-1+hn Z ai;j Yn—l,j) )
j=1

N
Yn=VYn1+hn 1) biY, ,;, 1<sns<N,  y gegeben.
=1

1

Ein Runge-Kutta Verfahren (und damit die Approximationsgiite der Ndherungs-
l6sung) ist durch die Angabe der Verfahrenskoeffizienten im (John) Butcher Ta-
bleau

¢=(C=izs | A= (@iph=ij=s
‘ b:(bi)lsiss
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festgelegt. Das Verfahren ist explizit, falls a;; = 0 fiir alle 1 < i < j < 5, ansonsten
implizit.

Lineare Mehrschrittverfahren beniitzen die Kenntnis von Approximationen zu
fritheren Zeitpunkten. Ein lineares k-Schrittverfahren ist durch eine Rekursion
der Form (zur Vereinfachung fiir konstante Zeitschrittweiten h formuliert, bei va-
riablen Schrittweiten hdngen die Koeffizienten des Verfahrens von Schrittweiten-
verhéltnissen ab)

k

k
Y @i Yn-k+i=h Y Bi fnkrir Yn—k+i)
i=0 i=0

mit Verfahrenskoeffizienten (a;, Bi)o<i<x gegeben. Falls der Koeffizient 4 nicht
auftritt (d.h. By = 0), ist das Verfahren explizit, ansonsten implizit.

Die Konstruktion der bekanntesten Linearen Mehrschrittverfahren beruht auf In-
terpolation.

x Bei den BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formulae) betrach-
tet man das Interpolationspolynom P € P, durch die Datenpunkte
(tn—k+i» Yn—k+i)o<i<k fur k =1 und bestimmt den unbekannten Approximati-
onswert y, so, dal die Forderung

%p(t”t:tn = f(tnyp(tn)) = f(tn;_)/n)

erfiillt ist, d.h. das Interpolationspolynom P erfiillt die Differentialglei-
chung in ¢,. Offensichtlich fiihrt dieser Zugang auf ein implizites k-
Schrittverfahren.

(i) Fir k=1 fihrt der Ansatz

P)=Yur1+t—101) 3 Un—Vn-1),  mPO=3n—Yn1),
und die Forderung
FUn=Yn-D) = G PO oy = fltn,yn)
auf das implizite Eulerverfahren
Yn=Yn1+hfltn,yn), 1sns<N.

(ii) Fir k = 2 fiihrt beispielsweise der Ansatz (Interpolation nach Newton,
Schema dividierter Differenzen)

P(t)=yp2+(t—tn-2) 3 (Yn-1— Yn-2)
+ (= tn2) (t=ty1) 35 Yn—=2Yn-1+ Yn-2),
% P(t) = % (Vn-1—Yn-2)+ 2t —ty-1—tp-2) ﬁ (Yn=2Yn-1+Yn-2),
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und die Forderung

7 1= Yn-2)+ Qtn—tn1 = th-2) 577 Yn—=2Yn-1+ Yn-2)
=+ Wn-1=Yn-2) + 5= In—2Yn-1+ Yn-2)
= 3 (3¥n—4Yn-1+ yn-2)
= EPW®|,_, = fltnyn)

auf das bekannte Zweischrittverfahren BDF 2 (zuvor angegebene Form mit
Koeffizienten ag = %, ar=-2,a,= %, Bo=0=p1,P2=1)

%yn_zyn—l"'%)/n—zzhf(tn»J/n); 2<n<N.

Bei den Adamsverfahren betrachtet man die Integralgleichung

tn
y(ty) =y(tn_1)+f f(r,ym)dr
In-1

und ersetzt den Integranden durch ein Interpolationspolynom zu gewissen
Datenpunkten. Im Fall der expliziten Adams-Verfahren (Adams-Bashforth
Verfahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € Pj;_; durch
(tn—trir f(tn—ksis Yn-k+i))g<j<f1» Was auf ein explizites k-Schrittverfahren
der Form

k-1

Yn=Yn-1t+h Zﬁif(tn—k+i»J/n—k+i): k=n=N,

i=0
fihrt. Bei den impliziten Adams-Verfahren (Adams-Moulton Ver-
fahren) bestimmt man das Interpolationspolynom P € P durch
(tn—tcrir f(tn—k+i» Yn-k+i))g<j<; (beinhaltet die unbekannte Approxima-
tion y,) und erhélt damit ein implizites k-Schrittverfahren der Form

k
Yn=Yn1+h Y Bifn-ksisYn-k+i)» k<n<N.

i=0
Bemerkung: Zur ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems kann man die Idee der Fixpunktiteration verwenden. Ausgehend
von einem geeigneten Startwert werden Approximationen an eine Lésung
des Problems

n=Fmn

mittels der Iteration

ni:F(ni—l)y i:]-)zy---
berechnet. Im Zusammenhang mit impliziten Adamsverfahren fiihrt dieser
Zugang auf Pradiktor-Korrektor Verfahren, d.h. zur Bestimmung geeigne-
ter Startwerte wendet man das explizite Adamsverfahren an und berechnet
anschlielend (einige wenige) Werte mittels Fixpunktiteration.
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Illustrationen (Explizite Verfahren der Ordnungen p = 1,2, 4 fiir eine skalare Testglei-
chung mit bekannter Losung, implizite Verfahren der Ordnung p = 1,2 fiir eine skalare
lineare Testgleichung, Explizites Zweischrittverfahren der Ordnung p = 2).
Fragestellung: Giite der Approximation mittels Zeitintegrationsverfahren.
Vorbemerkung: Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante Zeitgitter be-
trachtet, d.h. es gelte

t,=ty+nh, 0=n<N, h:%.

Ansonsten istin den globalen Fehlerabschédtzungen die konstante Schrittweite & durch
die maximale Schrittweite

0=n=N-1

Zu ersetzen.
Globaler und lokaler Fehler:

- Um die Giite der mittels eines Zeitintegrationsverfahrens bestimmten Approxi-
mationen an die exakten Losungwerte

Y0, Y1,Y2,--» YN Yn=y(ty), 0=n=sN,

beurteilen zu konnen, definiert man den globalen Fehler

en=yn—Y(N).

Unter der Annahme, da Anfangswertprobleme betrachtet werden, die durch ei-
ne hinreichend regulire Funktion f : I x R — R? gegeben sind, heift ein Zei-
tintegrationsverfahren konvergent mit Konvergenzordnung p = 1, falls eine Ab-
schitzung der Form (fiir hinreichend kleine Schrittweiten 0 < i < h)

lyn =y || = Ch?
bzw. in Kurzschreibweise die Relation
enN = % (hp )

gilt. Wesentlich ist dabei, dal} die Konstante C weder von der Schrittweite 47 noch
von der Anzahl der Zeitschritte N abhédngt. Bei nichtlinearen Problemen ist die
Existenz der numerischen Losung im Allgemeinen nur fiir Schrittweiten 0 < h < I
sichergestellt.

— Zur Analyse des globalen Verfahrensfehlers (und auch zur Konstruktion von Ver-
fahren) ist es im Allgemeinen vorteilhaft, den lokalen Fehler eines Zeitintegrati-
onsverfahrens zu untersuchen. Bei Einschrittverfahren betrachtet man die Diffe-
renz zwischen numerischer Approximation und exaktem Losungwert, ausgehend
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von einem gemeinsamen (beliebigen) Anfangswert (zur Vereinfachung der Nota-
tion wird der Startzeitpunkt #, nicht angegeben)

y1—=y(t) =D(h, yo) — E(h, yo).

Ein Einschrittverfahren hat Konsistenzordnung p = 0 (im Unterschied zur Kon-
vergenzordnung), wenn

V1 —y(tl) = ﬁ(hp-ﬂ) .

Bei einem k-Schrittverfahren geht man von einem (beliebigen) Anfangswert y
und Startwerten yy,..., V-1 aus, die exakten Losungwerten entsprechen (insbe-
sondere gilt y_; = y(fx-1)), und betrachtet dann die Differenz

J’k_J/(tk) :q)(hryO)---)yk—l)_E(h»_)/k—l)-

- Ein Hauptresultat der Numerik von Zeitintegrationsverfahren besagt, dal unter
gewissen Stabilitidtsforderungen aus einer lokalen Fehlerentwicklung

y1-y(t) = O(hP*)
die globale Fehlerentwicklung
yn —y(tn) = O'(hP)

folgt (bei hinreichend regulédrer Funktion f und geeignet gewdhlten Startwerten).
Kurz gefal3t
Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz

Ein wesentlicher Schritt ist somit die Analyse des lokalen Fehlers fiir verschiedene
Verfahrensklassen.

Beispiele von lokalen Fehlerentwicklungen fiir (einfache) Zeitintegrationsverfah-
ren:

- Vorbemerkungen:
+ Bei der Konvergenzanalyse eines Zeitintegrationsverfahrens betrachtet man
als ersten Schritt eine skalare lineare Testgleichung (Dahlquist Testglei-
chung, autonome Differentialgleichung, Anfangszeitpunkt ¢y, = 0)

Ly =flLym)=Ay®, tz0, yO0) =y, AeR, (bzw.1€C)
mit exakter Losung
vy =etyy,  t=0.

* Aufgrund der Linearitdt der Testgleichung ist es zudem ausreichend, den nu-
merischen und exakten Losungsoperator zu betrachten, d.h. man verwendet
die einfache Abhédngigkeit der numerischen und exakten Losung vom An-
fangswert y; = ®(h, yp) = ®(h)yo und y(h) = E(h, yo) = E(h) yp.
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+ Eine Abschdtzung des globalen Verfahrensfehlers mittels einer Abschit-
zung fiir lokale Verfahrensfehler und Stabilitdsabschdtzungen basiert auf der
Teleskopsumme (selbes Prinzip fiir Skalare «, f € R bzw. Matrizen «, § € R4xd
bzw. sogar Losungsoperatoren)

ak—ﬂk: ak—ak_1ﬂ+ak_lﬁ—ak_2ﬁ2+ak_2ﬂ2—ak_3ﬁ3+"'+afﬁk—1 _ﬁk
=qk-1 (a—ﬁ) ak—z(a—ﬁ)ﬁ :ak—S(a_ﬁ)ﬁZ :(a—ﬁ)ﬁk‘l
=af Y a-p+a2@-pp+aSa-ppiL---+@-p) pFt

k-1 ‘ ‘
Y a1 a-pypl.
j=0

+ Vorsicht! Bei der Analyse der lokalen Fehlers nimmt man an, dall die Zeit-
schrittweite & hinreichend klein ist und somit eine Entwicklung des Wertes
der Exponentialfunktion bei h sinnvoll ist (die Anfangsglieder der Entwick-
lung sind dominant)

e =1+nA+InPA%+ IRPA%+.
—_——
vergleichsweise klein

Die Verwendung einer Entwicklung beim Endzeitpunkt T
e =1+ TA+1T* A2+ 133+ ...

ist im Allgemeinen jedoch nicht sinnvoll (die Anfangsglieder der Entwick-
lung sind nicht dominant).

— Explizites Eulerverfahren:

+ Das explizite Eulerverfahren (einzelner Zeitschritt der Liange h)

¥1=Yo+ h f (1, yo)

angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihen-
entwicklung der Exponentialfunktion)

n=0Mmy = yh=EMHny,
®(h)=1+hA = EW=e"=1+nA+0(1?).

+ Der lokale Verfahrensfehler des expliziten Eulerverfahrens

y1—y(h) = (®(h) - E(h)) yo
erfiillt somit die Abschédtzung (Konsistenzordnung p =1,d.h. p+1=2)

ly1—y(h)| = Ch?.
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+ Die Approximation zum Endzeitpunkt ¢y = T ist durch

n=1+rA) Yy =yl =eNty,

gegeben.

+ Einfacher als die direkte Analyse des globalen Verfahrensfehlers (insbeson-
dere fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen)

yn—y(n) = (@Y - E(tn) yo = ((1 )N - ezvm) "

ist die Verwendung der Relation (Teleskopsumme)
k-1 . .
Ofk—ﬁk: Z (Xk_l_] (a_ﬂ)ﬁ];

j=0

die auf die Relation (Lady Winderemere Ficher, fiir den exakten Losungs-
operator gilt die Gleichheit E(h) = E(Nh))

N-1 )
yn—yan) = (@Y -EmN) yo= Y @ (@) - E(W) EGh) yo
Jj=0

und damit auf die Abschédtzung

N-1 X N-1
lyn - y(ew)| < ‘q>(h)|N‘1"J [o() - E)| |EGiyo| < Ch Y b
I m-i=c | =on? =y(t)I=C 70
=Nh=T
<Ch
fiihrt.

Bemerkung: Das exponentielle Anwachsen der Losungen fiir A > 0 spiegelt sich
in der Stabilitdtsschranke (Annahme / > 0)

|o()|" =11+ kA" < e,

In dieser Situation ist ein exponentielles Auseinanderdriften (Fehlerschranke im
wesentlichen |yy — y(tx)| < Ce*T hP) der numerischen und exakten Losung un-
vermeidbar. Insbesondere iiber lange Zeiten T >> 1 ist die Bestimmung genau-
er Approximationen mit sehr hohem Rechenaufwand verbunden bzw. man kann
sich nicht erwarten, dall die Ergebnisse quantitativ korrekt sind (chaotische Sy-
steme, qualitative Theorie).

— Implizites Eulerverfahren: Das implizite Eulerverfahren
n=yo+hfhy)
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angewendet auf die Testgleichung ergibt die Approximation (Taylorreihenent-
wicklung der Exponentialfunktion, geometrische Reihe fiir || < 1 anwendbar)

n=0Mmy = yHh=EMHny,
Oh)=1-hA) ' =1+hA+0(h*) = EMm=e"=1+nr+0(h?).

Der lokale Verfahrensfehler des impliziten Eulerverfahrens erfiillt somit die Ab-
schiatzung (Ordnung p = 1, d.h. p+1 = 2, ebenso wie das explizite Eulerverfahren)

ly1 —y()| = Ch?,

Die Approximation zum Endzeitpunkt ¢ = T ist durch

n=01-r)"Nyy =yt =y,

gegeben. Wie zuvor beruht die Analyse des globalen Verfahrensfehlers auf der
Relation

N-1 )
yn=yn) = (@MY -EmN)yo= Y, @'/ (@(h) - E(h) E(i k) yo
j=0

und fithrt damit auf die Abschitzung (fiir A < 0 und wegen h > 0 ist die Schranke
|1-hA|"! < 1 immer giiltig!)

N-1

. N-1
lyv =y = ) 1®(h)|N‘1‘{ [ @)~ E| [EGGyo| <Ch Y h
T oomAFWN--Dsc =CR2 =ly(pIsC U
=Nh=T
<Ch.

Verallgemeinerung: Zur Konvergenzanalyse von Einschritt- und Mehrschrittver-
fahren fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen mit (lokal) Lipschitz-
stetiger definierender Funktion verwendet man dasselbe Prinzip wie beim expli-
ziten und impliziten Eulerverfahren

N-1 .
lyv-yan|< Y o] Jem-Em|  |EGh
—_— ~_ (S —_—
Globaler Fehler <C <Chp+1 <C
Stabilititsabschitzung Lokale Fehlerabschiitzung Exakter Losungwert
<ChP,

vgl. Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5).

Ahnlich wie bei Quadraturapproximationen beruht die Konstruktion von explizi-
ten und impliziten Runge-Kutta Verfahren auf der Losung von Ordnungsbedin-
gungen, die sich aus der Forderung

n-yh=0(n"")
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ergeben. Die Herleitung der Ordnungsbedingungen fiir autonome Differential-
gleichungen mit hinreichend oft differenzierbarer Funktion f beruht auf Taylor-
reihenentwicklungen der exakten Losung (Differentialgleichung y' (1) = f(y(1)),
mittels Kettenregel y" (1) = f'(y (1)) f(y(1)))

yW=y+hy©)+3h* YO +..
—~— —
=f (o) =f"(y0) f (o)
unter der Verwendung graphentheoretischer Mittel wie Bdume) und analoger
Entwicklungen der Runge-Kutta Losung (komplizierter Teil). Beispielsweise fiih-

ren die Gaulsschen Quadraturformeln auf implizite Runge-Kutta Verfahren, die
Gaul$schen Verfahren.
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4.3. Konvergenzresultat fiir Einschrittverfahren
 Fragestellung: Konvergenzresultat fiir Zeitintegrationsverfahren (vgl. Abschnitt 4.2)

Stabilitdt von Zeitintegrationsverfahren: Ein Zeitintegrationsverfahren (inbesonde-
re ein Einschrittverfahren) mit Verfahrensfunktion ® heif$t stabil, wenn die mehrfache
Hintereinanderausfiihrung von ® durch eine Konstante beschrankt ist, wobei die Kon-
stante unabhingig von der Grée und der Anzahl der Zeitschritte ist.

Vorsicht! Bei Zeitintegrationsverfahren unterscheidet man die Begriffe Stabilitat und
u.a. A-Stabilitédt (vgl. Abschnitt 4.4), weiters zu unterscheiden von verschiedenen Sta-
bilitdtsbegriffen bei Differentialgleichungen oder der numerischen Stabilitit eines Al-
gorithmus.

Resultat zur Konvergenz von Einschrittverfahren (Satz 4.5): Die das Anfangswertpro-
blem definierende Funktion f sei hinreichend regulér

{ Ly =f(t,y®), teln,D,
y(to) gegeben.
Weiters sei das Einschrittverfahren mit Verfahrensfunktion ® wohldefiniert und stabil
(fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten0< h; < h,0<i<N-1)
h<h<---<ty=T, hi=tiq1—t, 0<i<N-1,
Yn=®hp-1,th-1,¥n-1), 1=<n<N, Yo gegeben,

und es besitze die Konsistenzordnung p = 1. Dann gilt die globale Fehlerabschédtzung

[y =y = Cllyo—y@l+hine),  hmax=_ max hi,

mit Konstane C > 0 unabhingig von der Gréfe und der Anzahl der Zeitschritte.
Bemerkung: Die Aussage des Konvergenzresultates gilt im Wesentlichen auch fiir

Lineare Mehrschrittverfahren. Fiir ein stabiles k-Schrittverfahren mit Startwerten
Yo,---,» Yk—1 ergibt sich die globale Fehlerabschidtzung

lyn =yt = C( max lyi=y(l+hfra).
Da Mehrschrittverfahren durch Mehrschrittrekursionen definiert sind und diese im
Allgemeinen instabil sind, sind Mehrschrittverfahren hoherer Ordnung zu vermeiden.

Illustrationen (Einfache stabile Zeitintegrationsverfahren, Numerische Berechnung
der Konvergenzordnungen):
- Explizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Explizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
Explizites Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4
— Implizites Eulerverfahren (Ordnung 1)
Implizite Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
(Implizite) Trapezregel (Ordnung 2)
- Mittelpunktsregel (explizites Zweischrittverfahren, Ordnung 2)
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Bemerkungen (Beweis des Konvergenzresultates):

- Die Herleitung eines Konvergenzresultates fiir Einschrittverfahren angewendet
auf nichtlineare Differentialgleichungen beruht auf dem zuvor fiir das explizi-
te Eulerverfahren angegebenen Zugang. Zur Abschitzung des globalen Fehlers
wird die folgende Relation verwendet (zur Vereinfachung Formulierung fiir linea-
re Differentialgleichungen und dquidistante Schrittweiten)

N-1 .
v—yu|= X e Jew-Em]  [EGh|
—_— - [ — | — | ———
Globaler Fehler J=0 <C <Chpr+1 <C
Stabilitdtsabschidtzung Lokale Fehlerabschitzung Exakter Losungwert

<CHhP.

Wesentlich ist es somit, Stabilitdtsabschdtzungen und lokale Fehlerabschitzun-
gen (Taylorreihenentwicklungen) abzuleiten.
Beispiele:
* Mittels der folgenden Taylorreihenentwicklung der exakten Lésung
dry=flym),
y(h) =y +hy©)+5h* y'0) +0(h°),
—— ——
=f(y) =f"(yo) f (o)

ergibt sich fiir das explizite Eulerverfahren die lokale Fehlerentwicklung
(Konsistenzordnung p = 1)

n=yo+hfyo, yh)=y+hfyo)+0(h*),
n-yh) =0(h?),

und fiir die explizite Mittelpunktsregel die lokale Fehlerentwicklung (Kon-
sistenzordnung p = 2)

n=y+h  f+5f00)  =yo+hfo)+3h o) fye) +O(R),
——
=G0 +5 hf (o) fo0)+6 (h2)
Y0 = yo+ B f(yo) + 3 B2 (o) f(yo) + O(1%),
y1—yh) =0(h?).

+ Diffiziler ist die Vorgehensweise beim impliziten Eulerverfahren

YI:y0+hf(J/1),

da hier zuerst der Nachweis der Existenz der numerischen Losung erbracht
werden mufl. Dazu verwendet man beispielsweise den Banachsche Fix-
punktsatz (vgl. Numerische Mathematik I). Fiir Lipschitz-stetige definieren-
de Funktionen f mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist fiir hinreichend kleine
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Zeitschrittweiten 0 < 1 < & die Kontraktivitit der Abbildung F sichergestellt

n=Fy)=yo+hf),
IF(2) = F@)l =1k (f(2) - f@)I < Lk, 2= Z]l.

!
=x<1

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes y; sowie die Be-
schrianktheit der numerischen Losung

Lyl < lyoll + RILF ()
<yl + Rl f o)l + Al f(y1) = f (ol
<lyoll + kI f o)l + LIy - yol
<@+hL) Iyl +hlf o)l +hLlyll
= InlsC=7=(A+hrLlyl+hlIfyl),

Nun ist ein Taylorreihenentwicklung der numerischen Losung sinnvoll und
fiihrt auf die lokale Fehlerabschitzung (Konsistenzordnung p = 1)

=y +hfy)=y+hf(y+hfon))=y+hfyo+0(h?),
y(h) = yo+ b f(yo) + O(h?),
n-ym=0(n’),
- Ein alternativer Zugang verwendet (vgl. Skriptum S. 76)

N-

—

lyv-—yam =3 [Etn-1-p)| o -Em] ety
N—— ;= N ~ - > ~ g v
Globaler Fehler =0 <C <Chprt! <C
Abschétzung mittels Satz 4.2 Lokale Fehlerabschitzung Numerische Losung
<ChP.

Stabilitdtsabschdtzungen gehen hier bei der Abschitzung der numerischen Lo-
sung ein.

- Zur Konvergenanalyse von Linearen Mehrschrittverfahren niitzt man die Formu-
lierung als Einschrittverfahren (vgl. Numerische Mathematik I, Abschnitt 7.1).

- Bereits bei einfachen Anfangswertproblemen kann es zu Ordnungsreduktionen
kommen, wenn beispielsweise die definierende Funktion f und damit die exakte
Losung y nicht hinreichend oft differenzierbar ist.

Illustration (Ordnungsreduktion): Fiir das triviale Testbeispiel (direkter Zusam-
menhang mit bestimmten Integralen und Quadraturapproximationen)

T
dym=fn=3Vi, 0<t<T, y(T):y(0)+f0 fde=y©) + T3,
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beobachtet man aufgrund der Singularitét bei t =0
2
Lyn=8fw=3%  o0<i<T,
fiir Ein- und Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 eine Reduktion

auf die Konvergenzordnung %

- Bei Miteinbeziehung des Einflusses von Rundungsfehlern (zusétzliche Inhomo-
genitit in der Differentialgleichung) ergibt sich insgesamt die Fehlerabschitzung
(wegen Nh =T folgt N = % fiir 4quidistante Zeitschrittweiten)

Gesamtfehlers  Ch”?  + Cémach 7
~—~——
Verfahrensfehler
Rundungsfehler

Bei zu grol8 gewédhlten Zeitschrittweiten dominiert der Verfahrensfehler, bei zu
klein gewdhlten Schrittweiten beeintrdchtigt der Fehler aufgrund der Akkumu-
lation von Rundungsfehlern die erreichbare Genauigkeit. Fiir die optimale Wahl
(Vernachlissigung der Konstanten, £mach = 10719)

g(h) =hP + €mach % — min,

0= g’(h) = Php_l — Emach # = # (P hPH - gmach) = h= p+\1/ _Em;Ch )

_P_

ghy=el
p=1:  gh) = Emach =107,
p=2:  gh) :giachz 1071,
p=4: gh) zf:;g;ach: 10712,
p=10: g = fﬁach ~107'%,

zeigt sich der Vorteil bei der Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens hohe-
rer Ordnung.

e Richardson Extrapolation (Explizites Eulerverfahren): Im Zusammenhang mit Zeit-
integrationsverfahren beruhen Extrapolationsverfahren auf der Idee, Linearkombina-
tionen von numerische Approximationen zu verschiedenen Zeitschrittverfahren zu
berechnen, die eine hthere Ordnung besitzen. Bestimmt man beispielsweise mittels
explizitem Eulerverfahren numerische Approximationen zu den Schrittweiten & und
% h (Ordnung p = 1, einzelner Zeitschritt)

n=yo+hfle,y), zi2=Yyo+3hflto,y0), z1=z12+3hf(to+3h 2172),

so zeigt eine einfache Rechnung, dal$ die Linearkombination
2 21 — yl
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Ordnung p + 1 = 2 besitzt. Der allgemeine Zugang beruht dhnlich wie bei Quadratur-
approximationen auf asymptotischen Entwicklungen der numerischen Losung.

Vgl. lllustration (Extrapolation).

Entsprechend adaptiven Quadraturformeln verwendet man u.a. Paare von Runge-
Kutta Verfahren verschiedener Ordnung zur vorteilhaften Wahl der Zeitschrittweiten
(Verfahren zur Integration, Verfahren zur Schitzung des lokalen Fehlers). Optimale
Verfahren in Hinblick auf die Anzahl der benétigten Funktionsauswertungen sind ein-
gebettete Runge-Kutta Verfahren der Ordnungen p # p

mit gleichen Knoten und internen Stufen, jedoch unterschiedlich gewédhlten Gewich-
ten.

Beispiel: DOPRI (Dormand - Prince Verfahren, 1980), explizites Runge—Kutta Verfah-
ren der Ordnung 4(5), Standard-Ldser ODE45

Adaptive Zeitintegrationsverfahren: Ahnlich dem Prinzip adaptiver Verfahren zur
numerischer Berechnung bestimmter Integrale sollen bei adaptiven Zeitintegrations-
verfahren die Zeitschrittweiten dem Losungsverlauf optimal angepalit werden. Die
Idee ist es, bei Anwendung eines Verfahrens der Konsistenzordnung p die Schrittweite
so zu modifizieren, dal eine vorgegebene Toleranz erreicht wird

— ~ +1 ~ p+l1 -
ERRjokal = €1T(h) = C hP™, err(hoptimal) =C hoptimal =ToL.

Die Division beider Relationen fiihrt auf folgende Faustregel fiir die optimale Zeit-

schrittweite )
optimal \ p+1 - _ToL . ~ p+l —TOL
( h ) ™ ERRjgkal hoptimal = 1 ERRiokal *

Dabei bezeichnet ERRjk, den mittels eines Verfahrens hoherer Ordnung (siehe auch
Eingebettete Verfahren, Extrapolation) geschitzten lokalen Fehler.

Vgl. Illustration (Schrodingergleichung, Adaptive Verfahren).
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4.4. A-Stabilitit

e Situation: Betrachtet wird eine autonome Differentialgleichung mit hinreichend re-
guldrer definierender Funktion f : R? — R? (unendliches Zeitintervall)

Syw=fyw), >

Asymptotisch stabile stationire Losungen: Eine Losung z: I = [£y,00) — R% der Dif-
ferentialgleichung mit Anfangswert zy = z(fp) heilst asymptotisch stabil, wenn es eine
Konstante § > 0 gibt, sodaR fiir jede andere Losung Z : I — R der Differentialgleichung
mit Anfangswert zy = Z(#) folgende Eigeschaft gilt

lzo—Zoll <6 = lim f|z(2) —2(O)ll = 0.

Besondere Bedeutung haben asymptotisch stabile stationire Losungen (bzw. Gleich-
gewichtslosungen), d.h. zeitunabhéngige Losungen der Differentialgleichung

dzin=0=f(z0), t>1.

Beispiel: Die skalare lineare Differentialgleichung
dym=2yw, t20, A<0,

besitzt die asymptotisch stabile stationdre Losung z = 0. Fiir beliebige Anfangswerte
Zp € R gilt ndmlich

zZ(H)=eMz,, t=0, lim |Z(2)|| = lim e | Z,]| = 0.
t—o0 I—o0

» Fragestellung: Approximationsgiite eines Zeitintegrationsverfahrens bei der Berech-
nung asymptotisch stabiler Lésungen.

Bemerkung: Aus dem zuvor angegebenen Resultat zum Konvergenzverhalten von
Zeitintegrationsverfahren folgt keine Aussage iiber die Approximationsgiite bei der Be-
rechnung asymptotisch stabiler Losungen, da die Konvergenzabschitzung nur auf be-
schréinkten Zeitintervallen giiltig ist (Aussage fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten,
aufgrund der auftretenden Konstante C = C(T) ist die Abschidtzung nur auf vergleichs-
weise kurzen Zeitintervallen sinnvoll).

e Vorbemerkung: Es sei z eine stationdre Losung der Differentialgleichung

Ly =f(ym), t>r.

Theoretische Resultate sichern, daf das asymptotische Verhalten der stationédren L6-
sung durch die linearisierte Differentialgleichung bestimmt ist

Ly =fly)=f@+f(21®-2)+0(ly®-2l?),
L350 =A500, 7=e"""1), tzt, A=f'2.
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Falls alle Eigenwerte der Matrix A negativen Realteil haben, ist die Losung asympto-
tisch stabil, falls jedoch ein Eigenwert mit positivem Realteil existiert, ist die Losung
asymptotisch instabil. Dies rechtfertigt die Betrachtung der Testgleichung von Dahl-
quist.

Im Folgenden wird wieder die Bezeichnung y : I — R? fiir die betrachtete Losung ver-
wendet, und z bezeichnet eine stationdre Losung der Differentialgleichung.

Bemerkung: Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, die exakte und nu-
merische Losung mittels des exakten und numerischen Losungsoperators anzugeben
(fiir die Testgleichung wird die Abhédngigkeit vom Zeitpunkt bzw. von der Zeitschritt-
weite und dem Parameter A angegeben)

n=ehNy = yh)=EHhAy0).

Testgleichung (Dahlquist): Betrachte die skalare lineare Testgleichung mit bekannter
exakter Losung (vgl. Abschnitt 4.2, Annahme yg # 0)
Ly =2yw, t=0, yO =y, A<0, (bzw.AeCmitRA<0)
y() =EtN) yo=eyy, =0, lim E(A1) =0.
—00

A-Stabilitit (vgl. Definition 4.8): Ahnlich dem Verhalten der exakten Lésung der Test-
gleichung fordert man von einem A-stabilen numerischen Verfahren mit Verfahrens-
funktion ® (angewendet mit dquidistanten Zeitschritten z > 0), dal$ in der obigen Situ-
ation die Approximationswerte gegen die asymptotisch stabile Lésung konvergieren

Yn=®hA) y,—1 =®hA)" yy, n=0, lim ®(hA)" =0.

n—oo

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung
[D(hA)| <1

bzw. auch damit, dal§ die linke Halbebene im (absoluten) Stabilitdtsbereich des Ver-
fahrens enthalten ist

Coo={peC:Ru<0}cS={ueC:|oWwl<1}.

Bemerkungen:

— Abhéngig von der betrachteten Problemklasse ist auch eine Abschwédchung des
Begriffes der A-Stabilitédt ausreichend.

- Bei Anwendung eines Zeitintegrationsverfahrens auf die Testgleichung ist es
naheliegend, die Bezeichnungen ®(hA) = E(hA) zu verwenden, welche die
wesentlichen GréBen beinhalten.
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Beispiele (Explizites Eulerverfahren, Implizites Eulerverfahren):

- Das explizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch

®(hA)=1+hA = E(hA) =e",
Yn :q)(h/l)”y() =(1+ h/l)"yo = y(nh)=E(nhA) yy :enh)tyo’

gegeben. Somit folgt

lim y,=0 <= [®MhA)|=|1+hAI<]1

n—oo

und weiters (A1 <0, Fall |1 - h|A|| =1- h|A| <1 fiir 1 — h|A| > 0 ist abgedeckt)
1+ hAl=|RIAl-1|=hIAl-1<1 < hlA|<2.

Z.B. fiir A = — 10/ fiihrt dies auf die Schrittweiteneinschrankung h < 2-107/ . Bei
zu grof3 gewdhlten Zeitschrittweiten oszilliert die numerische Lésung und wichst
betragsmallig stark an, folglich ist das numerische Ergebnis wertlos.
Der Stabilitdtsbereich

S={peC:1+ul<1}

beschreibt das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt —1 und Radius 1, d.h. das
explizite Eulerverfahren ist nicht A-stabil.

— Das implizite Eulerverfahren angewendet auf die Testgleichung ist durch

O(hN) = E(hA) =e

U

gegeben. Die Bedingung
|O(hA)| = i <1 <= 1<|1-hAl=1+h|A|

ist fiir alle Schrittweiten h > 0 erfiillt, und insbesondere ist das implizite Eulerver-
fahren A-stabil.

Fazit: Bei der numerischen Losung der Testgleichung mittels explizitem Eulerverfah-
ren sind aus Stabilitdtsgriinden (fiir A >> 1 extrem starke) Schrittweiteneinschriankun-
gen erforderlich. Die numerischen Losung der Testgleichung mittels implizitem Eu-
lerverfahren bleibt hingegen fiir beliebige Zeitschritte stabil und fiihrt bereits bei ver-
gleichweise grollen Schrittweiten auf ein zufriedenstellendes Ergebnis.

Allgemein gilt, dall nur implizite Zeitintegrationsverfahren die Eigenschaft der A-
Stabilitidt besitzen konnen.

— Implizite Runge-Kutta Verfahren wie Radau IIA Verfahren sind A-stabil.

- Das implizite lineare Mehrschrittverfahren BDF 2 ist A-stabil. Fiir 3 < k < 6 ist das
Verfahren BDF k zwar nicht A-stabil, jedoch A(9)-stabil (Sektor anstelle Halbebe-
ne im Stabilitdtsbereich enthalten).
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* Stabilitdtseigenschaften numerischer Verfahren wie A-Stabilitdt sind im Zusammen-
hang mit steifen Differentialgleichungen (insbesondere partiellen Differentialglei-
chungen wie Diffusionsgleichungen) wesentlich.

Curtiss & Hirschfelder (1952): ... stiff equations are equations where certain
implicit methods ... perform better, usually tremendously better, than explicit
ones.

Illustration (Zeitintegration der Diffusionsgleichung mittels explizitem und implizi-
tem Eulerverfahren)
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5. Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen

e Inhalte:
- Problemstellung

- Schief$verfahren (Losung von Anfangswertproblemen, Newtonverfahren)
Differenzenverfahren
Kollokationsverfahren

Bemerkung: Vertauschen der Abschnitte 5.3 und 5.4

» Ausblick: Ortsdiskretisierungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
- Finite Differenzen Methode

— Finite Elemente Methode (Galerkin Verfahren)
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5.1. Problemstellung

* Erinnerung:

- Bei einem Anfangswertproblem sind das Zeitintervall I = [fy, T], die (hinreichend
regulire) definierende Funktion f : I x R? — R? und der Anfangswert y, € RY
vorgegeben. Gesucht ist eine (hinreichend regulire) Funktion y : I — R%, die die
Differentialgleichung sowie die Anfangsbedingung erfiillt

Ly =flty®), tet,D,
y(to) = yo.

- Speziell bei der Schwingungsgleichung sind neben der Differentialgleichung
mLy+rdym+kyn=0,  telty,T)
az Y acy y ' 0, L),
die Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben

Y,  Gy@|., -

Bei der Formulierung der Differentialgleichung zweiter Ordung als
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, entsprechen die erste bzw. zweite
Komponente des Vektors Y (f) = (y(?), % y())T der Auslenkung bzw. Geschwin-
digkeit zum aktuellen Zeitpunkt

Yi(1) 0 1 Yi(1)
% (y;(t)) = ( k )(Y;(t)) , te(t, 1), Y (%) gegeben.

_k _r

m m

e Vorbemerkung: Bei der Schwingungsgleichung kann man anstelle der Anfangs-
auslenkung und Anfangsgeschwindigkeit beispielsweise auch die Auslenkung zum
Anfangs- und Endzeitpunkt vorgegeben, was auf ein Randwertproblem fiihrt. Allge-
meiner ist ein Randwertproblem durch eine gewo6hnliche Differentialgleichung und
eine algebraische Bedingung fiir die Randwerte y(f#y) und y(T) gegeben.

Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung: Fiir
vorgegebene Punkte 7o e Rund T e Rsei I = [fy, T] falls 1y < T (bzw. I = [T, 1] falls #, >
T). Weiters seien f : I x RY - R: (t,v) — ft,v)und r: R4 x RY — R : (v, w) — r(t,v)
vorgegebene (reguldre) Funktionen. Eine Losung des Randwertproblems

Ly =f(t,y(0), tety,T),  (bzw. (T, 1))
r(y(to), y(T)) =0,

ist eine Funktion y : I — RY, welche die (gewohnliche) Differentialgleichung (erster

Ordnung) und die Randbedingung erfiillt. Dabei wird vorausgesetzt, dall y auf I stetig
und zumindest in (fy, T) (bzw. (T, t;)) differenzierbar ist.
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— Falls die Funktion r durch Matrizen A, B € R?*? und eine Spalte c € R4 definiert
ist, d.h. es ist r (v, w) = Av + Bw — ¢, spricht man von einer linearen Randbedin-

gung
Ay(tp)+By(T) =c.

- Falls die Funktion r von der Form r (v, w) = (p(v), o(w)) mit Funktionen p : R4 —
R* und § : RY — R4 % fiir 1 < k < d — 1 ist, spricht man von einer separier-
ten Randbedingung. Insbesondere ist dies fiir Randbedingungen der einfachen
Form (nach eventueller Umordnung der Komponenten von y)

y1i(to) =cy, ..., Yx(to) = ¢k, Yi+1(T) = Cks1y -y Ya(T) = cq,
der Fall.

Bemerkung: Im Gegensatz zu Anfangswertproblemen ist es bei (nichtlinearen)
Randwertproblemen (noch) schwierig(er), allgemeine Aussagen zur Existenz und
Eindeutigkeit zu machen.

- Dies zeigt sich beispielsweise an der einfachen linearen Differentialgleichung
(Schwingungsgleichung mit m=k =1, r =0)

Ly +y0=0, re©m),
mit exakter Losung
y() =Cysint+ Cy cost, te[0,n].
Wegen y(0) = C» und y(rr) = — C, existieren bei Vorgabe der Randbedingungen
y(0)=0, y@r)=0, y(t) =Cysint,
unendlich viele Losungen, bei Vorgabe der Randbedingungen
y@ =1, y@@=1,

existiert jedoch keine Losung.

- Verallgemeinerung: Die Losung y : I — R einer skalaren linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist von der folgenden Form mit homogenen Losun-
gen yp1 und yp» (zur Differentialgleichung mit y = 0) und einer partikuldren
Losung y, (spezielle Losung).

f—;y(tHa(t)%y(tHﬁ(t)y(t)ZY(I), te(t, 1),
V=Ciyn1+CYn2+yp.
Bei der spezieller Wahl der Anfangsbedingungen (Satz von Picard-Lindel6f si-
chert die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen)
Yali) =1, Eypi0],o, =0, ynalt) =0, Lyna(0],_, =1,
Yplt) =0, Lyp®],_, =0,
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folgen bei Vorgabe der Randbedingungen
yw) =y, y(M=yr,

die folgenden Relationen fiir die zu bestimmenden Konstanten Cj, C»

!
Y(to) = C1 Yp,1 (1) +Co yp2(t0) + yp(to) = C1 = Yo = (1=,
— —

=1 =0 =0
y(T) =£Lyh,1(T) +CYn2(T)+ yp(T) = Yo yn1 (1) + Coyp2(T) + yp(T) = yr
=)o

= Coyn2(T)=yr=yp(T) = yo yn1(T).

Somit konnen drei unterschiedliche Fille eintreten:

* Yp2(T) #0: Eindeutige Lésung mit C, = m (y1—yp(D) = yo yn1 (D).
* Yp2(T)=0und y(T) = y,(T) + yo ¥n,1(T) = yr: Unendlich viele Losungen.
* Yp2(T)=0und y(T) = yp(T) + Yo yn1(T) # yr: Keine Losung.

* Freie Randwertprobleme: Beispielsweise beim Re-Entry Problem (Wiedereintritt ei-
ner Rakete in die Atmosphére) tritt ein Randwertproblem auf, wo der Endzeitpunkt
nicht festgelegt ist und stattdessen eine zusitzliche Randbedingung vorgegeben ist
(d.h.esist r:RY xR x R — R4*1)

Ly =f(ty®), telty,T),  (bzw. (T, 1))
r(y(t), y(T), T) =0,

Solche freien Randwertprobleme lassen sich mittels einer Transformation des Zeitin-
tervalles auf das Einheitsintervall

[t, T] «~— [0,1]

t—1y

t=ty+s(T—-ty) — S:T—to

auf die Standardform eines Randwertproblems fiir den Losungsvektor Y(s) =
(Y(s), )T mit Y (s) = y(¢) reduzieren, ndmlich (wegen £ V() = L y(n L = f(t, y() T
folgt & V(s) =T f(to+s(T - 1p), Y (5)), weiters ist Y (0) = (y(to), T) und Y (1) = (y(T), T))
Tf(to+s(T—1),Y
dyg=|T/l Y W), sewm,

r(Y(0),Y(D)=0.

Ilustration: Wurfparabel als Anfangswertproblem, Randwertproblem und Freies
Randwertproblem (zwei physikalisch sinnvolle Losungen zu den Endzeitpunkten
Tlr TZ > O)
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5.2. Losung durch Riickfiihrung auf ein Anfangswertproblem (Schiefverfahren)

¢ Einfaches SchieRverfahren:

- Vereinfachung: Zur Vereinfachung wird zundchst ein Randwertproblem fiir eine
Funktion y = (y1, y2)T : I = [ty, T] — R? mit speziellen separierten Randbedingun-
gen betrachtet

Ly =fltyw®m), te,D,
n) =y, nM=yn.
Beispiele: Schwingungsgleichung, Wurfparabel

- Idee: Die Idee des (einfachen) SchieRverfahrens ist es, das Randwertproblem auf
ein Anfangswertproblem zuriickzufithren

{ %y(t) =f(t,y®), te(t, D),
y(t0) = Yo = (Yo1, yo2) L.

Die unbekannte Komponente des Anfangswertes soll dabei so bestimmt werden,
dal} die zugehorige exakte Losung (Angabe der Abhédngigkeit des Losungsopera-
tors E vom aktuellen Zeitpunkt, Anfangszeit und Anfangswert)

J/(t) = E(t’ tO) J/O)

im Endzeitpunkt T die geforderte Randbedingung erfiillt (dabei bezeichnet
y1(T) = (E(T, 19, y0))1 die erste Komponente der exakten Losung bei t = T)

y1(T) = (E(T, to, y0)), = y11,

d.h. es ist die nichtlineare Gleichung

F(yo2) = y1(T) = yr1 = (E(T, %0, ¥0)), — Y11 =0

zu losen.

Illustration (Verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten und zugehorige Losun-
gen), vgl. Skriptum, S. 99.

- Verallgemeinerung: Die Losung eines Randwertproblems allgemeiner Form fiir
eine Funktion y: I — RY

Ly =f(ty®), telty,D),
r(y(to), y(D)) =0,

beruht auf der Betrachtung des zugehoérigen Anfangswertproblems
Ly =r(ty0), telnD),
y(to) = yo,

und der Losung der nichtlinearen Gleichung (fiir die unbekannten Losungskom-
ponenten)

F(yo) = r(y(t%), y(T)) = r(y0, E(T, 1o, 0)) = 0.
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— Nédherungsweise Losung:

+ Im Allgemeinen wird die nichtlineare Gleichung

*

F(yo) = r(y(10), y(T)) =0

mittels eines iterativen Verfahrens ndherungsweise gelost, und eine nahelie-
gende Wahl ist das Newtonverfahren oder Modifikationen davon (vgl. Nume-
rische Mathematik I). Bei Verwendung des Newtonverfahrens wird (zumin-
dest ndherungsweise) die erste Ableitung der Funktion F bendotigt (Ketten-
regel, partielle Ableitungen 0; r und 0, r, Ableitung der exakten Lésung nach
dem Anfangswert 0, y)

F'(y0) =017 (y0, y(1)) + 021 (y0, (1)) 0y, y(T).

Zur Bestimmung der Ableitung der exakten Losung nach dem Anfangswert
verwendet man die Variationsgleichung (zeitabhingige Matrix Y = 0y, y er-
fiillt Differentialgleichung & 8, y(¢) = 8, f (¢, (1)) 8y, ¥(¢) und Anfangsbedin-
gung d,, y(to) = 1, 0> f (¢, v) bezeichnet die partielle Ableitung von f beziiglich
des zweiten Argumentes v)

Ly =f(tyw), tew,D, ylto) =,
Ly =o.f(tyn)Y®), te,T), Y)=I,

vgl. Dynamische Systeme und insbesondere Stabilitdt von Differentialglei-
chungen.

Zur naherungsweisen Losung eines Randwertproblemes wird im Allgemei-
nen die folgende Vorgehensweise gewéhlt:

(i) Wahl eines geeigneten Startwertes yj.

(i) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung
des zugehorigen Anfangswertproblems, und insbesondere Berechnung
einer Approximation an den Funktionswert yn = y(T) = E(T, fy, yo) (vgl.
Abschnitt 4). Berechnung von F(y) = r(¥o, yn) = F(0).

(iii) Anwendung eines Zeitintegrationsverfahren zur numerischen Losung
der zugehorigen Variationsgleichung, und insbesondere Berechnung ei-
ner Approximation an den Funktionswert Yy = d,, y(T). Berechnung von
G(y0) = 017 (yo, yN) + 027 (y0, yN) YN = F'(y0).

(iv) In einem Newtonschritt, ersetze yy durch yp — G( yo)_lﬁ (¥o) und iteriere.

In Situationen, wo die obige Vorgehensweise versagt, weil das Newtonverfah-
ren schlechte Konvergenzeigenschaften besitzt (Startwert ungeeignet, Diffe-
rentialgleichung mit exponentiell anwachsenden Losungen, grol3es Integra-
tionsintervall) wird anstelle des einfachen Schieverfahrens das mehrfache
Schiellverfahren (Einfiigen zusédtzlicher Stiitzstellen) verwendet, vgl. Skrip-
tum, S. 100.
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- Speziell fiir ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem fiir eine
skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen separierten
Randbedingungen herstammt (Lésung z: I — R)

L2+ a2+ 20 =y(1), 1€, T),
z(ty) = z9, 2z(T)=zr,

kann man die gesuchte Komponente des Anfangswertes bestimmen (sofern spe-
zielle homogene und eine spezielle partikuldre Losung bekannt sind). In diesem
Fall ist das zugehorige Anfangswertproblem (setze y = (y1,12)” = (2, &2)7 : I —
R?)

a(no) _ ¥a(1)
Ay =B - a@yp@+y@]’

(J/l(lfo)) _ (J/m)
yo(to) Yoz

Die unbekannte Komponente y;, des Anfangswertes soll dabei so bestimmt wer-
den, dal die zugehorige exakte Losung im Endzeitpunkt die geforderte Randbe-
dingung erfiillt

re (tOr T)’

n(M) =z(T)=zr.
Falls homogene Losungen zj;, zp2 und eine partikuldre Losung z, der

Differentialgleichung zweiter Ordnung bekannt sind (zu den in Abschnitt 5.1 an-
gegebenen Anfangsbedingungen), folgt die Losungsdarstellung

z2=Crzp1+Cozpo+2zp.

Einsetzen der bekannten Funktionswerte y;(ty) = z(ty) = zo, y1(T) = z(T) = zr
bzw. der geforderten Anfangsbedingung y» () = d% zZ(0)| =, = Yoz fiihrt auf

zZ= C1 Zp,1 +C2Zhy2+Zp,

d ,_ d d d
aZ—Cl dch'1+C2 dch,2+dth,

z(to) = Cy zp,1 (1) +Co zp2(to) +2p(to) =Cr =20 — C1 =2,
—— ——
=1 =0 =0

d -, 4 d d - C, =
az(f)h:m =G dr Zhvl(t)ltth"‘cz dr Zhrz(t)|t=tq+éit Zp(t)ltth_ C2 = yoz

Vv~ g g

=0 =1 =0
= C2=Yo2,
z(T) = Crzp 1 (T) + Co 22 (T) + 2p(T) = 20 21,1 (T) + Yo2 23,2(T) + 2p(T) = 27

_ zr—2p(T)—20 2,1 (T)
= Y= Zn2(T)

Sofern die Bedingung zj »(T) # 0 fiir die Losbarkeit des Randwertproblems erfiillt
ist, ist die Losung des Randwertproblems gerade die Lésung des zugehorigen An-

fangswertproblems mit
_zr—zp(T)—zy zp, 1 (T)
Yoz = Zho(T)
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- Illustration (Einfaches SchieBverfahren fiir homogene lineare Differentialglei-
chung y' = Ay).
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5.4. Kollokationsverfahren

* Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem der Form fiir eine Funktion y : I — R?

Ly =fleyw), te,D,
r(y(to), y(1)) =0.

Bemerkung: Mit Kollokation bezeichnet man die Interpolation von Funktionswerten
und Ableitungen.

Idee: Bei einem Kollokationsverfahren fiir ein Randwertproblem betrachtet man einen
Raum von Funktionen (z.B. Polynomfunktionen oder Splinefunktionen, zusétzliche
Eigenschaften) und fordert, dal§ die Differentialgleichung in gewissen Stiitzstellen so-
wie die Randbedingungen erfiillt sind. Im Allgemeinen ist der Funktionenraum als li-
neare Hiille (vy,..., vk) von Basisfunktionen gegeben und man wihlt den Ansatz

K
z=) civi = Y,
i=1

wobei die Koeffizienten c¢; € R so bestimmt werden, dal} fiir vorgegebene Stiitzstel-
len fp < f1 <---tny-1 < ty = T die Bedingungen (Differentialgleichung in den inneren
Punkten, Randbedingung)

d%z(’f)h:tn = f(tn, 2z(ty)), 1=sn<N-1,
r(z(t), z(tn)) =0,

erfiillt sind.
Bemerkungen:

— Oft ist es vorteilhaft, die Basisfunktionen so zu wihlen, dal spezielle Rand-
bedingungen wie etwa die homogene Randbedingungen y(a) = 0 = y(b) automa-
tisch erfiillt sind (Linearkombinationen der Basisfunktionen erfiillen dann eben-
falls die homogenen Randbedingungen).

- Vgl. Konstruktion der BDF-Verfahren.

Illustration (Einfache Differentialgleichung, Kollokation mittels Polynomfunktionen),
vgl. Skriptum, S. 110.
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5.3. Differenzenverfahren

e Vorbemerkung: Differenzenverfahren (Relaxationsverfahren) sind globale Verfahren
(kein time-stepping approach) zur ndherungsweisen Losung von Randwertproblemen
fiir gewohnliche Differentialgleichungen und werden auch zur Ortsdiskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen verwendet. Aus diesem Grund wird die unabhéngi-
ge Variable in diesem Abschnitt mit x bezeichnet.

e Situation: Betrachtet wird ein Randwertproblem, das von einem Randwertproblem
fiir eine skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit speziellen sepa-
rierten Randbedingungen herstammt (Lésung y : [a, b] — R, (zumindest) stetige Funk-
tionen a, B,y : [a, b] — R, Voraussetzung f§ = 0 (punktweise), d.h. f(x) = 0 fiir x € [a, b])

- dd—;zy(x) + a(x) d%y(x) + B(x) y(x) =y(x), x€(a,b),
y@=ya, yb)=yp.

Kurzschreibweise mittels Differentialoperator: Eine tibliche Kurzschreibweise mit-
tels eines (linearen) Differentialoperators (zweiter Ordnung) ist (Bemerkung zu Defi-
nitionsbereich, s.u.)

L:%%*a,b)— C(a,b):z— Lz = —dd—;z+ad%z+,6z,
d.h.esist (Lz)(x) = - (f—jz z(x)+a(x) % z(x)+B(x) z(x) (oftauch kurz Lz(x) statt (Lz)(x)).

Die Differentialgleichung 148t sich dann in der kompakten Form (dhnlich einem linea-
ren Gleichungssystem, s.u.)

Ly=y bzw. (Iy)x)=y(x), xe(ab),

angeben.

Differenzenverfahren: Die Idee von Differenzenverfahren (bzw. Finiten Differen-
zenverfahren) ist es, in einer Differentialgleichung die auftretenden Differentialquo-
tienten durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Bei einer linearen Differentialglei-
chung fiihrt dies auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Ndherungswerte an den
vorgegebenen Stiitzwerten.

Beispiele (Symmetrische Differenzen): Haufig verwendete Approximationen der er-
sten und zweiten Ableitung sind (Vorwartsdifferenz, Riickwirtsdifferenz, Symmetri-
sche Differenzen)

+h)- —h)- ~y(x—h
Y ,1 - V) +Oh), A _)h Y 7 ;’l(x ) = Ly +om,
+h)—y(x—h
YAy - 4y + 0h?),

(x+h)-2y(x)+y(x—h) 2
yx _;/lzx yx — %y(x) + ﬁ(hZ).
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Genauer: Falls die Funktion y hinreichend oft differenzierbar ist, fithren Taylorreihen-
entwicklungen auf folgende Relationen fiir die symmetrischen Differenzen (jeweils mit
e[x—h,x+h)])

+h)-y(x—h 3
ye€iap: XN o4y Lrt sy,
4 . (x+h) -2y +y(x—h) _ d? 13,2 d?
yE€*(a,b): 7 Jl;g Y =@y(X)+ﬁh @y(x)|x:5-

Gitterfunktion (Grid function): Zur Vereinfachung werden im Folgenden dquidistante
Gitterpunkte zur Gitterweite h > 0 betrachtet (M innere Punkte xi,..., xps)

Q={xp=a+mh:0sm=M+1}, h=12

Als diskretes Analogon der exakten Losung y : [a, b] — R des Randwertproblems ist die
Gitterfunktion auf dem Ortsgitter definiert

Die Randwerte yy = y(xo) = ¥4 und ypr+1 = y(Xm+1) = yp sind vorgegeben (zur Verein-

fachung exakte Randwerte), zu bestimmen sind die Werte der Gitterfunktion an den
inneren Gitterpunkten

Q={xp=a+mh:1<m=< Mj}.

Bemerkungen:

- Im vorliegenden eindimensionalen Fall ist die Gitterfunktion y durch die Funkti-
onswerte an den (fixierten) inneren Gitterpunkten x,..., x); bestimmt, und des-
halb wird auch die Vektorschreibweise (Matrix in 2D, Tensorstruktur in 3D)

y:(yM)ISmSM:(yln--)yM)T

verwendet.

- Nach Einschriankung der exakten Losung auf die Gitterpunkte (wie zuvor Vektor-
schreibweise mit y,, = y(x,,) fir0<sm<M+1)

y|Q: (yl’---’,VM)Ty

ist es sinnvoll, die Differenz (Fehler des Differenzenverfahrens, kein Beitrag der
Randwerte unter der Annahme yy = y(xo) = ¥4 und Yp41 = Y(Xm+1) = ¥p)

j/v_.V|Q = (J71—J/1,---,J7M—J/M)T
zu betrachten.
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Approximation mittels symmetrischer Differenzen: Mittels der oben angegebenen
symmetrischen Differenzen ergibt sich als diskretes Analogon des Differentialopera-
tors

d? d

Lizr—Lz=—g5z+ag2+fz
der Differenzenoperator
T.5_ (5 T (_ Zme1=2Zm+Zm- Zm1—Zm- ~
L:Z=(Zm))cppep— L2 = (= 22535l 4 () 22280 4 B(Xim) Zm) | < e -

Beachte! Der Operator L ist vorerst fiir auf dem offenen Intervall zweimal differenzier-
bare Funktionen z: (a, b) — R definiert, und es ergibt sich eine Funktion Lz : (a, b) — R.
Durch die Voraussetzung z € 6?(a, b) kann man Lz (in eindeutiger Weise) auf das
abgeschlossene Intervall [a, b] fortsetzen. Der Operator L ist fiir Gitterfunktionen Z :
Q — R definiert, und ergibt eine auf den inneren Gitterpunkten definierte Funktion
LZ:Q — R. Schreibt man fiir LZ dieselben Randwerte wie fiir Z vor, erhilt man eine auf
allen Gitterpunkten definierte Funktion LZ: Q — R, bei der Funktionsvorschrift gibt
man iiblicherweise jedoch nur die Werte der inneren Gitterpunkte an.

Kompake Schreibweise: Mittels Matrix- und Vektorschreibweise ergibt sich

B(x1) Z B(x1) Z1
(ﬂ(xm) Zm)lsmsM = ,B(xm) Em = ﬁ(xm) Em
Blxm) Zm Bxa) ) \Zu

By

sowie
a(xy) (z2 — Zo)

Z —Zm— . ~
(a(xm) %)lsmsM an | @(Xm) (Zm+1 — Zm-1)

a(xy) (Zp+1 — 2m-1)

0 atw) 2 —a(e) %
: 0
= ﬁ —a(xm) 0  alxy) Zm |+ ﬁ :
. : 0
—alxy) 0)\zy)  \alem) ZM+1 ;
N ~ p ~
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und weiters

Zp—22Z1+ 29

Zm1=2Zm+Zm-1 1 ~ - -
(T)lsmsM =52 | Zm+1=22Zm+2Zm-1

ZM+1—22ZM +2ZM-1

-2 1 21 ZO
: 0
=5 1 -2 1 Zm |+ |
: 0
1 -2)\zZy ZM+1
(S - J/ e e—
:A2 :bz

Insgesamt fiihrt dies auf die kompakte Darstellung (affin-lineare Abbildung)

L:RM —RM.Z—T1Z=AZ+b,

mit
A= Ag+ Ay — Ay e RMM |
B +5  gpaltn)- 5
A= — 3 @m) =gz Bm) + x5 @0m) — 4z :

—sp ) -5 Bl + 5
und (Einsetzen der vorgegebenen Randwerte)
- (ﬁ a(xy) + #) Ya
0
b=b-b, = : eRM.
0
(25 @en) = 52) vb

Differenzenverfahren fiir Randwertprobleme: Die nidherungsweise Losung des

Randwertproblems
Ly=y
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mittels symmetrischer Differenzen entspricht der Losung des linearen Gleichungs-
systems (wegen LZ = AZ+ b, mit Tridiagonalmatrix A)

Ij=7 < Aj=7-b,

wobei die Approximation ¥ = (¥(Xn)1=m=m = (¥m)1=m=m bei vorgegebener rechter
Seite ¥ = (¥(xm));<,<ps ZU bestimmen ist.

Fragestellungen:

- Losbarkeit des linearen Gleichungssystems, d.h. Existenz und Eindeutigkeit der
diskreten Losung

- Konvergenz der diskreten Losung y gegen die exakte Losung y fiir 1 — 0, Appro-
xXimationsgiite

Vorbemerkung: Anstelle der direkten Betrachtung der Matrix A wird ein Maximums-
prinzip verwendet (niitzlich in Hinblick auf Verallgemeinerungen fiir Finite Differen-
zen Verfahren und Finite Elemente Verfahren zur Ortsdiskretisierung von partiellen
Differentialgleichungen).

Erinnerung: Fiir eine (zumindest stetige) Funktion z : [a, b] — R bezeichnet

1Zll,ia,b) = 1 Zllc = Max |z(x)].
as<x<b

Bezeichnung: Fiir eine Gitterfunktion Z: Q — R bezeichnet

1Zl 5= max [Zml, IZleo= max [Zul.
’ Osm=M+1 l=m=M

Diskretes Maximumsprinzip (Lemma 5.1): Es sei Z: Q — R eine Gitterfunktion mit
(Lz),,<0, l=ms=M.

Weiters sei die Gitterweite h > 0 so gewdhlt, dald die Bedingungen 1+ g a(x;,) = 0sowie
1- ga(xm) > 0 fiir 1 < m < M erfiillt sind. Falls g = 0 folgt

1zl o5 = max{|Zol,1Zp+11} -
Denn: (i) Falls B = 0 gilt (Definition von L)
T ~m —2 ~m ~m— ~m _~m—
(LZ),, = - el=22pmtimel g (x,,) ZmelZool - 1< m< M.
Sollte das Maximum in einem inneren Punkt angenommen werden

12l =12l mit 1<j=<M,
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folgt durch Umformen der Relation (Anwendung der Voraussetzungen (L2) j <0und
1+ 2 a(x,,) 2 0)

=~ L Zj+1—22j+2j_1 . Zj+1—zj_1
(LZ)] - h2 +a(x]) 2h
1127 1> ~ 1 1 = =
— Sh(L2)j=-5Zj1+Zj—32j-1+7halx))(Zj+1—-Zj-1)
12275 .—%._1(1_h N7 h NE?
= hUD;=Zj—;(1-Fax))Zjn -5 (145 alx))Zj
—

2 =3 W12 +3(1- S atp)Zm + 3 (1+ §alx)) 2

-

<0 smax{Zj_1,2j+1}
— Zjs=max{Zj-1,Zj+1}
- Ej—l sz :Zj+1.

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt, dal Z notwendigerweise kon-
stant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird)

Z20=Z1 =" =ZM41-

(ii) Wie zuvor wird angenommen, dal§ das Maximum an einem inneren Gitterpunkt
angenommen wird, d.h. es gelte || Z]| 5 = |zl mit 1 < j < M. Unter der Voraussetzung
B = 0 (punktweise), folgt ahnlich wie zuvor

~ _ 2j+1—22j+2j_1 Zj+1_2j—1 ~
(L2); = - L0 q(xy) A+ B(x)) Z;

2h? (L2 = (1+Bxp)Z -3 (1- Faxp)Zjs - 3 (1+ F alx)) Zj

Zi=5 A2+ 5 (1-Fap)Zjm +5 (1+5 alx)) Zj

v~

—
—

<0 SmaX{Ej_l,sz}
= zj= max{zj_l,zj+1} - ,B(x]') Zj.
Falls z; = 0 erhdlt man die Abschédtzung
Z]' < max{Zj_l,Zj+1}—ﬁ(xj) Zj < maX{Ej_l,ZjH} = Zj_l = Z]' = Z]’Jrl,
—_——
<0
und falls Z; < 0 verwendet man
Zj<Zj+P(x))Zj<max{Zj_1,Zj11} = Zj-1=Z;=Zj+1.
—_———
=0

Eine wiederholte Anwendung der Argumentation zeigt wiederum, dal Z notwendiger-
weise konstant ist (und insbesondere das Maximum am Rand angenommen wird). ¢

Bemerkung: Lemma 5.1 ist das diskrete Analogon zum Maximumsprinzip fiir Funk-
tionen, welches besagt, dall eine Funktion z € %%(a,b) mit Lz <0 (punktweise) ihr
Maximum am Rand des Definitionsbereiches [a, b] (d.h. im Punkt a oder b) annimmt.
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Insbesondere fiir den Differentialoperator L = — dd—; entspricht die Bedingung Lz < 0
der Eigenschaft, dal die Funktion z konvex ist und die Giiltigkeit des Maximumsprin-
zipes ist dann offensichtlich.

Beispiel: Fiir die Funktion z: [a,b] — R: x — z(x) = x* (nach oben getffnete Parabel
mit Maximum am Rand) folgt dd—;z =2 und damit Lz = — dd—;z <0.

Erinnerung: Im Folgenden wird weiterhin die Voraussetzung f = 0 verwendet.

Abschitzung fiir Gitterfunktionen (Lemma 5.2): Falls die Gitterweite /2 > 0 hinrei-
chend klein gewahlt ist, erfiillt jede Gitterfunktion z : Q — R die Abschédtzung

1Zll o5 < C | L2 o ¢, + max{lZol, 1Zp411}

Denn: (i) Zur (nichttrivialen) Konstruktion einer Gitterfunktion Z: Q—-R:x,— Z m
die den folgenden Eigenschaften gentigt

{(m=0, 0sm=M+1, (L{), =1, l=sm=M,

verwendet man den Ansatz (mit Konstante A > 0)

~ ) im=—a

(m:e;t—e b-a Os<m=<M+1.

Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt (Abschitzung % < 1, Monotonie der

Exponentialfunktion)
Zm:el—elxglf;azo, Osm<M+1.
Andererseits folgt (mit y = ﬁ, verwende cosh x = % (e*+e ") und sinh x = % (e*—e ™))
(EZ)m - _ (m+1—2£2m+(m—1 + (x(xm) (m+12—h(m—l + ’B(xm) Zm
=1 (e’1 —eMe —2et +2eM T ret M )

T2
Xm+1-4 Im-1-4
+a(xm) ﬁ (el —er T —etretia )

+ B(xm) (e7L —et XZIJ)

~

-

=0

> et ba (# (e + e - 2) —a(xm) 5 (eh”—e‘h”))

13

>1 [ J

= (2 (cosh(hpw) —1) — ha(xm) sinh(h,u)) :

!
=1

Bei geeigneter Wahl von £ > 0 (hinreichend klein) und p > 0 (d.h. A hinreichend groR)
14t sich auch die zweite Bedingung erfiillen (setze x = hu und verwende die Abschit-
zung a(X,,) < &max durch den Maximalwert)

7 (2 (cosh(hpw) —1) — ha(xp) sinh(hu))

%z(coshx—l), a<0,

=4 9,2
+ (2 (coshx—1) = hamax sinhx) ,  sonst.
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(ii) Fiir die Gitterfunktion Z : Q — R definiert man mittels der zuvor konstruierten
Gitterfunktion ¢ : Q — R in Abhédngigkeit vom Vorzeichen von zj

5=2- |12 ol oder T=-Z-|IZ| .,

derart daB | 7| = |1Zo — | LZlleo,0 €1 < 20| (falls Zy = 0) oder |Tp| = |Zp + | LZ]loo.0 € < |Z0]
(falls 2y < 0). Es gilt (verwende Linearitit von L, o.E.d.A. | LZ| ., , > 0)

”LZ”ooQL )’
l1<=m=<M.

Lo=+L2-|L2] 0 L¢ =

(£9),, =12l (2D),

IILZIIMQ(LC

”LZ”ooQ )

J/

>0

Mittels Lemma 5.1 folgt (fiir /2 > 0 hinreichend klein, Gitterfunktionen v erfiillen Vor-
aussetzung Lv <0 (komponentenweise), nach Konstruktion ist |vy| < |Zg| und wegen

(v =0ist [Upr1] = 1Zp411)
Uml <17l q= max{|Dol, |Up+11} < max{|Zol, 1Zp+11},
und damit wegen (Zp, = U + |LZ]| o Cm)

1Zm| <10l + | LZ] o o [{m| < max{|Zol, 1Zy11} + C | LZ]| o
s ”

die Behauptung. ¢

Bemerkung: Lemma 5.2 ist das diskrete Analogon zu einem Resultat, welches besagt,
daf eine Funktion z € %2 (a, b) die Abschétzung

maxb|z(x)| <C max |Lz(x)| +max{|z(a)| |z(b)|}
asx<

erfiillt. Insbesondere im Zusammenhang mit Randwertproblemen

Ly=y  bzw Ly=vy
bezeichnet man die Abschitzung von Lemma 5.2 als Stabilitdtsabschitzung (Schran-

ke fiir die Werte der Losung in Abhéngigkeit von den Eingabedaten, d.h. von den Rand-
werten und der rechten Seite y).

Bemerkung: Bei Differentialgleichungen, wo f = 0 oder = 0 bzw. < 0 (kein Vor-
zeichenwechsel) kann man die Einschrankung an die Gitterweite i > 0 vermeiden. Im
letzteren Fall verwendet man anstelle der symmetrischen ersten Differenzen die ein-
seitigen Differenzen (Riickwirtsdifferenz Y (x_h)h_ Yo _ yx- y x=h _ y(x) + O'(h) falls
B = 0 bzw. Vorwirtsdifferenz £ M y(x) +0'(h) falls B=<0, Vgl Upwindverfah-
ren bei Diffusions-Advektionsglelchungen)

90



* Eindeutige Losbarkeit: Das lineare Gleichungssystem

Ly=7

besitzt eine eindeutige Losung (fiir hinreichend kleine Schrittweiten / > 0).
Denn: Friihere Uberlegungen zeigten (mit 7 = (¥(x1), ..., 7(xm) 1)

Ly=A7+b=7.
Es reicht aus, das homogene lineare Gleichungssystem
Aj=0
zu betrachten und zu zeigen, dal nur die triviale Losung y = 0 existiert. Dies entspricht
dem Fall y = 0 und yy = ¥(xp) = ¥4 = 0 sowie ypr41 = Y(Xp+1) = yp = 0 (und somit b = 0).

Mittels Lemma 5.2 folgt

171005 = C |L7]| o o + max{iFol, [Fu+1l} =0 = Jn=0, 1smsM,

=0

=0
was auf y = 0 fiihrt.

Bemerkung: Die Losung des linearen Gleichungssystems
Ly=7

mit Tridiagonalmatrix I € R™*M benotigt ¢ (M) Operationen (vgl. Abschnitt 2.1. zu
Kubischen Splineinterpolanten).

* Konvergenz der diskreten Losung: Wie zuvor bezeichnet y : [a, b] — R die Losung des
Randwertproblems und y : Q — R die Losung des mittels symmetrischer Differenzen
erhaltenen linearen Gleichungssystems (an den inneren Gitterpunkten, zu den exak-
ten Randwerten)

Ly=y bzw. Ljy=7%.

Die Differenz (Einschrankung der exakten Losung auf die inneren Gitterpunkte, in den
Randpunkten ist nach Annahme dy =0 = dj41)

d:)7—y|Q:Q—>IR€:xm-—>dm:)7m—ym
erfiillt an den inneren Gitterpunkten die Relation

Ld=Ly-Lylo=7Y-Lylg=vlo-L¥lq=LW|g—Lylg
(Ly)(Xm) == dd—;y(x)|x:xm + @) g YOO oy, + Bm) y(xm),
(Zy|Q)m == # (y(Xms1) =2 y(xm) + y(xm-1)) + a(xpm) ﬁ (y(Xm+1) = Y (Xm-1))
+B(xm) y(xm), 1<m<M.
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Frithere Uberlegungen zeigten (Taylorreihenentwicklungen symmetrischer Differen-
zen, jeweils mit ¢ € [x — h, x+ h])

(x+h)—y(x=h) 5
ye€iap: (HEEEN_d ypn=1p | .,
h)-2 —h 2 :
ye%€*(a,b): Lt );/,(zx)w(x - ddx2 Y =35 h? ddx4 y ) |x=«f'

und da die Koeffizienten a, § auf [a, b] stetig und damit beschriankt sind ergibt sich die
Abschétzung

1L =Y loon = CH* 1Y o

Mittels Lemma 5.2 erhidlt man somit die (globale) Fehlerabschédtzung (vergleichsweise
einschrankende Regularitdtsvoraussetzungen fiir Ordnung 2)

17-Valleoo = €7 [y? -

Bemerkungen:

- Die Idee der Extrapolation mit Losungen y; und yy/» zu den Gitterweiten & und
g fiihrt auf die verbesserte Approximation (Ordnung 4)

% (4J7h/2,m - yh,m)

- Die Idee der Adaptivitét fiihrt auf nichtuniforme Gitter.

- Die Anwendung von Differenzenverfahren auf nichtlineare Differentialgleichun-
gen fiihrt auf nichtlineare Gleichungssysteme (Lésbarkeit und Konvergenz deut-
lich schwieriger zu analysieren).
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Numerische Mathematik 1 & 2
Mechthild Thalhammer
Informationen

Informationen

Covid-19. Die Handhabung der aktuell an der Universitdt Innsbruck geltenden Regelun-
gen wird per Email oder im Rahmen der Lehrveranstaltung geklart.

Virtueller Konferenzraum. Die Lehrveranstaltung soll zum tiberwiegenden Teil in Pra-
senz stattfinden. Der BigBlueButton-Raum

webconference.uibk.ac.at/b/mec-est-pln (Link anklicken)

wird gegebenenfalls bei virtuellen Einheiten oder zur Online-Teilnahme verwendet. Um
Storeffekte zu vermeiden, bitte daran denken, zunédchst das Mikrofon zu deaktivieren.

Curriculum. Detaillierte Informationen zum Curriculum des Bachelorstudiums Mathe-
matik finden sich unter

www.uibk.ac.at/studium/angebot/ba-mathematik.
Das in die Gebiete Numerik und Wissenschaftliches Rechnen einfithrende Modul

Numerische Mathematik 1
(VO 3, 4.5 ECTS, LV-Nr. 702331 & PS 2, 3 ECTS, LV-Nr. 702332)

wird im Wintersemester angeboten und im Sommersemester durch das Modul

Numerische Mathematik 2
(VO 3, 4.5 ECTS, LV-Nr. 702431 & PS 2, 3 ECTS, LV-Nr. 702432)

fortgesetzt. Die Anrechenbarkeit fiir andere Studien bitte abkldren!

Terminiibersicht. Im Wintersemester 2022/2023 finden die Lehrveranstaltungen an fol-
genden Terminen statt.

Vorlesung Montag 10.15 - 11.00 Uhr (HS D) / Mittwoch 14.15 - 16.00 (HS E)
Proseminar (Gruppe 1) Dienstag 8.15-9.45 (RR 25)
Proseminar (Gruppe 2) Dienstag 16.15-17.45 (RR 21)



Woche 1 3./5. & 4. Oktober 2022
Woche 2 10./12. & 11. Oktober 2022
Woche 3 17./19. & 18. Oktober 2022
Woche 4 24. & 25. Oktober 2022
Woche 5 31. Oktober 2022

Woche 6 7./19. & 8. November 2022
Woche 7 14./16. & 15. November 2022
Woche 8 21./23. & 22. November 2022
Woche 9 28./30. & 29. November 2022
Woche 10 5./7. & 6. Dezember 2022
Woche 11 12./14. & 13. Dezember 2022
Woche 12 9./11. & 10. Jdnner 2023
Woche 13 16./18. & 17. Janner 2023
Woche 14 23./25. & 24. Janner 2023
Woche 15 30.Jdanner/1. Feber & 31. Janner 2023

Ersatztermin || 27.Jénner 2023 (Prdsentation von Projektarbeiten) |

Inhalte. Das Gebiet der Numerik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich insbesondere
der Konstruktion und Analyse von Algorithmen widmet. In den einfithrenden Vorlesun-
gen Numerische Mathematik 1 & 2 werden Methoden zur ndherungsweisen Losung von
grundlegenden Problemen der Analysis und Linearen Algebra angegeben. Dies umfasst
die Themenbereiche

Denkansitze und Grundbegriffe (Wintersemester)

Vektoren und Matrizen (Wintersemester)

Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme (Wintersemester)

Lineare Ausgleichsrechnung (Wintersemester)

Eigenwerte und SVD (Sommersemester)

Nichtlineare Gleichungssysteme (Sommersemester)

Polynominterpolation (Wintersemester)

Polynom-Splines (Sommersemester)

Numerische Integration (Wintersemester)

Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen (Sommersemester)
Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen (Sommersemester)

Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme (Sommersemester)

und gegebenenfalls weiterfiihrende Themen. Als Illustrationen werden einfache Modell-
probleme und Implementierungen betrachtet. In den begleitenden Proseminaren geht es



insbesondere um eine Vertiefung der Inhalte der Vorlesung, die Auswahl und Anwendung
geeigneter numerischer Methoden sowie die Umsetzung mittels MATLAB.

Lernziele (laut Curriculum).

Absolventinnen und Absolventen der Lehrveranstaltungen Numerische Mathe-
matik 1 & 2 (Pflichtmodule 11 & 14) verstehen die Inhalte der Vorlesung und
kdnnen diese wiedergeben und anwenden. Sie haben die Fertigkeit erworben,
sich dhnliche Inhalte selbstindig zu erarbeiten. Sie sind in der Lage, grundle-
gende (Numerische Mathematik 1) bzw. fortgeschrittene (Numerische Mathe-
matik 2) Methoden der Numerischen Mathematik situationsgerecht anzuwen-
den und mit MATLAB zu implementieren und zu demonstrieren. Weiters haben
sie ein Grund- (Numerische Mathematik 1) bzw. vertieftes Verstdndnis (Nume-
rische Mathematik 2) fiir die Methoden der Numerischen Mathematik erlangt.

Beurteilung. Detaillierte Informationen zur inhaltlichen Schwerpunkten und Beurtei-
lungskriterien werden im Rahmen der Lehrveranstaltungen bekannt gegeben.

* Miindliche Vorlesungspriifungen finden ab dem Semesterende statt (6./13. Feber
2023 oder Termine nach Vereinbarung, Dauer ca. 30 Minuten). Der Fokus liegt auf
den besprochenen Begriffen, Resultaten, Methoden und Algorithmen.

* Die Beurteilung des Proseminares erfolgt anhand von Préasentationen und Projekt-
arbeiten. Zentral sind die erworbenen Losungskompetenzen in Hinblich auf die Im-
plementierung von Algorithmen.

Unterlagen. Auf Skripten, Literaturquellen und ergdnzende Unterlagen wird im Rahmen
der Lehrveranstaltungen hingewiesen. Eine Vielzahl an Informationen zu numerischen
Methoden und Algorithmen finden sich online — man sollte deren Richtigkeit aber kritisch
hinterfragen.

Teamwork. Ein Austausch mit Studienkolleglnnen und die Zusammenarbeit in kleinen
Gruppen wird empfohlen.

Kontakt. Bei Fragen und fiir andere Anliegen bin ich im Anschlul8 an die Lehrveranstal-
tungen oder per Email

mechthild.thalhammer@uibk.ac.at

zu erreichen.



Numerische Mathematik 1 & 2
Mechthild Thalhammer
Informationen zum Proseminar

Informationen zum Proseminar

Modus.

* In Proseminaren gilt Anwesenheitspflicht. Zweimaliges begriindetes Fehlen wird to-
leriert. Gegebenenfalls sind Ersatzleistungen zu erbringen.

* Studierende sind dazu aufgefordert, sich zu melden und ihre Lésungen zu wochent-
lich vorgegebenen Aufgaben und Problemstellungen zu prasentieren. Wesentlich
sind neben der eigenstandigen Wahl von geeigneten Testproblemen und den rich-
tigen Resultaten korrekte mathematische Schreibweisen, schliissige Begriindungen
sowie nachvollziehbare Kommentare in Programmen. Die Implementierungen kon-
nen in MATLAB oder mittels Alternativen wie MATHEMATICA, PYTHON etc. erstellt
werden.

* Fiir die bis Semesterende auszuarbeitenden Projekte gibt es eine Vielzahl an inhalt-
lichen Moglichkeiten, etwa die Einfiihrung in ein neues Thema (z.B. Toolbox von
MATLAB) oder die Vertiefung eines Themas (z.B. Standards fiir bindre Gleitkom-
mazahlen IEEE 754, spezielle orthogonale Basisfunktionen, globalisiertes Newton-
Verfahren). Es gelten folgende Richtlinien:

- Beitrag jeder Person ersichtlich

— Présentation (ca. 15 Minuten pro Person)

+ Inhaltliche Aspekte
+ Komplexe Anwendung
+ Sorgfaltig kommentierter und ausfiihrbarer Code ;-)

- Folien und Programme hochladen
* Unterlagen zu den Lehrveranstaltungen sind im (aktuellen) OLAT-Kurs mit der Be-
zeichnung Numerik 1 — Thalhammer Mechthild o.4. zu finden.
— Bitte im Hauptordner (Unterlagen o0.4.) einen Ordner mit der Bezeichnung
NachnameVorname

generieren und darin sdmtliche schriftliche Ausarbeitungen sowie Implemen-
tierungen hochladen, vorzugsweise wochentlich eine einzige pdf-Datei und ein
einziges Skript mit der Bezeichnung



Blattx_Nachname_Vorname_Aufgabenxxx.
Bitte Dateien NIEMALS per Email zusenden! ;-)
* Die Mindestanforderungen fiir eine positive Beurteilung des Proseminares sind:

— Schriftliche Ausarbeitung von 60% der Proseminar-Aufgaben
- Sorgféltige Nachbereitungen und nachvollziehbare Implementierungen
- Présentation von Aufgaben (je nach Gruppengréfe) und Projektarbeit

In die Gesamtbeurteilung wird die Quantitdt und Qualitidt der Ausarbeitungen und
Prasentationen sowie das Projekt einbezogen.



Numerische Mathematik 1 & 2
Mechthild Thalhammer
Illustrationen (Kapitel Einfiihrung)

Illustrationen zum Kapitel Einfiihrung

* Binirdarstellung (Erginzung, MATLAB)
* Hornerschema zur Auswertung von Polynomen (Ergédnzung, MATLAB)

* Nullstellen von Polynomen / Eigenwerte von Matrizen (Illustration 1 und Modifi-
kation, MAPLE / MATLAB)



9696.9696.96.96:26.26 3696 962626 76 96 969626 76 96 96:96 26 96 96.96.96 96 96 96.96: %6 36 96.96.26:26 36 96 96:96.26 36 96.96. 9626 76 96.96.96 26 76 96.96.%6 96 %6 96.96. %6 96 96 96 96 %6 36 96 96 %6 26 %6 %6 9696
% Berechnung der Koeffizienten in der Bindrdarstellung einer natirlichen

% Zahl s = a(1) 2740 + a(2) 2A1 + ...

96962696.96.96:26.26 7696 962626 7696 969626 76 96 96626 76 96.96: %6 36 76 96:26: 26 36 96 96:26. 26 26.96.96: 2626 76.96.96: 9626 76 96 96: 9626 76 96.96: %6 36 %6 96.26. %6 36 96 96.26 26 %6 %6 96 96 26 %6 %6 96 96

clear all
close all
clc

9696:9696.96.96:26:96 7696 962626 36 96 969626 76 96 96.%6 26 96 96.96.96 96 96 96:26: %6 36 96.96.26:26 76 96.96.96: 26 36 96.96.96 26 76 96.96.96 26 96 96.96.%6 96 %6 96.26. %6 96 96 96 96 26 96 96 96 %6 %6 96 %6 9696
% Vorgabe des maximalen Bereiches
Max = 10/6;
% Zufdllige Wahl einer natlirlichen zahl
ZahlDezimal = randi(Max)
96962696.96.96:2626 7696 962626 76.96 96 9626 76 96 96 %626 76.96 96 %6 36 76 96:26: 26 36 96 96:26: 26 76 96 96: 2626 76.96 96 9626 76.96.96: %626 76 96 96: %6 36 76 96.26. 26 36 96 96.26 26 26 %6 96 96 26 26 %6 96 9%
% Berechnung der Koeffizienten
if ZahlDezimal == @
Koeffizient = 0;
Grad = -1;
else
aux = ZahlDezimal;
GradPlusEins = 0;
while aux > @
GradPlusEins = GradPlusEins + 1;
KoeffizientBinaer(GradPlusEins) = mod(aux,2);
aux = (aux-KoeffizientBinaer(GradPlusEins))/2;

end
end
GradBinaer = GradPlusEins - 1
KoeffizientBinaer

9626769667626 36.76:96 76 7696 76 9626 76.96: 26 76 96 76.96:26 76 9626 76.96:26 76 96 36.96:26 36 7696 76.96:6 36 9626 76.96: 26 76 96 36.96:96 76 96. %6 76 96 26 96 96 96 76. 96 %6 766 36 96 %6 6.6 96 %6 %6 %6
% Probe

Probe = sum(KoeffizientBinaer.*2./[@:GradBinaer])

P626.7696 267626 76 9696 76.76:96 76 96 26.76.26 26 76 96 26.96:26 76 9626 76.76:26.96 96 26.96:26 %6 9696 76.96:26 %6 9626 76.96 26.96 96 36.96:96 %6 966 76 96 26 96.96 96 96.96 26 9696 %6 96 %6 %696 %6 %6 %6 %6




9696769626762 36.76:96 76 9696 76 96 6.76.96. %6 76 96 769626 76 9626 76 9626 26 96 36 96:26 36 76.96 76 9696 76 9696 76 9626 76 96 36.96:96 36 96. 36 76 96 %6 %6.96 96 76 %6 %6 7696 36 96 %6 6 %6 96 % %6 %6
% Beispiel: Polynom vom Grad d = 4 (Ubliche Darstellung, Hornerschema)

% p(x) = a(l) + a(2) x + a(3) xA2 + a(4) xA3 + a(5) xr4

% = ((Ca(5) x + a(®)) x + a(3)) x + a(2)) x + a(l)

9696.%6.9696.96.96 96 9696 %6 9696 %6 9696 %6 26 96 96 96 96 9696 %6 9696 %6 96 %6 %6 96 96 96 26 96 96 96 %6 9696 %6 9696 76 6 %6 %6 96 96 9696 %6 9696 %6 96 %6 %6 %6 96 96 %6 96.96. %6 %6 96 %6 %6 %6 96 % %6 %6
% Direkte Auswertung:

% d Additionen

%1+ 2+ ... +d=d*¥(d+1)/2 Multiplikationen (quadratische Komplexitdt)

% Auswertung mittels Hornerschema:

% d Additionen

% d Multiplikationen (lineare Komplexitdt)

9626769667626 36.76:96 76 7696 76 9626 76.96: 26 76 96 76.96:26 76 9626 76.96:26 26 96 36.96.26 36 76.96 76.96:96 36 9626 76.96: 26 76 96 36.96:96 36 9636 76 96 26 96 9696 76 96 26 766 36 96 %6 6.6 96 %6 %6 %6
% VORSICHT! Optimierungsstrategie von Matlab hier nicht berlicksichtigt!

6267696267626 36 7696 767696 36 96 26.76.26 26 76 96 767626 76 9626 76.76:26 76 96 26.76:26 %6 7696 76.96: 6 76 9626 76.9626.76 96 96.96:96 76 966 76 9626 96 96 96 76.96 26 7696 36 96 %6 %696 96 %6 %6 %6

clear all
close all
clc

format long

9626769626762 36.76:96 76 7696 76 9626 76.96: %6 76 96 76.96:26 76 9626 76.96:26 26 96 36.96:26 76 76.96 76 9626 36 9626 76.96. 26 76 96 36.96:96 36 9636 76 96 26 96.96 96 76 %6 26 7656 36 96 %6 6.6 96 6. %6 %6
Grad = 4;
a = [1:Grad+1];
AnzahlArgumente = 10/3;
X = rand(AnzahlArgumente,1);
9696969669696 96.96.96 %6 96 6 %6 9696 76 2696 96 96 96 9626 %6 96 96 96 96 %6 %6 96 96 96 6 96 96 96 %6 96 %6 %6 9696 76 96 %6 96 6 96 9696 %6 96. 96 %6 96 %6 %6 96 96 96 %6 96.96. 96 %6 96 %6 %6 %6 96 % %6 %6
% Direkte Auswertung
tic
AnzahlAdditionDirekt = 0;
AnzahlMultiplikationDirekt = 0;
yDirekt = zeros(size(x));
for j = 1:length(x)
yDirekt(7) = a(l);
for i = 1:Grad
aux = x(JJ;
for k = 2:1
aux = aux*x(7);
AnzahlMultiplikationDirekt = AnzahlMultiplikationDirekt + 1;
end
yDirekt(j) = yDirekt(j) + a(i+1)*aux;
AnzahlAdditionDirekt = AnzahlAdditionDirekt + 1;
AnzahlMultiplikationDirekt = AnzahlMultiplikationDirekt + 1;

end
end
% ErwarteteAnzahlAddition = Grad*length(x)
% ErwarteteAnzahlMultiplikation = Grad*(Grad+1)/2*1length(x)
AnzahlAdditionDirekt
Anzah1MultiplikationDirekt
ZeitDirekt = toc
% Hornerschema
tic
AnzahlAdditionHorner = 0;
AnzahlMultiplikationHorner = 0;
yHorner = zeros(size(x));
for j = 1:length(x)
yHorner(j) = a(end);
for i = Grad:-1:1
yHorner(3) = yHorner(j)*x(3) + a(i);
AnzahlAdditionHorner = AnzahlAdditionHorner + 1;
AnzahlMultiplikationHorner = AnzahlMultiplikationHorner + 1;
end
end



% ErwarteteAnzahlAddition = Grad*length(x)
% ErwarteteAnzahlMultiplikation = Grad*length(x)
AnzahlAdditionHorner
AnzahlMultiplikationHorner
ZeitHorner = toc
% Hornerschema
tic
AnzahlAdditionHornerParallel = 0;
AnzahlMultiplikationHornerParallel = 0;
yHornerParallel = zeros(size(x));
yHornerParallel = a(end);
for i =
yHornerParallel = yHornerParallel.*x + a(i);
AnzahlAdditionHornerParallel = AnzahlAdditionHornerParallel
AnzahlMultiplikationHornerParallel ...
= AnzahlMultiplikationHornerParallel ;
end
% ErwarteteAnzahlAddition = Grad*length(x)
% ErwarteteAnzahlMultiplikation = Grad*length(x)
AnzahlAdditionHornerParallel
AnzahlMultiplikationHornerParallel
ZeitHornerParallel = toc
Zeit = [ZeitDirekt,ZeitHorner,ZeitHornerParallel]'
Differenz(1,1) = norm(yHorner-yDirekt, s
Differenz(2,1) = norm(yHorner-yHornerParallel, D)
676767696 76267696 2626 76 962626 76967696 76:26.76:26.76:26.96.26.96: 26 96 26.96 36 96 26.96 76 96 76 96 76 96 76 76 76 96 76.76 76 96 26.26 76 96 76.96 76.96.76.%6 76:26.76. %6 76:26.96. 26 96 %6 96 26 96 %6 %6




Eigenwerten einer Matrix hoherer Dimension:

Resultates.

| > restart,

;> with(LinearAlgebra) :
| Dimension der Matrix

> d = 12;

Definition der Matrix
| (Ausgabe fiir kleinere Dimensionen)
> A4 := Matrix(d, d, 0) :
forifrom1tod — 1do
Ali,i+ 1]:=1;
Ali, i] =i
Ali+1,i] = 1;
od:
Ald,d] = d:
ifd < 11 then
'A'= A4,
| Charakteristisches Polynom, Zugehdrige Koeffizienten

> chi := lambda - CharacteristicPolynomial(A, lambda) :
'chi(lambda)' = chi(lambda);
for i from 0 to d do
ali] = coeff (chi(lambda), lambda, i);

od;
x(R) =2

1

+ 116601199
a, = 116601199

a, = —711234043
a, = 1227435449
a, = —1053129168
a, = 540869521
ag = — 181301679
a, = 41449694
a, = —6590064

7
ag = 729048

[ Bekanntes Phiinomen bei der Berechnung der Nullstellen von Polynomen hoheren Grades /
In Relation kleine Anderungen der Koeffizienten bewirken signifikante Anderungen des

| Beim gewiihlten Beispiel erhilt man insbesondere komplexe anstelle von reellen Werten.

278 42706 1'% = 5505507 + 729048 1° — 6590064 & + 41449694 2.°
— 181301679 A" + 540869521 A" — 1053129168 A" + 1227435449 1> — 711234043 A

)



9

a,, = 2706

a,, = —78
ap, =1

;Binéirdarstellung des k-ten Koeffizienten, Approximation

> k=0
c:="'c"
z = abs(a[k]);
ji=-1:
whilez > 0 do
J=it L

c[j] = zmod 2;
z = simplify((z-c[j])/2);
od:
¢ = convert(c, list);
J =7
alk] == signum(a[k]) * sum (c[j']*2"}"j'=0..J);
JO = 24;
Approximation := signum(a[k]) *sum (c[j']*2"Y}",j'= max (0, J-J0) .. J);
k=0
z == 116601199
c=[1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1, 1]

J =26
a, = 116601199
J0 = 24

Approximation := 116601196

[ Leichte Modifikation von Koeftfizienten, Zugehoriges charakteristisches Polynom
| (Vorsicht! Speziell gewéhlt fiir den Fall d = 12!)

> p[0]:=a[0] + 1;

b[1]:=a[l]-5;
b[2] = a[2] - 57;
b[3]:= a[3] + 16;
b[4]:= a[4] - 17,
b[5]=a[5]-1;
b[6] == a[6] + 2;
for i from 7 to d do
bli] = a[i];

od;

chiModifiziert == lambda — sum (b['i'] * lambda” (''),'i'=0..d) :
'chiModifiziert(lambda)' = chiModifiziert(lambda);

b, == 116601200

@)

3)



3

5

7
by =

9

blO

bll

— 711234048 A + 116601200

> forifrom O to d do
od;

RelativerF ehlero =

RelativerF ehler1 :

RelativerF' ehler2

RelativerFehler3 :

RelativerFehler 4

RelativerFehler s =

Relativer Fehler 6 =

12
. . 12 11 10 9 8 7
chiModifiziert(X) =22 — 78 A" + 2706 1'° — 55055 1 + 729048 1" — 6590064 A
+ 41449696 1.° — 181301680 A" + 540869504 A* — 1053129152 1 + 1227435392 ).”

b, == —T711234048
b, = 1227435392
b, = —1053129152
b, = 540869504
b, == —181301680
b, = 41449696
b, == —6590064

729048

by = —55055
= 2706
= —78

=]

;Anderung der Koeftizienten, Relativer Fehler b_i-a i/a i

RelativerFehler(i] := evalf (abs(b[i]-a[i])/abs(a[i]));

8.576241141 x 10~°
7.030034697 x 10~°
4.643828728 x 10~8
1.519281821 x 1078
3.143087074 x 1078
5515668721 x 10~°
4.825126091 x 10~8

RelativerFehler, = 0.
RelativerFehlery := 0.
RelativerFehler, = 0.
RelativerFehler = 0.

Relativer F ehler1 | = 0.

“4)

(R



Relativer F ehler1 , = 0.

;Gewﬁhlte Genauigkeit (Anzahl der Stellen)
> Digits := 20;

Digits := 20
;Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Eigenwerte)

> Nullstellen := evalf (solve(chi(lambda) =0)) :
Nullstellen := sort( [ Nullstellen]);

3.9960479973887434338, 4.9997743236220860120, 5.9999920463969422866,
7.0000079536030577134, 8.0002256763779139880, 9.0039520026112565662,
10.038941119305882592, 11.210678647333043767, 12.746194182903357568 |

;Nullstellen des modifizierten charakteristischen Polynoms

> NullstellenModifiziert :== evalf (solve(chiModifiziert(lambda) =0)) :
NullstellenModifiziert := sort([ NullstellenModifiziert]);
NullstellenModifiziert := [0.25380580266317534635, 1.7893425070603660049,

2.9608597243156826114, 3.9889286969745980017, 5.1326912818009883634,
5.6153927283014304826, 11.453800408874389962, 12.714268818181762132,
7.3491378382439050165 — 0.82758926327591072723 1, 7.3491378382439050165

+ 0.82758926327591072723 1, 9.6963171776698985314 — 0.82180189154917339006 1,
9.6963171776698985314 + 0.82180189154917339006 I ]

;Numerischer Vergleich der Resultate
> forifrom 1 toddo

end;
0.2538058170966424315, 0.25380580266317534635, 1.443346708515 x 108

1.7893213526669562328, 1.7893425070603660049, 0.0000211543934097721
2.9610588806941174082, 2.9608597243156826114, 0.0001991563784347968
3.9960479973887434338, 3.9889286969745980017, 0.0071193004141454321
4.9997743236220860120, 5.1326912818009883634, 0.1329169581789023514
5.9999920463969422866, 5.6153927283014304826, 0.3845993180955118040
7.0000079536030577134, 11.453800408874389962, 4.4537924552713322486
8.0002256763779139880, 12.714268818181762132, 4.7140431418038481440
9.0039520026112565662, 7.3491378382439050165 — 0.82758926327591072723 1,
1.8502199618640970309
10.038941119305882592, 7.3491378382439050165 + 0.82758926327591072723 1,
2.8142398049031544129
11.210678647333043767, 9.6963171776698985314 — 0.82180189154917339006 1,
1.7229767873520874831

Nullstellen := [0.2538058170966424315, 1.7893213526669562328, 2.9610588806941174082,

print(Nullstellen|i], NullstellenModifiziert|i], abs (NullstellenModifiziert[i]- Nullstellen[i]));

S))

(6)

(7

@®)

)



12.746194182903357568, 9.6963171776698985314 + 0.82180189154917339006 I, &)
3.1586560585169148900

;Vergleich der Graphen der Polynome und der Nullstellen (Imaginérteil versus Realteil)
> plot([chi(lambda), chiModifiziert(lambda) |, lambda = 0..20, y=-2* 1076 ..2 * 10"6, color
= [red, blue], style = [line, line], numpoints = 1000, thickness = 2);
2.x 10°

p—

voo1Lx10°

-1.x10°

-2.x10°

(> z:= [[Re(Nullstellen['j']), Im(Nullstellen[ 'j']) 18}'= 1 .. d];
plot(z, color = red, style = point, symbol = circle);
z == [[0.2538058170966424315, 0.], [ 1.7893213526669562328, 0.], [2.9610588806941174082, 0.],

]
[3.9960479973887434338, 0. ], [4.9997743236220860120, 0. ], [5.9999920463969422866, 0. ],
[7.0000079536030577134, 0.], [8.0002256763779139880, 0.], [9.0039520026112565662, 0. ],
I [ LI

[10.038941119305882592, 0.], [11.210678647333043767, 0.], [12.746194182903357568, 0.]]
1-

0.54

-0.51




> zModifiziert :== [ [Re(NullstellenModifiziert['j']), Im(NullstellenModifiziert[j']) |$}'=1.. d];
plot(zModlifiziert, color = red, style = point, symbol = circle);
zModifiziert := [[0.25380580266317534635, 0.], [ 1.7893425070603660049, 0. ],

[2.9608597243156826114, 0.1, [3.9889286969745980017, 0.], [5.1326912818009883634, 0. ],
[5.6153927283014304826, 0.], [ 11.453800408874389962, 0.], [ 12.714268818181762132, 0.],
[7.3491378382439050165, —0.82758926327591072723 ], [ 7.3491378382439050165,
0.82758926327591072723 ], [9.6963171776698985314, —0.82180189154917339006 |,
[9.6963171776698985314, 0.82180189154917339006 ] ]

L] o

0.8+
0.64
0.4+

0.2

-0.24

~0.44

—0.67

-0.8 u

Iv "V "V "V "V ]



[ Modifikation der Uberlegungen und Beobachtung:
Die Berechnung der Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynomes
| fiihrt bei Matrizen hoherer Dimensionen auf falsche Resultate.

;Setze beispielsweise d = 12,20, eps = 1/10"8,1/10*10,1/10"16
=> restart,
| > with(LinearAlgebra) :
:Genauigkeit, Relative Storung
(> Digits := 40;
Digits == 40

> epsilon := evalf (10" (-8));
e == 1.000000000000000000000000000000000000000 x 10~*

;Dimension der Matrix
> d:= 20;

Definition der Matrix
| (Ausgabe fir kleinere Dimensionen)
> A= Matrix(d, d,0) :
forifrom1tod—1do
Ali,i+ 1]:=1;
Ali, i] =i
Ali+1,i] = 1;
od:
Ald,d] = d:
ifd < 11 then
'A'= A4,
| Charakteristisches Polynom, Zugehdrige Koeffizienten

> chi := lambda - CharacteristicPolynomial (A4, lambda) :
'chi(lambda)' = chi(lambda);
for i from 0 to d do
a[i] = coeff (chi(lambda), lambda, 7);
od;

+ 1230153370283045 1" — 9359939483770512 1" + 56768939326385766 "

— 3778910598454300491 A + 572669728886769911
a, = 572669728886769911

a, = —3778910598454300491

w(A) =27 — 210" + 20596 1'° — 1253259 0" + 53012205 1'® — 1655131968 A
439527521712 A — 738347797698 &> + 10938088624879 &'~ — 129531966351606 "'

— 271815930536588046 %7 + 1011836239345010647 7»6 — 2861594301676338585 7\.5
+ 5938910441528866024 7\.4 — 8567280674633006970 k3 + 7833712471890744650 7»2

)

2

3)



a, = 7833712471890744650

a; == —8567280674633006970

a, = 5938910441528866024

ay = —2861594301676338585

a, = 1011836239345010647

a, == —271815930536588046

ag = 56768939326385766

a, = —9359939483770512

a,, = 1230153370283045

a,, = —129531966351606

a,, = 10938088624879

a,, = —738347797698
a,, = 39527521712
a5 = —1655131968
a,, = 53012205
a, = —1253259
a., = 20596
a., = —210
a,, =1 “)
:Leichte Modifikation der Koeffizienten (Relativer Fehler b 1 =a i(1 + eps)), Zugehoriges Polynom

> for i from O to d do
bli] = a[i]* (1 + (-1)"i*epsilon);
od:
chiModifiziert == lambda — sum (b['i'] * lambda” (''),'i'=0..d) :
'chiModifiziert(lambda)' = chiModifiziert(lambda);

chiModifiziert(X) = 5.726697346134671998676991100000000000000 x 10"’ 5)
— 3.778910560665194506456995090000000000000 x 10'* A

+ 7.833712550227869368907446500000000000000 x 10'* 7»2
— 8.567280588960200223669930300000000000000 x 10'* k3
+ 5.938910500917970439288660240000000000000 x 10'* k4
— 2.861594273060395568236614150000000000000 x 10'* 7»5
+ 1.011836249463373040450106470000000000000 x 10'* 7»6




— 2.718159278184287406341195400000000000000 x 10"’ 7»7
+ 5.676893989407515926385766000000000000000 x 10'° kg
— 9.359939390171117162294880000000000000000 x 10" k9
+ 1.230153382584578702830450000000000000000 x 10" 7»10
— 1.295319650562863364839400000000000000000 x 10'* 7»11
+ 1.093808873425988624879000000000000000000 x 10" klz
— 7.383477903145220230200000000000000000000 x 10'' XB
+ 3.952752210727521712000000000000000000000 x 10'° 7»14
— 1.655131951448680320000000000000000000000 x 10 7»15
+ 5.301220553012205000000000000000000000000 x 10 7»16
— 1.253258987467410000000000000000000000000 x 10° XH
+ 20596.00020596000000000000000000000000000 klg

— 209.9999979000000000000000000000000000000 7u19

+ 1.000000010000000000000000000000000000000 7\,20

;Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Eigenwerte)

> Nullstellen == evalf (solve(chi(lambda) =0)) :
Nullstellen := sort( [ Nullstellen]);
Nullstellen := [0.25380581709664242941311603232794425975, 6)

1.789321352666953511672300366066380167435,
2.961058880693559110232594097363218914355,
3.996047997334638671633885431999871352700,
4.999774319814829655874727295812634621935,
5.999991841327054989535957324577387937562,
6.999999794929562199682945194668776152316,
7.999999996191873116750109421679207337617,
8.999999999945511936201645709244080343873,
9.999999999999385952891638690358916764786,
11.00000000000061404710836130964108323521,
12.00000000005448806379835429075591965613,
13.00000000380812688324989057832079266238,
14.00000020507043780031705480533122384768,
15.00000815867294501046404267542261206244,
16.00022568018517034412527270418736537806,
17.00395200266536132836611456800012864730,




18.03894111930644088976740590263678108564,
19.21067864733304648832769963393361983256,
20.74619418290335757058688396767205574025 |
;Veriﬁzierung der k-ten Nullstelle mittels Hornerschema
> k=1

Argument := Nullstellen| k],

Funktionswert := a[d]:

for i from 1 to d do

Funktionswert := Funktionswert™* Argument + a[d — i];

od:

Funktionswert := Funktionswert,

k=1
Argument = 0.25380581709664242941311603232794425975
Funktionswert == 2.6 x 102!

;Nullstellen des modifizierten charakteristischen Polynoms

> NullstellenModifiziert :== evalf (solve(chiModifiziert(lambda) =0)) :
NullstellenModifiziert := sort( [ NullstellenModifiziert]);
NullstellenModifiziert := [0.2538058367240358501598174762272422344279,

1.789197123824442305407057842773802036618,
2.987503059174360922283154898360695942208,
3.618632365774889248924477811963241524847,
4.366851181350590397790857841593497015118
— 1.127827332943978373693812600662852100123 1,
4.366851181350590397790857841593497015118
+ 1.127827332943978373693812600662852100123 1,
5.501730631933793053333316162561911867307
— 2.453290561405601508668703486088823451023 1,
5.501730631933793053333316162561911867307
+ 2.453290561405601508668703486088823451023 1,
6.996891117286442982709703038938042430790
— 3.985545066067076158183697922909942693875 1,
6.996891117286442982709703038938042430790
+ 3.985545066067076158183697922909942693875 1,
9.053189930035292927557073524369912388627
— 5.667881592986541604491937290217397991118 1,
9.053189930035292927557073524369912388627
+ 5.667881592986541604491937290217397991118 1,
11.96935774505686487215709753995697590024
— 7.293154035306373116392694609846660944305 1,
11.96935774505686487215709753995697590024

(7

®



+ 7.293154035306373116392694609846660944305 1,
16.07236074660884881911199945133524312985
— 8.277188943176294719226300433957164843587 1,
16.07236074660884881911199945133524312985
+ 8.277188943176294719226300433957164843587 1,
21.21849284720851628163515460311992346754
— 7.351795791770108914057816978702575844887 1,
21.21849284720851628163515460311992346754
+ 7.351795791770108914057816978702575844887 1,
25.49655450777080750231733382346410293146
— 3.119744327637346674018044294921560025018 1,
25.49655450777080750231733382346410293146
+ 3.119744327637346674018044294921560025018 I']

;Numerischer Vergleich der Resultate

> forifrom 1 to d do
print(Nullstellen[i], NullstellenModifiziert[i], abs (NullstellenModifiziert| i |- Nullstellen[i]));
end;

0.25380581709664242941311603232794425975,

0.2538058367240358501598174762272422344279, 1.96273934207467014438992979746779
x 1078
1.789321352666953511672300366066380167435,
1.789197123824442305407057842773802036618,
0.000124228842511206265242523292578130817
2.961058880693559110232594097363218914355,
2.987503059174360922283154898360695942208,
0.026444178480801812050560800997477027853
3.996047997334638671633885431999871352700,
3.618632365774889248924477811963241524847,
0.377415631559749422709407620036629827853
4.999774319814829655874727295812634621935,
4.366851181350590397790857841593497015118
— 1.127827332943978373693812600662852100123 1,
1.293285039014582440964297336189929937573
5.999991841327054989535957324577387937562,
4.366851181350590397790857841593497015118
+ 1.127827332943978373693812600662852100123 1,
1.984727414080807667495932302811503264407
6.9999997949295621996829451946687761523 16,




5.501730631933793053333316162561911867307
— 2.453290561405601508668703486088823451023 1,
2.874620855602674792598841673326063116248
7.999999996191873116750109421679207337617,
5.501730631933793053333316162561911867307
+ 2.453290561405601508668703486088823451023 1,
3.501426051635573661741521015672013642173
8.999999999945511936201645709244080343873,
6.996891117286442982709703038938042430790
— 3.985545066067076158183697922909942693875 1,
4.460606984418071115591803923874618900306
9.999999999999385952891638690358916764786,
6.996891117286442982709703038938042430790
+ 3.985545066067076158183697922909942693875 1,
4.990313861379962854022241718208543925575
11.00000000000061404710836130964108323521,
9.053189930035292927557073524369912388627
— 5.667881592986541604491937290217397991118 1,
5.992908409164454682247727245599260320352
12.00000000005448806379835429075591965613,
9.053189930035292927557073524369912388627
+ 5.667881592986541604491937290217397991118 1,
6.388158681567184599408167269060152759563
13.00000000380812688324989057832079266238,
11.96935774505686487215709753995697590024
— 7.293154035306373116392694609846660944305 1,
7.365617370474082480096838787028138240446
14.00000020507043780031705480533122384768,
11.96935774505686487215709753995697590024
+ 7.293154035306373116392694609846660944305 1,
7.570574917608015390190375845565347788983
15.00000815867294501046404267542261206244,
16.07236074660884881911199945133524312985
— 8.277188943176294719226300433957164843587 1,
8.346364290749160498271144841811106292063
16.00022568018517034412527270418736537806,
16.07236074660884881911199945133524312985
+ 8.277188943176294719226300433957164843587 1,



8.277503262992280763363129126146232160112
17.00395200266536132836611456800012864730,
21.21849284720851628163515460311992346754
— 7.351795791770108914057816978702575844887 1,
8.474152222742473985596942803548732432258
18.03894111930644088976740590263678108564,
21.21849284720851628163515460311992346754
+ 7.351795791770108914057816978702575844887 1,
8.009897037683677735026150996486798176473
19.21067864733304648832769963393361983256,
25.49655450777080750231733382346410293146
— 3.119744327637346674018044294921560025018 1,
7.017481029732788857378628022265080295519
20.74619418290335757058688396767205574025, &)
25.49655450777080750231733382346410293146
+ 3.119744327637346674018044294921560025018 1,
5.683196977573466503264551164725464925794

;Vergleich der Graphen der Polynome und der Nullstellen (Imaginérteil versus Realteil)

> plot([chi(lambda), chiModifiziert(lambda) ], lambda=0..20, y=-2*1076..2* 10”6, color
= [red, blue], style = [ line, line ], numpoints = 1000, thickness = 2);
2.x10°

v 1x10°

-1.x10°

| -2.x10°
> z = [[Re(Nullstellen[']), Im(Nullstellen[j']) |1$j'=1..d];
plot(z, color = red, style = point, symbol = circle);
z == [[0.25380581709664242941311603232794425975, 0.],

[1.789321352666953511672300366066380167435, 0.],
[2.961058880693559110232594097363218914355, 0.1,




[3.996047997334638671633885431999871352700, 0. ],
[4.999774319814829655874727295812634621935, 0. ],
[5.999991841327054989535957324577387937562, 0.],
[6.999999794929562199682945194668776152316, 0. ],
[7.999999996191873116750109421679207337617, 0.],
[8.999999999945511936201645709244080343873, 0. ],
[9.999999999999385952891638690358916764786, 0. ],
[11.00000000000061404710836130964108323521, 0.],
[ 12.00000000005448806379835429075591965613, 0. ],
[ 13.00000000380812688324989057832079266238, 0. ],
[ 14.00000020507043780031705480533122384768, 0. ],
[15.00000815867294501046404267542261206244, 0. ],
[16.00022568018517034412527270418736537806, 0. ],
[17.00395200266536132836611456800012864730, 0. ],
[18.03894111930644088976740590263678108564, 0. ],
[19.21067864733304648832769963393361983256, 0.],
[ ]

20.74619418290335757058688396767205574025, 0.]]
1-

0.54

—0.51

— _1-
> zModifiziert := [[Re(NullstellenModifiziert['j']), Im(NullstellenModifiziert[ j']) 1$7'=1.. d];
plot(zModlfiziert, color = red, style = point, symbol = circle);
zModifiziert := [[0.2538058367240358501598174762272422344279, 0.],

[1.789197123824442305407057842773802036618, 0. ],
[2.987503059174360922283154898360695942208, 0. ],
[3.618632365774889248924477811963241524847, 0. ],
[4.366851181350590397790857841593497015118,




—1.127827332943978373693812600662852100123 ],
[4.366851181350590397790857841593497015118,
1.127827332943978373693812600662852100123 |,
[5.501730631933793053333316162561911867307,
—2.453290561405601508668703486088823451023 ],
[5.501730631933793053333316162561911867307,
2.453290561405601508668703486088823451023 |,
[6.996891117286442982709703038938042430790,
—3.985545066067076158183697922909942693875 |,
[6.996891117286442982709703038938042430790,
3.985545066067076158183697922909942693875 |,
[9.053189930035292927557073524369912388627,
—5.667881592986541604491937290217397991118 ],
[9.053189930035292927557073524369912388627,
5.667881592986541604491937290217397991118 ],
[11.96935774505686487215709753995697590024,
—7.293154035306373116392694609846660944305 |,
[11.96935774505686487215709753995697590024,
7.293154035306373116392694609846660944305 |,
[16.07236074660884881911199945133524312985,
—8.277188943176294719226300433957164843587 |,
[16.07236074660884881911199945133524312985,
8.277188943176294719226300433957164843587],
[21.21849284720851628163515460311992346754,
—7.351795791770108914057816978702575844887 |,
[21.21849284720851628163515460311992346754,
7.351795791770108914057816978702575844887 ],
[25.49655450777080750231733382346410293146,
—3.119744327637346674018044294921560025018 ],
[25.49655450777080750231733382346410293146,
3.119744327637346674018044294921560025018 ] ]
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9696.9696.96.96:26.26 3696 962626 76 96 969626 76 96 96:96 26 96 96.96.96 96 96 96.96: %6 36 96.96.26:26 36 96 96:96.26 36 96.96. 9626 76 96.96.96 26 76 96.96.%6 96 %6 96.96. %6 96 96 96 96 %6 36 96 96 %6 26 %6 %6 9696
% In Relation kleine Anderung der Koeffizienten eines Polynomes bewirken

% signifikante Anderungen der Nullstellen.

96962696.96.96:26.26 7696 962626 7696 969626 76 96 96626 76 96.96: %6 36 76 96:26: 26 36 96 96:26. 26 26.96.96: 2626 76.96.96: 9626 76 96 96: 9626 76 96.96: %6 36 %6 96.26. %6 36 96 96.26 26 %6 %6 96 96 26 %6 %6 96 96

clear all
close all
clc

format long

9696:9696.96.96:26:26 7696 962626 76 96 969626 76 96 96:96 26 76 96.96:%6 36 96 96:26: 26 36 96.96.26:26 36 96.96: 2626 76.96.96. 9626 76 96.96.96 26 76 96.96. %6 96 %6 96.26. %6 36 96 96 96 %6 36 96 96 6 26 6 %6 9696
% Koeffizienten des Polynomes
% p(x) =a(l) + a(2) x + ... + a(13) xA12
a = [116601199, -711234043, 1227435449, -1053129168, 540869521, ...
-181301679, 41449694, -6590064, 729048, -55055, 2706, -78, 1]';

% Anderung der Koeffizienten des Polynomes

aModifiziert = a + [1, -5, -57, 16, -17, -1, 2, @, @, @, @, @, @]"';
% Relative Anderung

RelativeAenderung = abs(aModifiziert - a)./a

% Zugehorige Nullstellen
Nullstellen = roots(flipud(a))
NullstellenModifiziert = roots(flipud(aModifiziert))

% Graphische Veranschaulichung

plot(real(Nullstellen),imag(Nullstellen), 'ro")

hold on

plot(real(NullstellenModifiziert),imag(NullstellenModifiziert), "k*')
legend('Nullstellen', "Modifikation')

9626769667626 36.76:96 76 7696 76 9626 76.96: 26 76 96 76.96:26 76 9626 76.96:26 76 96 36.96:26 36 7696 76.96:6 36 9626 76.96: 26 76 96 36.96:96 76 96. %6 76 96 26 96 96 96 76. 96 %6 766 36 96 %6 6.6 96 %6 %6 %6




Numerische Mathematik 1 & 2
Mechthild Thalhammer
Iustrationen (Verfahren von Bairstow)

Illustrationen zum Verfahren von Bairstow

¢ Division mit Rest (MAPLE / MATLAB)

¢ Verfahren von Bairstow (MAPLE / MATLAB)



Bairstow-Verfahren zur niherungsweisen Berechnung der Nullstellen eines Polynomes
Vgl. de.wikipedia.org/wiki/Bairstowverfahren
Adaption der Bezeichnungsweise
Normierung der Leitkoeffizienten
Explizite Angabe der Bedingungen
Reduktion auf zwei lineare Gleichungen fiir die wesentlichen Gréflen d0,d1
| (Code wegen Neudefinitionen neu starten)

| > restart,
(> Grad = 10;
Grad == 10 4))
(> # Polynom, dessen Nullstellen berechnet werden
p[Grad] = 1,
P = sum(p[j]-xj,j=0.. Grad);
Py =1

P = x10—|—p9x9+p8x8+p7x7+p6x6+p5x5 —|—p4x4+p3x3+p2x2+p1x+p0 (0))

> # Idee: Faktorisierung von P, jedoch nicht in (méglicherweise komplexe) Linearfaktoren, sondern

in (reelle) quadratische Polynome.

# Fiir jedes quadratische Polynom konnen die (konjugierten) Nullstellen mittels Satz von Vieta
leicht berechnet werden.

# Daher: Ansatz mit quadratischem Polynom A

#P =AB + R (Division mit Rest, R(x) =r0 + rl x)

# Zusdtzlicher Ansatz

#B=CA + § (Division mit Rest, S(x) = s0 + sl x)

al2]=1;

A= Sum(a[j X, j=0.2);

b[Grad — 2] = 1;

B = sum(b[j]'x,j=0..Grad - 2);

c[Grad — 4] = 1;

C:= sum(c[j]-x/,j= 0..Grad - 4);

6 5 4 3 2
C:=x tex +ox togx Fo,x +oxtg A3)

> # Division mit Rest
# R Polynom vom Grad 1
# Koeffizienten von P durch Koeffizienten von A,B,R ausdriicken
R := expand(P - A-B);
for £ from 0 to 1 do
Aux == coeff (R, x, k) =r[k];




plk] = solve(Aux, p[k]);
od;

for k from 2 to Grad — 1 do
Aux = coeff (R, x, k) = 0;
plk] == solve(Aux, p[k]);
od;

o _ .4 s 3 _ . .2 _ 4
R-—xa1b6 xa0b4 xa0b7 xalb2 xalbo xaob1 xa0b2 xa1b3

3 8 2 5 6 5 6 9 9
xaob3 xa1b7 xalb1 xa1b4 xatlb5 xatob5 xa0b6 X a xb7

8 8 7 6 5 4 3 2 2
—X ay =X by —xby—x b, —x by —x b,—x b —x by—a,b,+p,+p,x

+p3x3+p4x4—|-p5x5+p6x6+p7x7+p8x8+p9x9—|—p1x
Aux == -a, b, +p,=r,
Py = a4y by + 1
Aux == -a by —a, by +p =r,
p, = a,b +a b, +r,
Aux == -a, b, —a, b, —b,+p,=0
p, =a,b,+a b +b,
Aux == -a by —a, b, —b +p,=0
py = ayby+a b, + b
Aux == -a, b, —a, by —b, +p,=0
p,=a,b,+a b, +b,
Aux == -a, b, —a b, —b, +p,=0
p5==a0b5+alb4+b3
Aux == -a b, —a, by —b, +p,=0
pg = ay,b,+a by +b,
Aux == -a, b, —a b, — b, +p,=0
p7:=a0b7+a1b6+b5
Aux = -a, b, —a, — b, +p,=0
pg = a, b, +a, + b
Aux == -a, — b, +p,=0
py = a; + b,
> simplify(P);
10 9 8 7
X +x (a1+b7)+(a1b7+a0+b6)x +(a0b7+alb6+b5)x +(aob6—|—alb5

“)

S))



2
+(a0b2+albl+bo)x +(a0bl+a] b0+r1)x+a0b0+ro

> # Analoge Vorgehensweise fiir B
S := expand(B - A-C);
for £ from 0 to 1 do
Bedingung = coeff (S, x, k) = s[k];
b[ k] := solve(Bedingung, b[k]);
od;
for k from 2 to Grad — 3 do
Bedingung = coeff (S, x, k) = 0;
b[ k] := solve(Bedingung, b[k]);
od;

7 7

5 175 4 0

5

3 04 1 2 073 1
—xzac-i-xzb —xzc —xa,c, —xa,c,+xb, —a,c,+b
171 2 0 01 170 1 00 0

Bedingung = -ac, +b,=s,

b0 = q,c, + So

Bedingung = -a,c, —a, ¢, +b =s

01 1

b1 = a,c, -l-a1 co-l-s1

Bedingung = -a,c, —a ¢, +b,—¢,=0

02 1 0

b, =a,c,+a c +¢
Bedingung = -a,c; —a, ¢, + by —c¢, =0

b3 =a,cyta c,tc
Bedingung == -a,c, —a, c; +b, —c,=0

b,=ayc,+a c+tc,
Bedingung = -a,c, —a, ¢, +b; —c; =0

by = aycs+a c, +c

Bedingung == -a, c; —a,+ b, —c,=0

b6 = alcs+a0+c4

Bedingung = b, —a, —c;=0

b7 =a, +c
(> simplify(P); 2
175

7 6 6 6 6 5
S i=- al—i-x b7—x C.—X a,c. —Xx ao—l-x b6—x c,—Xx a,c

4 4 4 4 3 3 3 3
—xc—xac—xac3+xb4—xc—xac—xacz+xb3—xc

+c3)x7+<a?c4+ (2(1005-|-2c3)a1 +2aoc4+a(2)+cz>x6+<a?c3+(2aoc

+b4)x6+(a0b5+a1b4+b3)x5+(a0b4+alb3+b2)x4+(a0b3+alb2+bl)x3

5
c4—i-x b5

1

x10+x9 (2a1+cs)+<af—|—2alcs+2a0+c4)x8+<a c. + (2c4+2a0)a1+2a005

4

2
— X a,c

(6)

(7



+2€2)a1+a(2)cs+2a0c3+cl)x5+ (a%cz—l- (2aoc3—|-2cl)al—l—aéc4—|-2aoc2
4 2 2 3 2
+co)x —|—<al < + (2a002+2(:0)a1 +aoc3+2aocl +s])x —I—(a] co+ (2aocl
2 2 2 2
+sl)al+aocz+2aoco+so)x +((2aoco—|-so)a1+aocl+a0sl+r1)x+aoco
+aoso+r0

> # Ziel wire Faktorisierung von P
#P=( + D) (B + E)
# A vorgegeben, B damit bestimmt durch Division mit Rest
# D,E (Wunsch: kleine) Anderungen von A,B
# Vernachldssigung von Termen hoherer Ordnung DE
#P=AB+AE +DB

DD = sum(d[j]-x,j=0.1);
E = sum(e[j]X,j=0.. Grad - 3);
Differenz := expand(P - A-B - A-E -DD"-B);
DD =d x+d,

o 7 6 5 4 3 2
E = e, x —I—e6x —I—eSx +e4x +e3x +ezx +e1x+eo

— e —xXe —xte —xXe —e —ae —xd —xd —ds
4 3 2 1 0 00 1 0 0

0 0

—xXcd —xae—ae—xcd—xcd—xad—xae —xae
470 176 175 171 570 070 04 170

2 8 2 7 4
X aye, —x a d —xd s —xdys, —xd s,—a,c,d,—x a,d —x c,d,
—xYa e —xcd —xae —xace—xcd—xcd—xae—xa.e

172 471 171 177 071 271 073 174

8 7 6 7 4 3 5
xcsa’1 xa,e xaldo xc3d1 X aje, —Xx a e, xcldo xc3d0

5
X a065+xr1

> # Alle erhaltenen Bedingungen
for k from 0 to Grad do
Coeffs| k] := expand (coeff (Differenz, x, k) );
od;
Coeffs, = -a, ¢, d, —a
Coeffs, == ~a,c,d, —a
Coeffs, == -a,c, d, —a
Coeffs, = -a

0% ~ 95T 7

cldo—a coa’o—aoel—aleo—dosl—a’lso+r1

0 1

06 dy—a cyd —a cidy—aje,—a e —cyd,—dis —¢

06 d —aycdy—aycpd—ac,dy—aje; —aj ey —cyd —cd;—e

. 7 6 6 6 5 5
Differenz := -x" a, c;d —x aycsd —x a, ¢, d —x a,¢;dy, —x a,c,d —x a,c d,
5 5 4 4 4 4
X a ¢ d1 X a c4d0 X a,c d1 X aoc4d0 X a c2a?1 X a, ¢ do
3 3 3 3 2 2
X aoczd1 X a,c, dO X a,c a’1 X a, Czdo X" a,c dl X a002d0
—xzacd—xzacd—xacd—xacd—xacd—i—r —xge —xge —xe
17071 17170 07071 07170 17070 0 7 6

2 6
xcoaf0 X a,e

@®)



Coeffsg = -a,d —a,e;—c.d —d, — e,
Coeffsy = -e;, — d,
Coeffs,, = 0

> # Schrittweise Elimination der Koeffizienten von E

# (aufgrund der speziellen Struktur der Gleichungen moglich)
j = Grad — 3;

k:= Grad — 1;

for counter from 1 to Grad — 2 do

Aux = simplify (Coeffs[k]);

e[ j] := solve(Aux, e[ j]);

J=Ji—L
k= k—1;
od;
j —
k=29
Aux = -e, —d1
€; = -d,
j=6
k=28
Aux = - d1 _do — e
€ = "¢ d) — 4,
j=5
k=17
Aux =-c, a’1 — ¢ do — e
e =-c,d, —c;d,
j=4
k=26
Aux =-c d1 - do —e,
€, = ¢ dp = ¢y d,
j:=3
k=175

Aux = -c, d1 —q do — e

Coeffs, = -a,c;d, —a,c,dy—a c,d —a c;d —aje, —a e —cd —c,d —e

Coeffss == -a,c,d —a,csdy—a c;d —a ¢, d —a,e,—a e —c,d —cd —e

Coeffs, ==-ayc;d —a c,d —a cd —a,d,—a,e,—a e,—c,d —c,dy—e,
Coeffs, =-a, c;d, —ayd, —a,e, —a, d,—a, e, —c,d —c,d, — e

©)



ey =-cyd; — ¢ d

j=2
k=4
Aux = ¢ dl -, do —e,
€, = e dp =6 d,
j=1
k=23
Aux == ¢, a’1 —q do —e
e =-cyd — ¢ d;
ji=0
k=2
Aux == ¢, do — d1 s, €
€y = ~Cody —dy 5,
j= 1
k=1 (10)
(> # Verbleibende Gleichungen
for k from O to Grad do
simplify (Coeffs [k]);
od;
aoaf1 5, —doso—l-ro
(al 8, —so) a’1 — a’os1 +r
0
0
0
0
0
0
0
0
0 (€8))

> # Gleichungen fiir wesentliche Grofsen d0,d1
# gegeben durch vorgegebene Grofien a0,al
# und in Folge berechenbare Grofien r0,r1,s0,s1
Gleichung d0d1[1] = simplify(Coeffs[0]);
Gleichung d0dl1[2] := simplify(Coeffs[1]);
solve({Gleichung d0dI[1], Gleichung d0dI1[2]}, {d[0],d[1]});
Gleichung_d0dl, = a,d s, —d,s, +r,




Gleichung_d0d1, = (al s, So) d —dys, +r

a, r.s, —a, r,s, +r.,s r.S, —r. s
do:Ol; 17071 go’dl:_ 201 1°0 . 12)
a,s; —a;s,s, +s, a,s;, —a;s,s, +s,
Beispiel (Vgl. Wikipedia)
Bestimmung eines quadratischen Polynomes, das p teilt
| Beobachtung: Quadratische Konvergenz
=> restart,
> Digits = 40;
Digits == 40 13)

> pi=62 + 11x" =33 =33 + 11-x+ 6
Grad = 5;

p )
coeff (p, x, Grad) ’

p=6x +11x" =33 —33 +11x+6

Grad == 5
I RS VR S VRS 11
p-—x+6x 2x 2x+6x—l—1 a4
> roots (p);
1 1
—1,1],[=3, 1, [2,1],|-=,1}],|—=,1 1
[ a]a[ 3: ]9[:]3[ 37 }9[29 }} (5)
(> Nullstelle[1] == -1;
Nullstelle[2] := -3;
Nullstelle[3] == 2;
1
Nullstelle[4] = - 3
1
Nullstelle[5] = 5
p = expand( product(x — Nullstelle[ j],j=1..5));
Nullstelle, == —1
Nullstelle, == —3
Nullstelle, := 2
1
Nullstelle, := - 3
lstelle, == ]
Nullstelley = 5
11 11 11 11 11 11 11 11
Pt -+ —xFl=x 4+ —x - — - 24— x+1 16)

6 2 2 6 6 2 2 6

[ Start (Vorgabe der Koeffizienten a0, al bzw. d0, d1)
| Iteration




> #a
coeff (p,x, Grad — 2)

al = coeff (p, x, Grad) ~°

al = coeff (p, x, Grad — 1)
"~ coeff(p,x, Grad)

do = 0;

dl == 0;

LoopMax = 10;

for loop from 1 to LoopMax do

a0 = evalf (a0 + d0);

al == evalf (al + dI);

a=al + al-x+ x’;

#p=ab +r

b == quo(p,a,x);
ri=rem(p,a,x);

r0 = coeff (r,x,0);

rl == coeff (r,x, 1);

#b=ac +s

s = rem(b, a, x);

s0 = coeff (s, x,0);

sl = coeff (s, x,1);

# Gleichungen fiir Koeffizienten des "Inkrementes" D, siehe oben
aOrlsl —alrOsl +r0s0

do = B b
aOsl”™ —al sOsl + s0
dl = - ;’0s1—r1s0 -
aO0sl”™ —al sO0sl + s0
print(evalf (a0));
print(evalf (al));
print(evalf (solve(a0 + al-x + xz) ));
od:
11
al == - )
11
] = —
“ 6
d) =0
dl =0
LoopMax = 10

—5.500000000000000000000000000000000000000
1.833333333333333333333333333333333333333
1.601324154956354614869137283853624425621,

—3.434657488289687948202470617186957758954
—0.039896784438269154426359666534339023408

2.979026068545719200741034802170173349217



0.01333288720645498256433003465372830677304,
—2.992358955752174183305364836823901655990
1.900693009947465618215022257920255942588
3.635306053091100186718427040138584864458
—0.6330984626006330274124385953608849347080,
—3.002207590490467159305988444777699929750
0.193530875528565312577332305766658930453
3.064938039758117572268962032034071449300
—0.06450089305868474628830647862808986145478,
—3.000437146699432825980655553405981587845
1.385679731118644141372332282134095587906
3.461834191237358739981185688079239390259
—0.4619039905695785158709203475494147728272,
—2.999930200667780224110265340529824617432
0.9787429271889966596336805052769903344761
3.326244386563824453226483106549781640073
—0.3262480396691491862362577802826375305650,
—2.999996346894675266990225326267144109508
1.000022701146618402480876900134