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Das vorliegende Kompendium fal3t die im Rahmen der zweistiindigen Vorlesung Numerische Ver-
fahren fiir Differentialgleichungen I — Strukturerhaltende Algorithmen fiir gewGhnliche Diffe-
rentialgleichungen im Wintersemester 2012/13 an der Universitit Innsbruck besprochenen The-
men zusammen. Die Inhalte des Kompendiums entsprechen weitgehend den ersten Kapiteln ei-
nes Buches von Christian Lubich, Ernst Hairer und Gerhard Wanner mit dem Titel Geometric Nu-
merical Integration — Structure-Preserving Algorithms for Ordinary Differential Equations, erschie-
nen im Springer-Verlag (2. Edition, 2006).

Graphik. Die Musterung des Schmetterlings entsteht bei Anwendung eines expliziten Runge-
Kutta Verfahrens zur numerischen Losung des Hamiltonsystems

{% p(t)=-047(p(1),q(1) = (& p(t) = 1) sin(q(1),
L gt)=0,7(p(1),q(1)) =2 p(t) + % cos (q(1)),

mit zugehdriger Hamiltonfunktion

H(p,q)=p*+ (3 p-1) cosq.
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1 Numerische Verfahren fiir Differentialgleichungen

Inhalt.

¢ Grundlagen zu gewdhnlichen Differentialgleichungen
Erhaltungsgroflen

Hamiltonsysteme

¢ Grundlagen zu numerischen Verfahren

Erste einfache Einschrittverfahren



1.1 ErhaltungsgroRen fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichung. Im Folgenden betrachten wir ein autonomes System von gewohnlichen
Differentialgleichungen (kurz autonome Differentialgleichung) fiir eine zeitabhidngige Funktion
y:00,TIcR—RY: t— y(1)

&Y =flyw) (1)

mit definierender Funktion (Vektorfeld) f : D c RT - RY: z — f(z) und zugehorigem Phasen-
raum R%,

Bemerkung. Im Folgenden wird angenommen, dal$ die exakte Losung von (1) fiir die betrachte-
ten Anfangswerte iliber lange Zeiten hinweg existiert. In Hinblick auf die Anwendung von nume-
rischen Verfahren hoher Ordnung wird aullerdem vorausgesetzt, daf§ die definierende Funktion f
und damit die exakte Losung hinreichend oft differenzierbar sind.

FluRabbildung. Die zur Differentiagleichung (1) gehorige Fluabbildung (bzw. Lésungsoperator,
kurz FluR) zur Zeit ¢ € [0, T) ordnet einem (zulidssigen Element) des Phasenraumes y, € D < R den
Losungwert zum Anfangswert y(0) = yp und Zeitpunkt ¢ zu

& (t,y0) = Ef(t,y0) = y(1). 2)

Variationsgleichung. FEine alternative Formulierung der Differentialgleichung (1) bei Hinzunah-
me der Anfangsbedingung y(0) = y, lautet

4 &(t,y0) = f(E(L ).

Differentiation der FluBabbildung beziiglich des Anfangswertes yj fiihrt auf eine nichtautonome
lineare Differentialgleichung (Variationsgleichung) fiir Y = 0y06" (y0):00,T] — R4 r— Y (1)

44,8ty =f(E(t,19))0,,E(t,y0)  bzw. Ly (n=f(yn) YD), 3)

und Differentiation der Relation &(0, yg) = yo ergibt die Anfangsbedingung Gyoéa (0, y0) = I (Ein-
heitsmatrix) bzw. Y (0) = I.

Erhaltungsgroflen. Eine ErhaltungsgréRe (bzw. Invariante) der Differentialgleichung (1) ist eine
Funktion .# : RY — R mit der folgende Eigenschaft fiir jede Losung der Differentialgleichung

F(y(r))=Const fiiralle € [0, T). )

Bemerkung. Wie allgemein iiblich werden im Folgenden Doppelbezeichnungen fiir Elemente
des euklidischen Raumes p, ¢ und Funktionen ¢t — p(t), t — q(t) verwendet. Die partiellen Ablei-
tungen einer Funktion (p, q) — S (p, q) werden mit 0,,.¢",0,.7¢ (Angabe als Spalten) bezeichnet.

Hamiltonsysteme. FEin Hamiltonsystem ist ein System von gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen der speziellen Form

L a)=0,7(p(1),q(1).



Dabei geben die GréRen gy, ..., Gm : [0, T] — R die Koordinaten (Positionen im #-dimensionalen
Raum, m Freiheitsgrade) und p;,...,pm : [0, T] — R? die zugehorigen Momente (Impulse) an. Die
zugehorige Hamiltonfunktion 57 : RY)™ x R)™ = R: (p,q) = (P1,--.» Pr» Gy -+ -» Gm) — FE(P, G)
spiegelt die totale Energie des Systems wider.

Energieerhaltung bei Hamiltonsystemen. Bei Hamiltonsystemen ist die Hamiltonfunktion eine
Erhaltungsgrofie (bzw. erstes Integral).
Mittels Kettenregel und Einsetzen der Differentialgleichung folgt

L#(pw),q1)=0,7(p),qt))  Lp) +0,(p(1),q()) Lqv =o0,
~—— N——
=-04(p(1),q(1)) =0, (p(0),q(1)

was zeigt, dal jede Losung von (5) die Relation
H(p(1),q(1)) = 7#(p(0),q(0)) =Const fiir alle z € [0, T

erfiillt.

Flidchenerhaltung bei Hamiltonsystemen. Eine weitere Eigenschaft von Hamiltonsystemen der
Dimension d = 2 (d.h. m = ¢ = 1) ist die Flichenerhaltung bei Anwendung des Flusses.

Fiir eine Menge von Anfangswerten K c R? ergibt eine Anwendung des Transformati-
onssatzes fiir mehrdimensionale Integrale

Fléiche(éa(t,K))=f(p( K)ldyo=fl(|det6yoé"(t,yo)|dyo.
5(t,

Um die Flichenerhaltung bei Hamiltonsystemen nachzuweisen, ist also zu zeigen, dall folgende
Relation fiir £ € [0, T'] gilt

Flache(g(r,K))zf |detayoé"(t,yo)|dyo=Flache(1<):f 1dx
K K
— |detY (1) =|detd,,&(t, yo)l = 1.

Wegen det Y (0) = det] = 1 liegt die Vermutung det Y (#) = 1 und insbesondere % det Y (¢) = 0 fiir
t € [0, T] nahe. Das Hamiltonsystem (5) ist von der Form (1) mit

_ p(t)) _ —aq%”(mt),q(t)))
ym_(q(t)’ fly)= 0, (p(0),q(0) |’

und weiters gilt

f'ly®)= (_apqc%”(l?(t),q(t)) —aqq%(p(t),q(t)))
Opp (p(D,4(1)  OpgH (p(1),q(0) )

Mittels des folgenden Ansatzes fiir die Ableitung des Flusses beziiglich des Anfangswertes

Y1) = (Yll(l‘) le(t)) € R2%2

Yo1(8)  Yool¥)



lautet die zugehorige Variationsgleichung

Sym=flym)yw,

@ §Yeo) (—apq%(p(t),qm) —aqq%(p(t),q(r))) (Yu(t) le(t))
%YZI(t) %Yzz(t) 0ppdC(p(0),q(1))  0pq I (p(),q(1) ) \Yor (1) Yoo(t)
LV == 0,q7 (p(1), (1) Y11 (£) — 0qq 7 (p(1), G(1)) Yar (1),

LV12(0) = = 0,q 7 (p(1), (1) Y2 () — 0qq 7 (p(1), (1)) Yar (1),

LYo1(8) =0, (p(1), (1) Y11 () + 0,5 (p(1), 4(1)) Yar (1),
LYoo (1) =0, (p(1), (1) Y2 (8) + 07 (p(1), (1)) Yoo 1).

Aus der kurzen Rechnung

L dety (1) =& (Yi1(0) Yoz (1) — Yi2(1) Va1 (1)
= Yoo (£) £ Y11(0) + Y11(0) & Yoo (1) = Va1 (8) L Y12(0) = Vi () & V21 (1)
==0,q 7 (p(1), (1) Y11 (1) Yoo (£) — 8¢5 (p(1), (1)) Ya1(2) Yo 1)
+0pp 7 (p(1), q(1) Y11 (0) Yi2(£) + 8,q 7 (p(1), (1) Y11 () Yoo (£)
+0pq 7 (p(D), q(1) Yi2(1) Yo1(£) + 84 (p(1), G(1) Yo1 (1) Yoo (2)
—0ppH (p(1),q() Yi1(D) Yi2(8) — 0,q 7 (p(1), G(1)) Y12 (2) Yau (£)
=0

und der direkten Folgerung
detY(f) =detY(0) =detl =1

folgt die Behauptung.
Hamiltonsysteme spezieller Form. Falls die Hamiltonfunktion 57 :RxR — R: (p,q) — J€(p, q)

die spezielle Form
ap%(p)q):p) aq%(P,CI):—f(CI),

besitzt (d.h. 77(p, q) = % p2 — F(q)), ergibt sich ein Hamiltonsystem der Form

PR

Lat=pw,

welches dquivalent zur folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung ist

&g = faw). @)



1.2 Einfache numerische Verfahren

Einschrittverfahren. Ausgehend von einem Startwert yy = y(0) werden bei Einschrittverfahren
fiir Differentialgleichungen (1) numerische Approximationen an exakte Lésungswerte mittels ei-
ner Rekursion der Form

Yn =P, yn-1) =Pr(h, yn-1) = y(t,) = y(nh), l=snsN, 8)

bestimmt, wobei h > 0 eine (geeignet gewdhlte) konstante Zeitschrittweite (bzw. Zeitinkrement)
bezeichnetund T = Nh gelte. Die numerische FluSabbildung (bzw. numerischer Lésungsoperator,
kurz numerischer Flul}) stellt also eine Ndherung an den exakten Fluf$ dar.

Stabilitit und Ordnung. Das Einschrittverfahren (8) heilst stabil, wenn die N-fache Hintereinan-
derausfiihrung! des numerischen Losungsoperators fiir N — oo bzw. h = % — 0 beschrénkt bleibt

10N (7, yo) Il < Const. 9)

Das Einschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung (lokale Konvergenzordnung) p = 1, falls fiir
hinreichend reguldre Funktionen f und exakte Anfangswerte yp = y(0) die Relation

y1—y(h) =®(h,y(0)-&(hy0) = O(hP*Y)  firh—0

gilt. Um (globale) Konvergenzordnung p = 1 nachzuweisen, das heif3t, die Giiltigkeit einer Abschét-
zung der folgenden Form fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten 0 < h < hy

||}’N—J/(T)|| SCOHSt(f,J/O,CD, T) hpy (10)
niitzt man im Allgemeinen das Resultat

Stabilitdt + Konsistenz — Konvergenz.

Bemerkung. Da die mittels Standardtechniken erhaltenen Konvergenzabschétzungen (10) eine
Konstante beinhaltet, die im Allgemeinen exponentiell mit der Endzeit T anwéchst, verlieren die-
se im Zusammenhang mit Langzeitsimulationen ihre Aussagekraft. Wesentlich sind geometrische
Eigenschaften der verwendeten numerischen Verfahren wie beispielsweise die Erhaltung von In-
varianten der betrachteten Differentialgleichungen mit hoher Genauigkeit.

Explizites Eulerverfahren. Fiir die autonome Differentialgleichung (1) ist das explizite Eulerver-
fahren? der Ordnung p = 1 durch die Relation

Yne1=Yn+h f(yn) (11)

gegeben. Zur Berechnung des neuen Approximationswertes ist eine Auswertung der definierenden
Funktion f am bekannten Approximationswert erforderlich.

Zur Bestimmung der Konsistenzordnung des expliziten Eulerverfahrens ist es ausrei-
chend, den lokalen Fehler im ersten Zeitschritt zu untersuchen

y1=y(h) =y0) +h f(y(©)-y(h).

IKurzschreibweise @2 (k, yo) = ®(h, ®(h, y9)) etc.
2Leonhard Euler (1707-171783)




Taylorreihenentwicklung des exakten Lésungswertes (Restglied in Integralform, y' = % y etc.) und
Einsetzen der Differentialgleichung fiihrt auf

h h pt h pt
y(h):y(0)+[0 y’(r)dT:y(0)+hy’(0)+fO fo y”(a)dadT:y(O)+hf(y(0))+f0 /o y"(0)dodr

und somit auf die gewiinschte Relation

h pt
J/1—y(h)=—f0 fo y"(a)dadrzﬁ(hz),

sofern die zweite Ableitung der exakten Lésung y" = f'(y)y' = f'(y) f(y) auf dem betrachteten
Zeitintervall beschrankt ist.

Implizites Eulerverfahren. Im Gegensatzzum expliziten Eulerverfahren beruht dasimplizite Eu-
lerverfahren der Ordnung p = 1 auf der Auswertung von f am unbekannten Approximationswert

Yn+1=Yn+hf(Yns1). (12)

Zur numerischen Losung des enstehenden nichtlinearen Gleichungssystems verwendet man im
Allgemeinen das Newtonverfahren, etwa mit definierender Funktion und erster Ableitung (Jacobi-
matrix)

F:Dcle—»le:ZHF(z)=z—yn—hf(z),

F:DcRY—R™ .z~ F(z)=1-hf'(2),
bzw. eine Modifikation davon.

Ahnliche Uberlegungen wie zuvor und eine zusitzliche Taylorreihenentwicklung
von f(y(h)) zeigen

-y =y +hf)-yh

h pt
=y +h f(y0) + () -y©0) —hf(y©) —f f y"(0)dodr
N— ———— 0 0
=f(yO)+O(h)
=0(h?),

was die gewliinschte Relation ist. Beniitzt wird dabei bereits die Existenz und Beschrianktheit der
numerischen Approximation, die mittels des Satzes tiber implizite Funktionen nachgewiesen wird
(vgl. Abschnitt 3.1.1).

Implizite Mittelpunktsregel. Die implizite Mittelpunktsregel der Ordnung p = 2 ist durch die
Relation

Yne1 = Yo+ hf(L5)2) (13)

gegeben und erfordert ebenfalls die Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems beispielsweise
mittels Newtonverfahren fiir die definierende Funktion

F:DcR?-R?:z— F(2) =z—yn—hf(y"2+z),

F':DcR* =Rz~ F(2)=1- L h f/(125).




Die implizite Mittelpunktsregel ist ein Beispiel eines symmetrischen Verfahrens, das heil3t, das Er-
setzen y, < yn+1 sowie h — —h ergibt das urspriingliche Verfahren

Vi1 = Yat B2y = ynen = R (M),

Ahnlich wie zuvor fiihren das mehrfache Einsetzen der Relation (13) und Taylorreihen-
entwicklungen

y(0)+y1 f y 0)+y(0 +hf()’(0)+)’1 ))

y(0)+ 2](‘ yo)"’}’l))
YO +4 f(y)+ 4 £(1%21)))

YO+ 4 £y + 6())
—_—
=fyO)+o(h)

= f(y@+ 4 f(y©) + o(n?))
= f(yO)+ 4 () f(y ) + O (1)

schlieflich auf die gewiinschte Relation (y” = f'(y) f())

(
(
(
(

f
f
f

yi-yh) = y© +hf(X5) — y(h)
=y + h f(y() + %zf’(y(O)) fy@)+o(r)
-y -hf(y)-F f'(y©) f(y0) f f f y"(t3) drsdradry
=0(h%).
Beniitzt wird dabei wiederum die Existenz und Beschrianktheit der numerischen Approximation

(vgl. Abschnitt 3.1.1).

Symplektische Eulerverfahren. Fiir ein partitioniertes Differentialgleichungssystem

A =
{dty(t) fly@,z(1), ”

Lz =g(y,2z0),

fiihrt die Anwendung des expliziten Eulerverfahrens fiir eine Variable und des impliziten Eulerver-
fahrens fiir die andere Variable auf die symplektischen Eulerverfahren (bzw. partitionierten Euler-
verfahren) der Ordnung p =1

Yne1=Yn+h f(Yn zZns1), Yn1=Yn+h f(Yns1,20),
bzw. (15)

Zpe1=2n+hgWYn,2n+1), Zpe1=2n+hg(Yn+1,2n) .

Falls y:[0,T] — R% und z: [0, T] — R% mit d; + d, = d beruht das Newtonverfahren im ersten Fall
auf der definierenden Funktion

F:DycR% —R%: 2,41 — F(zps1) = Znt1 — 20— R g Wn, Zns1),
F':DycR% = R=*%: 2, — F(241) = [~ h028 (V) Zn+1),



wobei 0, g die partielle Ableitung von g nach der zweiten Variable z bezeichnet, und im zweiten
Fall ergibt sich

F:Dy cRY =R : ypiy — F(Vne1) = Ynot = Yn— hf (Vne1, Zn),
F':DycRM = RDD 2y g F(ypa1) = I = hOy f (Yns1, 20).

Symplektische Eulerverfahren fiir Hamiltonsysteme spezieller Form. Fiir Hamiltonsysteme
der speziellen Form (6)

{%pm=me%
Law=po,

vereinfachen sich die symplektischen Eulerverfahren (15) zu den expliziten Verfahren

{Qn+l =qn+hpn, bzw. {pn+1:pn+hf(Qn)y (16)

Pn+s1=Pn+hf(qne1), Gni1=qn+hpps1.

Stormer-Verlet-Verfahren. Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (35)

({‘—fzq(t) =f(q)

ist es naheliegend, die zweite Ableitung durch symmetrische finite Differenzen zu approximieren,
was auf das Stormer—Verlet-Verfahren® (bzw. Leap-frog-Verfahren bzw. Strang-Splittingverfahren)
der Ordnung p = 2 in der Formulierung als Zweischrittverfahren fithrt

Gn+1—2qn+ qn-1= hzf(CIn)-

Mittels der dquivalenten Formulierung von (35) als System erster Ordnung (6) (Hamiltonsystem
spezieller Form)

{%pm=fWML
Lat)=p@,

ergibt sich folgende Formulierung des Stormer—Verlet-Verfahrens als Einschrittverfahren

Pn+1/2 =Pn+ gf(CIn),
Gne1=qn+hpns1s2, a7
Pn+1 = Pn+1/2 +§f(Qn+1)~

Da das Ersetzen p,, < p,+1 sowie g, — qpr1und h— —h

Pri1i2=Pn+ 2 f(qn), Pri1/2 = Pl — & f(Gns1),
Gni1=qn+hpps12, A Gn=Gqn+1—hPn+1/2,
Pn+1 :Pn+1/2+§f(qn+l)- Pn:ﬁnﬂlz_gf(ﬁhl);

auf das urspriingliche Verfahren fiihrt, ist das Stormer-Verlet-Verfahren symmetrisch.
Finsetzen der
Hilfsgrofle p;+1/2 in die zweite Relation von (17) ergibt

qn+1=qn+hpn+h72f(qn).

3Carl Stérmer (1874-1957), Loup Verlet (1931)



Addition mit der Relation, die durch Einsetzen des Zeitinkrementes —/ ensteht

qn—lzqn_hpn“'h?zf(Qn);

fiihrt auf die angegebene Zweitermrekursion fiir das Stérmer—Verlet-Verfahren.

Zusammenhang mit Splittingverfahren. Das Stormer—Verlet-Verfahren stimmt mit dem Strang-
Splittingverfahren iiberein. Bei Splittingverfahren wird die urspriingliche Differentialgleichung in
zwei Teilprobleme gesplittet. Fiir das spezielle Hamiltonsystem (6) ist die folgende Wahl der Teil-
probleme naheliegend

L pw=flaw),
Law=p,

&0 =flaw),
daw=o,

Lpw=o,

Teilproblem 1:
{ Law=pw.

Teilproblem 2: {

Beim Lie-Trotter-Splittingverfahren der Ordnung p = 1 16st man ausgehend vom Startwert (pn, g»)
zuerst das erste Teilproblem zum Zeitinkrement /# und anschliefend mit der erhaltenen Appro-
ximation als Startwert das zweite Teilproblem oder umgekehrt, was gerade den symplektischen
Eulerverfahren (16) entspricht. Beim Strang-Splittingverfahren der Ordnung p = 2 16st man aus-
gehend vom Startwert (p,, qg,) das erste Teilproblem zum Zeitinkrement g, mit der erhaltenen
Approximation als Startwert das zweite Teilproblem zum Zeitinkrement /& und dann nochmals
das erste Teilproblem zum Zeitinkrement g Wie anschlielend gezeigt wird, entspricht das Strang-
Splittingverfahren in der vorliegenden Situation dem Stérmer—Verlet-Verfahren.

Die exakte Losung des ersten Teilpro-
blems kann direkt bestimmt werden

Lpw=r(aw), {mn:mmx

Teilproblem 1: d
791 =0, p(0) = p(ty) + (1= 1) f(q(tn),

was inbesondere fiir die Startwerte p(t,) = p, sowie q(f,) = g, und Zeitinkrement g auf

Pn+1/2=l9(tn+§)=Pn+§f(6hz), Q(fn+g):5/n’

fiihrt. Lost man ausgehend von diesen Startwerten das zweite Teilproblem

Teilproblem 2: {d%nm =0, {pm =plin),

Law=pw, q(6) = qin) + (£ = 1) p(tn),
erhilt man zum Zeitinkrement / die Approximationen

Pn+1/2, Gni1=qn+hpps12.

Nochmals von diesen Startwerten ausgehend ergibt die Losung des ersten Teilproblems zum Zei-
tinkrement g die Approximationen

qn+1, Pn+1 = Pn+1/2t %f(qnﬂ),

was mit dem Stormer—Verlet-Verfahren tibereinstimmt.



Splittingverfahren fiir Differentialgleichungen spezieller Form. Fiir Differentialgleichungen
der speziellen Form

4=
{mym f(z(), 18)

Lan=g(yw),

mit definierenden Funktionen f, g : R*2 — R%/2 sind die symplektischen Eulerverfahren und das
Stormer—Verlet-Verfahren durch die expliziten Relationen

{%H1=yn+hfwm, b {aﬁl=zn+hgwm,
Zp+1 = Zn+hg(yn+1). Yne1=Yn+hf(zp+1),
bzw.

Yne12 = Yn+ % f(zn),

Zn+1=2n+hgYn+1/2),

Yne1 = Yn+1/2 + %f(znﬂ),

gegeben. Dies entspricht gerade der Betrachtung der explizit l6sbaren Teilprobleme

{%ym=f&my {%ﬂm=m
dzn=0, L20=g(yW).



2 Anwendungsbeispiele und erste numerische Versuche

Inhalt.
¢ Gewohnliche Differentialgleichungen aus den Bereichen Biologie und Physik

* Qualitatives Verhalten von numerischen Verfahren bei Langzeitsimulationen



2.1 Lotka-Volterra Modell

Differentialgleichung. Ein erstes Anwendungsbeispiel aus der Biologie modelliert das Wachs-
tum von Spezien. Die Funktion y: [0, T] — R: ¢ — y(t) beschreibt die Anzahl der Individuen einer
bestimmten Spezies in Abhéngigkeit von der Zeit. Ein einfaches Modell fiir die zeitliche Entwick-
lung ist

Ly =ryw,

wobei r die Reproduktionsrate bezeichnet. Fiir eine zeitlich konstante Reproduktionsrate ergibt
sich insbesondere ein exponentielles Wachstum bzw. Abnehmen der Spezies

Ly =roy), y®=€"y0).

Das Lotka-Volterra Modell* (bzw. Rauber-Beute Modell) beschreibt die zeitliche Entwicklung von

zwei Spezien, deren Reproduktionsraten von der jeweils anderen Spezies abhédngt (Lotka, 1925:

parasitdre Invasion einer Insektenart, Volterra, 1927: Vermehrung von Fischen in der Adria, Haie

und Fische, Fiichse und Hasen). Bezeichnet y: [0, T] — R die Anzahl der Rduber und z: [0, T] — R

die Anzahl der Beutetiere, ergibt sich das autonome Differentialgleichungssystem
Ly = (2 -1y) y0), 19
L 20 =(r:-y) z(0),

mit Konstanten ry,r, > 0 (z.B. r, =2, r, = 1), vgl. (1) fiir d = 2. Die Anzahl der Rduber vermehrt
sich in Abhéngigkeit von der Anzahl der Beutetiere und nimmt in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Rauber ab (Futtermangel), wihrend die Anzahl der Beutetiere in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Beutetiere anwichst (Fortpflanzung) und in Abhéingigkeit von der Anzahl der Rduber abnimmt.

Erhaltungsgrofle. Eine Erhaltungsgrofie des Lotka—Volterra Modells (19) ist durch die Funktion
J:DchﬁR:(y,z):rzlny—y+rylnz—z (20)

gegeben.
Differenzieren und Einsetzen der Differentialgleichungen ergibt (unter der in Hinblick
auf Anwendungen sinnvollen Einschrankung y(t), z(¢) # 0 fiir £ = 0)

&7 0, 20) = rz 55§y = §y@ + 1y 20 - 20
= (r:= () 35 Gy +(ry = 2(0) 77 §20

——— ——

=z(t)-ry rz—y(1)

=0 fiir alle t =0,

woraus .# (y(1), z(1)) = .#(y(0), z(0)) = Const fiir ¢ > 0 folgt.

Stationire Losungen und Periodizitit. Eine spezielle zeitunabhingige Losung (stationdre Lo-
sung) des Lotka—Volterra Systems (19) ist die Losung zu den Anfanfswerten

y(@) =y0)=rg, z(t) =z(0) =ry.

4Alfred Lotka (1880-1949), Vito Volterra (1860-1940)



Alle Losungen von (19) sind periodisch, das heil3t, es existiert ein Ty > 0 mit y(t + Tp) = y(t) sowie
z(t+ Tp) = z(t). Anschaulich bedeutet dies, das die Menge {(y(?), z(t)) T'=R?:t>0!oder gleichbe-
deutend damit die Niveaulinie der Erhaltungsgrée (20) zu .# (y(0), z(0)) eine geschlossene Kurve
bildet. Jede Losung des Lotka—Volterra Modells durchlduft die Phasen

e Zunahme der Beutetiere durch Fortpflanzung,
e Zunahme der Rduber aufgrund ausreichender Futterquellen,

e Abnahme der Rauber aufgrund von Futtermangel .

IMlustrationen und numerische Versuche.
(i) Vektorfeld, vgl. MAPLE (LOTKAVOLTERRA.MWS) und Buch (Abbildung 1.1).

(ii) Darstellung des exakten und numerischen Flul3es fiir eine Menge von Anfangswerten in Form
von Arnolds Katze® zu verschiedenen Zeitpunkten, vgl. Buch (Abbildung 1.1).

(iii) Numerische Losung der Differentialgleichung mittels verschiedener Einschrittverfahren, vgl.
MATLAB (ANWENDUNGSBEISPIELE.M). Darstellung des interessanten Falles relativ grofser
Zeitschrittweiten, daher nur einzelne Punkte.

» Explizites Eulerverfahren
(Spirale nach auf3en, Schlechte Erhaltung der Invariante)

¢ Implizites Eulerverfahren
(Spirale nach innen, Schlechte Erhaltung der Invariante)

* Implizite Mittelpunktsregel
(Geschlossene Kurve, Sehr gute Erhaltung der Invariante)
¢ Symplektische Eulerverfahren
(Geschlossene Kurve, jedoch mit Drift, Oszillationen bei Erhaltung der Invariante)

Zeitintegration (t= 0, n = 100). Zettintegration (t= 0, n = 100). Invarianten
T T T 3 T T

Lotka-Volterra Modell als Hamiltonsystem. Mittels der Variablentransformation
p=Iny, g=Inz,
ergibt sich fiir die Erhaltungsgroe .#(y,z) =r,Iny—-y+ryInz—z

Hp,q)=Iy,2)=r.p—e’+r,q—e’.

5Vladimir Arnold (1937-2010)



Das zugehorige Hamiltonsystem (5) lautet

% p(t)==-0,¢(p®),q()) =e9D 1),
Law=0,7(p),q1)=r,—el?.



2.2 Mathematisches Pendel

Differentialgleichung. FEin Anwendungsbeispiel aus der Physik beschreibt die Schwingung eines
Pendels unter der Einwirkung der Gravitationskraft (Gravitationsbeschleunigung g) in der ideali-
sierten Situation eines punktférmigen Korpers der Masse m, der an einem massenlosen Seil der
Lange ¢ befestigt ist. Die zeitabhidngige Funktion g : [0, T] — R: t — q(¢) gibt die Auslenkung des
Pendels, das heil3t, den Winkel zur Horizontalen an. Aus der zugehorigen Hamiltonfunktion

H(p,q) =1 p*-cosq,

ergibt sich folgendes Hamiltonsystem

{%p(t) =—0,7(p(0),q(1)) = - sin(q(1), 1)

L g0 =0,7(p(1),q(0) = p(1),

das von der speziellen Form (6) mit f(g) = — sinq ist.

Hlustrationen und numerische Versuche.
(i) Veranschaulichung des Pendels, vgl. Buch (Abbildung auf Seite 5).

(ii) Darstellung des Phasenraumes (p, ) € Rx S! (Wahl des Kreises S' = R? wegen 27-Periodizitit
des Winkels) und Veranschaulich der Flichenerhaltung des exakten Flusses, vgl. Buch (Abbil-
dung 1.3).

(iii) Numerische Losung der Differentialgleichung mittels verschiedener Einschrittverfahren, vgl.
MATLAB (ANWENDUNGSBEISPIELE.M). Darstellung des interessanten Falles relativ grofser
Zeitschrittweiten, daher nur einzelne Punkte.

¢ Explizites Eulerverfahren

(Spirale nach aul3en, Schlechte Erhaltung der Invariante, Keine Flachenerhaltung)
¢ Implizites Eulerverfahren

(Spirale nach innen, Schlechte Erhaltung der Invariante, Keine Flachenerhaltung)
* Implizite Mittelpunktsregel

(Geschlossene Kurve, Sehr gute Erhaltung der Invariante, Flichenerhaltung?)

» Symplektische Eulerverfahren (Lie-Trotter-Splittingverfahren)
(Geschlossene Kurve, jedoch mit Drift (Verlust der Links-Rechts-Symmetrie), Oszillatio-
nen bei Erhaltung der Invariante, Flichenerhaltung?)

 Stormer—Verlet-Verfahren (Strang-Splittingverfahren)
(Geschlossene Kurve, Sehr gute Erhaltung der Invariante, Fldchenerhaltung?)

Zeitintegration (1= 0, n = 50). Zeltntegraton (=0,n=50). . varant ten.
1




Pendelgleichung mittels Newtonschem Gesetz. Aus dem Newtonschen Gesetz®
Masse x Beschleunigung = Kraft

ergibt sich folgende Differentialgleichung fiir die Auslenkung beziiglich kartesischer Koordinaten

2 0 2 0
m%x(t) = FGravitation = (_ mg) — %X(I) = (_g)~
Da das Seil als nicht dehnbar angenommen wird, wird das System durch einen einzigen Freiheits-
grad beschrieben und eine Umrechnung in Polarkoordinaten

cos (q(t)))
n=2~¢| .
(0 (sm(q(t))
ist naheliegend. Zweimailiges Differenzieren, die Anwendung der Relation p(t) = % q(t) sowie eine
geeignete Kombination der beiden Differentialgleichungen

dyp = —Sin(q(ﬂ))
ux@=2p) ( cos(q(0) )’
& _,d —sin(q(0) 2 —cos(q(t))) _( 0 )
dﬂ“”‘gmpm(cmﬁﬂm +£w””(—ﬁnwun"—g’

sin(q(1)) %p(t} +cos(q(n) (p(t))2 =0,
cos (q(0)) L p() - sin(q(0) (p(0)* = - &,

sin? (q(0)) & p(1) +sin (q(1)) cos (q(0) (p(1)* =0,
cos? (1)) § p(t) = sin(q(1)) cos (q(1) (p(1)* = ~ § cos(q (1),

fiihrt auf das Hamiltonsystem
d%p(t) =— % cos(q(1),
Lawy=po.

Wegen cos(q — 7) = sin g ergibt die Transformation g < g — 7 (Winkel zur Vertikalen — Winkel zur
Horizontalen) schlief8lich (21).

61saac Newton (1643-1727)



2.3 Zweikorperproblem (Keplerproblem)

Keplersche Gesetze. Eine wesentliche Entdeckung von Kepler’ waren GesetzmiRigkeiten der
Planetenbewegungen, welche er als Assistent von Brahe®? durch prizise Messungen der Position
des Planeten Mars entdeckte.

Erstes Keplersches Gesetz. Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen mit der Sonne in
einem der Brennpunkte.

In mathematischer Formulierung lautet das erste Keplersche Gesetz fiir zwei Koérper (etwa Sonne

und einen Planeten) p

r=—. (22)
1+ecose

Dabei bezeichnet

a die halbe Lange der Hauptachse der Ellipse,

¢ ¢ die Exzentrizitit,

Der Abstand vom Ursprung zu den Brennpunkten ist gegeben durch ae.

* b=aV1-e?die halbe Linge der Nebenachse der Ellipse,

Mittels des Satzes von Pythagoras folgt (ae)? + b? = a?.

e d=bV1-e?=a(l-e? den vertikale Abstand vom Brennpunkt aus,
e 3
Fiir den Ellipsenpunkt (x, y) = (ae, d) gilt Z—; + % = 1. Somit folgt e? + i—; =1und d? = b? 1- ez) =a? a- 92)2.
¢ r den Abstand des betrachteten Ellipsenpunktes vom Brennpunkt und ¢ den eingeschlos-
senen Winkel (Anomalie).

Vgl. Bemerkung unten und Buch (Abbildung, Seite 9).

Zweites Keplersches Gesetz. In gleichen Zeitintervallen werden von dem Strahl, der Brennpunkt
und Ellipsenpunkt verbindet, gleiche Fldchen iiberstrichen.

Die Erhaltung des Drehmomentes entspricht dem zweiten Keplerschen Gesetz.

Zusammenhang mit den Newtonschen Gesetzen. Newton erkldrte die Planetenbewegungen
mittels des allgemeinen Gravitationsgesetzes (Gravitationskraft ist proportional zum Inversen des
Abstandsquadrates r—lz) und dem Newtonschen Gesetz Masse x Beschleunigung = Kraft. Aufgrund
der Erkenntnisse von Newton konnten Bewegungen von Himmelskdrpern mittels der Losung von
Differentialgleichungen bestimmt werden.

Differentialgleichung. Das Zweikorperproblem modelliert die Bewegung zweier sich anziehen-
der Korper. Ublicherweise wird der schwerere Korper als Ursprung des Koordinatensystems ge-
wihlt und man niitzt zusétzlich, dal die Bewegung der beiden Korper in einer Ebene liegt. Be-
schreibt die zeitabhingige Funktion q = (g1, q2)” : [0, T] — R? die Position des leichteren Korpers
in kartesischen Koordinaten, ergibt das Newtonsche Gesetz das folgende (normalisierte) Differen-
tialgleichungssystem

d? (1)
2 r _qu(t) = - 3
im0 =~ {Cii_tz () =— g 23)
az 92V =~ uop

"Johannes Kepler (1571-1630)
8Tycho Brahe (1546-1601)



wobei [|g(D)l = /(q1(1)2 + (g2(1))2. Dies entspricht der Hamiltonfunktion

(D, q) = (D1, D0, 1, 00) = L IplI2 = L = 1 (p? 4 p2) - —L
2 (1, P2, q1,42) = 5 IPI° = 557 = 3 (P + P2) p

und dem zugehoérigen Hamiltonsystem

{%p(t)=—0q«%”(p(t),q(t))=—mq(t), on)
Laq)=0,(p1),q(1) = p(v),
welches von der speziellen Form (6) mit f(q) = — ”(# q ist. Vgl. auch folgender Abschnitt (Zusam-

menhang mit Zweikérperproblem in Relativkoordinaten).
Differentiation mittels Kettenregel

. 2—» . = [d = 2 2 ! = 1 :i
81:R°—=R:x=(x1,x2) — lxll =/ x7 + x5, g (x) mx EE
1 1 X

/ o —
NI 820 =~ 3 Taf»

gg:R2—>IR2:x= (x1,x2) — m=
fiihrt auf die angegebenen Ableitungen.

Erhaltungsgroflen. Neben der totale Energie

Hp,q) =3P~

bildet das Drehmoment des Systems

ZL(p,q) = det(Z; Z;) =p2q1—p19go

eine Erhaltungsgro3e des Zweikdrperproblems (24).
Mittels Kettenregel und Einsetzen der Differentialgleichung folgt

L 2(p1),q0) = 1 () Ep2()+ p2() £ 1 (D) = G2() Epr1(1) - p1 () E g2 (1)
=- m q1(t) q2(1) + p1(2) p2(2) + m q1(t) q2(t) — p1(2) p2(2)
=0,

was die Erhaltungseigenschaft zeigt.

Exakte Integration des Zweikorperproblems. Mittels der beiden Erhaltungsgrofien (bzw. erste
Integrale)

A (p(0),q(0) = 3 Ip)N* = =57 = #(p(0), 4(0)) = Const,

Ilg®l —
qi1(t)  p1(1)

z(p(r),q(t))=det(qzm pa (1)

) = p2(1) g1 (1) — p1(1) g2(1) = Z(p(0), q(0)) = Const,

ist es moglich, das Zweikorperproblem (24) zu 16sen und inbesondere nachzuweisen, daR jede
Losung durch eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel gegeben ist. Eine Transformation in Polarkoor-
dinaten

cos (¢p(1)
sin (¢(1))

cos (¢p(1)

—sin (¢(t)))
sin (¢(1)) ’

q()=r(1) ( cos (¢(1))

), p(r)ziq(t)zgrm( +r(t)%¢(t)(



und die Anwendung der Relationen (Satz von Pythagoras fiir orthogonale Vektoren, Determinante
verschwindet fiir linear abhingige Vektoren)

gl =r(0),
Ip@I? = || &ro (‘;I’ (( )))+ " dt(p(t)( sm(;[zi)t) )H
cos (¢(0)) d — sin (¢(0))||”
)) ri) gl ( cos (¢p(1) )

d
AU (Sln((p(t)
= (@) +(r(0 fro0)*,
_ 24 cos (¢p(1) —sin((p(t)))
det(qlp(0) = () g0 det(sin (p(1))  cos(¢p(n)
= (r)’ Lo,
ergibt folgende Identitédten
%”(P(t),q(t)):%((%r(t))z.,_(r(t)%(p(t)) ) w5 = o = A (p(0),q(0)),
Z(p1),q0) = (r0)* L1 =% = 2 (p0),4(0).

Um eine Relation der Form r(¢) abzuleiten, niitzt man die Kettenregel, ersetzt in der ersten Diffe-
rentialgleichung die Zeitableitung durch % r= % r %d) und erhélt mittels der zweiten Differenti-

algleichung %([) = % die Differentialgleichung

1 &2 L
2 r(¢?))4( rg) + 2(r(¢>))2_r(¢) = .

Eine Vereinfachung der letzten Relation ergibt sich durch die Substitution

rB =550 agT @ = s ae@),
welche auf die Differentialgleichung

L2 K73
= (e@)*+ 3 (0@)* - o) - H =0

fiihrt. Differentiation beziiglich ¢ ergibt eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

L3 o) dd,ze«/)) + L3 00) o) - o) =0
= Lop=-0@)+

mit bekannter Losung
0@) = (00— 7z) cosp+opsing+ 7z, o=0(0), €)= 5Py
Bei vorgegebenen Anfangswerten

ro=r0), 45T@lp=0=15, Q0=7%, 05=—7 Ty



.. . . Z2 . 72
erhilt man somit (Bestimmung der Konstanten c;, ¢, aus ¢ coscy = r—é’ -1, ¢ysincy = r—;’ r(’), An-
0

wendung des Additionstheorems cos(¢ + ¢) = cosc cos ¢ —sin ¢ sin¢p)

() = (00— =) cosp + gy sing + L4 = L, ((i"z —1) cosp— ﬁ’zr’ sin¢g + 1)

Y =100 72 Qo 72 =72\ 2 1o )
.,2”02 .,2”02

1+ ¢; (coscp cos¢ — sincy sing) 1+ crcos(p+co)

S CE

Mittels der Relationen

2 2
_1L 2 1% 1
%_2 ra} (ro) +2 rg rO,

. 7 2 (L2 % L2
cf =cicos’ cp+epsin® ey = (T8 1)+ (S5 rg) = 14+.45 (SF 0)* + = -2 ) = 1+ 264 .75,
0 0 0

ergibt sich somit die Darstellung (22)

d
—_—, d=%2, e:\/1+2%’6$02.
1+ecos¢g

Abhidngig von den gewdhlten Anfangswerten entspricht dies einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel,
falls 77 > 0, 743 = 0 oder % < 0. Insbesondere fiir die Anfangswerte

rip——co) =

n0=1-¢e, q0=0, p10=Lq0=0=0, p200)=Lg0)l==1/12,

ergibt sich wegen

=5 IpON - o = 3 Te ~ e =~ 30 0= P20 q1(0)~p1(0) 42(0) = V1~ e?,

die Gleichung einer Ellipse.

Hlustrationen und numerische Versuche.

(i) Numerische Losung der Differentialgleichung mittels verschiedener Einschrittverfahren, vgl.
MATLAB (ANWENDUNGSBEISPIELE.M).

 Explizites Eulerverfahren, Implizites Eulerverfahren
(Spirale nach aullen bzw. innen, Schlechte Erhaltung der Invarianten)

Zeitintegration (t = 0, n = 2000). invarianten.
1 T T T 1
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¢ Implizite Mittelpunktsregel
(Besseres Resultat fiir wesentlich grolere Zeitschrittweite, Prazessionseffekt gegen den
Uhrzeigersinn)

e Symplektische Eulerverfahren (Lie-Trotter-Splittingverfahren), Stérmer—Verlet-
Verfahren (Strang-Splittingverfahren)
(Besseres Resultat fiir wesentlich groflere Zeitschrittweite, Prédzessionseffekt im
Uhrzeigersinn)

Zeitintegration (t = 0, n = 1000). invarianten.
15 T T

05

-05F

Globaler Fehler und Erhaltung der Invarianten. Vgl. auch Buch (Tabelle 2.1).

Explizites Eulerverfahren (p = 1): Globaler Fehler = 0'(T?h)
Fehler (Energie) = (Th)
Fehler (Drehmoment) = &'(Th)
Implizite Mittelpunktsregel (p = 2): Globaler Fehler = 0(ThP)
Fehler (Energie) = 0(hP)
Fehler (Drehmoment) = 0
Symplektische Eulerverfahren (p =1):  Globaler Fehler = &(Th”)
Fehler (Energie) = 0(h”)
Fehler (Drehmoment) = 0
Stérmer—Verlet-Verfahren (p = 2): Globaler Fehler = 0(ThP)
Fehler (Energie) = 0(h”)
Fehler (Drehmoment) =0

Bemerkung (Ellipsengleichung). Eine Ellipse mit Brennpunkten bei (+ae,0)” ist durch die Re-
lation

Abstand des Ellipsenpunktes (x, y) T vom ersten Brennpunkt (—ae,0) r

+ Abstand des Ellipsenpunktes (x, )T vom zweiten Brennpunkt (ae,0)” = Const

gegeben. Einsetzen des Ellipsenpunktes (a,0) T ergibt

N (a—oae)

und fiihrt folglich auf die Ellipsengleichung

=a(l+e)+a(l—e)=2a

Const = H (a -Bae)

\/(x+ae)2+y2+\/(x—ae)2+y2:2a.



Einsetzen des Ellipsenpunktes (0, b)” ergibt weiters

ae N ae

b b
Bezeichnet r den Abstand des betrachteten Ellipsenpunktes (x, y)T vom Brennpunkt und ¢ den
eingeschlossenen Winkel, so folgt

2a= =2V (ae)?+bh? < Db =a*1-¢%.

X=ae+rcosep, y=rsing.

Einsetzen in die Ellipsengleichung fiihrt auf die Relation

\/(2“9+ rcos)® + (rsing)? + \/(r cos)? + (rsing)? = 2a,
= 4a262+4aercos¢p+r2: (2a—r)2,

= r(l+ecos<p)=a(1—e2),

und mit der Bezeichnung d = a(1 — e?) folgt die Darstellung

rip) = 1+ecosg’



2.4 Mehrkorperproblem

Differentialgleichung (AuReres Sonnensystem, Sechskorperproblem). Die Berechnung der
Planetenbewegungen {iber lange Zeitrdume hinweg fasziniert AstrophysikerInnen und Mathema-
tikerInnen bis zum heutigen Tag. Fiir die Beschreibung der Bewegungen der Sonne sowie der
fiinf duBeren Planeten (Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun, Pluto) fithren dhnliche Uberlegungen
wie fiir das Zweikorperproblem auf die Hamiltonfunktion (mit J = 6 und Gravitationskonstante
2.95912208286-107%)

]
Hpa)=} Y - 1pI*-G Z Tara

~.
—

k<]
J
l L m ny m; ms my Ny m; s m; Mg
=3 Zl’” Ipjl* = (||q1—qz||  Ta—asT T Tar-aal * Tar—as1 * Tar—ael
j:
myms Jun my Ms ma g
Iqu q3|| lg.— q4|| lg.— qall lg2—gsll
msmy mszms msmne
Tds—ail + Tds—asl T Tds—dol
+ myims my1mg
lgs—asl lgs—gsll
msmg )
lgs—qell )

Dabei gibt m; = 1 die Masse der Sonne wieder und die GréB8en my,..., mg bezeichnen die rela-
tiven Massen der Planeten. Um den EinfluR der innereren Planeten (Merkur, Venus, Erde, Mars)
auszugleichen, setzt man m; = 1.00000597682. Die Funktionen pj, g; : [0, T] — R3 fiir 1 < j < J be-
schreiben die Positionen und zugehérigen Momente der Korper. Die angegebene Hamiltonfunk-
tion fiithrt auf ein Differentialgleichungssystem der speziellen Form (18) (Modifikation des Hamil-
tonsystems der speziellen Form (6))

4 pi(0) = =3,7(p(D),q(D) = GZ ”q](’t’;f’;k’c 515 (470 - qk(0),
k;é]

d . _ _ 1 .

14 (0 =0y, 7 (p(0), q(0) = 5 p; (1),

(25)

wobei 1 < j < J. Die in Tabelle 1 angegebenen Massen der Planeten und Anfangspositionen sowie
Anfangsgeschwindigkeiten sind dem Buch entnommen (Angabe in den Langeneinheiten Astrono-
mische Einheit = 149 597 870 km und Zeiteinheit Erdentag).

Zusammenhang mit Zweikorperproblem in Relativkoordinaten. Fiir den Spezialfall von zwei
Korpern (J = 2) entspricht das Mehrkérperproblem (25) der Hamiltonfunktion

AP, ) = 3 (5 1112 + 5 1p2lP) = Grum ptsy

Xy

1 !
—, g (X)) = ——=)
V(x=pi+c & \/(x—y)2+c3

mit zugehorigem Differentialgleichungssystem (wegen g(x) =

&t P1(0) = = G s (1) = g2 (D),
& p2(D) = = G s (a2 (0) = (1),
%mm=%mm,
ar 92(1) = 5~ pa2(1),



Sonne my =1.00000597682, q1(0)=0, q,(0)=0

—-3.5023653 0.00565429
Jupiter my =0.000954786104043, q2(0) = (—3.8169847) , qé(O) = (—0.00412490) ,
—1.5507963 —0.00190589
9.0755314 0.00168318
Saturn m3 =0.000285583733151, qs(0) = (—3.0458353) , qé (0) =10.00483525 |,
—1.6483708 0.00192462
8.3101420 0.00354178
Uranus my = 0.0000437273164546, q4(0) =| —16.2901086 |, qfl(O) =10.00137102 |,
— 7.2521278 0.00055029
11.4707666 0.00288930
Neptun ms = 0.0000517759138449, gs(0) = | —25.7294829 |, qé (0) =(0.00114527 |,
—10.8169456 0.00039677
—15.5387357 0.00276725
Pluto mg = 7.692307692307693-107°%,  g(0) = | —25.2225594 | , qs(0) (—0.00170702)
— 3.1902382 —0.00136504

Tabelle 1: Massen, Anfangspositionen und Anfangsgeschwindigkeiten der dulleren Planeten

bzw. das dquivalente Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung

2
{% q(0) = mL b1 =- Gllch(t)’ilw (1(0) - q2(1),
2
&7 @20 = 25 & p2(0) = = G e (4200 — a (0).
Zur Transformation dieses Systems auf ein Differentialgleichungssystem von einfacherer Struktur,

niitzt man eine Transformation auf die Koordinaten des Massenmittelpunktes sowie Relativkoor-
dinaten

qz(t) = 5 +m (migi(t) + maqo (1)),  qa(t) = q1(1) — G (2).
Mittels Loésung eines linearen Gleichungssystem ergibt sich der Zusammenhang

A i A R A e [
da 1 -1 J\q2 a) \1 -5 5)\da

Einsetzen der Differentialgleichungen fiihrt einerseits auf

pz(t) = £4z(0) = s (MG @1 (D + M2 55 42 (1) = 5 (D1 (D + p2(D),

§ip2(0= 5220 = 5 (P10 + G pa(0) = 0
was zeigt, dald die Koordinaten des Massenmittelpunktes eine gleichférmige Bewegung ausfiihren
d%PZ(t)=O; pz(t) = pz(0), qz(t)=qz0)+tpz(0),

Andererseits erfiillt die Differenz g, die Relationen

pa®)=Lq:0=Lq - %qz(t) = e p1() = - p2(D),

m1+m2

§Pa(D = §24a(0 = 3§10 = 5 fipa(D =~ G s qa(0).

Die erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung

d _ &
diPa(h) = §zqa(t) = - G 2Lens qa (D),

involviert die Gesamtmasse m; + my und entspricht der Differentialgleichung (23).



Hlustrationen und numerische Versuche.

(i) Numerische Losung des Zweikdrperproblems (3D, Urspriingliche Formulierung und Relativ-
koordinaten), vgl. MATLAB (ANWENDUNGSBEISPIELE.M). Darstellung in Relativkoordinaten.

¢ Explizites Eulerverfahren
(Spirale nach auflen, Schlechte Erhaltung der Hamiltonfunktion)

e Symplektische Eulerverfahren (Lie-Trotter-Splittingverfahren), Stérmer—Verlet-
Verfahren (Strang-Splittingverfahren)
(Zufriedenstellendes Resultat fiir wesentlich gréQere Zeitschrittweite, Gute Erhaltung
der Hamiltonfunktion)

(i) Numerische Losung des Auleren Sonnensystems (Sechskdrperproblem) mittels verschiede-
ner Einschrittverfahren, vgl. Buch (Abbildung 2.4).

» Explizites Eulerverfahren
(Spiralen nach auf3en, Schlechte Erhaltung der Hamiltonfunktion)

e Symplektische Eulerverfahren (Lie-Trotter-Splittingverfahren), Stormer—Verlet-

Verfahren (Strang-Splittingverfahren)

(Zufriedenstellende Resultate)




3 Numerische Verfahrensklassen

Inhalt.

¢ Runge—Kutta-Verfahren

Kollokationsverfahren

e Partitionierte Runge-Kutta-Verfahren

Nystrom-Verfahren

Bemerkung. Aus Zeitgriinden werden Kompositionsverfahren und Splittingverfahren nicht
mehr behandelt.



3.1 Runge-Kutta-Verfahren und Kollokationsverfahren

Verfahrensklasse. Runge-Kutta-Verfahren® bilden eine bekannte Klasse von Einschrittverfahren
zur numerischen Lésung von gewohnlichen Differentialgleichungen und finden auch bei der Zeit-
integration von partiellen Differentialgleichungen Anwendung. Eine spezielle Teilklasse sind Kol-
lokationsverfahren, fiir welche Eigenschaften wie Ordnung und Symplektizitidt sowie stetige Aus-
gabe (continuous output) auf vergleichsweise einfache Art und Weise zu analysieren sind.

9Carl Runge (1856-1927), Wilhelm Kutta (1867-1944)



3.1.1 Runge-Kutta-Verfahren

Differentialgleichung. Wir betrachten ein Anfangswertproblem (nichtautonome Differential-
gleichung, Anfangsbedingung) fiir eine zeitabhingige Funktion y : [fy, T] c R — R%: t — y(t)

d =
{d[y(t) flty®), (26)

y(ty) gegeben,

mit definierender Funktion f : [f, T] x D c R x RY — R : (¢, y) — f(t,y) und vorgegebenem An-
fangswert y(fy) € D c R%.

Runge-Kutta-Verfahren. Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren zur ndherungsweisen Losung
des Anfangswertproblemes (26) ist durch eine Rekursion der Form

Yr,”‘ = f(tn + Cih, Yni);

s
Yiui =yn+hz a,-jY,'lj,
j=1

1<i<s,
27)

s
J’n+1:yn+hzbiY,,”~, 0<n<N-1,
i=1

gegeben. Die Koeffizienten 2 = (a;j)1<i,j<s € R**%, b = (bj)1<i<s € R® und ¢ = (¢;)1<i<s € R® mit
c; €[0,1] fiir 1 < i < s werden meistens mittels Butcher Tableau'® angegeben.

c| A
[JT

Falls a;; = 0 fir 1 < i < j < s, heilSt das Runge-Kutta-Verfahren explizit, ansonsten implizit. Eine
tibliche Bedingung an die Verfahrenskoeffizienten, die im Folgenden vorausgesetzt wird, ist

s
Cizzaij, l1<ic<s. (28)
j=1

Satz iiber implizite Funktionen. Der Satz tiber implizite Funktionen sichert die Losbarkeit eines
nichtlinearen Gleichungssystems
G(x,y)=0

in einer Umgebung einer bekannten Lésung (xo, yo). Es bezeichne G: X x Y — R": (x, y) — G(x, y)
(mit offenen Mengen X c R™ und Y c R") eine stetig differenzierbare Funktion. Weiters seien fiir
ein Element (xo, yp) € X x Y die folgenden Bedingungen erfiillt (partielle Ableitung beziiglich y)

G(xo, y0) =0, 02G(xo, yo) invertierbar.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion g: X< X — Yy c Y (de-
finiert auf offenen Umgebungen X, von xy und Y, von yp) mit den Eigenschaften

g(x0) = yo, G(x,g(x)) = 0 fiir alle Elemente x € Xp.

10John Butcher (31. Mirz 1933)



Losbarkeit von impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Um die Existenz und Eindeutigkeit der nu-
merischen Losung sicherzustellen, ist bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren (27) die Losbarkeit
des nichtlinearen Gleichungssystems G(h, Y;)) = 0 mit

S
Yoo~ flta+cihyn+h) ajYy;)
j=1
Gh, Yy =G(h,Y,,..., V) =

S
Yos—fltn+cshyn+h ) as;Yy, ;)
=1

zu untersuchen. Fiir i = 0 ist eine Losung durch

G(O;f(tn;yn),---;f(tnxyn)) =0

gegeben. Unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen an die Funktion f folgt

N
02G(h,Y;) =I-h|aijOf (ta+cihyn+h ) aicY,,) )
/=1 1<i,j<s

0.G(0,Y,) =1 invertierbar.

Somit sichert der Satz {iber implizite Funktionen fiir hinreichend kleine Zeitinkremente h > 0 die
eindeutige Losbarkeit des definierenden Systems

Y, = fty+cih, Y1),

Iy _ N
GhY)=0 <= Y, :J/n+hz ain’;j,
j=1

l1<ic<s.

Lokaler Fehler, Ordnung. Ein Runge-Kutta-Verfahren (27) besitzt die Ordnung (Konsistenzord-
nung, lokale Konvergenzordnung) p = 1, falls der lokale Fehler

n-y)=y-ylo+h
fiir hinreichend regulédre Funktionen f und exakte Anfangswerte y, = y(f;) die Relation
y1—-yt)=0(h"*")  firh—0

erfiillt.
Runge-Kutta Verfahren der Ordnungen p = 1,2. Vgl. Kapitel 1 (Nachweis der Ordnung).
0
1
Einsetzen der Verfahrenskoeffizienten a;; =0, ¢; =0, b; = 1 in die Rekursion (27)
ergibt Yy,1 = y, und Y, = f(tn, Y1) = f(£4, y4), und wegen y, 1 = y, + hY,, folgt somit

¢ Explizites Eulerverfahren (s=p =1)

Ynr1=Yn+hf(tnyn),
vgl. (11).



¢ Implizites Eulerverfahren (s=p =1)
11

1
Einsetzen der Koeffizienten a;; =1, ¢c; = 1, by = 1 in (27) ergibt Y,;I = f(th+1, Yn1)

und folglich Y1 = yp, + hY,, = yu+h f(tps1, Yi1). Wegen yp1 = yn + hY), = Yy ergibt sich
somit

Yn+1=Yn+h f(tne1, Yns1),
vgl. (12).

e Implizite Mittelpunktsregel (s =1, p =2)

D=
DN

Einsetzen der Koeffizienten a;; = %, = %, by = 1in (27) ergibt die Relationen

Y/ = fln+ 2, Y), Y = yu+ 2] und ypi1 = yn+hY! | AUS 3 (Vne1—Yn) = 2] = Y=y
folgt Yy1 = %(yn +Yni1) bzw. V)| = f(t, + g, % (¥n + Yn+1)) und somit

J/n+1 = yn + hf( tn+2tn+l ) J/n+2yn+l ) )

vgl. (13).

Konstruktion von Runge-Kutta Verfahren und Ordnungbedingungen. Zur Konstruktion ein-
facher Runge-Kutta-Verfahren (27) wie des expliziten bzw. impliziten Eulerverfahrens oder der
impliziten Mittelpunktsregel kann man die Formulierung des Anfangswertproblemes (26) als In-
tegralgleichung

i t = t, t ’ '
{dty( )= f(6y(®) =y =yt +f flry@)dr
y(to) gegeben, n

niitzen. Die Anwendung einer Quadraturformel mit Gewichten (b;)1<;<s; und Knoten (c¢;)1<i<s
fihrt auf

tyth N
y(ty+h) = y(t,) +[ flt,y@®)dr = y(t)) + h Y. bif(tn+cih, y(t, +cih) dr,
t i=1
im Vergleich mit der definierenden Relation fiir die Runge-Kutta Lésung
S
Yn+1=Yn+ h Z bif(tn +cih, Yyi).
i=1

Im Spezialfall einer Funktion f (¢, y) = f () zeigt dies, dald die Verfahrenskoeffizienten eines Runge-
Kutta-Verfahrens der Ordnung p = 1 insbesondere die Ordnungsbedingungen fiir Quadraturfor-
meln (Einsetzen der Monome f(f) = t*"! fiir 1 < k < p)

Y bicf' =1, 1sks=p, (29)



erfiillen. Taylorreihenentwicklungen des exakten Losungswertes y(t;) = y(fo + h) und der Runge-
Kutta Losung y; beziiglich der Zeitschrittweite h (mit Entwicklungspunkt £ = 0) fithren auf folgen-
de Ordnungbedingungen (algebraische Bedingungen an die Verfahrenskoeffizienten, ohne Erkla-
rung, vgl. unten)

S
Ordnung p=1: Y bi=1,
i=1
S
Ordnung p=2: Y bici=3,
i=1

s s

2 1 1

Ordnung p =3: Zbicizg, Z biajjcj=5.
i=1 i,j=1

Dies zeigt, dall unter der zusétzlichen Bedingung (28)

bei Runge—Kutta-Verfahren der Ordnung p = 1,2 nur die Quadraturbedingungen auftreten.

e Fiir p=s =1 folgt b =1 und fiir ¢c; = 0 bzw. ¢; = 1 ergibt sich das explizite bzw. implizite
Eulerverfahren (mit a;; = c;).

e Fiir p =2 und s =1 folgt b) = 1 sowie ¢; = %, was auf die implizite Mittelpunktsregel fiihrt
(mit a;; = c1).

e Fiir p = s = 2 und Knoten ¢; = 0,c, = 1 ergeben sich die Bedingungen b; + b, = 1 sowie
bici +byco = by = % und somit b; = by = % Wegen 0 = ¢) = a;; + ajp sowie 1 = ¢ = ap) + dy»
ergeben sich als Entsprechungen der Trapezregel beispielsweise folgende explizite Runge-
Kutta-Verfahren mit a;; =0 = a2 und ajp = a»; = % oder a>; =1, as> =0.

ey
| |

Fiir p = 4 ist die Herleitung der Ordnungsbedingungen technisch schwierig, eine wesentlich bes-
sere und elegantere Alternative niitzt graphentheoretische Mittel (Bdume, B-Reihen).

D= DN
DS SIE
DO |
N= | O



3.1.2 Kollokationsverfahren

Vorbemerkung. Kollokationsverfahren fiihren auf spezielle implizite Runge-Kutta-Verfahren
und ermoglichen es, dafiir auf vergleichsweise einfache Weise Aussagen iiber Eigenschaften der
Verfahren wie lokale Konvergenzordnung, Stabilitdtseigenschaften (A- und B-Stabilitdt) sowie
Symplektizitét, was wesentlich in Hinblick auf Langzeitintegrationen ist, nachzuweisen.

Kollokationsverfahren. Es seien ¢ = (¢;)1<;<s vorgegebene paarweise verschiedene reelle Kno-
ten mit 0 < ¢; = 1 fiir 1 < i < s. Das zugehorige Kollokationspolynom (auf dem rn-ten Teilintervall
[y, th+1]) ist ein Polynom u : R — R vom Grad < s, welches den folgenden Bedingungen gentigt
d%u(tn+cih)=f(tn+c,~h,u(tn+c,-h)), 1<is<s,
u(ty) = yn,

d.h. das Kollokationspolynom erfiillt die Differentialgleichung in (26) an den Stiitzstellen ¢, + c;h
und die (numerische) Anfangsbedingung. Die Kollokationslosung ist dann durch den Funktions-
wert des Polynoms bei t,,4) = t;, + h definiert

Yn+1 = U(tps1).

Durch Auswertung des entsprechenden Kollokationspolynoms fiir ¢ € [fy, T] erhédlt man neben den
diskreten Approximationswerten (y,)1<n<n Zudem auch stetige Approximationswerte (continous
output).

Zusammenhang mit Runge-Kutta-Verfahren. Im Speziallfall s = 1, d.h. bei Vorgabe eines Kno-
tens 0 < ¢; < 1, ist das Kollokationspolynom vom Grad < 1 von der Form (Anfangsbedingung er-
fullt)

u)=yp+alt—t,).

Wegen u/(t) = a folgt aus der Bedingung v/ (¢, + c1 h) = f(t, + c1h, u(t, + c1 b)) die Relation
a=f(tp+crh,yps+acih),  ypi1=ultys1) =yn+ah.
Fiir die Knotenwahl c; =0, ¢; = % bzw. c¢; =1 ergeben sich bekannte Runge—Kutta-Verfahren.
¢ Explizites Eulerverfahren

c1=0: a=f(tnryn), yn+1=yn+hf(tn;yn)-

¢ Implizites Eulerverfahren

a= f(tys1,Yn+ah) = f(tps, )
c=1: { Fltnsr, yn AUSR A Yne1=Yn+h f(tne1, Yne1).

Yn+1=Yn+ah,

¢ Implizite Mittelpunktsregel

{a:f(tn+g,J’n+§a) :f(%’yn"'zynﬂ),

Vnel = Vn + hf(t,,+tn+1 J’n+_}’n+1)
2 ) 2 °
Yns1=Yn+ah,

C1 =

Allgemein gilt folgendes Resultat.



Theorem. Jedes Kollokationsverfahren zu s paarweise verschiedenen Knoten (c;)1<i<s ist dqui-
valent zu einem s-stufigen Runge—Kutta-Verfahren (27) mit Koeffizienten

Ci 1
aij:f fj(‘[)d‘[, bl':f f,’(‘[)d‘[, (30)
0 0

wobei die Lagrange-Polynome (¢;)1<;j<s durch

S
li:R—>R:17—~¢;(1) = H
j=1
j#i

T—Cj
Ci—Cj ’

1<i<s,

gegeben sind.

Das Kollokationspolynom u (eigentlich u = uy,,,,1) zu den paarweise verschiedenen
Knoten (c¢;)1<i<s ist ein Polynom vom Grad < s, das durch die Anfangsbedingung u(¢,) = y, so-
wie die s Bedingungen u/(t,+c;h) = f (tn +cih,u(t,+c; h)) fiir 1 < i < s eindeutig bestimmt ist. Da
die Lagrange-Polynome eine Basis des Raumes der Polynome vom Grad < s —1 bilden, folgt

qc)li(t), grqg<s-1,
1

q(T) = .

S
i=

und insbesondere mit g : T — u'(t;, + Th) (Polynom vom Grad < s—1)
S
Wth+th) =) U (th+cih) €;(7).

i=1

Integration der obigen Identitit, Einsetzen der Anfangsbedingung u(t;,) = y,, sowie y,4+1 = u(t,+h)
und (30) fuhrt auf

u(tp+cih)—yn=ult,+th)

ci Ci S Ci
0=hf W(th+th)dr=h)_ u'(tn+c,~h)f l;(t)dr
= 0 i=1 0

s
= hz aij u’(tn—i—cih),
i=1

1 1 s 1

V1 — Yn = ulty +Th), 0= hf UWth+thydr=h)_ u'(t,+ cih)f ¢;(r)dr
7= 0 i=1 0
S
= hz b;u'(t,+cih).
i=1

Dies ergibt gerade die definierenden Rekursion eines Runge-Kutta-Verfahrens mit

Yni = u(t, +cih), Y =u(ty+cih) = f(tn+cih, ulty+ cih) = f(tn + cih, Yyi),

vgl. (27).
Folgerung. Fiir p =1 und g = 1 betrachte die Bedingungen

N
B(p): bick' =1, 1=<k=p,
=1

1

N
Clq): Zaijc}c*:%cf, l<k<gq, 1<i<s,
=



vgl. auch Ordnungsbedingungen fiir Quadraturformeln (29). Jedes zu einem Kollokationsverfahren
dquivalente s-stufige Runge-Kutta-Verfahren (27) erfiillt dann die Bedingungen B(p) sowie C(s).

Aus der Darstellung der Monome f(¢) = t*! fiir 1 < k < s mittels Langrange-
Basispolynomen (¢;(c) = 0; fiir 1 < i, k < ) folgt

S S
Fl=fw=Y flenti=Y i, 1skss. (31)
i=1 i=1
Da die Koeffizienten des Runge—Kutta-Verfahrens durch (30)

Ci 1
aijzf [j(‘[)d‘[, bi:f gi(T)dTr
0 0

gegeben sind, ergibt sich

K s 1 1 s 1
B(s): bicl]f_I:Zf Bi(r)drcf_lzf Zcf_lfi(r)drzf Tk_ldTZ%, l<k=<s,
i=1 i=170 0 j=1 0
und weiters
s ci S Ci
C(s): Zaijc}c_lzf Zc}c_lﬁj(r)drzf Fldr=1cF, 1=ikss,
j=1 0 j=1 0

was zu zeigen war.

Bemerkung. Das folgende Resultat sichert, daf$ ein Kollokationsverfahren dieselbe Ordnung wie
die zugrundeliegende Quadraturformel besitzt, und stellt damit eine wesentliche Erleichterung bei
der Konstruktion von impliziten Runge-Kutta-Verfahren hoher Ordnung dar.

Theorem. Falls die Koeffizienten eines zu einem Kollokationsverfahren dquivalenten impliziten
s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren die Bedingung B(p) fiir ein p = s erfiillen, dann besitzt das Ver-
fahren Ordnung p.

Es ist zu zeigen, dall der lokale Fehler des Kollokationsverfahrens die Relation

Yne1 = Y1) = ﬁ(hp+l)
erfiillt, wobei y, = y(f,) angenommen wird. Die Idee ist es, das durch die Bedingungen

d%u(t,ﬁcih):f(tn+cih,u(tn+c,~h)), l<ic<s,

bestimmte Kollokationspolynom als Losung der Differentialgleichung
Luw=fltu®)+r@), thststpn,
mit zusitzlicher zeitabhdngiger Inhomogenitét (Storungsterm) zu betrachten. Beachte, dal3
r(ty+cih) = % uty+cih) = f(tn+cih, u(ty +cih)) =0, l1<i<s.
Bilden der Differenz mit der urspriinglichen Differentialgleichung ergibt

Lut)- Ly = f(t,u®) - f(Ly®O)+r(0),  tp<t<ty.



Eine Taylorreihenentwicklung von f fiihrt weiters auf
Lum -4y = fLrum+a —T)y(t))|;0 +r (D)
:folan(t,Tu(t) +(1-1)y®)dr+r()
:folayf(t,ru(t) +1-0y®)dr (u@®-y®)+r@), th<t<tp1.

Die Funktion d = u — y erfiillt somit eine nichtautonome lineare Differentialgleichung mit zusétz-
licher Inhomogenitit

1
%d(t):A(t)d(t)+r(t), A(t):fo oy f(t,Tu(®)+ (A -1)y(®)dr, < t<tuel,

sowie die Anfangsbedingung d(t,) = u(t,) — y(t,) = 0, da fiir die Untersuchung des lokalen Fehlers
¥n = y(t,) angenommen ist. Mittels linearer Variation-der-Konstanten Formel folgt die Losungs-
darstellung

t
d(t):f Q) r(r)dr, h<t<tps,
In
wobei Q(t, s) die Resolvente der zugehorigen homogenen Differentialgleichung bezeichnet

Lo =A0Q01, QtH=I, ty<t<ty.

Differentiation ergibt ndmlich

t
%d(t) zf A QT rm)dr+Q, ) r() = A d@) +r(1), < T<ips1.
1,

n

Insgesamt ergibt sich fiir den lokalen Verfahrensfehler die Darstellung

tn+1
Yn+1 = Y(tns1) = u(tys1) = y(tn+1) = d(tns1) =f Qtp+1, ) r(T) dr.
In

Wegen r(t,+c;h) = 0fiir 1 < i < sund da nach Voraussetzung die Quadraturformel (b;, c;) Ordnung
p = s besitzt, was gerade der Bedingung B(p) entspricht, folgt

Tn+1 S
Yn+1 =Y (tns1) :f Q(tp+1, ) r(T)dr—h Z bi Q(tps1, th+cik) r(ty+cih) = ﬁ(hm—l),
In i=1

was die Behauptung ist.

Bemerkung. Ein weiteres Resultat sichert, da das Kollokationspolynom auf dem entsprechen-
den Teilintervall die lokale Ordnung s besitzt.

Theorem. Das Kollokationspolynom besitzt auf dem zugehorigen Teilintervall [z, £;,+1] die loka-
le Ordnung s, das heil3t, fiir hinreichend kleine Schrittweiten 0 < h < hy gilt

lu(®) - y(OIl<Ch™,  ty<t<ty.



AuBlerdem erfiillen die Ableitungen die Abschédtzung
1@ -y®m<ch™ %, t<t<ty,, l1<ks<s.
Die Darstellung der ersten Ableitung des Kollokationspolynoms mittels Lagrange-

Polynomen fiihrt auf

S S
UW(th+th) =) u(th+ci) 0i(0) =) f(ta+cih ulty+cih)) (1), 0<7t<1.
i=1 i=1

Andererseits ergibt sich mittels Interpolation durch die s Knoten (c;);<i<s fiir die exakte Losung
der Differentialgleichung die Relation

S
Vtn+th) = f(ta+Th,y(tn+Th) =Y f(th+cih, y(tp+ i) (1) + O(R®), O0<1<1,
i=1

wobei der Interpolationsfehlerterm von der (s +1)-ten Ableitung der Lésung y abhingt. Bilden der
Differenz und Integration fiihrt auf

%((u(tn +Th) = y(tn +Th)) — (ulty) - y(tn)))

(v (th+0oh)-y'(t,+oh)) do (32)

I
S—

N T
=y (f(tn+cih,u(tn+cih))—f(tn+cih,y(tn+c,-h)))f Ci(r)dr+ O(hY).
i=1 0

Wegen u(t,) - y(t,) = €(hP*!) und durch Anwendung der Lipschitz-Stetigkeit von f ergibt sich die
Abschétzung

S
cmax Ju® -yl <Ch ) lulty+cih) = yltn+cihl +Ch**!
n=t=Ilp41 i=1

<Ch max |u(d)-y@)|+Ch*,

thSt<tpi1

was fiir hinreichend klein gewéhlte Schrittweiten auf die erste Behauptung fiihrt

max |u(t)— y(®)ll < Ch*E,

th<t<tpi1

Differentiation der Relation (32) zeigt die weitere Behauptung.

Gaul3-Kollokationsverfahren. Die Wahl der s-stufigen Gau8schen Quadraturformel mit zugeho-
rigen Knoten (c;)1<i<s gegeben als Nullstellen des s-ten Legendre-Polynoms

P:R—R:x— P(x) = & (x*0-x)°)

fiihrt auf ein implizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = 2s. Neben den Stabilititseigen-
schaften A-stabil und B-stabil sind Gaulische Quadraturformel symplektisch, weswegen sie fiir
Langzeitintegrationen geeigneter als andere Verfahren sind.

» Speziell fiir s = 1 ergibt sich die implizite Mittelpunktsregel.



Radau-Kollokationsverfahren. Die Wahl der s-stufigen Radau-Quadraturformel mit ¢g = 1 fiihrt
auf implizite Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = 2s — 1 (Radau IIA Verfahren). Obwohl diese
Verfahren fiir steife Differentialgleichungen wie beispielsweise Zeitdiskretisierungen von paraboli-
schen partiellen Differentialgleichungen bedeutsam sind, sind sie aufgrund fehlender Symmetrie-
und Symplektizitdtseigenschaften nicht fiir Langzeitintegrationen geeignet.

Lobatto-Kollokationsverfahren. Die Wahl der s-stufigen Lobatto-Quadraturformel mit zugeho-
rigen Knoten (c;)1<i<s gegeben als Nullstellen des Polynoms

P:R—R:x— P(x)= L5 (x* 11-x°"),

dxs—2

wobei insbesondere c; = 0 und ¢, = 1, fithrt auf ein implizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung
p =2s—2 (Lobatto ITIA).

o Speziell fiir s = 2 ergibt sich die implizite Trapezregel.



3.1.3 Unstetige Kollokationsverfahren

Vorbemerkung. Die Betrachtung unstetiger Kollokationsverfahren ermoglicht es, auf vergleichs-
weise einfache Weise Aussagen iiber Eigenschaften von gewissen Verfahrensklassen wie lokale
Konvergenzordnung, Stabilitdtseigenschaften (A- und B-Stabilitdt) sowie Symplektizitdt herzulei-
ten. Um sicherzustellen, daly die Ordnung des Kollokationsverfahrens mit der Ordnung der zu-
grundeliegenden Quadraturformel tibereinstimmt, wird die Kollokationslosung folgendermalien
definiert.

Unstetige Kollokationsverfahren. Es seien (c;)2<i<s—1 vorgegebene paarweise verschiedene re-
elle Knotenmit0 < ¢; < 1fiir2 < i < s—1und by, bs € R zwei Gewichte. Das zum unstetigen Kolloka-
tionsverfahren gehoérige Polynom (auf dem n-ten Teilintervall [¢,, t,,+1]) ist ein Polynom u: R — R
vom Grad < s -2, welches den folgenden Bedingungen geniigt

{%u(tn+cih):f(tn+clh Uty +cih)) 2<i<s-1,

u(tn) = yn— by ($ utn) = f(tn, u(ty)),

d.h. das Kollokationspolynom erfiillt die Differentialgleichung in (26) an den inneren Stiitzstellen
tp+cihfiir 2 <i < s—1und eine spezielle Anfangsbedingung, welche die Differenz % u(t,+ch)—
f(tn+ c1h, u(ty + c1h)) mit ¢; = 0 beinhaltet. Die Kollokationslsung ist dann mittels des Funkti-
onswertes des Polynoms bei t,,+1 = ¢, + h und die Differenz % u(t, +csh)— f(tn +csh, u(t, + csh))
mit ¢; = 1 definiert

Yn+1 = ullps1) — Ilbs( u(tp+1) — f(tn+l;u(tn+1)))-

Bemerkung. Das erste Resultat zeigt die Aquivalenz von unstetigen Kollokationsverfahren und
speziellen impliziten Runge-Kutta-Verfahren.

Theorem. Jedes unstetige Kollokationsverfahren zu s — 2 paarweise verschiedenen Knoten
(¢i)2<i<s—1 und Gewichten by, b € Rist 4quivalent zu einem s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren (27)
mit Koeffizienten gegeben durch die Bedingungen

=0, CSZI! ail:bl’ aiSZO) 1SiSS, B(s-2), C(s-2).

Ahnlich wie zuvor niitzt man, daB die Lagrange-Polynome zu den s — 2 paarweise ver-
schiedenen Knoten (c;)2<;<s—1 eine Basis des Raumes der Polynome vom Grad < s — 3 bilden, d.h.,
es folgt

s=1
q@m =) qlc) (1), grg<s-3,
i=2
und insbesondere mit g : T — u'(t, + Th) (Polynom vom Grad < s — 3) gilt

s—1
W(th+th) =) u'(th+cih) €;(1).

i=2
Auswerten bei T = 0 sowie 7 = 1 ergibt
s—1 s—1

Wity) =) u(ty+cim€;(0),  u'(tps) =) U (tq+cih)€;(1).
i=2 i=2



Integration der obigen Identitit und Einsetzen der Relation u(t,) = y, — h by (¢/(t,) — f(tn, u(tn)))
ftihrt somit auf

u(t,+cih) =u(ty) +u(t,+th)

Ci
7=0

Ci
=u(t,) + hf u(t,+th)dr
0

s—1 Ci
=yn—hbit'(t)) + hby f(tn, u(ty))+h)_ u’(tn+cih)f li(1)dr
0

i=2
s—1 s—1 Ci
=yn—hby ) u'(tp+cih) €;(0)+hby f(tn, u(ty))+h Y u'(t,+ c,-h)f ¢i(r)dr
i=2 i=2 0

s—1 Ci
= Yn+ by f(tn ult))+h Y. (ty+cih) (f ;1) dr—bléi(O)),
i=2 0

was mittels Y,,; = u(t, + c;h) sowie Y/ . = u/(t, + c;h) = f(tn+ cih, u(ty + ¢;h)) = f(tn + ¢;h, Yy) fiir
1<i<s—1mitc; =0die Relation

s—1 [
Ypi=yu+hb Y, +hY Y, (fo 0;(1) dr—blf,-(O))
i=2

ergibt. In dhnlicher Weise erhélt man mittels y,+1 = u(t,+1) — h bs(% u(tn+1) = f(tn+1, ultns1)))

1 s—1 1
U(tne1) = ulty) + hf U(th+th)dr = ulty) +h)_ u'(t,+ cih)f l;(r)dr
0 i=2 0
s—1

1
= yn+1=u(tn)+h2u’(tn+cl~h)f0 0i(v) At — hbg(/ (tn11) = f(tne1, ultns1)))
i=2

s—1 1
=u(ty)+h)_ u(ty+cih) (f ti(t)dr - bs&(l)) +hbs f(tns1, ultni)))
i=2 0

s—1 1
= Yu+hb Y +hY Y, (f 0;(t)dt — by £;(0) bszi(l)) +hbgY,.
i=2 0
Insgesamt zeigt dies den Zusammenhang mit einem Runge-Kutta-Verfahren mit Koeffizienten

ci
aﬂ:bl, aij:fo [i(‘[)d‘[—blfi(()), 2<i<s-1, ajs=0, 1<i<s,

1
bi:f (,’(T)dT—bléi(O)—bsfi(l), 2<i<s-1.
0

Es bleibt zu zeigen, dal die Ordnungsbedingungen B(s —2) und C(s —2), das heil3t



erfiillt sind. Wegen c; = 0 sowie ¢; = 1 und der Darstellung der Polynome g(7) = 7% fiir1 < k < s—2
mittels der s — 2 Lagrange-Polynome folgt

s s—1 1
Zbi:b1+2(f [,‘(T)dT—blgi(O)—bs[z‘(l))"'bs
i=1 i=2 Y0

1s-1 s—1 s=1
= b1+f Y li(m)dr—b1 ) £;(0)—bs)_ €;(1)+ b
0 j=2 i=2 i=2

=by+1-Db;— b+ b;
=1,

S s—1 1
Z biCllC_l = Z (fo 2;(t)dTr—b1 £;(0) — bsfi(l)) C:y—l + b
i=1 i=2

1s-1 s—1 s—1
= ¢, Ci(t)dr—Db1 ) c; €i(0)—bs ) c; £i(1)+bs
Y cHlvmdr-n Y cFle bs Y ckle b
0 j=2 i=2

i=2

=1, 2<kss-2,
k-1 k-1, % k k-1
Za”c] =a;1c +Za”c] +aisC;
j=1 j=2
k-1, [ ko “ k1
= by} +f0 ]Z'zcj F,-(T)dr—bljzzcj 2;(0)

ci
= blc{c_l +f k=ldr - b k-1
0

1 .k
%Ci l1<k<s-2,

7=0

was die Behauptung zeigt.

Bemerkung. Unstetige Kollokationsverfahren sind so konstruiert, da@ sie analog zu stetigen Kol-
lokationsverfahren dieselbe Ordnung wie die zugrundeliegende Quadraturformel besitzen.

Theorem. Falls die Koeffizienten eines zu einem unstetigen Kollokationsverfahren dquivalenten
impliziten s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren die Bedingung B(p) fiir ein p = s erfiillen, dann be-
sitzt das Verfahren Ordnung p.

Es ist zu zeigen, daB der lokale Fehler des Kollokationsverfahrens die Relation

Yne1 = Y1) = ﬁ(hp+l)

erfiillt, wobei y, = y(¢;) angenommen wird. Wie bei stetigen Kollokationsverfahren ist die Idee,
das durch die Bedingungen

%u(rn+cih)=f(tn+c,-h,u(tn+c,~h)), 2<i<s-—-1,
u(ty) = yn-— hbl(% u(ty) _f(tn; U(tn)));
Yn+1 = U(tps1) — hbs(% u(tn+1) _f(tn+1» u(tn+1)));

bestimmte Kollokationspolynom als Losung der Differentialgleichung

Luy=f(Lu®)+r®), thst=<tyn,



mit zusétzlicher zeitabhidngiger Inhomogenitét (Stérungsterm) zu betrachten und dabei die Be-
dingungen

r(t,+cih) = %u(tn+cih)—f(tn+c,-h, u(tn+¢;ih) =0, 2<i<s-1,

zu nutzen. Die selbe Vorgehensweise wie bei stetigen Kollokationsverfahren fiihrt auf eine nicht-
autonome lineare Differentialgleichung fiir die Funktion d = u—y

1
%d(t):A(t)d(t)+r(t), A(t):fo oy f(t,Tu(®)+(A-1)y(®)dr, th < t<thel,

mit folgender Losungsdarstellung

t
d(t) =Ql(t, tn)d(t,,)+f Q(t, 1) r(r)dr, L <t<tps1.

tﬂ

Fiir den lokalen Verfahrensfehler ergibt sich mit der Notation r(¢) = u/(t) — f (t, u(t)) die Relation

Yn+1— _V(tn+1) = u(tp+1) — hbs(u,(tnﬂ) _f(tn+1; u(tn+1))) - J’(tn+1)
=d(tp+1) — hbs(u,(tnﬂ) - f(tn+1, u(tn+l)))

In+1
=Q(tn+1, tn) (u(tn)_Yn)+f Qtp+1, D) r(@) dr

n

—hb; (u,(tn+1) - f(tn+1; u(tn+1)))
In+1
=—hblﬂ(tm,tn)(u’(tn)—f(tn,u(tn)))+f Qltnsr, 1) () dr
ty

— hb; (u/(tn+1) - f(tn+1: u(tn+1)))
In+1
= Qtp+1, D) r@) dr — by Q(tn41, ) T(8) — hbs Q(En41, trs1) T(En41)
In
Wegen r(t, +c;h) =0 fiir 2 < i < s—1 und da nach Voraussetzung die Quadraturformel (b;, c;)
Ordnung p = s besitzt, folgt

In+1 D
Yn+1 = Y(tn+1) =f Qln1, D) (M) AT = Y b Qtne1, tn + i) 1ty + c;h) = O(RP*),
In i=1

was die Behauptung ist.

Bemerkung. Im Gegensatz zu stetigen Kollokationsverfahren besitzt ein unstetiges Kollokations-
verfahren auf dem entsprechenden Teilintervall die lokale Ordnung s — 1.

Theorem. Das zu einem unstetigen Kollokationsverfahren zugehorige Polynom besitzt auf dem
zugehorigen Teilintervall [#,, t,,+1] die lokale Ordnung s—1, genauer, fiir hinreichend kleine Schritt-
weiten 0 < h < hy gilt

lut) -yl <cht, 1uP@0-yPwi<ch%  t,<t<ty, l<k<s-2.
Die Darstellung der ersten Ableitung des Kollokationspolynoms mittels Lagrange-
Polynomen fiihrt auf
s=1

s—1
UW(th+th) =) U (th+cih) €i(1) =) f(tn+cihulty,+cih) i), 0sT=<1.
i=2 i=2



Andererseits ergibt sich mittels Interpolation durch die s — 2 Knoten (c¢;)2<i<s—1 fiir die exakte Lo-
sung der Differentialgleichung die Relation
s—1
Vn+Th) = fta +Th, Yty +TR)) = Y f(ta+ cih y(ta+ i) 6;(0) + O(R°%), 0=7<1,

i=2

wobei der Interpolationsfehlerterm von der (s —1)-ten Ableitung der Losung y abhéngt. Bilden der
Differenz, Integration und Einsetzen der Anfangsbedingung fiihrt auf

Uty +th)—yty+th) = yn— y(tn)
s—1 T
+hz(f(tn+cih,u(tn+0ih))—f(l‘n+cih,y(tn+cih)))/ ¢;(1)dr
i=2 0
—hbi (L ulty) - f(tn, ulty))) + O(R°7).

Wegen y,, — y(t,) = €(h”*) und durch Anwendung der Lipschitz-Stetigkeit von f ergibt sich fiir
hinreichend klein gewihlte Schrittweiten die Abschitzung

max u(®) - y(@l < Chllu'(ty) = f(tn, ult))l+Ch < ChS!,

tnSt<tpi1

was auf die erste Behauptung fiihrt. Differentiation ergibt die Behauptung fiir die Ableitung.

Bemerkung. Unstetige Kollokationsverfahren beinhalten stetige Kollokationsverfahren als Spe-
zialfall mit b; =0 und b; = 0.

Lobatto-Kollokationsverfahren. Die Wahl der s-stufigen Lobatto-Quadraturformel mit zugeho-
rigen Knoten (c;)1<i<s gegeben als Nullstellen des Polynoms

P:R—R:x— P(x) = L5 (x 0 -x°1),

de—Z

wobei insbesondere ¢; = 0 und ¢, = 1, fithrt auf ein unstetiges Kollokationsverfahren der Ordnung
p = 2s—2 (Lobatto IIIB). In Kombination mit den Lobatto-IIIA-Verfahren bilden diese Verfahren
eine wesentliche Verfahrensklasse fiir Langzeitintegrationen.



3.1.4 Partitionierte Runge-Kutta-Verfahren

Vorbemerkung. Fiir Langzeitintegrationen von Hamiltonsystemen wesentliche Verfahren wie
das symplektische Eulerverfahren oder das Stérmer—Verlet-Verfahren zdhlen zwar nicht zur Ver-
fahrensklasse der Runge-Kutta-Verfahren, jedoch zur Klasse der partitionierten Runge-Kutta-
Verfahren. Partitionierte Runge—Kutta-Verfahren ergeben sich durch Anwendung von zwei Runge—
Kutta-Verfahren auf Differentialgleichungen in partitionierter Form fiir Funktionen y : [0, T] — R%
und z: [0, T] — R% (mit di,d,=1und d; +d> =d)

i =
{mﬂﬂ fy,z(0), 53)

Lz =g(y,2z0),

wobei f: R4 x R% — R% und g: R% x R% — R%, vgl. auch (14).

Partitionierte Runge—KEtta—Verfahren. Es seien b = (bj)1<i<s € R®, ™A = (a;j)1<i,j<s € RYS
und b = (b;)1<i<s € R®, & = (@;j)1<i,j<s € R**® die Koeffizienten zweier s-stufiger Runge-Kutta-
Verfahren. Das zugehorige partitionierte Runge—Kutta-Verfahren zur ndherungsweisen Losung des
partitionierten Differentialgleichungssystems (33) ist durch die Rekursion

Y, = fYnisZni),  Z); = 8Ynir Zni),

S S 1<ic<s,
Yni:yﬂ"—hzaijyr,zj’ Zni=zn+h a,'jZ;lj,
j=1 j=1 (34)
s s
Yne1=Yn+h) biY),, zps1=zn,+h) biZ,, 0<n<N-1,

i=1 i=1

gegeben.

Symplektisches Eulerverfahren. Die Kombination des expliziten Eulerverfahrens und des impli-
ziten Eulerverfahrens

s=1, an=1, b =1, an=0, b =1,

fiihrt auf das symplektische Eulerverfahren (15) der Ordnung p =1

Yns1=Ynt hf(yn+l;zn),
Zns1=2n+hg(Vn+1,2n) .

als partitioniertes Runge—Kutta-Verfahren (34), da aus

Yr,ll =fYm,Zn), Ym=yn+ thlzl’ Zy,ll =8, Zn1), Zn1=2zn,
Yns1=Yn+hY), zps1=zn+hZ),,

die Relationen Yy = y, + hY), = yni1, Zn = 2, und somit V), = f(Y1, Zu1) = f(Vns1,2n) bzw.
Z), = 8Yn1,Zn1) = §(¥n+1,2y) folgen.



Stormer-Verlet-Verfahren. Das Stormer—Verlet-Verfahren der Ordnung p = 2 ergibt sich als
zweistufiges partitioniertes Runge—Kutta-Verfahren (34) zu den Verfahrenskoeffizienten

0/o o 313 0
1 1 1
2 3 2 0
11 1
2 2 2

D= N]—= DN[—

i

Insbesondere fiir ein partitioniertes System der Form

|

{%y(t) = f(z(1),
Lz2=g(yw),

ergeben sich aus

Yo =fZn), Zp=8Wnm), Yp=f(Zn), Z=8Yn2),
Yii=yn, Yn2=yn+ %h(y,;l +Yo), Zm=an+ %hzl Zn2=2n+ %hZ;ﬂ )

nl»

Yne1=Yn+ %h(Yél +Y52), Zne1=2n+ %h(Z;ll +Zyi)»
die Relationen

Yo =fZn), Zyn=80n), Ypu=fZn), Zyp=8Wyn),
Y2 = Yn+3h(Yo + Vo) = Yns1s  Zn1 = Znz = 2n+3hZyy = 2n+ 3hg(yn),
Yne1=Yn+ zh(Ya+ Vo), znir =20+ 5h(Z3 + Z3),

und somit wegen z, 1 = Zn + 37 (8(Vn) + (Yn+1)) = Zn1 + 38 €(Yn+1) die Rekursion

Zni = zn+3hg(yn),
Yni1=Ynt+thf(Zn),
Zp1=Zm + %hg(yn+1),

vgl. auch (17).

Bemerkung. Partitionierte Runge-Kutta-Verfahren bilden spezielle Einschrittverfahren
(¥n»zn) — (¥n+1,2n+1), und somit ist der Begriff der Konsistenzordnung direkt anwendbar.
Aus der Betrachtung entkoppelter Systeme der Form

{%ym = f(ym),
420 =g(=(1),

folgt unmittelbar, dal die Ordnung des partitionierten Verfahren die Bedingung < min(p, p) er-
fiilllen muli, wobei p, p die Ordnungen der Runge—Kutta-Verfahren (b,%2l), (6,20) bezeichnet. Im
Allgemeinen ist es kompliziert, die Ordnungsbedingungen fiir ein partitioniertes Runge—Kutta-
Verfahren herzuleiten. Im Zusammenhang mit Langzeitintegration niitzt man deshalb folgen-
des Resultat zu Paaren von Lobatto-IIIAB-Verfahren, welche die Verallgemeinerung des Stérmer—
Verlet-Verfahrens darstellen.



Lobatto-IIIAB-Verfahren. Das aus dem s-stufigen Lobatto-IIIA-Verfahren und dem s-stufigen
Lobatto-IIIB-Verfahren gebildete partitionierte Runge-Kutta-Verfahren kann als unstetiges Kollo-
kationsverfahren betrachtet werden. Es besitzt somit dieselbe Ordnung wie die zugrundeliegende
Quadraturformel, d.h. p =2s—2, und die zugehérigen Polynome geniigen den Abschédtzungen

lu® @ -yPwl=Ch*, oskss,
@ -2P @l <Cch'%, o0skss-2.

Es seien (¢;)1<i<s mit ¢; = 0 und ¢ = 1 die Knoten der s-stufigen Lobatto-Quadraturformel
und (b;)1<;<s die zugehorigen Gewichte. Analoge Untersuchungen wie fiir Runge-Kutta-Verfahren
zeigen, dal Paare von Lobatto-IIIAB-Verfahren fiir (33) als unstetige Kollokationsverfahren be-
trachtet werden konnen, wobei die zugehorigen Polynome u, v vom Grad < s bzw. < s—2 die Be-
dingungen

%u(tn+cih):f(u(t,,+c,~h),v(tn+c,~h)), l1<i<s,
Loty +cih) =g(ulty+cih), vty +cih)), 2<iss-1,
u(ty) = yn,

v(tn) = zn— hby (3 v(tn) — g(ultn), v(t)),
Yn+1 = ultns1),
Zn1 = V(tne1) = hbs( S v(tnin) — g( ultns), v(tns1)),

erfiillen. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor zeigen die angegebenen Abschitzungen.



3.1.5 Nystrom-Verfahren

Nystrom-Verfahren. Nystrom-Verfahren sind spezielle Verfahren fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

&y = g6y, Tym). (35)

Die Einfithrung der Hilfsfunktion z = % y fiihrt auf ein partitioniertes System erster Ordnung (33)
der speziellen Form

Ly =z,
L2 =g(t,y(0),2(1),

wofiir ein partitioniertes Runge—Kutta-Verfahren (34) die Approximation

Yy =Zni, Zyp;=8Un+Cih, Yni, Zni),

S N .
~ l=si=<s,
Yni:J/n+hZain,,lj» Zni=znt+h a,'jZ,'lj,
j=1 j=1
S S -
Yne1=Yn+h) biY,,, zps1=zn,+h) biZ,, 0<n<N-1,
i=1 i=1
ergibt. Ersetzen der internen Stufen Y,,; und Y, ergibt
S
!
Z,,=8tn+cihyn+h)_ aijZni, Zni),
s =1 l<is<s,
- S ol
Zni _zn+hjz_la,]an,

S S
Yn1=Yn+h)Y_ biZni, zps1=2zn+h)_ biZl., 0<n<N-1.
i=1 i=1

Weiteres Eliminieren von Z,; und Verwendung der Bedingungen

s
Ci =

N
aij, 1<i<s, Zbizl,
j=1 i=1

fiihrt schlieBlich auf die iibliche Formulierung eines Nystrém-Verfahrens zur numerischen Losung
der Differentialgleichung zweiter Ordnung (35) mit Hilfsgrolen z,, Z,;

S S
! 2 ~ ! ~ ! .
z. :g(tn+c,~h,yn+c,~hzn+h Y aijaixZ i znt+h ) a,-jan), l<i<s,
k=1 i=1

! (36)

S
Yni1=Ynt+hzg+h* Y biaijZ,;j» Zns1=2n+h)_bi Z,

ni’

O=sn=N-1.

N
ij=1 i=1

Bemerkung. Ein Nystrom-Verfahren besitzt die lokale Konvergenzordnung p = 1, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist

lyr =yl +llz1 — 2zl = O(RP*Y),  h—o0. (37)



Spezialfall und Stormer-Verlet-Verfahren. Fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung der
speziellen Form

&y = g(t,y),

das heilst, ohne explizite Abh#ngigkeit von der ersten Ableitung d% y(t) vereinfacht sich die Rekur-
sion (36) zu

S S
aik=Y aijdix, Pj=) biGij, 1<i,jkss,
=1 i=1

S
Zni =g(t”+cih’y"+cihzn+h2Zlaijzfq), l<is<s,
J:

1

S
Yn1=Yn+thzy+h*Y BiZl., zZps=zp+h
i=1

1

S
biZ,;,, 0=n<N-1.
=1

Fiir die Koeffizientenwahl
s=1, clz%, a;1=0, B1=1, b =1,
ergibt sich das Nystrém-Verfahren
Yne1=Yn+hzn+ Rg(ta+ L yn+22,), zpa=za+hg(ta+ L yn+2z,), Osns=N-1,
welches den folgenden Relationen entspricht (mit #;,41/2 = t,;, + g)
Yne12=Yn+ 220, Zpi1=2n+hg(tns1/2,Yne1/2), Yna1 =Yn+hzna, 0snsN-1.

Das Stormer—Verlet-Verfahren erhilt man fiir die Wahl

rol—
=
I\

Il
(=]
)

~

Il

S

Il

NI

1
s=2, a=0, =1, an=apr=a2=0, an=3, f1=
da sich aus den folgenden Relationen

Zh=8nyn), Zho=8(twst, yn+hzn+ %hZZ,’ll),
Yni1=Yn+hzp+ 3022, zpa=za+in(Z,+2Z),), 0snsN-1,

weiters Z) , = g(t+1, Yn+1) und somit

h
Zp+1/2=2nt 3 g(tn, ¥n),

_ _ h
Yni1=Yn+hzpi12,  Zns1 = Zps1/2 + Eg(tn+1,.)/n+1), 0=sn=N-1,

ergibt, was dem Stormer—Verlet-Verfahren (17) mit zusétzlicher Zeitabhingigkeit der definieren-
den Funktion g entspricht.



