Kapitel 1

Grundlegende Resultate zu monotonen
Operatoren



1.1 p-Laplace-Operator

p-Laplace-Operator. Ein bedeutsames Beipiel eines monotonen Operators ist der p-
Laplace-Operator (fiir reellwertige Funktion w : R? — R, euklidische Norm)

Ap:D(Ay) € X — X :wr— —div{|[VwO " *Vwe),  pe,oo).
In zwei Raumdimensionen erhilt man die Relation

d=2:  (Ap)®) =0y ([ VW@ |" 20, wx) - 0y (VWP 0, wx),

[Vw)| = \/(c%c1 w(x)* + (0, w®),  x=(x1,x) R
in einer Raumdimension vereinfacht sich diese zu
d=1: —Ox(|6xw(x)|p_26xw(x)), xeR.

Der p-Laplace-Operator tritt beispielsweise bei der Modellierung von Diffusionsvorgingen,
welche durch den Gradienten der Losung bestimmt werden, auf. Abhdngig vom Wert des
Exponenten spricht man von Newtonschen-Fluiden! und Nicht-Newtonschen-Fluiden?; im
einfachsten Spezialfall ergibt sich der negative Laplace-Operator 3

Ay DAY S X — X w— —Aw.

1Exponent p € (1,2). Im dilatantischen Fall nimmt die Viskositit (Z4hfliissigkeit) des Fluides mit dem Gra-
dienten der Geschwindigkeit ab. Ein Beispiel ist Zahnpasta, die erst zu flieBen beginnt, wenn die ausgetiibten
externen Krifte groller als die internen Strukturkréfte sind.

2 Exponent p € (2,00). Im pseudo-plastischen Fall nimmt die Viskositit des Fluides mit dem Gradienten der
Geschwindigkeit zu. Man beobachtet dies beispielsweise bei einer fliissigen Mischung aus Wasser und Speise-
stirke; das Fluid verfestigt sich, wenn die ausgeiibten externen Kréfte grof3er als die internen Strukturkréfte sind.
Siehe https://www.youtube.com/watch?v=2XQ97XHjVw.

3 Exponent p = 2. Im Newtonschen Fall, beispielsweise bei Luft und Wasser, ist die Scherspannung propor-
tional zum Gradienten der Geschwindigkeit.



