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Das vorliegende Kompendium fal3t die im Rahmen der Lehrveranstaltung Weiterfiihrende
Fachkompetenzen: Stochastische partielle Differentialgleichungen (VU4) im Sommerse-
mester 2017 an der Universitdt Innsbruck behandelten Themen zusammen. Ohne Anspruch
auf Allgemeinheit und Vollstdndigkeit werden theoretische Grundlagen zur Einfiihrung und
Analyse von stochastischen partiellen Differentialgleichungen angegeben. Als Illustrationen
werden einfache Modellprobleme betrachtet und deren charakteristisches Losungsverhalten
mit jenem der entsprechenden deterministischen Spezialfille verglichen.

Das Kompendium beruht vorwiegend auf dem von Robert Denk verfallten Vorlesungs-
skriptum, welches unter

ROBERT DENK
Stochastische partielle Differentialgleichungen

http://cms.uni-konstanz.de/math/denk/home/publikationen-und-skripten/skripten/
frei verfiigbar ist. Im Rahmen des Ubungsteiles werden in

ANSGAR JUNGEL
Eine Einfiihrung in die Halbgruppentheorie

http://www.asc.tuwien.ac.at/~juengel/scripts/semigroups.pdf

AMNON PAZY
Semigroups of Linear Operators and Applications

angegebene Grundlagen zu stark-stetigen Semigruppen besprochen.

Als ergdnzende und weiterfithrende Literatur werden insbesondere die von Martin Hairer und
Jan van Neerven verfalsten Unterlagen

MARTIN HAIRER
An introduction to stochastic PDEs
http://www.hairer.org/notes/SPDEs.pdf

JAN VAN NEERVEN
Stochastic Evolution Equations
http://fa.its.tudelft.nl/ ~neerven/publications/notes/ISEM.pdf

empfohlen. Verweise auf Monographien zu stochastischen partiellen Differentialgleichungen
sind im Literaturverzeichnis angegeben.

Die erwdhnten Vorlesungsskripten bieten die Vorteile kompakter Darstellungen und freier
Verfiigbarkeit, sollten jedoch mit einem kritischen Blick auf inhaltliche Richtigkeit und mog-
liche Druckfehler verwendet werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Inhalt. Ausgehend vom elementaren Fall einer deterministischen linearen Diffusionsglei-
chung werden gebrduchliche Schreibweisen fiir stochastische partielle Differentialgleichun-
gen eingefiihrt. Die Uberlegungen zeigen, daB theoretische Grundlagen zu stochastischen
Prozessen mit Werten in Banach-Rdumen und zum stochastischen Integral fiir die Einfiih-
rung und Analyse von stochastischen Evolutionsgleichungen wesentlich sind. Als Illustrati-
on wird das Losungsverhalten der stochastischen linearen Diffusionsgleichung mit raumlich
und zeitlich weillem Rauschen untersucht; weiters werden ein einfaches Modell fiir Polymere
und als bekanntes Beispiel eines nichtlinearen Systemes die stochastischen Navier-Stokes-
Gleichungen angegeben.

Notationen.

(i) Es bezeichne K = R oder K = C. Der euklidische Raum K¢ wird mit dem kanonischen
Skalarprodukt (komplexe Konjugation im zweiten Argument)

d
xy=y) = (x|Y)pa= Y Ve, x=G1..x) €K, y=Gn,e v €KY,
k=1

und der zugehorigen Norm

d

T d

Ixlh = lxllya = | D 1%, x=(x1,...,x0)" €K,
k=1

versehen.

(ii) Die Ableitung einer Funktion F, beispielsweise die Fréchet-Ableitung einer Funktion
F: X — Y zwischen zwei normierten Rdumen (X, || - || x) und (Y, | - |ly), wird mit F’ be-
zeichnet.



(iii) Um Verwechslungen mit partiellen Ableitungen zu vermeiden, werden im Zusammen-
hang mit stochastischen Prozessen und stochastischen partiellen Differentialgleichun-
gen die Notationen u(f), Z(¢) (statt us, Z;, vgl. DENK, 2014) verwendet.

(iv) Es wird darauf hingewiesen, da Doppelbezeichnungen, d.h. die Verwendung gleicher
Bezeichnungen fiir verschiedene Objekte, kaum zu vermeiden sind. Beispielsweise be-
zeichnet Aim maltheoretischen Kontext ein Element A € o7 einer o-Algebra; im Zusam-
menhang mit einer stochastischen partiellen Differentialgleichung wird die Bezeich-
nung A fiir einen unbeschriankten linearen Operator A: D(A) € X — X verwendet.



1.1 Stochastische Evolutionsgleichungen

Evolutionsgleichungen.

(i)

(i)

(iii)

Partielle Differentialgleichung. Als einfaches Beispiel eines parabolischen Anfangsrand-
wertproblemes wird die eindimensionale lineare Diffusionsgleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen auf einem Intervall [a, b] € R und vorgegebener Anfangs-
bedingung Uy : [a, b] — R betrachtet

al’U(x) t) = axxU(x» t) + B(x) t)) (x) t) € (Cl, b) X (0) T))
Ula,t)=0=U(b, 1), tel0, 1],
U(x,0) =Uy(x), x€la,b].

Evolutionsgleichung. Fir theoretische Untersuchungen ist eine kompakte Formulie-
rung des Anfangsrandwertproblemes als abstraktes Cauchy-Problem zweckmiRig

u'(t) =Au(t) + b(p), te(0,7),
u(0) = uop;

dabei entspricht der unbeschrinkte lineare Operator A : D(A) ¢ X — X dem Differen-
tialoperator 0y, und b: [0, T] — X gibt die Inhomogenitdt an. Wesentlich fiir die theo-
retische Analyse, etwa fiir die Herleitung von Resultaten zur Existenz, Eindeutigkeit und
Regularitit der Losung, ist die Wahl des zugrundeliegenden Funktionenraumes X und
insbesondere die Definition des Teilraumes D(A) c X, welcher die geforderten Regulari-
tatseigenschaften sowie die vorgegebenen Randbedingungen wiederspiegelt. Betrachtet
man beispielsweise den Raum stetiger Funktionen versehen mit der Maximumsnorm als
zugrundeliegenden Banach-Raum (%' ([a, b)), || - ), fiihrt dies auf

A:D(A) = {ve6?((a,h)n%/la,b)): v(@ = 0= v(b)| — X = ([a, b)) :v— 0",

was dem Begriff der klassischen Losung entspricht; wihlt man stattdessen den Hilbert-
raum (L%(a, b), (-|-) 12, Il - II72) als zugrundeliegenden Funktionenraum, ergibt sich

A:D(A) = H*(a,b)n Hy (a,b) — X = L*(a,b) : v — V"
und damit eine Lésung in einem abgeschwéchten Sinn.

Verallgemeinerung. Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die lineare Diffusionsgleichung
in mehreren Raumdimensionen oder allgemeiner fiir parabolische Evolutionsgleichun-
gen, vgl. Theorie sektorieller Operatoren und analytischer Halbgruppen (LUNARDI,
1995).



Stochastische Evolutionsgleichungen.

(@

(i)

(iii)

Stochastische Einflufsgréfsen. Insbesondere in den Naturwissenschaften sind relevante
mathematische Modelle durch partielle Differentialgleichungen, welche die fiir die be-
trachteten Vorgédnge wesentlichen Einflulgré6Ben in Zusammenhang setzen, gegeben,
vgl. Lehrveranstaltung Mathematische Modellierung mit nichtlinearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen. In vielen realistischen Anwendungen ist es notwendig, neben dem
Einflul§ von bekannten Gréfen auch den Effekt von unvermeidbaren (kleinen) Stérun-
gen (Rauschen) miteinzubeziehen; solche unbekannten bzw. nur mit hohem Aufwand
bestimmbaren EinfluBgroflen werden hdufig durch orts- und zeitabhingige Zufallsgro-
Ben modelliert.

Stochastische Evolutionsgleichung. Die angegebenen Uberlegungen motivieren die Be-
trachtung von stochastischen partiellen Differentialgleichungen; mittels kompakter For-
mulierung ergibt sich beispielsweise eine stochastische Evolutionsgleichung der Form

u(t)=Au(®)+BZ'(1), re(0,T),
u(O) = Uy,

wobei B : X — X einen beschrdnkten linearen Operator und (Z(#))[o,17 €inen stocha-
stischen Prozef§ mit Werten im zugrundeliegenden Banach-Raum bezeichnet

Z(eX, tel0,T].

Da die fiir Anwendungen relevanten stochastischen Prozesse nicht differenzierbar sind,
d.h. der Wert der zeitlichen Ableitung Z'(f) im klassischen Sinn nicht wohldefiniert ist,
ist diese Formulierung im distributionellen Sinn oder als formale Schreibweise zu ver-
stehen.!

Stochastisches Integral. Aufgrund der geringen Regularitit stochastischer Grol3en ist die
Losung einer stochastischen Evolutionsgleichung im Allgemeinen als Losung einer In-
tegralgleichung wie etwa

t t
u(t):uo+f Au(r)dr+f BdZ(r), te(0,7),
0 0
zu verstehen. Das stochastische Integral ist als Erweiterung des Riemann-Stieltjes-
Integrales erkldrt; in Abhdngigkeit von der zugrundeliegenden Approximation ergibt sich

das Ito-Integral oder das Stratonovich-Integral. In Analogie zur linearen Variation-der-
Konstanten-Formel betrachtet man auch die Losungsdarstellung

t
u(t) :etAuo+f e DABdz(1), te(0,T).
0

1 Bemerkung. Diese Schwierigkeiten treten bereits bei stochastischen gewdhnlichen Differentialgleichungen
auf; beispielsweise sind die Pfade eines eindimensionalen Wiener-Prozesses fast sicher stetig, jedoch fast sicher
an keiner Stelle differenzierbar.



(iv) Symbolische Notation. Um anstelle der mathematisch korrekten aber etwas schwer-
falligen Formulierung als Integralgleichung die kompakte Formulierung als Evolutions-
gleichung beizubehalten und dennoch auf fehlende Regularitdtseigenschaften aufmerk-
sam zu machen, ist die folgende symbolische Notation gebrduchlich (die Schreibweisen

u = % und 7' = ‘é—f dienen als Eselsbriicke)

du(t)=Au(t)dt+BdZ(1), te(0,T),
u(0) =uy.

(v) Bemerkung. Der Ubergang von einer Differentialgleichung auf eine Integralgleichung
entspricht dem Ubergang von einer starken Losung, d.h. einer im Sinn der schwachen
Ableitung hinreichend oft differenzierbaren Losung, auf eine milde Lésung. Insbeson-
dere im Zusammenhang mit parabolischen Evolutionsgleichungen niitzt man die linea-
re Variation-der-Konstanten-Formel und Modifikationen davon, um geeignete Losungs-
darstellungen in Integralform herzuleiten, vgl. LUNARDI (1995).

Deterministisches Modell und stochastische Erweiterung. Im Prinzip ist fiir jede determi-
nistische Evolutionsgleichung, beispielsweise eine semilineare parabolische Evolutionsglei-
chung der Form

u')=Au®)+G(t,u®), te©1),
u0) = uyp,

die Betrachtung einer stochastischen Erweiterung, etwa von der Form
du(t) = (Au(®) +G(t, u(n)) dr+B(t,u(n)dZ(®),  te,T),
u(0) = uo,

von Interesse. Da die Eigenschaften des betrachteten stochastischen Prozesses das Losungs-
verhalten einer stochastischen partiellen Differentialgleichung wesentlich beeinflussen, ist es
nicht moglich oder sinnvoll, allgemeingiiltige Aussagen zu treffen; dhnlich wie bei der Analyse
von deterministischen partiellen Differentialgleichungen erfordert die Analyse von stochasti-
schen partiellen Differentialgleichungen eine Beschrankung auf gewisse Problemklassen.

Theoretische Grundlagen. Die obigen Uberlegungen zeigen, dal theoretische Resultate zu
stochastischen Prozessen mit Werten in Banach-Raumen

(Z0) eor, ZWeX, telo,TI,

und zum stochastischen Integral im Sinne von It6 oder Stratonovich

T T
f B() dZ(0), f B()odZ(1),
0 0

wesentliche Grundlagen fiir die Einfiihrung und Analyse stochastischer partieller Differential-
gleichungen bilden. In Anlehnung an DENK (2014) werden in erster Linie Wiener-Prozesse
behandelt; der relevante Fall von Lévy-Prozessen wird nur am Rande erwéhnt.



1.2 Illustrationen und erste Uberlegungen

Vorbemerkung. Im Folgenden werden Uberlegungen zum Losungsverhalten stochastischer
partieller Differentialgleichungen angegeben; insbesondere werden

* die stochastische Diffusionsgleichung,
e ein einfaches Modell fiir Polymere und

* die stochastische Navier-Stokes Gleichungen

behandelt. Die Darstellung folgt HAIRER (2009); Argumente werden grof3teils nur angedeutet
und nicht rigoros ausgefiihrt.



Stochastische Diffusionsgleichung.

@

(i)

(iii)

Homogene Diffusionsgleichung. Betrachtet wird die homogene lineare Diffusionsglei-
chung auf dem gesamten Raum

0, Ux, ) =AU(x, 1),  (x 1) eR?x(0,00),
U(x,0)=U(x), xeR%;

bei Vorgabe einer beschrinkten stetigen Anfangsbedingung Uy : R? — R existiert eine

eindeutig bestimmte stetige Losung U : R x [0,00) — R. Im eindimensionalen Fall fiihrt
die Anwendung der Fourier-Transformation auf die Lésungsdarstellung?

d=1: Uxn=5 f f el X ==K 1 (&) dE dic
RJR
- (Nﬁ)‘lf e 1 U@ dE, (x, 1) €Rx (0,00);
R
die Erweiterung auf den allgemeinen Fall ist offensichtlich

U1 = (2vmr) ™ f g dE, 0 eRx (0,00),
R

Kompakte Formulierung. Die kompakte Formulierung der homogenen Diffusionsglei-
chung als Evolutionsgleichung lautet

u'(t)=Au(r), t € (0,00),
u(0) = ug,

wobei der lineare Operator A : D(A) c €2(RY — €RY) dem Laplace-Operator ent-
spricht; die Losung u : [0,00) — € (R?) ist durch die folgende Darstellung gegeben

u(t) =e'tug = (2\/5)‘dfde—%tu<-)—zu2 up(&)dé,  te(0,00).
R

Inhomogene Diffusionsgleichung. Bei Hinzunahme einer Inhomogenitét niitzt man die
Losungsdarstellung mittels der linearen Variation-der-Konstanten-Formel

u'(t)=Au(t)+ f(1), t€(0,00),
u(0) = uyp,

t
u(r) =e' uo+f e™DAf(r)ydr,  te[0,00).
0

2ygl. Kompendium zur Lehrveranstaltung Mathematische Modellierung mit nichtlinearen partiellen Differen-
tialgleichungen.



Genauer, die Losung der linearen Diffusionsgleichung

A, U(x,t) =AU (x, 1) + F(x, 1), (x,1) € R% x (0,00),
U(x,0)=Uy(x), xeR%,

mit orts- und zeitabhingiger Funktion F : R x [0,00) — R ist durch
Ulx, 1) = (2vmr) ™ f ) e 1 X817 17 (&) de
R
t
+f fd (2vri-n) e o pe, rydedr,  (x,0eRx (0,00),
0o Jr

gegeben; aufgrund der Gliattungseigenschaft des Evolutionsoperators ist diese Darstel-
lung fiir eine grof3e Klasse von Funktionen und sogar fiir eine gro3e Klasse von Distribu-
tionen wohldefiniert.

(iv) Stochastische Diffusionsgleichung (Weifses Rauschen). Das rdumlich und zeitlich weil3e
Rauschen (space-time white noise) ist ein durch die Kovarianzfunktion

E(Z(x1,11) Z(x2, 1)) = 6(x1 — x2) 6 (11 — 12, x1,% €RY, 1,6 €(0,00),

charakterisierter zentrierter distributionen-wertiger Gau3-ProzeR.> Im Folgenden wird
das Losungsverhalten der stochastischen linearen Diffusionsgleichung

o,U(x, ) =AU(x, 1) + Z(x, 1), (x,1) € R x (0,00),
U(x,0)=0, xeR?,

und insbesondere die Regularitédt der Losung fiir diese spezielle Inhomogenitit unter-
sucht; zur Vereinfachung wird die Anfangsbedingung Uy = 0 angenommen.

(v) Kovarianzfunktion. Ohne ndhere Begriindung sei festgehalten, dal§ die Lésung der sto-
chastischen Diffusionsgleichung einen zentrierten Gaul3-Prozel$ bildet; als erster Schritt
wird die zugehorige Kovarianzfunktion

E(Ut, ) Ulx, 1)),  x1,%2€RY, 1,6 €(0,00),

3 Delta-Distribution. Fiir eine Testfunktion f € %, (R?) ist die Dirac’sche Delta-Distribution wie folgt definiert

ot = [ fO8x-0dE=f0,  werts

hier wird die gebrduchliche Schreibweise mittels Integral verwendet. Eine entsprechende Relation gilt fiir Defi-
nitionsbereiche Q < R%.

Zentrierter Gaufs-Prozefs. Ein stochastischer Prozel3 (Z(#));c s ist eine Familie von Zufallsvariablen. Ist fiir
beliebige endlich viele Elemente ti,...,tx € 7 das von der Zufallsvariable (Z(f),..., Z(tx)) induzierte Mal}
ein Gaul$-MaRB, so heildt der stochastische Prozell ein Gaul3-ProzeR. Gilt fiir alle Elemente t € .7 die Relation
E(Z(1)) =0, so spricht man von einem zentrierten Gau3-ProzeR.



bestimmt. Aus der zuvor angegebenen Darstellung fiir die Losung der inhomogenen Dif-
fusionsgleichung

t 2
U(x, 1) = f f (2 at-1) Ye o Z dedr,  (x,0 e R x (0,00),
0 JR

erhilt man die Relation

U(x1, ) U(xz, 12)

h rt d 1 g2 1 _r 2
:(41)df f f f (-1 (1 —T12)) 2 T ™ U= 3=y 1222
n d Jrd
o Jo JrdJmr

x Z(E1,T1) Z(&9,T2) déodédTadry, (X1, 1), (Xo, £2) € RY x (0,00).

Aufgrund der Linearitit des Erwartungswertes folgt daraus*

E(U(x1, 1) U(xz, 1))

5] t
(47:)”’_[ f f f (=711 (2 —72))" 2e e 11 =611 gy =Gl
Rd

x E(Z(&1,71) Z(&2,T2)) d€pdéy dTodTy

=1 [ -4 e =GP gy -l
I _Tl)(tz—Tz)) 2 @~ M- MO T gy 142762
(4”)df f fdfd ((
0 0 R4 JR

x6(81—82)0(T1 —712) dSpdS 1 dTadTy
nh ph d _ 1 g2 1 _r 2
:(4zlr)d./(; jo fqud (t1—71) (2 —72)) 2 T =6 g %21l
X6(T1—T2)d€1d‘[2d‘[1

min{t,} _d _ 1 _r o2 1 _r 2
- (471z)df f (=11 (2—71)) 2e T =611~ g=y %2 =1l dé;dry;
0 R4

zur Vereinfachung der Notation werden die Integrationsvariablen ¢, 7, durch ¢, T ersetzt
E(U(xlr 1) U(xo, l‘z))

min{#,H} R e »
=1 f [d((tl_'[)(tz—‘[)) ? o a0 1M —¢I°— 1= 2= dédr.
R

d
“m* Jo

4 Bemerkung. Fiir Q € R verwendet man die Relationen
f, teqQ,

moé(t—1)dr =
fQ ! {0, 1gQ,

f(leTI)r TIE[Or tz])

1)
12)8(71 ~72) d, =
j(;f(-[l T2)0(T1 —T2) dT2 {O, 71 € 1[0, t2],

t ot min{ty, 2}
f f@1,12)0(11 - 72) dedT1=f fl,T) dT1=f f,T)dry.
o Jo [0,£11N[0,22] 0



Mittels der Transformation n = ¢ — x, bzw. { =+ x, erhédlt man
E(U(xl, 1) U(xz, l‘z))

. min{zy, f2} _d 261 —x0 -2 = 2
= f fd((tl—T)(tz—T)) ‘e “H e dndz
0 R

(amd

=E(U(x1—x2, 1) U(0, 1)),
was die Giiltigkeit der Identitét
E(U(x1, ) U(xz, 1)) = E(U(x1 — x2, 1) U(0, 1)), x1,% €RY, 1,8 €(0,00),

zeigt. Somit reicht es aus

min{t,} d
E(U(x, 1) U0, 1)) = a )df f (-1 (—1) 2
R4
L 2 &2
x g~ -0 X7 g el dédr, xeR?, 11,1 € (0,00),
zu berechnen. Im eindimensionalen Fall fithrt quadratisches Ergidnzen

a? (x— &)+ e = a” x* —2a%x &+ (af + B7) &
2

=a’x’+ (a2+,62)( -2 “ﬁz ST p2)2 xz)

= () + (@ 4 7)€~ )

a’p? 2 @2 2 2
:aZTéBZx +(a”+p )(f—azﬁﬁzx) ,
11 1
n-T -1 2 1 1 N e A Y -
- T£ L_F;x +(l'1—T l’g—T)(é‘_L_F 1 x)
Hh—-17 -7 Zl h—T
_ 1 h+ip— _ 2
R x + (t1— T)(tz T) (é t1+l'2 x) ’
und die elementare Rechnung (Substitution n? = i i tfl +T§2( P (& 7 +[2t2 L x)? und folglich
= M R ok 2
6_2( h+bHh— ) n h+-21 x)

t1+ip—21

1 1 2 2
f e 1n-D (x=¢)%~ 4(t2 o) df e +p-20% f e -1 G t1+t2 57 X) dé¢
R R

h+0h-21

=2 (M)% e 4(t1+%2—2‘r] xzf e—n2 dn
R

1 2

(1—-1)(—7) B GET X

= T 1+12-27)
2(” h+h-21 )

auf die Identitét (Substitution o = £ + ¢t — 27)

) min{t,f} 1 1 22
d=1: E(Ux,1n)U®O )= ﬁf (h+f-21)"2e Tve20" dr
0
h+ 1 1 .2
=1 o 2e 10" do.
T t1+t—2min{ty, o}

10



Analoge Uberlegungen, ndmlich quadratisches Ergénzen

e le=el+ 25 160 = X (7 e t0®+ 255 65)

_ _ 2
= (t1+t2 + (tfl -':L’gz(tgz—r'[) (ék - tlfztg;[ZT xk) )
= i )P + S e - s )

sowie die Bestimmung von (verwende obige Uberlegungen)

11 +1p—21

___1 TV 2 1 2 Ih—T 2
f o~ T P = 1P g o Tz 1 f o~ Tt K- X g
R4 Rd

d

1 2 [1‘”2 —27

:e_ 1(t) +1p—-27) Il l—[ ([ e T i1 Cx— t1+t2 2T xk) dé’ )
k=1 \/R

d

1 2 1

- 5= Il (1-0)(-1)\3 -2

=e =20 ] (2(%)#{ K dnk)
k=1

d
> 1
_9d (5 (=D06=D)\2 o~ Fwrn=2n llx11?

h+6h-21 )

zeigen im allgemeinen Fall (Substitution wie zuvor)

d

- min{t;,f} Y —
E(U(X, 1) U, tz)) = (2\/7_-[) f (t1 + 1 —2‘[) 2 e  Wa+1p-20) dr
0

~teva |

Insgesamt fiihrt dies auf (ohne Einschriankung der Allgemeinheit gelte 1, < 1)

nh+it 9
o 2 e = I do.
1+ —2min{f, 6}

h+h d

E(U(x,tl)U(O,tz)):m 0% e a0 IHI° do, xeRY, 0<f<h<oo.
hh—1h

.o w, _d .. . . . . N
Da die Singularitdt o~ 2 nur fiir d = 1 bei o = 0 integrierbar ist und die Losungsdarstel-
lung in hoheren Raumdimensionen auf keine Funktion im klassischen Sinn fiihrt, wird
von nun an der eindimensionale Fall betrachtet.

(vi) Zeitliche Regularitdit. Die im Folgenden angegebenen Uberlegungen zeigen, daR im Re-
gime f; = f, die Relation

E((U0,0)-U0,0)°) = Cl-0)",  0<t<t<oo,

mit Holder-Exponent a = % giiltig ist. Wertet man namlich die Kovarianzfunktion der
Losung bei x = 0 aus, erhélt man
I+

E(UO, U0, )= 1= o do=7- b+ ) -(-1)?), 0<n=B<oo;

h—h

11



aufgrund der Linearitdt des Erwartungswertes folgt damit

E((U©,1)-U©,))*) = E((U©, )] -2 E(U©0, 1) U©, 1)) + E( (U0, 22))?)
=seni - L+ n) - (h-0)7)+ =0
= ﬁ((tg—tl)%—ké(ﬁ% +t2%)—(t2+ tl)%), 0< 1) <t <oo.
Mit Hilfe der Taylor-Reihenentwicklungen

fO=0+8:, fO=ta+87:, fr@=-ta+e7,
fo=1, flo=3 f0=-1,
(1+6)7 =1+16- 152+ 0(6%),
@) =@2+6)2, f’(a):§(2+6)‘%, f'e=-1e+o2,
fO=v2, fOo=55 [f'0=-535
(2+5)z—f+ 505507+ 0(0%),

2+%5_%52) (\/_+—6——52)+ﬁ(63) 0(8%),

1+ (1+6)2) - (2+6)7 = L

L L

ergibt sich speziell fiir &, — t; = 1 § bzw. £, = 1; (1 + 6) die Entwicklung

E((U©,0)-U0,0)*) =L 2 (62 + L1+ 0+8)2)-2+5)?)
=2 ((tlé)% + ﬁ(tlé 63))
= ﬁ(tg— 1)? +ﬁ(tl_%(t2—t1)3), 0<t <t <00,
was die folgende zeitliche Abhéngigkeit zeigt

E((U0,0)-U0,0))~Clo-1)?, 0<h<th<oo, h-t<<t.

Die Anwendung eines Resultates von Kolmogorov fiihrt auf die SchluBfolgerung (fast
tiberall)
U, 0)-Ux, )| <C—1)*, xeR, 0<fi<ph<oco, 0<a<j.

(vii) Vergleich. Fiir einen reellwertigen Gaul3-Prozel3 (Brown'sche Bewegung) lautet die ent-
sprechende Relation

Brown’sche Bewegung : E((W(tl) - W(tg))z) =tH-1, 0<t <t <oo.

12



(viii) Rdumliche Regularitdt. Um das asymptotische Verhalten von
E(U(xl; t) U(-X:Z)t)) :E(U(xl_x27 t) U(O; t))) xl)XZEIRdy re (0,00),

im Reglme X1 = X2 naherungswelse Zu bestlmmen, niitzt man partielle Integratlon (setze

T= Ex bzw. o = Ex und erhalte 4 == —47x 2, verwende f'(1) =1~ 2, f@) = —2772
sowie g(1)=e 7, g'(1)=—€e77)

) 2t 1
E(U(x,t)U(O,t)):Ff o ie” 0¥ do

f 1(Ex % e 'dr
4\/_ T

1.2 1 _
=L Ve 8~ —L|x|f1 17277 dr, xeR?, te(0,00);
2
Ex

wegen (Substitution 7 = g2 und folglich (‘11—; =20)

S T o
f TZerT:Zf e % do=7,
0 0
1 .2

g7 X 1. TR
T 2e "dr = 21+ 0
fo e 'dr ‘[0 T~ ( (T)) (\/_le)

erhdlt man somit die Entwicklung

E(Ux,nU0,0) = ﬁ(1+ﬁ(%x2))—ﬁlx|[) rzeTdr

1
V2

xeR?,  te(0,00).

(ix) Réumliche und zeitliche Regularitiit. Die angegebenen Uberlegungen zeigen folgende
Regularitdtseigenschaften der Losung der eindimensionalen stochastischen Diffusions-
gleichung; beziiglich des Ortes ist die Losung Holder-stetig fiir alle Exponenten echt klei-
ner als % und beziiglich der Zeit Holder-stetig mit Exponent echt kleiner als i

d=1: |Ux,0-Ulp,0)|=Clxi-x|%  x1,x%€R, te(000), O0=sa<i,
|Ux, 0)-Ulx, )| =Clan-1|", xeR, f,pe(0,00), O=<a<i.

Die geringe zeitliche Regularitdt wird dadurch erklért, daf§ das betrachtete riumlich und
zeitlich weilSe Rauschen sowohl rdaumlich als auch zeitlich singulér ist; der regularisie-
rende Effekt des Evolutionsoperators wird auch benétigt, um nachweisen zu konnen,
dal} die Losung beziiglich des Ortes stetig ist.

13



(x) Vergleiche. Im Gegensatz zur homogenen linearen Diffusionsgleichung, deren Losung
beziiglich des Ortes beliebig oft differenzierbar ist, kann man bei der stochastischen Dif-
fusionsgleichung mit rdumlich und zeitlich weiem Rauschen beziiglich des Ortes nur
Holder-stetige Losungen mit Exponent a < % erwarten. Wihrend die L?-Norm der Lo-
sung der deterministischen Diffusionsgleichung fiir t — co gegen Null geht, bewirkt der

zusdtzliche stochastische Term das asymptotische Verhalten
E((Uwn)f)=vi =% oo,

Die bei der stochastischen Diffusionsgleichung mit rdumlich und zeitlich weillem Rau-
schen beobachteten Regularitidtseigenschaften der Lésung unterscheiden sich auch we-
sentlich von jenen einer stochastischen gewohnlichen Differentialgleichung

Y =Ayn+Z), t€(0,00);
gibt man beispielsweise weilles Rauschen, charakterisiert durch die Kovarianzfunktion
E(Zt) Z(t))=06(ti—t),  h,t2€(0,00),

vor, so ist die zugehorige Losung Holder-stetig fiir alle Exponenten echt kleiner als %

lym) -y <Clu-1|*, n,e00), Osa<s,
im Gegensatz zur zuvor erhaltenen Relation
d=1: |Uxt)-Ukn)|sClh-5n|", xeR, n,pe000), 0sa<i.

14



Einfaches Modell fiir Polymere.

(i)

(i)

(iii)

Monomere und Polymere. Chemische Verbindungen von Molekiilen zu Makro-
Molekiilen, welche aus gleichartigen Einheiten, den Monomeren, aufgebaut sind und
oft die Form einer Kette haben, bezeichnet man als Polymere. Ein einfaches Beispiel fiir
ein Homopolymer ist Polypropylen, bei dem sich das Monomer

CHs,

|
CH — CH,

wiederholt; aus verschiedenen Arten von Monomeren aufgebaute Makro-Molekiile wie
Polyester zdhlt man zu den Copolymeren.

Geddmpfter harmonischer Oszillator. Das Modell eines gedampften harmonischen Os-
zillators beschreibt die Bewegung eines (punktférmigen) Korpers der Masse m > 0 un-
ter dem Einflul} von Federkraft und Reibungskraft; das Koordinatensystem wird so ge-
wihlt, daR die Bewegung entlang der x-Achse verlduft und die Ruhelage im Ursprung
ist. Entsprechend dem Hook’schen Gesetz wird angenommen, dal§ die Federkraft durch
F = —k q(1) gegeben ist; dabei gibt die Funktion g : [0, T] — R: t — q(t) die Auslenkung
aus der Ruhelage in Abhéngigkeit von der Zeit an, und k > 0 bezeichnet die Federkon-
stante. Fiir die Reibungskraft setzt man die Abhingigkeit F = — rg’(t) mit Ddmpfungs-
konstante r > 0 voraus. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen entsprechen der ska-
laren gewohnlichen Differentialgleichung

mq'(t)=-kqt)-rq'(r), t€©T).

Die Losungen der zugehorigen charakteristischen Gleichung

bestimmen das Losungsverhalten der Differentialgleichung. Parameterwerte r? < 4km
fiihren auf einen geddmpften Schwingungsvorgang. Im Fall

r’>4km

dominiert die Reibungskraft (iiberddmpfter Fall), d.h. es kommt zu keinen Oszillationen
und die Losung nimmt exponentiell ab; im Wesentlichen entspricht dies dem Lésungs-
verhalten der Differentialgleichung

qdt)=-cq(), te(0,T).

System gewohnlicher Differentialgleichungen. Um fiir die Bewegung einer Kette von D
Teilchen (Monomeren), welche sich in einer Fliissigkeit (Wasser) befinden, ein einfa-
ches Modell in Form eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen zu erhalten,

15



(iv)

wird angenommen, dal$ die Teilchen punktformige Korper sind und (ndherungsweise)
entlang einer Linie angeordnet sind. Jedes Teilchen soll nur auf die benachtbarten Teil-
chen wirken; die Krifte sollen als Federkrifte betrachtet werden konnen, d.h. man hat
die Vorstellung, daR die Teilchen durch Federn verbundenen sind. Weitere Effekte wie
etwa jene Krifte, die ein Teilchen auf sich selbst auswirkt, werden nicht miteinbezogen.
Zusitzlich nimmt man an, dal§ der Fall dominierender Reibung vorliegt; somit kénnen
die Newton'schen Bewegungsgleichungen durch ein System gekoppelter gewohnlicher
Differentialgleichungen der Form (mit ¢ € (0, T))

Q1 (1) — q2(1)),

gk (D) — qi-1(0) — 1 (qi(D) — g1 (D)

2qi(t) = 1 () — qr+1(D),  kef2,...,D-1},
qp(t) — gp-1(1)),

q,(t) = -
q,.(H) =-a

= _Cl
qp(t) = —c1

—~ —~ —/ —/

ersetzt werden, vgl. Uberlegungen zum geddmpften harmonischen Oszillator; dabei gibt
dr - 10, T] — R die Position des k-ten Teilchens an.’

Partielle Differentialgleichung. Im Grenzfall D — oo fiihrt das Differentialgleichungs-
system auf die eindimensionale Diffusionsgleichung unter homogenen Neumann-
Randbedingungen

alU(xy t) = aaxxU(x; t) ) (x) t) € (a) b) X (0) T) )
0U(a,t)=0=0,U(b, 1), tel0,T],
U(X,O) = U()(X), X € [a) b]y

dabei wird vorausgesetzt, dall die Skalierung % — a >0 giiltig ist.®

5 Bemerkung. Die Teilchen seien entlang einer Linie mit Positionen

)= =sqrt)s---=qp(1), te(0, 17,

angeordnet; die Ruhelage entspreche den Werten q; = ka+ b, d.h. fiir g1 (1) — qx (1) = a = qx (1) — gx-1 (1) werde
keine Federkraft auf das k-te Teilchen ausgeiibt. Bei dominierender Reibung lauten die Bewegungsgleichungen

4, (1) = =1 (qr(8) = g1 (1) — a) = 1 (qr (1) = Gpesr (1) + a)
=—c1(qr(®) = gr-1(0) — a1 (g (D) = Gi+1(D), te(0,T), kef2,....D-1}.

Mittels der Transformation gy = qx — ka— b ergibtsich g, = 0 als Ruhelage; die Form der Bewegungsgleichungen
bleibt erhalten

a0 ==c1 (G = Ger1 (D) = a1 (G (D = Ge1 (D),  te(0,T), kef2,...,D-1}.

6Erlclc'irung. Bei Betrachtung des Differentialgleichungssystemes (fiir t € (0,00))

qi(1) = —c1(q1(8) - q2(1)),
a9 (1) = —c1 2qk() ~ Ge-1(D = qen1 (), k€{2,...,D-1},
qp() =—c1(gp(t) - qp-1(1)),
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(v) System stochastischer gewdhnlicher Differentialgleichungen. Eine Erweiterung des ein-
fachen Modelles durch Miteinbeziehen zusétzlich wirkender deterministischer Krifte
und stochastischer Storungen zur Beschreibung des Einflusses der umgebenden Fliissig-
keit, meist veranschaulicht durch Sto8e der Teilchen mit Wassermolekiilen, fithrt auf ein
System stochastischer gewohnlicher Differentialgleichungen der Form (mit z € (0, T))

dqg; (1)
dqgi ()

c1(q2(8) - q1(9)) +F(q1(t)))dt+02dzl(t),

&1 (@1 (0= 2G(0) + Ger (0) + F(qi(0) ) di
+edzi(),  kef2,..,D-1},

dgp(t) = (01 (gp-1(8) — gp (D) +F(61D(t)))dt+ codzp(t).

(vi) Stochastische partielle Differentialgleichung. Bei einer groflen Teilchenzahl D >> 1 und
geeigneten Skalierungsannahmen ergibt sich im Grenzfall eine stochastische partielle
Differentialgleichung unter homogenen Neumann-Randbedingungen (mit a > 0)

dU(x, 0) = (20U, 0+ F(Ux, 0)|dt+dZ(x 0, (D€ (@b x(0,T),
0yU(a,t)=0=0,U(b, 1), tel0,17,
Ux,00=Up(x), x€la,bl,

wobei der stochastische Stérungsterm durch die Vorgabe der Kovarianzfunktion cha-

rakterisiert ist; beispielsweise wihlt man (vgl. stochastische Diffusionsgleichung, 7 ent-
spricht der zeitlichen Ableitung von Z)

E(Z(x1,0) Z(x2, 1)) =6(x1 = %) 8(t1 — 1), X1, X%2€ (@ b), 11,5€(0,T).

folgt beispielsweise durch den suggestiven Ansatz Q(x, t) = Q(%, 1) = gi(t) und mittels der Entwicklungen

Q(x+,1)-Qx, 1) = 0:Q(x, 1)+ O(37),
x=%1 0,Qx, =200, 0+0(L), x=1: ,Qx1=-%20,Q0x0+0(L),
Q(x+3,1)+Q(x—5,1) —2Qx, 1) = 37 0:xQ(x, 1) + (3x) »
x=%£: 0.Qu0=cr(Qr+5,0)+Qx-51-2Q0 1) = £ 0uQ(E )+ O(F&),  ke2...D-1,

im Grenzfall D — oo die partielle Differentialgleichung (unter der Annahme %

Bezeichnung fiir Grenzwert)

— a >0, Verwendung derselben

0:Q(x, 1) = @0xxQ(x,7),  x€(0,1), r€(0,00),
unter homogenen Neumann-Randbedingungen (in den Randpunkten folgt aus % 0xQ(x, 1) ~ aD0xQ(x, 1) die

Bedingung 0xQ(x, 1) ~ % — 0)
0,Q(0,1) =0=0,Q(1, 1), t€(0,00).
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Stochastische Navier-Stokes-Gleichungen.

()

(i)

(iii)

(iv)

Navier-Stokes-Gleichungen. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind ein
bekanntes nichtlineares Modell fiir die Stromung von Fliissigkeiten wie Wasser

Orux(x,¥,2,8) = aAuy(x,y,2,t)
—(ux(x,y,2,0) Ox + Uy (x, ¥, 2, 1) Oy + U (%, Y, 2, 1) 0z) Ux(X, , 2, 1)
—0:p(xX, 3,2, 0 + fe(t,ulx,y,2,1),Vux, y,z1),

Oruy(X,y,2,1) = aAuy(x, y,z, )
—(ux(x,y,2,0) Ox + Uy (x, ¥, 2, 1) Oy + Uz (%, 3, 2, 1) 0;) Uy (X, , 2, 1)
—0,p(x, 3,20+ fy(t,ulx,y,2,0,Vu(x, y,z,1),

Oruz(x,y,2,t) =aAuz(x,y,z2,t)
- (ux(x, 1,2, 1) 0x + Uy(X,,2,1) 0y + Uz(X, ), 2, 1) dz) uz(x,y,2,1)
—0p(x,y,2,0) + fo(t,ulx,y,2,1,Vu(x,y,z,1),

OxUx(X,Y,2, 1) +0yuy(X, ¥, 2, 1) + 0 Uz (X, y,2,1) = 0.

Die Funktion u = (uy, uy, uz)’ : Q x [0, T] = R® x R — R® beschreibt die Geschwindigkeit
der Fliissigkeit, und a > 0 gibt die Viskositdt der Fliissigkeit, d.h. ihre Zahfliissigkeit, an;
der Druck p : Q x [0, T] — R ist durch die Bedingung der Inkompressibilitdt divu = 0
implizit bestimmt. Die Funktion f beschreibt auf die Fliissigkeit wirkende Krifte. Zu-
sdtzlich sind Randbedingungen und eine Anfangsbedingung vorgegeben.

Kompakte Formulierung. In kompakter Formulierung lauten die Navier-Stokes-
Gleichungen (mit (x, y,z,1) € Q x (0, T))

oru(x,y,2,0) = aAu(x, y,z,t) — (ulx, 5,2, 1) - V) ux, 5,2, ) - Vp(x, y, zt)
+f(t,ulx,y,2,0,Vu(lx, y,z,1),
divu(x,y,z,1t) =0.

Theoretische Resultate. Fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind Exi-
stenzresultate fiir Losungen in einem abgeschwichten Sinn bekannt; eine offene Frage
ist nach wie vor die Eindeutigkeit (fiir d = 3 Raumdimensionen).

Zusatziiberlegung. Da aus der Bedingung 0, uy (x, ) = 0 bereits u,(x, t) = c folgt, hat das
reduzierte eindimensionale Modell keine Bedeutung. Fiir die folgenden Uberlegungen
ist es hilfreich, den Spezialfall von zwei Raumdimensionen zu betrachten. Zur Verein-
fachung werden periodische Randbedingungen auf einem beschriankten Raumbereich,
dem kartesischen Produkt von Intervallen Q = Q, x Q,, R?, angenommen; weiters sei
f =0. Mittels Differentiation erhdlt man

8 (et 0+ g o lF:) = 4 [ (e300 (32 ) de ) =2,

]:fg(ux(x, ¥, 1) 0y (X, ¥, 1) + Uy (X, , 1) Oty (x, y, 1)) A (X, ).
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Einsetzen der Navier-Stokes-Gleichungen fiihrt auf (zur Vereinfachung der Notation
werden die Argumente weggelassen)

Oty = @ Aty — (Uy Ox i + Uy Optiy) —0xp, Oty = @ Auy — (Uy Oxliy + Uy Oyuy) — Oy p,
J= fQ (ux0sux+uy0iuy) =aji—Jo—Js,
1= fQ (tx O Uy + Uy Oyy Uy + Uy Oxxc Uy + Uy Oy Uy ),
Jo = fQ (U2 Oty + Uty By Uy + Uy Uy Oy Uy + uf,dyuy),
J3= fQ (uxdep+uydyp).
Mittels partieller Integration folgt (aufgrund der geforderten Periodizitdt der Losungs-

komponenten uy, u, sowie der partiellen Ableitungen 0y uy, 0y Uy, Oxlty,0yuy, und des
Druckes p fallen sdmtliche Randterme weg, beachte auch divu = 0 u, + 0,1, =0)

A :fﬂ(uxdxxux+uy0xxuy+ L Oyl + Uy Oyy Uiy)
:j;zy(uxaxux+uy0xuy)
_fQ ((axux)z +(Oxuy)” + (Oyux)” + (ayuy)z)

_ _L((axux)2+(6xuy)2+(ayux)2+(ay”y)2)’

]3:fﬂ(uxaxp+uyayp):fQ Uy p an+fo uyp‘my—fgp(axux+6yuy):0;

y

+ Uy OylUy+ Uy 0y U
reo fo( KOytix+ Uy Oytty)| o

dhnliche Uberlegungen zeigen
Jo1 =L(u§6xux+ uidyuy)
= fQ (ux (ux O iy) + uy (1t 0y uy))

:%fg(uxdx(ux)z+uy6y(uy)2]

an+%fo ui’,‘agy—%fg(dx(ui) tx + 0y (145) uy)
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jgzzfg(uidyuy+u§,6xux)
:]21+f9(u§0yuy+u§6xux)
:f (uiayuy+uiaxux+uf,6xux+uf,6yuy)
Q
_ 2 2
= Q(ux(axux+6yuy)+uy(axux+6yuy)),
-0,

:_fQ(ay(ux Uy) Uy + Ox (Uy Uy) uJ’)

= —f (uxuy (Oyux +Oxuy) + Us 0y uy + uiaxux)
Q

=—Ja3—J2
=— Jo3,
= J»3=0,

und folglich
I :f (U2 Oty + Uty By Uy + Uy Uy Oy Uy + uf,ayuy)
Q
=Jo1+ J23
=0.

Mit Hilfe der Ungleichung von Poincaré’ unter den vereinfachenden Zusatzannahmen

u,=0, fu:O,
Jyme=or fow

fiihrt dies insgesamt auf (mit positiver Konstante C > 0, Anwendung des Lemmas von
Gronwall)

V(D) = |uly 050+ |y G D50
W(8) = ||Oxttx Gy, D)5 + |0y tix Gy, O[5 + |ty o, D22 + |0y 22y G, D32
Viih=2]=2a1-2),-2]3=-CW()<-CV(), te(0,T),
Viin<s-CV(, V<e V), relo,T],

was das exponentielle Abklingen der L?-Norm zeigt.

" Ungleichung von Poincaré. Die Ungleichung von Poincaré besagt, daR die Abschitzung

lu=ll 1y = ClIVUl 1oy |Q|:f91d£, ﬁ:ﬁfﬂu(é)df, ue W (Q),

fiir beliebige Exponenten p € [1,00] giiltig ist; dabei wird beispielsweise angenommen, dal$ das betrachtete Ge-
biet Q c R? beschrinkt und hinreichend regulir ist.
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)

(vi)

Bemerkung. Das beobachtete Losungsverhalten des deterministischen Modelles ist
beispielsweise im Zusammenhang mit der Modellierung von turbulenten Strémungen
nicht zutreffend; die Hinzunahme eines geeignet gewihlten stochastischen Termes bie-
tet die Moglichkeit eines Modelles zur Beschreibung solcher relevanter Situationen.

Stochastische Navier-Stokes-Gleichungen. Die stochastischen Navier—Stokes-Gleichun-
gen sind ein bekanntes Modell fiir inkompressible Fliissigkeiten (kompakte Formulie-
rung als Evolutionsgleichung)

du(n) = (@ Au(®) — (@) -V)u@® -Vp®)dt+ f(t,u(®,Vu@®)dZ@), t€(0,1),
divu(r) =0;

zusdtzliche EinflulgréoBen werden mittels eines stochastischen Termes beschrieben.
Beispielsweise im Spezialfall f(z,v, w) = 1 und (wie zuvor entspricht Z der zeitlichen
Ableitung von Z)

E(Z(x1,11) Z(x2, 1)) = 6(t1 — 12) G(x1 — Xx2),, X, x€Q, n,€(0,71),

mit hinreichend reguldrer Funktion G kann man die Existenz einer im folgenden Sinn
beschrinkten Losung zeigen (bei geeigneter Wahl des zugrundeligenden Funktionen-
raumes)
. 2
hmsupE(” u(r) ||X) <C.
t—o0
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Teil 1

Vorbereitungen
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Kapitel 1

Grundlagen der Stochastik

Vorbemerkung. Als Vorbereitung fiir spitere Uberlegungen wird im Folgenden an grundle-
gende Begriffe und Resultate der Stochastik, insbesondere zu reellen Gauf3-MaRen, reellwer-
tigen Zufallsvariablen und eindimensionalen Wiener-Prozessen, erinnert.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

* Elementare Ungleichung (Beweis von Lemma 2.8)

* Konvexe Funktion
Ungleichung von Jensen

Ungleichung von Jensen fiir Erwartungswerte (Lemma A.4)

e Raum der Testfunktionen und Schwartz-Raum
Raum der temperierten Distributionen
Raum der regulédren temperierten Distributionen
Duale Paarung
Fourier-Transformation auf Schwartz-Raum
Fourier-Transformation auf Raum der temperierten Distributionen
Charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmalles (vgl. Definition 2.4)

Resultat zur charakteristischen Funktion (Lemma A.7)
¢ Resultat zur Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen (Lemma A.7)

* Reelles Gaul3-Mal3, Normalverteilung (Definition A.5)

Charakteristische Funktion eines reellen Gaul$-MalSes (Lemma A.6)
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* Konsistenzsatz von Kolmogorov (Lemma A.8)

¢ Existenz eines eindimensionalen Wiener-Prozesses (Korollar A.9)

Erweiterung auf mehrdimensionalen Fall
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1.1 Elementare Ungleichung

Elementare Ungleichung. Fiir beliebige positive reelle Zahlen a, b € R., und Exponenten
d € N> gilt die Abschédtzung
(a+b)? <2% " (a% +b?).

Erkldrung. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann b = a angenommen werden und
durch Skalierung a = 1 erreicht werden; somit ist die Abschétzung (setze b = a + x)

f:R—»R:xr—>(2a+x)d, g:[R%—»[R%:x»—»Zd_l(ad+(a+x)d),
Vx€eRsp: flx) <g),

zu zeigen. Eine mogliche Begriindung dieser Relation niitzt die folgenden Darstellungen von
Polynomfunktionen vom Grad d (Taylorreihenentwicklung bzw. Anwendung der Binomi-
schen Formel, wobei x € R)

flx) = i %f(j)(O) x/, g(x) = i %g(ﬁ(O) .
j=0 Jj=0
Offensichtlich gilt die Implikation (gliedweises Vergleichen der Entwicklungen)
(Vj €0,1,....d: fP0=g? (0)) — (Vxe Reg: f(x)< g(x)).
Die Bestimmung der Ableitungen (wobei j € {1,...,d} und x € Rx()

flx) = (2a+x)d, g(x) =29 (a% + (a+ 0%,
flo=d(2a+ x)d_l, g'(x)=d29! (a+x)d_1 = d(2a+2x)d_1,
ffo=d-d2a+x)?,  g'W=2d-1d(2a+2x%?,

fP0=@d-j+1)--d2a+x)"’,  glw=2/""@d-j+1)-d(2a+2x)%,
und Auswerten im Ursprung zeigt (wobei j € {2,...,d})

f0)=2a) =g,
flo=da® =g 0,
') =d-1)dRa)2<g"0)=2f"0),
fPo=@-j+n--dea®™ <gV0) =2"" 70,

was auf die Behauptung fiihrt. o
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1.2 Ungleichung von Jensen

Vorbemerkung. Die Ungleichung von Jensen fiir konvexe Funktionen wird als Hilfsmittel
zur Abschitzung des Erwartungswertes einer reellwertigen Zufallsvariablen benotigt.

Konvexitit und Ungleichung von Jensen.

(i) Konvexitit. Eine reelle Funktion f: R — R heil$t konvex, wenn fiir beliebige Argumente
X,y € Rund fiir jedes Element o € [0, 1] die Relation

flox+(-a)y)<of@+1-0)f()

giiltig ist; skizziert man den Graphen einer konvexen Funktion, bedeutet dies, da der
durch ox + (1 — o)y und den zugeho6rigen Funktionswert gegebene Punkt unterhalb der
Verbindungslinie durch die Punkte (x, f(x)), (y, f(y)) liegt.

(ii) Ungleichung von Jensen. Aus der Eigenschaft der Konvexitit folgt induktiv die Unglei-

chung von Jensen
K K K
f(Zakxk)sZka(xk), xx€R, 0r€[0,1], ke{l,....K}, ) op=1.
k:1 k:1 k:l

Erkldrung. Die wiederholte Anwendung der angegebenen Relation (Ausnahme der tri-

vialen Félle oy = 1 fiir k€ {1,..., K}, beachte 172 = =72 €[0,1])
K K o
Y okxp=01x1+(1-0)y, y1=21_ﬁ1xk,
k=1 k=2
K
f(zakxk) <o fx)+0-o1) fOn),
k=1
) K
g —01—-0 0]
= 1_21 X2+ 1_101 2y2r yZZkZ 1—0'1k—0'2 Xk »
=3

fln) <= f(b)-'—ﬂf(h), Q-0 fy)=<o2f)+(Q-01-02) f()2),

1—0’1 1—0’1

K
f( Y kak) <o f(x)+0s f(x)+(1—01—02) f()n),  etc.

k=1
K-1 K K-1 K
1- ) ox=o0k, f(z kak) <Y o fp)+oxflxx) =) ok fxi),
k=1 k=1 k=1 k=1
fiihrt auf das gewtinschte Resultat. o

(iii) Alternative Charakterisierung von Konvexitdt. Unter der zusidtzlichen Regularitdtsan-
nahme f € ¢ (R) ergibt sich fiir x, y € R und hinreichend kleines Inkrement o > 0 die Re-
lation (Taylorreihenentwicklung, entspricht Differentiation der Konvexitdtsbedingung
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beziiglich o € (0, 1) und Auswerten bei o = 0)

flox+(Q-a)y)sof@+1-0)f),
flox+Q-0)y)=f+of () (x-y)+0(a?),
fO+ofMNx-+0(c*) <o fx)+0-0)f),
of M-y +0(0*)<o(fx-Ffw),
M E=+00) = fx)-fy).

Somit erhilt man als alternative Charakterisierung von Konvexitit (fiir x, y € R)

f+f -y < flx);

anschaulich bedeutet dies, dal? fiir eine konvexe Funktion die Tangente in jedem (fixier-
ten) Argument y € R unterhalb des Funktionsgraphen liegt.!

(iv) Beispiel. Ein einfaches Beispiel fiir eine konvexe Funktion ist (Parabel, wobei x,y € R
und o € (0,1), Ausnahme der trivialen Fille o € {0,1})

fR—R:x— x?,
flox+(Q-a)y)sof@+1-0)f),
(cx+1-0)y)<ox’+1-0))?,
02x2+20(1—0)xy+(1—0)2y2sax2+(1—a)y2,
U(l—U)nysa(l—a)x2+a(1—0)y2,
2xy5x2+y2,
0<(x—-y)?>.

Eine einfache Rechnung bestitigt ebenfalls (wobei x, y € R, verwende f'(x) = 2x, Fallun-
terscheidung)

f+fx-y=fx),
y2+2y(x—y)sx2,
2y(x-y)=sx+y)(x-y),
y<x: 2y<x+y, X<y: x+y=<2y.

! Gegenbeispiel. Man beachte, daR man im Allgemeinen nicht folgern kann, daR eine Ungleichung bei Diffe-
rentiation erhalten bleibt. Differenzieren der Konvexitidtsbedingung beziiglich o € (0, 1) wiirde auf die Relation
(wobei x,ye Rund o € (0,1))

Filschliche Annahme:  f'(ox+(1-0)y)(x—y) < f(x) - f(3),

fithren, die jedoch von der konvexen Funktion f:R — R: x — x2 nicht fiir alle Elemente o € (0,1) erfiillt wird
(wobei x,y € Rund o € (0,1), verwende f’(x) = 2x, Fallunterscheidung)

2(0x+(1-0)y)(x-p) =¥ -y =(x+y)(x-y),
y<x: 20x+2(1-0)y<x+y, Ro-1Dx-y =0, 20<1,
X<y: x+y<20x+2(1-0)y, 2oc-1D(y-x)=<0, 20=1.
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Erinnerung. Es bezeichne (Q, .o/, ) einen (vollstindigen) Wahrscheinlichkeitsraum. Der
Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariable Z : QO — R ist durch

E(Z) = fQZ(w) du(w)

gegeben; unter der Voraussetzung Z € L'(Q) ist der Erwartungswert wohldefiniert. Offen-
sichtlich erfiillt der Erwartungswert die Eigenschaften Linearitdt und Monotonie (fiir Zufalls-
variablen 21,7, : Q — Rund ¢1, ¢ €R)

fg(qu(w)HzZz(w)) dp(w) = clfQZl(w) du(w)+02fQZz(w) du(w),
E(c1Z1+ 2 2Z3) = 1 E(Z) + 2E(Zp),
(fﬁr fastalle w € Q: 7, () < Zg(w)) — E(Z)= fﬂ Z1(@) du(w) < E(Z) = fQ Z () dp();
fiir eine konstante Zufallsvariable
(fur fastalle w € Q: Z(w) = 1) — E(Z)= fg 1dp) = p(@) =1

stimmen Erwartungswert und Funktionswert iiberein

Vorbemerkung. Die Namensgebung des folgenden Resultates erkldrt sich dadurch, dal
man im Spezialfall einer diskreten Zufallsvariable Z : Q = {wy : k € K} — R die Relation

fl X Zw pw) | < Y, f(Zwr) pw), Y plwp) =pQ) =1,

keK keK keK
erhalt.

Resultat (Ungleichung von Jensen fiir Erwartungswerte). Fiir jede konvexe reelle Funktion
f :R— Rund jede reellwertige Zufallsvariable Z : Q — R mit Z € L' (Q) sowie f(Z) € L (Q) gilt
die Abschitzung

fE2) <E(f(2),

f(fQZ(w) du(w))Sfo(Z(w)) dp(w).

Erkldrung. Aufgrund der geforderten Regularitdtseigenschaften sind alle auftretenden Gro-
Ben wohldefiniert

E(Z):fQZ(w)du(w)<oo, f(E(2) < oo, E(f(Z)):fo(Z(w)) du(w) < oco.

Durch Einsetzen spezieller Werte in die Konvexitdtsbedingung ergibt sich die Abschitzung
(fiir jedes Element w € Q, Kurzschreibweise)

fM+f M-y =f),
x=Zw), y=E2Z): f(ED)+f(ED)(Zw-E2)<f(ZWw)),

fED)+f(ED)(Z-ED) < f(2).
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Die Bestimmung des Erwartungswertes fithrt auf (Monotonie, Linearitdt, konstante Zufalls-
variable)

E(f(E@)+ f(E2) (Z-E(2)) < E(f(2),
F(ED)EWD + f(E2)(E(2)-E2)<E(f(2),
f(E) <E(f(2),

was die Ungleichung von Jensen fiir Erwartungswerte ist. o
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1.3 Charakteristische Funktion

Vorbemerkung. Im Folgenden wird ein auf der Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes
definiertes WahrscheinlichkeitsmaR p : Z(R%) — [0, 1] betrachtet und die zugehorige charak-
teristische Funktion mittels der inversen Fourier-Transformation eingefiihrt; deren Bedeu-
tung erkldrt sich dadurch, dall das Wahrscheinlichkeitsmal durch die zugehorige charakteri-
stische Funktion eindeutig bestimmt ist, vgl. Resultat zur Gleichheit von Wahrscheinlichkeits-
malen.

Fourier-Transformation. In Hinblick auf die charakteristische Funktion eines Malles wird
an die Fourier-Transformation als Operation auf dem Raum der temperierten Distributionen
erinnert; detailierte Informationen sind im Standardwerk WERNER (2011) oder in den Vorle-
sungsskripten MULLER (2012) und OEVEL (2003) angegeben.

(i) Notationen. Fiir einen Multi-Index a = (a, ..., @) €N, und x = (x1, ..., x4) € R? sei

lal=ay+-+ag, x¥=x"x5t, 05 =05 0yY.

(ii) Schwartz-Raum. Der C-Vektorraum aller beliebig oft stetig differenzierbaren komplex-
wertigen Funktionen, deren partielle Ableitungen bei Multiplikation mit Monomen be-
ziiglich der Supremumsnorm beschrinkt sind, wird als Schwartz-Raum oder als Raum
der rasch fallenden Funktionen bezeichnet

7 (R?,C) = {f € €°(R%,C): fiir beliebige a, B € N%, gilt sup Ex Oﬁf(x)| < oo};

xeRd

der Schwartz-Raum stellt eine Erweiterung des Raumes der beliebig oft stetig differen-
zierbaren Funktionen mit kompaktem Trager dar (Raum der Testfunktionen)

.@(Rd,C) = %&o(l}@d,(ﬁ) = {f € %w(Rd,C) :suppf ={xeR4: f(x) #0} kompakt},
2(rR4,C) c .7 (R%,C).

Fiir jeden Exponenten p € [1,00] gilt SR, C) « LP(RY,C); fiir p € [1,00) liegt S (RY,C)
dicht in LP (R?,C). Versehen mit der durch (fiir fes (R%,C) und K € Nxg)

= a5p
Il & laﬁgzK:gugh 0P f(x)|

definierten Familie von Semi-Normen (|| - ||~ ) ken., wird der Schwartz-Raum zu einem
metrisierbaren lokalkonvexen Raum, vgl. MULLER (2012).

(iii) Temperierte Distributionen. Der topologische Dualraum des Schwartz-
Raumes .¥* (RY,C) umfaRt alle beziiglich der Topologie von .7 (R%,C) stetigen linearen
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(iv)

)

Funktionale und wird als Raum der temperierten Distributionen bezeichnet. Die
Stetigkeit eines linearen Funktionals F : . (R%,C) — C ist dabei wie folgt charakterisiert

K
3C>0 3KeNag Ve s(R4C): [F(H|=Cmaxsup (1+1xP)" [0°f()];
la|=K | cpd

dies ist dquivalent dazu, daR fiir jede Nullfolge (fi)xen in 7 (R%,C) die zugehorige Folge
(F(fx)) ken eine Nullfolge bildet

[ E20insREC) = F(f' =0 incC.

Reguliire temperierte Distributionen. Fiir eine lokal integrierbare? komplexwertige
Funktion f € L| (R?,C) wird durch

17 6 R%,C) — C: g— Ty(g) :fwf(x)g(x) dx

ein stetiges lineares Funktional auf dem C-Vektorraum der beliebig oft differenzierba-
ren komplexwertigen Funktionen mit kompaktem Tréager (Testfunktionen) definiert; ein
solches Funktional wird als reguldre Distribution bezeichnet. Insbesondere fiihrt eine
integrierbare Funktion f € L'(R%,C) oder f € L?>(R?,C) auf eine regulire temperierte Dis-
tribution Ty € .~ (R%,C)

Tr: S ([RY,C)— C:g— Tr(g) = fRdf(x)g(x) dx.

Duale Paarung. Esbezeichne (X, |- x) einen normierten Raum. Fiir die duale Paarung,
d.h. die Anwendung eines Elementes des Dualraumes auf ein Element des zugrundelie-
genden normierten Raumen ist die Schreibweise (fiir x* € X* und x € X)

(6o x = 60

iiblich.3 Im Folgenden wird diese Notation fiir die Anwendung eines Elementes des
Raumes der temperierten Distributionen auf ein Element des Schwartz-Raumes ver-
wendet (fiir F € .7*(R%,C) und f € .7 (R%,C))

<F|f>y*xy:F(f)-

2Bemerkung. Eine meRbare komplexwertige Funktion, welche auf jeder kompakten Teilmenge integrierbar
ist, heift lokal integrierbar

L (R%,C)= {f :R? — C meRbar und fiir jede kompakte Menge K c R? gilth |f(0)|dx< oo} :

3Bemerkung. Im Spezialfall eines Hilbertraumes (H, (-|-) ) ermoglicht der Darstellungssatz von Fréchet—
Riesz die Identifikation H* = H; es ist jedoch zu beachten, dal die duale Paarung im Allgemeinen nicht mit
dem Skalarprodukt iibereinstimmt. Beispielsweise entspricht die duale Paarung auf dem Raum der quadratin-
tegrablen Funktionen dem Integral (duale Paarung ist linear in beiden Argumenten, fiir f, g € L?(R%,C), beachte
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(vi) Fourier-Transformation. Die Fourier-Transformation ist als Operation auf dem
Schwartz-Raum wohldefiniert

F:.7(RY,C) — .Z(RY,C): f— F(f),
(FPw=ent [ foe~ia,  xer,

und bildet einen Isomorphismus, d.h. eine stetige bijektive lineare Funktion; die inverse
Fourier-Transformation ist durch

F1.7R,C)— .7(RY,C): g— F g,
(Fl@)o=en!t [ goe i, er?,

gegeben.*

(vii) Erweiterung der Fourier-Transformation. In Hinblick auf die Identit4t® (Relation gilt fiir
fi, fo € L>(R%,C) und somit insbesondere fiir fi, f> € .7 (R%,C), zur Vereinfachung der

fge L'R4,0))
(Fl8)rare = fR f©g@dg;

nur im Spezialfall reellwertiger Funktionen stimmt die duale Paarung mit dem L2-Skalarprodukt {iberein, denn
im Allgemeinen gilt (Skalaprodukt ist linear im ersten Argument und sesqui-linear im zweiten Argument)

(flg)Lz=fRdf(é)%dfs.

4 Bemerkung. Die Fourier-Transformation auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen
F1*(RY,C) — [*(RY,C): f — Z(f)
kann als Fortsetzung der Operation .7 : .% (R%,C) — .7 (R?,C) eingefiihrt werden; alternativ kann sie als Opera-
tion & : L! ([Rd, On Lz([R{d, C)— L? ([Rd, C) betrachtet werden und dann auf Lz([R{d, C) fortgesetzt werden.

5Bemerkung. Aus der Definition der Fourier-Transformation und durch Vertauschen der Integrationsreihen-
folge ergibt sich fiir f;, f> € .7 (R%,C) die Relation

em? (F(f|f)p =@n? fR (F )0 fox) dx

= f f A e ™ fr0 dedx
R4 JRd

= [ @ [ pooe = axag
R4 R4

~en! [ fo@F@iode

= em? (AlF )y

aufgrund der Dichtheit . (R%,C) c L?([R%, C) folgt daraus die Identitit (fiir fi, f> € L>(R?,C))

(ZWlf2) e =(AIF (D)2
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Notation wird das Argument im Integral nicht angegeben)

(TN e = [ F L= [ AFE = (AT D) ey

ist die Fourier-Transformierte einer temperierten Distribution F € .¥* (R%,C) wie folgt
erklart (mittels dualer Paarung, fiir f € . (R%,C) ist auch .Z ( e (R%,C))

(Z W) =AFBf) ge 0 ={F|F () g oo =F(F (N);
die Fourier-Transformation definiert einen Isomorphismus
F . 7* (R, C) — S*(RY,C): F— F(F),
und insbesondere ist die inverse Fourier-Transformation
F . 7*R,C) — 7 (RY,C): G— FHG)

wohldefiniert.

Definition (Charakteristische Funktion). Die charakteristische Funktion eines auf der
Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes definierten Wahrscheinlichkeitsmales ist durch
die inverse Fourier-Transformation definiert

u: BRY) — [0,1],

iR — Cix— 2m (7 w) ) = fw e ¢ du(f).

Vorbemerkung. Das folgende Resultat stellt einen Zusammenhang zwischen der cha-
rakteristischen Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmalles und der inversen Fourier-
Transformation der zugehorigen temperierten Distribution her.

Resultat (Charakteristische Funktion). Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaR y : Z(R%) — [0,1]
gelten folgende Aussagen.

(i) Die zugehorige charakteristische Funktion ist beschrankt (durch Eins)
fi=@en:Z (wel®R,C).
Erkldrung. Da p ein Wahrscheinlichkeitsmal ist, ergibt sich die Abschédtzung

sup |ﬁ(1<)| = sup

xeRd xeRd

f el*¢ d,u(f)‘ < f 1du@ =1,
R4 R4
und folglich gilt fi € L°(R4,C). o
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(i)

(iii)

Die folgende Zuordnung definiert eine temperierte Distribution T, € .* R4, C)
Ty: S (RY,C)—C: f— Tyu(f) = fRdf(w) du).

Erkldrung. Das Funktional T, : % (R%,C) — C ist offensichtlich linear. Zum Nachweis
der Stetigkeit ist die Aussage

K
3C>0 3IKeNsg er&”([RZd,C): |Ty(f)|sCmaxsup(1+|x|2)2|6“f(x)|
|“|5Kx<—:[Rd

zu zeigen; wegen .7 (R%,C) c LP (R%,C) ergibt sich fiir jedes Element f € .7 (R%, C) mittels
der Abschitzung

101 =| [, £ dut@)| <[/ [ 1010 = 11

die Stetigkeit von T},. o

Es gilt die Identitit (beachte T, € .*(R?,C) und somit .Z ~}(T,,) € * ®R?,C), Gleichheit
gilt im Sinne des .7 * (R4, C))
i=0em: ZT,.
Erklirung. Es sei daran erinnert, dal die Fourier-Transformierte einer temperierten
Distribution wie folgt erklirt ist (wobei f € .7(R%,C) und F € .#*(R%,C), insbesonde-
re gilt Z (f) € /R4, 0))
(Z(P) () =F(Z());

entsprechend setzt man fiir die inverse Fourier-Transformation einer temperierten Dis-
tribution

(Z'B)(H=F(F).

Aus der Definition von T}, sowie der Definition der inversen Fourier-Transformation auf
dem Schwartz-Raum ergibt sich somit (wobei f € .7 (R%,C))

(Z 1 TW) () = Tu(F (D)
= f (Z7HH)(©) du©)
[Rd
=(2n)‘%f f a0 e™ ¢ dedu(é);
IRd [Rd

das Vertauschen der Integrationsreihenfolge und die Anwendung der Definition der cha-
rakteristischen Funktion fiihrt auf (wegen fi € L*°(R%,C) und f € .7 (R%,C) ist das Integral
wohldefiniert)

(Fra)n=ent [ g [ e auede

-2t f £ i) dx,
[Rd
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was der dualen Paarung entspricht (zur Vereinfachung werden die Argumente weggelas-
sen, vgl. regulidre temperierte Distributionen)

e (@)= [ Ar =@l

in diesem Sinn gilt die angegebene Relation fi = (Zn)% F1 (T,). o
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1.4 Charakterisierung von MaRen

Vorbemerkung. Das folgende Resultat besagt, dal3 ein auf der Borel-o-Algebra des eukli-
dischen Raumes definiertes Wahrscheinlichkeitsmal durch die zugehérige charakteristische
Funktion eindeutig bestimmt ist

p: BRY) — 10,11,

f:R— Ciro— 2m)% (F () () = fRd e ¢ du().

Resultat (Gleichheit von WahrscheinlichkeitsmaRen). Es seien p, yy : Z(R%) — [0,1] zwei
WahrscheinlichkeitsmaRe, und es bezeichnen iy, fio : RY — C die zugehorigen charakteristi-
schen Funktionen. Falls die charakteristischen Funktionen iibereinstimmen, so stimmen die
Male iiberein
h=f:R'—C = i =p:BR)—0,1].
Erklédrung. Aus dem zuvor angegebenen Resultat zur charakteristischen Funktion und mittels
der Bijektivitidt der Fourier-Transformation folgt die Aquivalenz
a
fie=02mz F (T,), Ce{l,2},
f1=f:R"—C < MW= ins*R,0) < T,=T, inS*"R%0).

Es bleibt also zu zeigen, dal aus der Gleichheit der zugehorigen temperierten Distributionen

Tu[:y(RdyC)_’C:f'_)Ty((f):[%df(w) dl.t[(w), 66{1,2},

die Gleichheit der Wahrscheinlichkeitsmalie folgt. Da die Borel-o-Algebra durch die kartesi-
schen Produkte von abgeschlossenen Intervallen erzeugt wird, reicht es aus, kompakte Men-
gen zu betrachten; das heil3t, es ist die Implikation

(ery(u%d,c): fRdf(w) dp (w) :fRdf(w) d,uz(a)))
- (VKC R4 kompakt : ;1 (K) = Mz(K))

nachzuweisen. Ein Resultat der Analysis stellt sicher, daR fiir jede kompakte Menge K < R¢
eine Folge von Elementen des Schwartz-Raumes mit der Eigenschaft

(foken,  fie Z([REC), fildel01l, filg=1, keN,
1 fallsxeKk,

k—o0
VxeRY:  fi(x) = yx(x), )(K:IRd—>IR:x-—>)(K(x):{
0 sonst,

existiert. Aus der Beschrédnktheit der Funktionen und der punktweisen Konvergenz gegen die
charakteristische Funktion folgt somit (Satz von der majorisierten Konvergenz® erméglicht

6Satz von der majorisierten Konvergenz. Es sei (Q,.7, ) ein MaRraum und (f}) ken mit fi. : Q@ — RU {oo} eine
Folge von meBbaren Funktionen, welche die folgenden Bedingungen erfiille.
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Vertauschen von Integral und Limes)

(Vkel\l: f fi(w) dul(w):f Ji(w) duz(w))
R4 R4
= |VkeN: limf fr(w) dp; (w) = limf fr(w) d,ug(a)))
k—oo Jrd k—oo Jrd

= [(VkeN: fXK(w)d,ul(a)):f )(K(w)dyg(w))
R4 Rd

= |VkeN: pui(K) =,u2(K)),

was die gewiinschte Aussage ist.

(i) Die Folge (fi)ren konvergiert fast tiberall gegen eine mef3bare Funktion f: Q — R (fiir fast alle w € Q)
kﬁ—r»f}ofk(w) =f(w).
(ii) Es existiert eine integrierbare Majorante g € LY(Q,R) (fiir fast alle w € Q)
Ifx()| < glw), keN.
Unter diesen Voraussetzungen erhilt man (Vertauschbarkeit von Integral und Limes)
fel'@QRr), frel'(QR), keN,
lim fQ | /(@) - f@)]| du) =0,

limffk(w) du(w)sz(w) dy(w).
k—ooJQ Q

37



1.5 Charakterisierung von Gauf3-MaRRen

Vorbemerkung. Im Folgenden wird an die Definition eines reellen Gaul3-Males erinnert
und die zugehorige charakteristische Funktion, welche das Wahrscheinlichkeitsmall eindeu-
tig festlegt, bestimmyt; als Spezialfall ist auch das Dirac-Mal zugelassen.

Definition (Reelles Gau3-MaR). Es seien a,f € R, und es gelte § = 0. Ein auf der Borel-o-
Algebra der reellen Zahlen definiertes WahrscheinlichkeitsmaR der Form”’

_ G-w?

26 d¢, >0,

1
p=N(a, ) : BR) — [0,1]: A—> \/ﬁﬁfAe
6a(A)) ﬂzoy

heildt reelles GaulR-Mal}; das Dirac-Mald ist dabei durch

5. (A) = 1, aeEA,
T 0, agA,

gegeben. Die Identititen®

a=E() = fR gdu@), f=V= fR € - a)® du(®),

"Bemerkung. Man beachte, daR man fiir A = (a,b) < R mittels Integraltransformation die Relation (setze
n= f%ﬁ((f—a) bzw. ¢ = a+v2 1)

€-a?

)= [ d 0 g
'u((a, ))_m a ¢ ¢= f (u @) 7

erhilt. Falls a € (a, b) ist a— a <0 sowie b— a > 0 und daher ——

(a—a) — —oo sowie —= (a—a) — oo fiir f — 0,

\f 2 f 2p
andernfalls folgt a — a < 0 sowie b — @ < 0 oder a — @ > 0 sowie b — a > 0, und der Integrationsbereich reduziert

sich auf einen einzelnen Punkt
ac(ab): p(a, b) =—f e dn=1, ad(ab: ,u((a,b))ﬁ: 0

Das Dirac-Mal} ergibt sich somit in natiirlicher Weise aus dem Gau3-Mak.
8 Erinnerung. Fiir B > 0 folgen mit Hilfe der Relationen (Herleitung des bekannten Wertes mittels Quadrieren
und Verwendung von Polarkoordinaten, Integral iiber ungerade Funktion verschwindet, Partielle Integration)

fRe-fzdfz\/%, fwée‘fzdézo, fRéze‘fsz——-fe“ _m+%fRe_‘(2df=ﬁ’

die angegebenen Identitdten (Substitution ) = ff(; bzw. ¢ = a+v2 1)

1 ({az r] \[ﬁ n
— 2 —_
E() = mﬁfwﬁe o dé fRe dn+—= fne dn=a,

_ 1 2*7 _2p 2 —n? _r2
V(I)—\/z—nﬁfﬂ(f—a) e 2P dé—ﬁfﬂn e T dn=p".
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rechtfertigen die ebenfalls gebrduchliche Bezeichnung Normalverteilung mit Erwartungs-
wert a« und Varianz °.

Erinnerung. Die charakteristische Funktion eines Gauf-MaRes ist mittels der inversen
Fourier-Transformation definiert

E-a)?

1 T2
ﬂ%(R)_’[O,l]A'—)u(A): \/ﬁﬁ Ae 2 df? ﬁ>0)
5a(A), f=0,

B:R— C:ix— V21 (F ' (Ww)x) = fReiK‘fdu(é).

Resultat (Charakteristische Funktion eines Gauf3-Mafles). Die charakteristische Funktion
eines reellen GaulR-Malfles ist durch

p=N(a,p?): §:R—C:ix— V21 (T (W)x) = el 2

gegeben; insbesondere gilt fiir den Spezialfall der Standardnormalverteilung

p=N0O,1): [:R—C:k—e X
Erkldrung. Im Speziallfall B = 0, d.h. u = &, folgt sofort fi(k) = e'%¥ fiir x € R. Fiir 8 > 0
bezeichne f(4 p) die Dichtefunktion der Normalverteilung und insbesondere f(o 1) die Dichte-
funktion der Standardnormalverteilung

i 2
C—a) 1

—-a” _1g2
ﬁa,ﬁ):R_’R55'_’\/%ﬁe 262, f(o,l)IR—>R:€'—>\/%e 267,

Eine elementare Rechnung zeigt (Quadratisches Erginzen &2 — 2ix¢ = (£ —ix)? + k2, Substitu-
tionn = % (€ —ik) bzw. & = V21 +ix)

e .
A(F o) = [ e a
:fe—%(fz—Zin) dé
R
1.2 _(E 11<
=e ZKf dé

—\/_e"

e dn;

f{,, L ¢-in):cer}
mittels Anwendung der Integralformel von Cauchy® ergibt sich weiters
7 (77 (fo) o) = V2Ze 2 f e dn
R

= V2me
=27 fio,1)(x).

9 Bemerkung. Die Exponentialfunktion exp : C — C : z — e ist fiir jedes Element z € C komplex differenzier-
bar, d.h. eine ganze Funktion. Der Cauchy’sche Integralsatz besagt inbesondere, dal fiir jede ganze Funktion
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Im allgemeinen Fall fiihrt eine geeignete Transformation des Integrales auf (setze n = 6_70[

bzw. ¢ =a+ fn)

¢-a)?

Znﬁ(ﬁ—l(ﬂa,ﬁ)))(m:fe_Weixg dé
R
= ﬁeika[ e_é eiﬁKTI dé
R
=21 (F ™ (fo))) (BK)

=21 elX® fo,1(Bx)
_ Vampena-bie

Insgesamt erhélt man die Relationen
T fon) = fov, (T flap)) = \/Lz_n e @I eR,
p=N@pd: [ =vVer(F W) = V2r (F fap)) ) =27 xeR,

woraus das Resultat folgt. o

f:C — C das Integral iiber eine geschlossene (stiickweise reguldre) Kurve y : [0, 1] — C verschwindet

1
ff(z) dz:f0 fly@)y'(wde=o.
Y

Mit Hilfe dieses Resultates folgert man, dal§ der Wert des Integrals nicht von ¢ € R abhéngt und erhélt somit

f e_zzdz:fe_xzdx:\/ﬁ.
R+ic R
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1.6 Konsistenzsatz von Kolmogorov

Vorbemerkung. Der Satz von Kolmogorov wird benétigt, um die Existenz eines eindimen-
sionalen Wiener-Prozesses sicherzustellen.

Konsistenzsatz von Kolmogorov. Es sei T > 0, und es bezeichne (#;)xen €ine Folge reeller
Zahlen mit 7 € [0, T fiir k € N. Weiters sei (v(4,...,1,)) ken €ine Familie von Malien

.....

Vit :%((Rd)k) — 10,00

mit den folgenden Eigenschaften. Fiir jede Permutationo : {1,...,k} — {1,..., k} und alle Borel-
Mengen A1, ..., Ay € B(R?) ist die Relation

erfiillt; die Erweiterung von (7, ..., &) € [0, T1* auf ein K-Tupel (t4,..., t, tk+1,--., tx) € [0, 71X
sowie die Erweiterung der Produkt-Menge A; x --- x Ag auf A; x -+ x Ap x R? x - - x R bewirkt
keine Anderung (wobei A1, ..., A € B(R?))

.....

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraumes
(Q,.«7, 1) und eines stochastischen Prozesses (Z(1))co,7) mit Z (1) : Q — R? fiir ¢ € [0, T] si-
chergestellt; fiir beliebige Zeitpunkte ti,..., t € [0, T] und Borel-Mengen A, ..., Ay € B(R%)
erfiillt das WahrscheinlichkeitsmaR p: .27 — [0, 1] die Relation

.....

u((z@) a0 (Zw) " A =iy

Erkldrung. Vgl. etwa http://www.math.uni-heidelberg.de/studinfo/rohde/lehre2.html. o

41



1.7 Existenz von Wiener-Prozessen

Erinnerung. Es bezeichne (Q, .27, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei T > 0. Ein
reellwertiger stochastischer ProzeR3

W®) e,  WO:Q—R, tel0,T],

heilst eindimensionaler Wiener-Proze bzw. eindimensionale Brown'sche Bewegung, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.

(@) Esist W(0) =0 fast sicher, d.h. es gilt
ufoen:(wo)w =0})=1.
(b) Fiirjedes Element w € Q ist der zugehorige Pfad fast sicher stetig, d.h. es gilt
,u({w € Q: der zugehorige Pfad [0, T] — R: t — (W (1)) (w) ist stetig}) =1.

(c) Fiirjedes K € N und beliebige Zeitpunkte f, t1,..., tx € [0, T] mit fH < f; < --- < tx sind die

reellwertigen Zufallsvariablen (Zuwichse, beachte W (0) = 0 fast sicher)

W), W) -W(t),..., W(tx) - W(tk-1)
unabhingig.

(d) Fir beliebige Zeitpunkte 1, € [0, T] mit f; < £ ist W () — W(f;) eine normalverteilte
reellwertige Zufallsvariable

W(t,) —W(t)) ~N(©, - t1),

52

o (W(t) - W) =N©, ta—1): BR — [0,1]: A T d¢,

1
V2n(t—1) fAe

Resultat (Existenz eines Wiener-Prozesses). Die Anwendung des Konsistenzsatzes von Kol-
mogorov sichert die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, 27, y) und eines eindimen-
sionalen Wiener-Prozesses

W®)eo.rpy  WH:Q—R, t€l0,TI.

Dazu definiert man fiir aufsteigende Zeitpunkte 0 < ; < --- < f; (fir Ay,...,Ar € BW),
Produkt-MaR definiert durch v(;,, . 1) (A1 x -+ x Ag) = (N(0, 71)) (A1) +...- (N(O, tg — tx—1)) (Ap))

N(0,8%): B®R) — [0,1]: A— Jz_—lnﬁfAe_% dé, p>o,
Vo = NO, 1) @ N0, £ — 1) ® - ® N(0, ty. — ty_1) : B(R*) — [0, 1],
(W) A n-n (W) ™ (A) = via, 0 (A1 X+ x AD);
die Erweiterung auf beliebige Zeitpunkte 11, ..., fx € [0, T] erfolgt entsprechend der Bedingung

Hitoqy,een tg(k))(Al XX Ag) = K, tr) (Aa‘l(l) Xooee X Ao‘l(k)) .
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Erweiterung. Die Erweiterung auf den mehrdimensionalen Fall erfolgt durch Betrachtung
der Komponentenfunktionen. Genauer, man verwendet, dal ein stochastischer Prozel3 ein
d-dimensionaler Wiener-Prozel$ bzw. eine d-dimensionale Brown'sche Bewegung

T
W)y WO Q—R 00— (WD) W) = ((Wl(t))(w), (Wd(t))(w)) ,
ist, wenn der durch die k-te Komponentenfunktion definierte stochastische Prozel3
(Wi(®) oo Wi:Q—R, kefl,...d}, tel0,T],

ein eindimensionaler Wiener-ProzeR ist und sdmtliche Komponentenfunktionen unabhingig
sind.
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Kapitel 2

Grundlagen der Funktionalanalysis

Vorbemerkung. Im Folgenden werden grundlegende Begriffe und Resultate der Funktional-
analysis, insbesondere zu Spurklasse-Operatoren, erwdhnt; der Vollstindigkeit halber wird
zundchst an die Charakterisierung stetiger linearer Operatoren einnert.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

* Beschrinktheit und Stetigkeit eines linearen Operators
Raum der stetigen linearen Operatoren
Isomorphismus

Isometrie

e Dualraum
Satz von Hahn-Banach
Charakterisierung der Norm (Lemma C.2)

Bidualraum und reflexiver Raum

* Orthonormalsystem

Vollstandiges Orthonormalsystem, Charakterisierung und Existenz

* Adjungierter Operator
Selbstadjungierter Operator

Positiv semi-definiter Operator (Definition B.2)

* Kompakter Operator

Spektraleigenschaften kompakter Operatoren
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Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren
Singuldrwerte (Definition B.3)
Resultat zur Darstellung eines kompakten Operators (Satz B.5)

Singuldrwertzerlegung (Korollar B.6)

Neumann-Schatten-Klassen (Definition B.3, Bemerkung B.4)
Spurklasse-Operatoren, Hilbert-Schmidt-Operatoren (Definition B.3)
Uberlegungen zum endlich-dimensionalen Fall

Spur (Definition B.7)

Resultat zur Spur (Satz B.8)

Spezialfall eines positiv semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operators (Be-
merkung B.9)

Resultat zu Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren (Satz B.10)
Resultat zum Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren (Satz B.11)

45



2.1 Stetiger linearer Operator

Vorbemerkung. Im Fall eines linearen Operators zwischen normierten Rdumen ist Stetig-
keit dquivalent zur Beschrédnktheit der Operator-Norm. Der Vektorraum der stetigen linea-
ren Operatoren zwischen einem normierten Raum und einem Banach-Raum bildet mit der
Operator-Norm einen Banach-Raum.

Stetiger linearer Operator.

0

(i)

(iii)

Linearer Operator. Es bezeichne K =R oder K = C. Ein linearer Operator zwischen zwei
[K-Vektorrdumen
A: X1 -_— X2

erfiillt die Eigenschaften (Additivitdt, Homogenitét)
Vx,X1eX:  Ala+X)=Ax+ A%,
VcelK Vxe€Xi: A(cx)) =cAx;;
wesentliche Unterrdume sind der Wertebereich, der Kern und der Graph von A
Bi(A) = A(X1) ={Ax1: x1 € X1} = Xo,

Ke(A) = AT ({0}) ={xm e X1: Ax; =0} X3,
Gr(A) = {(xl,Axl) X1 € Xl} cX;xXy.

Im Spezialfall X, = C spricht man von einem linearen Funktional.

Beschrdnktheit der Operator-Norm. Ein linearer Operator A : X; — X, zwischen nor-
mierten Rdumen (Xj, | - llx,) und (Xp, | - lx,) heillt beschridnkt, wenn die zugehorige
Operator-Norm endlich ist

~axly, .
| Al x,—x, = sup 7——= sup [Axi|y, <oo;
xX1€Xq ”xl ”Xl x1€Xy
x1#0 %11l x, =1

fiir einen beschriankten Operator folgt insbesondere die Relation (mit optimaler Kon-
stante C = || Al x,—x; =0)

3C=0 VxeXi:  [Ax|y <Clxu|y,-

Beschrdnktheit und Stetigkeit. Fiir einen linearen Operator A : X; — X, zwischen nor-
mierten Riumen (X, | - | x,) und (X, || - Il x,) sind folgende Aussagen dquivalent.

(@) Der lineare Operator A ist gleichmalig stetig

Ve>0 3I6>0 Vi, x € X mit ”321—)61“le52 ||A(5c'1—x1)||X2§£.
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(iv)

)

(vi)

(b) Der lineare Operator A ist stetig
Vxi€X; Ve>0 36>0 VHeX; mit [fi-xf, <6 [AFE-xa)|y, <e.
(c) Der lineare Operator A ist stetig in Null
Ve>0 36>0 VxeXp mit x|y, <6:  [Ax]ly, <e.
(d) Der lineare Operator A ist im folgenden Sinn beschrankt
3C=0 VYxeX;:  [Ax|y, =Clxuly,-

Erkldrung. Vergleiche WERNER (2011), Satz I1.1.2. o

Raum der stetigen linearen Operatoren. Der Vektorraum aller stetigen linearen Operato-
ren zwischen normierten Riumen wird mit

L(X1,X2) ={A: X; — X; linear und stetig}

bezeichnet; versehen mit der Operator-Norm bildet L(X;, X») einen normierten Raum.
Speziell fiir X = X; = X, setzt man

L(X)=L(X,X)={A: X — X linear und stetig}.
Falls der Bildbereich X, vollstdndig und somit ein Banach-Raum ist, bildet
(L0 Xo), |- [, x3)
einen Banach-Raum, vergleiche WERNER (2011), Satz II.1.4.

Isomorphismus. Ein linearer Operator zwischen normierten Rdumen (X, | - lx,) und
(X2, II- | x,) wird als Isomorphismus bezeichnet, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind

A: X7 — X, bijektiv und stetig, Al X, — X stetig.

Isometrie. Einlinearer Operator A: X; — X, heildt eine Isometrie, wenn die Norm erhal-
ten bleibt
vaeXi:  [Ax|y, =[xy,

Insbesondere folgt daraus die Stetigkeit und Injektivitdt von A, denn (somit KeA = {0})
AxI:Afl - 0:||A(X1—f1)”x2:”xl—fl”Xl - xlzfl;

Surjektivitdt ist im Allgemeinen jedoch nicht gegeben.
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2.2 Dualraum und Reflexivitat

Vorbemerkung. Wie zuvor angegeben, bildet der Vektorraum der stetigen linearen Opera-
toren zwischen einem normierten Raum und einem Banach-Raum mit der Operator-Norm
einen Banach-Raum; spezielle Bedeutung hat der Dualraum eines normierten Raumes, wel-
cher alle stetigen linearen Funktionale umfaf3t.

Dualraum. Es sei K = R oder K = C. Der (topologische) Dualraum eines Banach-Raumes
tiber K oder allgemeiner eines normierten K-Vektorraumes (X, | - || x) umfaf3t alle stetigen li-
nearen Funktionale

X* =L(X,K) ={x": X — K linear und stetig} .
Versehen mit der Operatornorm

, x*eX”,

[x*|| 4 = sup |x*(x)
Xllx=1

bildet der Dualraum einen normierten Raum; aufgrund der Vollstdndigkeit des zugrundelie-
genden Korpers K ist der Dualraum vollstdndig und bildet somit einen Banach-Raum.

Satz von Hahn-Banach. Essei (X, || x) ein (nichttrivialer) Banach-Raum bzw. allgemeiner
ein normierter Raum. Eine Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach besagt, dal$ fiir jedes
Element x € X ein Element des Dualraumes x* € X* mit den Eigenschaften || x* || x = 1 sowie

00 = x|

existiert.!

Resultat (Charakterisierung der Norm). Falls der zugrundeliegende Banach-Raum X sepa-
rabel ist, existiert eine Folge (x,’;) ren von Elementen des Dualraumes X, sodal fiir alle x € X
die Relation

1]l xc = sup[xg ()]
keN

! Bemerkung. Dieses Resultat impliziert insbesondere, daR man Elemente von X mittels eines Elementes des
Dualraumes unterscheiden kann (Trennung von Punkten)

Vx,Xe Xmitx#x% 3z e X*: 25 (x) # 25 (7).

Diese Folgerung entspricht der Aussage, dal zwei Elemente des euklidischen Raumes verschieden sind, wenn
zumindestens eine Komponente verschieden ist

Vx=(x1,..xq) %= (X, %) eRmitx#% Fke{l,...,d}:  xp#%.
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giiltig ist; im Spezialfall eines reellen separablen Banach-Raumes kann die Folge so gewdhlt
werden, dal die folgende Identitét gilt

Il = sup x; (.
keN

Erkldrung. Aufgrund der Linearitdt der Elemente des Dualraumes reicht es aus, normierte
Elemente zu betrachten. Da vorausgesetzt wird, dall der betrachtete Banach-Raum separabel
ist, existiert eine abzdhlbare Familie (xj)en von normierten Elementen mit der Eigenschaft
(Dichtheit der Folge in Einheitsspére)

||xk||X:1, keN, {xk:kel\l}:{xeX:Hx”X:l}.

Der Satz von Hahn-Banach sichert zudem die Existenz von Elementen des Dualraumes
(x]t) ren Mit der Eigenschaft

il =1, woo=lul=1,  ken.

Fiir jedes Element der Einheitsspéare folgt damit die Abschitzung

Vx € X mit |x|,=1: ENCIEEN P EIFEE

ein Widerspruchsbeweis (wobei § > 0 und ¢ € N)
Annahme Vxe€ X mit ||x||X =1 VkeN: |xZ(x)| <1-96,
= Vxe X mit ||x||X =1und ||x—xg||X < g 1= |x;(xg)|
< |x;(x—x0)| + |x; ()|

=[xl x-
<1-%¢

x—x¢l|x+1-6

zeigt die gewiinschte Relation
supl ;0] =1 = |l
€

Im reellen Fall kann durch Ubergang auf — x;. die Bedingung x; (x) > 0 fiir alle k € N erreicht
werden. o

Bidualraum, Reflexiver Raum. Wie zuvor sei K =R oder K = C und (X, || - || x) ein Banach-
Raum iiber K oder allgemeiner ein normierter K-Vektorraum; inbesondere bildet der zuge-
horige Dualraum X* einen Banach-Raum. Der Dualraum von X™ wird mit

X** = L(X*,K) = {x*" : X* - K linear und stetig}
bezeichnet und heilst Bidualraum von X; die kanonische Einbettung

IJx: X — X" ix— x*" = Jxx=[x" — x* (0]
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ist eine lineare und isometrische Funktion und insbesondere injektiv und stetig. Falls die
kanonische Einbettung zudem surjektiv und folglich ein isometrischer Isomorphismus ist,
nennt man X einen reflexiven Raum; meist identifiziert man den Bidualraum X** dann mit X.
Da ein Hilbert-Raum isomorph zu seinem Bidualraum ist, ist er insbesondere reflexiv; fiir
einen reellen Hilbert-Raum ist dies eine Konsequenz des Satzes von Fréchet-Riesz, und das
Resultat ld[3t sich auch auf komplexe Hilbert-Rdume erweitern.
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2.3 Vollstindiges Orthonormalsystem

Vorbemerkung. FEine fiir spiatere Zwecke hilfreiche Darstellung eines kompakten Operators
zwischen separablen Hilbert-Rdumen beruht auf der Kenntnis von vollstindigen Orhonor-
malsystemen.

Orthonormalsystem. Es sei K = R oder K = C, und es bezeichne (H,(:|)g, |l - |g) einen
Hilbert-Raum (bzw. allgemeiner ein Prahilbert-Raum) tiber K.

@

(i)

(iii)

(iv)

Orthonormalsystem. Eine Familie (hj)recx von Elementen hy € H fiir k € K heil3t ein
Orthonormalsystem in H, wenn je zwei Elemente aufeinander orthogonal stehen und
jedes Element normiert ist

1, k=¢,

VkeeK:  (helhy), =6 =
(i he) g = Be {0, k#¢.

Vollstindiges Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem (hy)rex von H, dessen li-
neare Hiille dicht in H liegt

H=Hyg, Hx=x{ht:kek),
wird als vollstdndiges Orthonormalsystem bzw. Hilbert-Basis bezeichnet.

Charakterisierung. Fiir ein vollstindiges Orthonormalsystem (hy)xex des Hilbert-
Raumes H sind folgende Aussagen dquivalent (zusitzliche Uberlegungen zur Wohlde-
finiertheit der angegebenen unendlichen Reihen wesentlich, Parseval’sche Identitét)

H:H_K, HKZ[KU’Z]C:]CEK),
VheH: (heHg = h=0),
Yhe H: hZZ(h|hk)Hhk,

keK
Vhi,hy € H: (h1|h2)H: > (h1|hk)H(hk|h2)H’
keK
vheH:  |hly= X |(hlm) "
keK

Existenz. Jeder separable Hilbert-Raum besitzt ein vollstindiges Orthonormalsystem;
dieses kann konstruktiv mittels des Orthogonalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt
konstruiert werden. Ein unendlich-dimensionaler Hilbert-Raum ist genau dann sepa-
rabel, wenn ein abzdhlbares vollstdndiges Orthonormalsystem existiert. Siehe WER-
NER (2011), Kapitel V.4. Orthonormalbasen.
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2.4 Positiver selbstadjungierter Operator

Vorbemerkung. In Hinblick auf die Darstellung von Gau3-MaBen und Wiener-Prozessen
mit Werten in separablen Hilbert-Rdumen reicht es aus, den adjungierten Operator eines ste-
tigen Operators zwischen Hilbert-Rdumen zu definieren; in dieser Situation stimmen aul3er-
dem die Begriffe Symmetrie und Selbstadjungiertheit tiberein.

Adjungierter Operator. Esseien (Hy, (|') g, Il 7)) und (Ho, (-|*) &, |- | i7,) Hilbert-Raume. Fiir
einen stetigen linearen Operator A: H; — H, ist der adjungierte Operator

A*:H2—>H12h2'—>A*h2
durch die folgende Relation definiert
Vh1€H1 thEHzi (Ah1|h2)H2:(h1|A*h2)H1'

Vergleiche WERNER (2011), Definition II1.4.1 (allgemeiner fiir normierte Raume) und Defini-
tion V.5.1.

Selbstadjungierter Operator. Ein auf einem Hilbert-Raum definierter stetiger linearer Ope-
rator A: H — H heil3t selbstadjungiert (bzw. symmetrisch), wenn der adjungierte Operator
mit A iibereinstimmt

A=A*":H — H;

somit ist die folgende Relation giiltig

Vhl,hZEHZ (Ah1|h2)H:(h1|Ah2)H.
Positiv semi-definiter Operator. Ein selbstadjungierter linearer Operator A: H — H heil3t
positiv semi-definit?, wenn die folgende Relation giiltig ist

YVheH:  (Ah|h),=0.

2Bezeichnung. In Ubereinstimmung mit dem Spezialfall einer Matrix wird im Folgenden die Bezeichnung
positiv semi-definit verwendet; gebrauchlich sind auch die Bezeichnungen nicht-negativer Operator oder posi-
tiver Operator.

52



2.5 Darstellung eines kompakten Operators

Vorbemerkung. Der Begriff des kompakten Operators wird im Zusammenhang mit
Spurklasse-Operatoren zur Darstellung von Gauf$-Mallen und Wiener-Prozessen bendtigt. Im
Folgenden wird zunéchst an die Spektraleigenschaften kompakter Operatoren und insbeson-
dere an den Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren erinnert. Weiters wird
ein Resultat zur Darstellung kompakter Operatoren mittels Singuldrwerten und Orthonor-
malsystemen angegeben; dieses macht die Analogien zum endlich-dimensionalen Fall be-
sonders deutlich.

Kompakter Operator. Esseien (Hy, |-l g, () g,) und (Ho, |||l 1, (-1) 1,) Hilbert-Rdume (bzw.
allgemeiner Banach-Rdume). Ein linearer Operator A: H; — H> heillt kompakt, wenn das Bild
einer beschrinkten Teilmenge von H; eine in H, priakompakte Menge? ist; dies ist gleichbe-
deutend damit, dal8 jede in H; beschrdnkte Folge eine Teilfolge (/) xeny besitzt, deren Bildfol-
ge (A hy) ren in Ho konvergiert. Ein kompakter Operator ist insbesondere stetig.*

Spektraleigenschaften kompakter Operatoren. Im Fall eines auf einem Hilbert-Raum de-
finierten kompakten Operators A: H — H kann man folgende Aussagen treffen.

(i) Istder zugrundeliegende Hilbert-Raum unendlich-dimensional, so ist Null ein Element
des Spektrums
dim(H) =co = 0€& Spektrum(A).

(ii) Die Menge Spektrum(A)\{0} ist héchstens abzédhlbar; jedes Element A € Spektrum(A)\{0}
ist ein Eigenwert von A und der zugehdrige Eigenraum ist endlich-dimensional.

(iii) Das Spektrum von A kann nur Null als Hiufungspunkt besitzen.

Erklédrung. Siehe WERNER (2011), Satz VI.2.5. o

3 Bemerkung. Es bezeichne X einen normierten (oder allgemeiner topologischen) Raum.

(i) Eine Teilmenge M < X heilt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt.

(ii) Eine Teilmenge M < X heift prikompakt oder relativ kompakt, wenn der Abschluf M < X eine kompakte
Menge ist.

Eine prakompakte oder kompakte Menge ist insbesondere beschrankt.
4 Erkldrung. Esist zu zeigen, daR die Operator-Norm eines kompakten Operators A: H; — Hp beschrankt ist

3C20:  sup{|Am||y,: € Hymit ||, =1} <C.
Die Einheitsspére {h; € H; : | 1]l g, = 1} ist eine beschrdnkte Menge. Nach Voraussetzung ist ihr Bild
{Ahy:hy e Hymit |||y, =1}
eine pradkompakte Menge und insbesondere beschrankt; somit existiert eine Konstante mit der gewiinschten

Eigenschaft.
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Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren. Fiir einen auf einem Hilbert-
Raum definierten selbstadjungierten kompakten Operator A: H — H gilt die folgende Dar-
stellung, wobei (A1x) xex die Familie der von Null verschiedenen Eigenwerte von A und (vi) ke
die Familie zugehoriger Eigenfunktionen bezeichnet (mit endlicher Indexmenge oder K =N,
Angabe der Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit, zugehoriger Eigenraum ist endlich-
dimensional, kein Beitrag von 0 € Spektrum(A) zur Summe)

A=Y (A (| vk) y vis
keK

diese Eigenwerte bilden eine Nullfolge in R\ {0}, und die Eigenfunktionen ein (nicht notwen-
digerweise vollstandiges) Orthonormalsystem. Weiters gilt die Zerlegung

H=VeKed), V=p{vr:kek),

sowie die Identitét
1] 7y = sup|Ak(A)].
keK

Erkldrung. Siehe WERNER (2011), Satz VI.3.2. o

Singuldrwerte. Es seien (Hy, (:|) gy, |l - | 7,) und (Hz, (-|) m,, I - | ) Hilbert-Rdume. Fiir einen
kompakten Operator A: H; — H, mit adjungiertem Operator A* : H, — H; wird durch

A*AZHl —_— Hl

ein kompakter Operator definiert, der auBerdem selbstadjungiert und positiv semi-definit ist.
Aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren folgt, dal§ die zugehorigen
Eigenwerte die Relation (hochstens abzdhlbar viele positive Eigenwerte, d.h. endliche Index-
menge oder K =N, Angabe der Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit)

MarA)=(A(a74)) . Mi(4T4)= (a7 4) = >0,

erfiillen. Die Singuldrwerte von A entsprechen den Quadratwurzeln (nicht-negative Werte)

oA = (0kA) g, 0104 =41 (A*A) 2 02(A) = \/A2(A* A) = -+ > 0.

Darstellung eines kompakten Operators. Wie zuvor bezeichne A : Hy — H, einen kom-
pakten Operator und o(A) = (0 (A))kex sdmtliche von Null verschiedene Singuldrwerte. Die
Spektralzerlegung des selbstadjungierten kompakten Operators A* A : H; — H; sichert die
Existenz eines (nicht notwendigerweise vollstindigen) Orthonormalsystemes (vi)xex in Hi,
welches aus Eigenfunktionen von A* A besteht. Mit dem Orthonormalsystem

_ 1
(wk)kEK = (Uk(A) Avk)keK
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in H, ist dann folgende Darstellung giiltig (Konvergenz der Reihe beziiglich Operatornorm)

A=Y (cfve) gy, Avi= Y oA (-|ve) y, we.
keK keK

Erkldrung. Mittels der Anwendung des Spektralsatzes auf den selbstadjungierten kompakten
Operator A* A: Hy — H; folgt die Existenz eines Orthonormalsystemes (V) rex in Hy, sodafd

A" A=Y (AT A) (-|vk) gy v = X (k) (o) g, i
keK keK

insbesondere folgt daraus die Identitét
A*Avp = (0pD)vk,  keK.

Wie eine einfache Rechnung zeigt, bildet die durch (wy) xex = (m A Vi) ke definierte Fami-

lie ein Orthonormalsystem in Hs, (verwende Definition des adjungierten Operators, Eigenre-
lation und Orthogonalitit)

(wk| Wf)Hz = Uk(A)lag(A) (A Uk|AW)H2
= srtmem (A" Avi|ve) g,

__(ox(A))?
= ok((fﬁ)a,(A) (Vk|W)H2

=0k, k,/eK.

Jedes Element h; € Hy lal3t sich wie folgt darstellen (Ergdnzung von (v) ke Zu vollstdndigem
Orthonormalsystem (vg) .z von Hj)

h=Y (m|vi)gve+h, ki eKe(A®A);
keK

man beachte, dall der Kern von A* A mit dem Kern von A tibereinstimmt, denn
A*Al =0 = (A"Al|h), =0
o~ 2 o~ o~
e ||Ah1||H1 = (Ahl|Ahl)H1 =0
— Aﬁl =0,
—

Ah;=0 A*Ah; =0.

Bei Anwendung von A erhélt man die gewliinschte Relation (verwende A ﬁl =0)

Ahi =) (h1|vk)H1Avk;
keK

mittels (W) kex = (mAvk)k€ x zeigt sich aullerdem die Konvergenz der Reihe (verwen-

de Orthogonalitdt, wie zuvor Ergdnzung von (vg)kex zur vollstindigem Orthonormalsystem
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(Vi) ke g» hOchstens abzdhlbare viele Summanden verschieden von Null)

) 2
[ APy, =

> k(A (h|ve) y, wi
keK

= 3 (ox@)*|(m]ve)

keK

< max{(ak(A))2 ke K} I§|(h1|vk)Hl B
€

H,

= max{(o(A)*: ke K} || |3, <oo,

vgl. Charakterisierung und Existenz von vollstdndigen Orthonormalsystemen. o

Singuldrwertzerlegung. Im Spezialfall endlich-dimensionaler Hilbert-Rdume entspricht
ein linearer Operator A: Hy = R4 — H, = R% einer Matrix® A € R%2*% und es ergibt sich die
Singulirwertzerlegung (Eigenwertzerlegung VI A* AV = A € R4*% mit orthogonaler Matrix
V= (nl...lvg) € R4 >4 ynd positiv semi-definiter Diagonalmatrix A € R%4*d1 Einschrin-

kung auf positive Singuldrwerte 01(A) = \/A1(A*A) = --- =2 0k (A) = V/Ax(A* A) > 0, Familie
orthonormaler Vektoren (wy)}_, = (25 Avk) . in R?)
A= (w1|...\wK)diag(Ul(A),...,UK(A)) (v1|...|vK)T.

Erklirung (Vgl. obige Uberlegungen). Der Spektralsatz besagt, da die positiv semi-definite
symmetrische Matrix A* A € R4 *% nicht-negative reelle Eigenwert besitzt und zugehorige
Eigenvektoren existieren, welche eine Orthonormalbasis bilden

A*Avp = A(A A) vy, kefl,...,d},
A*A=VAVT,
A = diag(A;(A* A),..., Ay, (A* A)) e RE*
MA*A) = (01(AD)* =2 Ag, (A" A) = (04, (A)° =0,
V=(v|...|vgy)eRMH, vvT=1.

Man beachte, dal3 sich mittels der Darstellung eines Vektors beziiglich der Orthonormalbasis
folgende dquivalente Relation ergibt

dy
z = Z (Z| vk)Rdl Vi € Rdl ,
k=1
dl dl 2
A Az=Y (zlvp)ga AT Ave = Y (0k WD) (2] vk)gar Uk
k=1 k=1

dy
A"A=) (Uk(A))2 (- |vk)ger vics
k=1

5Bemerkung. Mittels Zerlegung in Realteil und Imaginirteil kann man den komplexen Fall auf den reellen
Fall zuriickfithren.
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da nur die positiven Eigenwerte bzw. Singuldrwerte eine Beitrag liefern, wird die Indexmenge
entsprechend eingeschrankt

o1(A)z---20x(A)>0, oxn(A)=--=0g(4)=0,

K
ATA=Y (0k(D)* (- |ve) g vk
k=1

Analog zu den obigen Uberlegungen zeigt eine einfache Rechnung die Orthonormalitit der
durch (Wohldefiniertheit wegen o (A) >0 fiir k€ {1,...,K})

Wk:mAUkERdz, ke{ly---;K}»

definierten Vektoren; im Allgemeinen erhédlt man jedoch keine Orthonormalbasis. Wegen
Vke{l,...,K}: A*Ave=0 = (A"Avi|vi)ga =0
2
= [ Avk]ga = (Avi|Avi)ga =0

= Avr=0,
Avp=0 = A"Avp;=0,

ergeben sich mit der zuvor angegebenen Darstellung eines Elementes z € R%! die Relationen

dy K d,
<= Z (Z|Vk)Rd1 Vg = Z (Z|Vk)Rd1 Uk + Z (Z|Vk)Rd1 Uk
k=1 k=1 k=K+1
Avip=0(Awy, orp(A)>0, kefl,..., K}, Avp =0, ke{K+1,...,di},
d K
Az= Z (Z| Vk)[del Avg = Z ok (A) (z| Vk)[del Wk,
k=1 k=1
K K
A=) (-|vr)ga Ave= Y ok(A) (- |vk)gay Wi
k=1 k=1

Bei Verwendung kompakter Matrix-Schreibweise (Dimensionsiiberlegung)
uS 2
A*A=Y (0kD) (v)ga vk = A*A=VAVT,
k=1

K
A=Y oA (vgawr = A = (wi]...|wg) diag(a1(A),...,0x (W) (v1]...[vi)",

/ \

k:l v v v
dyxdy dyxK KxK Kxd;

zeigt dies die Behauptung. o
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2.6 Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren

Vorbemerkung. Kompakte Operatoren, deren Singuldrwerte summierbar sind, fithren auf
Spurklasse-Operatoren und bilden einen Banach-Raum; bei quadratischer Summierbarkeit
ergeben sich Hilbert-Schmidt-Operatoren und insbesondere ein Hilbert-Raum. Ein Gaul3-
Mal auf einem separablen Hilbert-Raum ist durch einen positiv semi-definiten selbstad-
jungierten Spurklasse-Operatoren charakterisiert und folglich auch der zugehoérige Wiener-
Prozel3.

Neumann-Schatten-Klassen. Es bezeichnen (Hy, | - g, (‘1)) und (Ho, Il - | 1, (19 ,) zweid
Hilbert-Raume. Fiir Exponenten p € [1,00] heillen die normierten Rdume aller kompakten
Operatoren, deren positive Singuldrwerte o(A) = (0 (A))rex summierbar bzw. beschrankt
sind, Neumann-Schatten-Klassen (Indexmenge K ist endlich oder K = N, eventuell Ergin-
zung mit Null um K =N zu erreichen)

p(Hy, Hp) = {A: H — H, kompakt und o (A) € £/ (N)},

1

41, =lolp=( T (oxa)), ey, m;
€

man beachte, dal ein Singuldrwert eine nicht-negative reelle Zahl ist und daher mit dem
Absolutbetrag iibereinstimmt. Die Neumann-Schatten-Klassen bilden Banach-Rdume; im
Spezialfall p = 2 ergibt sich insbesondere ein Hilbert-Raum, vgl. Definition des Raumes der
Hilbert-Schmidt-Operatoren und entsprechendes Resultat. Stimmen die zugrundeliegenden
Hilbert-Rdaume iiberein, setzt man wie iiblich (wobei p € [1,00])

Zp(H) ={A: H— H kompakt und o (A) € £’P(N)}.
Die folgende Relation (wobei p € (1,00), konjugierte Exponenten)

(J4k=1: Ae Sy, AeSp () = MAreH(H)

zeigt, dall der Banach-Raum fp* (H) dem Dualraum von f,,(H) entspricht (Identifikation
mittels eines isometrischen Isomorphismus).

Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren. Im Fall p = 1 spricht man vom Raum der
Spurklasse-Operatoren® und der Spur-Norm

|4

7= 2 0k(A), A€ S (H, H);
keK

falls p = 2, spricht man vom Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren und der Hilbert-
Schmidt-Norm

|4

5= 2 (o), AeF(Hy, Hy).
keK

6 Bemerkung. In WERNER (2011) wird vorwiegend die Bezeichnung nuklearer Operator verwendet.
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Vorbemerkung. Die Spur einer quadratischen Matrix
d x
A= (are)j, oy €C°

ist durch die Summe der Diagonalelemente definiert

d
Spur(A) = air € C;
k=1

dies zeigt insbesondere die Linearitdt der Spur (wobei A;, Ay € cdxd

und ¢, ¢ € C)
Spur(clAl + czAz) = ¢; Spur(A;) + ¢ Spur(Ay).

Da sich die Diagonalelemente einer Matrix mittels der Standardbasisvektoren (ek)g:1 erge-
ben, gilt die Identitdt

d
Spur(A) = )_ (Aex|er)ca-
k=1
Aus der zuvor angegebenen Singuldrwertzerlegung (spezielle Wahl der orthonormalen Vekto-
ren (v)_, und (wi)k_ , wobei o1 (A) == 0k (A) >0und og41(A) =+ = 04(A) =0)

K
A=Y 0k(A) (- |vi)ca wi
k=1
folgen die Relationen (Parseval’sche Identitit, Vertauschen der Summationsreihenfolge, Er-
gianzung zu Orthonormalbasen (v k)zzl und (wk)zzl, kein Beitrag da entsprechende Singular-
werte gleich Null)

K
Aer=Y 0,(A) (ex|ve)ca we,
r=1

K d
(Aer|er)ca =Y ao(A) (ex|ve)ca (welex)ca = Y oe(A) (ex|ve)ea (welex)ca,
[:1 f:l

d d
Spur(A) = ) (Aer|er)ca= Y. o0(A)(ex|ve)ca (welex)ca,
k=1 =

k,0=1
d d
> (velex)calex|we)ea = (velwe)ca, Y (ex|ve)ca(weler)ea = (welve)ca,
k=1 k=1
d d
Spur(A) = ) (Aek|er)ca = Y 0k(A) (wi|vi)cas
k=1 k=1

dies zeigt auBerdem, dal? in der urspriinglichen Relation die Standardbasis durch eine belie-
bige Orthonormalbasis (zk)‘,il=1 ersetzt werden kann

d d
Spur(A) = Y 0k(A) (wi|vk)ca = Y (Azi|2k)ca-
k=1 k=1
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Das Lemma von Schur stellt sicher, dall eine Orthogonalbasis (ék)zzl aus Eigenvektoren und
Hauptvektoren existiert, beziiglich welcher die Matrix Dreiecksgestalt hat (Eigenwerte werden
wie bisher entsprechend der Vielfachheit wiederholt)

E*AE=R,
E=(a&]...les), E‘E=1,
A1 (A) * * *

Az(A) * *

Aa(A)

fiir diese spezielle Wahl gilt somit (letzte Relation geeignet fiir Erweiterung auf unendlich-
dimensionalen Fall)

d d
(ACk|ek)ca = Ak(A),  Spur(A) =) (A@k|er)ga = X Aik(A).
k=1 k=1

Im Wesentlichen zeigt dies |A1(A)| < o (A) fiir k€ {1,..., K}, genauer (verwende Ungleichung
von Cauchy-Schwarz und Normierung |(vi|wi)gal < | Villga | willge = 1)

d d
Spur(A) = ) Ax(A) =

d
0 (A) (Wi|ve)ea |Spur(A)| = ) ok(A) = ||A||y1.
k=1 k=1 k=1

"Bemerkung. Bei einer Diagonalmatrix entsprechen sich Eigenwerte bzw. Singulirwerte von A und Eigen-
werte von A* A ,
A(ATA) = M), or(A) = [Ar(A)],  kedl,...d},

und offensichtlich gilt die Abschédtzung
[AkA)|=or(4), keil,..d}.

Betrachtet man beispielsweise eine Matrix spezieller Form und bestimmt die Quadrate der zugeho6rigen Singu-
larwerte (wobei ¢ € C mit ¢ # 0)

A:(C :‘:), AMA) =c=1(A), Spur(A) = 1, (A) + A2 (A) e C,

0
* A c 0)(c 1 _ |C|2 T
AA_(I E)(O C)_(C lef? +1
det (A" A= A1) = (1ef* = A)(1el* +1=A) = lef* = 2% - (21e* + ) A+ Jel*,
(01()* =1 (A%A) =[clP + 3+ /Ic2+ 1 20,
(02(A)* = 22(A7 A) = |el* + } = \[lel + } =0,

sieht man jedoch, daB die Abschétzung |14 (A)| < 04 (A) im Allgemeinen nichr giiltig ist

’

M) =1e? < (01()?,
lcP+i-\leP+i<ic? = @) =1cf £ (02(4)%;

60



Die fiir Matrizen angegebenen Uberlegungen lassen sich auf Spurklasse-Operatoren erwei-
tern.

Spur. Es sei A € .#1(H) ein Spurklasse-Operator mit zugehorigen von Null verschiedenen
Eigenwerten (A (A)) xex- Die Spur ist durch die Summe der Eigenwerte definiert

Spur(A) = ) Ak(A);
keK

man beachte, dal im Allgemeinen die Eigenwerte und somit die Spur eines Operators kom-
plexe Zahlen sind, vgl. zuvor angegebene Bemerkung. Das folgende Resultat besagt, dal die
Spur eines Spurklasse-Operators wohldefiniert ist und ein stetiges Funktional definiert.

Resultat zur Spur.

(i) Fiir Spurklasse-Operatoren gilt die Abschédtzung

> M| <A, =2 JA(4ar4),  AeAWED;
keK keK

insbesondere folgt daraus die Wohldefiniertheit des linearen Funktionales (Spur-
Abbildung)

|Spur(4)| =

S1(H) — C: A— Spur(A) = Y Ax(A)
keK

sowie die Stetigkeit beziiglich der Spur-Norm, d.h. es gilt
Ye>0 36>0 VYAe.Z(H) mit |A

7 < 0: Spur(A4) <e.

(i) Fiir jedes vollstandige Orthonormalsystem (z) ..z in H gilt
Spur(A) = ) (Azi|zr)yy, A€ AUD;
keK

was die Invarianz der Spur bei Transformation auf ein anderes vollstdndiges Orthonor-
malsystem zeigt.

Erklirung. Siehe obige Uberlegungen; zusitzliche Abschitzungen zur absoluten Konvergenz
der Reihen ist in DENK (2014), Beweisskizze zu Satz B.8, angegeben. o

stattdessen gilt die Relation (K = 2 entspricht hier der Vielfachheit des Eigenwertes)

2 1 2 1
a=lcl“+5, B=lcl"+7,

(\/a+\/B+\/a—\/B)Z=2a+2\/a2—ﬁ=2|c|2+1+2\/|c|4+|c|224|c|2
= || +|12A)] =2]cl = 01(A) +02(A) :\/a+ f+\/a—ﬁ,
K

K
Y @)= or(A).
k=1 k=1
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Spezialfall. Im Speziallfall eines positiv semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-
Operators stimmen die Eigenwerte mit den Singuldrwerten tiberein, und somit vereinfacht
sich die Relation fiir die Spur wie folgt (beachte A* A = A2, fiir beliebiges vollstdndiges Ortho-
normalsystem (zx) .. g in H)

A€ S (H) mit A* = Aund (Ah|h), =0fiiralle he H:
Ae(A) = 0k (A) =/ Ak (A*A) =0, keK,

Spur(A) = ) (Azi|zr)y= ) (A =) o(A) = 4] .
kekK kek keN

Ein positiv semi-definiter selbstadjungierte Operator ist also genau dann ein Spurklasse-
Operator, wenn folgende Bedingung erfiillt ist

A: H — H positiv semi-definit und selbstadjungiert :

Ae A(H) < (EI vollstandiges Orthonormalsystem (zi) ez : 2 (Azk|2k) < oo) :
keK

Vorbemerkung. Das folgende Resultat charakterisiert den Zusammenhang zwischen
Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren.

Resultat zu Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren. Fiir einen kompakten Operator
A: Hy — H; zwischen Hilbert-Rdumen gelten folgende dquivalente Aussagen (mit beliebigem
vollstindigem Orthonormalsystem (z) .z in Hy)

AEyg(Hl,Hg) — A*AEyl(Hl)

= 4%, =X [Azly, = [A"A] 5, <co.
keK

Fiir den adjungierten Operator gilt dann A* € .%,(H,, H;) sowie

4%, =Ml llaa™]s =1A"A] 5

Erkldrung. Offensichtlich folgt aus (beachte, dall A* A positivsemi-definitist und somit samt-
liche Eigenwerte nicht-negativ sind)

\/Ak((A*A)*(A*A)) = \/}Lk((A*A)Z) =Ak(A"4), keK,
die Gleichheit der Normen und somit die Aquivalenz

1417, = X (4T a) =] 4% 4] 4,
keK

[, <00 = [4°A], <cc.
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Aus der zuvor angegebenen Bemerkungen ergibt sich zudem die Identitédt (A* A erfiillt Vor-
aussetzung selbstadjungiert und positiv semi-definit)

|AI%, =147 All,, =Spur(a"4) = X (A" Azl ai) = X Azl
keK keK

Mittels Parseval’scher Identitdt erhédlt man die Relation (mit weiterem vollstindigen Ortho-
normalsystem (Zy),.z, Vertauschen der Summationsreihenfolge wegen absoluter Konver-
genz zuldssig)

|Azely = X 1(Azel2e) yl" = X (=6l A2e)

leK leK
| A2l = X 1A Zel i) I
keK
|45, = 14"l 5, = X Azl = X (el A2 4" = X |42l = 1475,
keK k,leK leK
was die Behauptung zeigt. o

Vorbemerkung. Das folgende Resultat besagt, daB der Raum der Hilbert-Schmidt-
Operatoren einen separablen Hilbert-Raum bildet. Es sei an die Darstellung eines kompakten
Operators A: Hy — H, erinnert (mit speziellen nicht notwendigerweise vollstdndigen Ortho-
normalsystemen)

A=) orA) (vil -)H1 Wi.
keK

Resultat zum Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren. Es seien (Hy, | - g, (1) m,) sowie
(Ha, Il - | 1, (|") &1,) zwei Hilbert-Raume, und es bezeichne (zy) .z ein vollstindiges Orthonor-
malsystem in H; sowie (Z) ;.7 ein vollstindiges Orthonormalsystem in Hj.

(i) Versehen mit dem Skalarprodukt und der induzierten Norm (konsistente Definition)

(A1|A2)y2 =) (A1Zk|A22k)H2 = Spur(4; A1), Ay, Az € S (Hy, H),
keK

|4l = [ X Nz, Ae S, Hy,
keK

bildet der Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren .%, (H;, H») einen Hilbert-Raum.

(ii) Durch die folgende Definition ergibt sich ein vollstdandiges Orthonormalsystem
von ., (H;, H)

(Eﬁ ®Zk)(k,[)€f5xf = ((Z’C| ')lef)(k)é)d‘gxz;

insbesondere ist der Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren separabel.
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Erklérung.

@

(i)

Volistindigkeit. Der Nachweis der Vollstdndigkeit Hilbert-Schmidt-Raumes beruht auf
folgenden Uberlegungen. Es bezeichne (Ay)ien eine Folge von beschrinkten linearen
Operatoren, welche beziiglich der Hilbert-Schmidt-Norm eine Cauchy-Folge bilden

Ape Sp(Hy, Hy) « L(Hy, Hp), keN,  [[Ax—Af| 4, b0,

da die betrachtete Folge insbesondere eine Cauchy-Folge in L(H;, H>) ist, existiert auf-
grund der Vollstandigkeit des Raumes L(H;, H») der Limes

k—o0

JA€L(H, Hy):  |Ak- —0.

A” H>—H;

Mittels des Lemmas von Fatou, genauer der Abschdtzung (wobei ay, € R fiir k, ¢ € N)

Y lim |age| <liminf ) |ak/|,
ken {00 0—00 jeN

zeigt man, dald dieser Limes auch beziiglich der Hilbert-Schmidt-Norm die gewiinschte
Eigenschaft hat. Siehe DENK (2014), Lemma B.11.

Orthonormalsystem. Offensichtlich ist ein linearer Operator der Form (mit (k, ¢) € KxL
und j € K)
Al =Zp®z) = (Zk| -)leg,

Arzj=(2k|2j) g Ze =0k 20, | Arzi| g, =ikl Ze]| 1, = Gk

[, =[S a2, =1,
JeK

ein Hilbert-Schmidt-Operator; ebenso ist die Orthogonalitdt solcher Operatoren (wobei
(k,¢) € K x L sowie (k,¢) € K x Lund j € K)

Av= (2| )y Ze, Aizj=0ikZe,  Ar=(2g] )z Azi=083%
(A1|A2)y2 = Z(Alzf|Azzj)H2 =04k (Z€|ZZ)H2 =070,z
JEK
leicht einzusehen. o
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Kapitel 3

Grundlagen zu Semigruppen

Inhalt. Bei den betrachteten stochastischen Evolutionsgleichungen wird angenommen,
daR der lineare Hauptteil des deterministischen Anteiles ein sektorieller Operator und somit
der infinitesimale Erzeuger einer analytischen Semigruppe oder allgemeiner der infinitesima-
le Erzeuger einer stark-stetigen Semigruppe ist. Erste Grundlagen zur Theorie von Semigrup-
pen auf Banach-Riumen werden im Rahmen des Ubungsteiles besprochen, siehe Kapitel 1
in PAzy (1983). Zusétzliche Informationen zu stark-stetigen und analytischen Semigruppen
finden sich in LUNARDI (1995), siehe auch HAIRER (2009) und JUNGEL (2002).!

1 Bemerkung. Uberlegungen zu stark-stetigen Semigruppen auf Hilbert-Riumen sind auch im Kompendium
zur Vorlesung Spektraltheorie und Anwendungen in der Quantenmechanik angegeben.
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Teil 11

Wiener-Prozesse in Hilbert-Raumen
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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsmafle und
Zufallsvariablen

Inhalt. Im Folgenden werden grundlegende Resultate zur Gleichheit von Wahrscheinlich-
keitsmallen auf Hilbert-Raumen sowie zu Zufallsvariablen mit Werten in Hilbert-Rdumen an-
gegeben.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.
e Charakterisierung der Borel-o-Algebra eines separablen Banach-Raumes (Lemma 2.2)
System der Zylindermengen (Lemma 2.3)

Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmal3en auf Banach-Raum (Lemma 2.3)

¢ Charakteristische Funktion (Definition 2.4)
Zugehoriges Wahrscheinlichkeitsmal} (Satz 2.5)
Relation fiir charakteristische Funktionen (Satz 2.5)
Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmal3en auf Hilbert-Raum (Satz 2.5)
Abschétzung fiir Produkte (Lemma 2.8)

* Bochner-Integral und Bochner-Lebesgue-Rdume
Zufallsvariable und induziertes Mald (Definition A.2)
Erwartungswert (Definition A.2)

Transformationslemma (Bemerkung A.3)
Tensorprodukt (Definition 2.12)
Kovarianzoperator und Korrelationsoperator (Definition 2.12)

Resultat zum Kovarianzoperator (Bemerkung 2.13)
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1.1 Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Banach-
Raumen

Situation. Es bezeichne (X, || - [l x, #(X)) einen mit der Borel-o-Algebra versehenen sepa-
rablen reellen Banach-Raum. Weiters bezeichne (X*, | - || x+) den zugehorigen topologischen
Dualraum.

Vorbemerkung. Um zu zeigen, dal ein auf einem separablen reellen Banach-Raum defi-
niertes Wahrscheinlichkeitsmal3 u : #(X) — [0,1] durch die Werte auf dem System der Zy-
lindermengen eindeutig bestimmt ist, wird folgendes Hilfsresultat zur Charakterisierung der
Borel-o-Algebra geniitzt.

Resultat (Charakterisierung der Borel-o-Algebra). Die Borel-o-Algebra eines separablen
reellen Banach-Raumes X ist durch die von

///:{{xeX:x*(x)sr}:x*EX*,rEIR}

erzeugte o-Algebra gegeben
BX)=0(A).

Erkldrung. Um die Gleichheit der Mengensysteme #(X) = o(.#) zu zeigen, werden die In-
klusionen #(X) € o () sowie o (.#) < P (X) nachgewiesen.

() Inklusion #B(X) < o(#). Die Borel-o-Algebra % (X) ist die kleinste o-Algebra, welche
alle offenen Mengen des Banach-Raumes X enthilt. Da sich jede offene Menge als hoch-
stens abzidhlbare Vereinigung von offenen Kugeln der Form (mit a € X und r > 0)

B,(a) = {xe X:|x—aly< r}
darstellen 14R8t, reicht es aus, die Inklusion
By(a) e o(A)

nachzuweisen. Dazu verwendet man, dal3 der zugrundeliegende Banach-Raum als reell
und separabel vorausgesetzt ist. Das Resultat zur Charakterisierung der Norm sichert
somit die Existenz einer Folge (x,’;)keN von Elementen des Dualraumes, sodald fiir alle
x € X die Relation
lx = allx = sup x;. (x— a)
keN

giiltig ist. Zusammen mit der Darstellung einer offenen Kugel als Durchschnitt von ab-
zdhlbar vielen abgeschlossenen Kugeln (beachte dazu, dal max{ay : k€ {1,...,n}} < a
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dquivalent zu a1 < @ A--- A @y, < a ist, entsprechende Uberlegung fiir Folge)

Br(a) U B(l l)r(a)
KeN

= U {xeX:”x—a”Xs(l—%)r}

—U{xeX supxj(x—a)<(1-+) r}

KeN keN

= U ﬂ{xeX xp(x—a)<(1 r}
KeN keN

=UJ N {xeX:x,’;(x)sx,’;(a)+(1—I%)r}
KeN keN

zeigt dies, daB jede offene Kugel in der von .# erzeugten o-Algebra enthalten ist
{xeX:x,t(x) sx,’;(a)+(1—l)r}€,///

= B/(@=UJ ﬂ{xeX xp() s xi(@+(1-%)r }EU(%)

KeN keN

(ii) Inklusion o(.#) < #(X). Als stetige Funktion ist jedes Element x* € X* insbesondere
Borel-meRbar. Mittels der Darstellung der Mengen in .# als Urbildmengen von abge-
schlossenen Intervallen zeigt dies (mit r € R, beachte (—oo, r] € Z(R))

M={xeX:x*(x) € (~o0,rl} = (x*) " ((~o0, 71) € B(X),
und somit gilt o (#) < B(X). o

Bemerkung. Im Spezialfall X = R entspricht ein Element des Dualraumes einer Funktion
der Form (mit k € R, Graph entspricht einer Geraden durch den Ursprung)

R—R:x— kx.
Wie eben begriindet wurde, erzeugt das Mengensystem
///:{{xEIR:ka r}:k,reR}

die Borel-o-Algebra Z(R). Ein einfaches Beispiel zeigt jedoch, dal der Durchschnitt zweier
Mengen M;, M, € . im Allgemeinen nicht mehr in .# enthalten ist

M ={xeR:2x=3}={xeR:x<3}=(-o00,3| e/,
My={xeR:-x=1i}={xeR:x=-1}=[- L o0)en,
MinM,=[-3,3]¢.4.

Dies erklirt den Ubergang auf Mengen der Form

MynM, ={x€eR:(2x,—x) € (—00,3] x (—o0, 3]}
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Definition (System der Zylindermengen). Das System der Zylindermengen auf einem se-
parablen reellen Banach-Raum X ist durch

7 ={{xeX: (5@, ;) e Abix],..., xje X", Ac B(R?),d eN}

definiert.

Vorbemerkung. Aus dem zuvor angegeben Hilfsresultat folgt, dal} das System der Zylinder-
mengen die Borel-o-Algebra #(X) erzeugt. Das System der Zylindermengen ist abgeschlos-
sen beziiglich des Durchschnittes, d.h. der Durchschnitt zweier Zylindermengen bildet wie-
der eine Zylindermenge

Zl,ZZE.,@p - ZlﬁZZEg;

man spricht von einem durchschnittsstabilen Mengensystem. Mittels des Eindeutigkeitssat-
zes fiir WahrscheinlichkeitsmaRe ergibt sich damit das folgende Resultat.

Resultat (Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen). Es seien py, yp : Z(X) — [0, 1] zwei
auf der Borel-o-Algebra eines separablen reellen Banach-Raumes X definierte Wahrschein-
lichkeitsmalle. Falls die Wahrscheinlichkeitsmalle auf dem System der Zylindermengen iiber-
einstimmen, sind sie gleich

pr=p2: 2 — 100,11 = p1=p:AX)—[0,1].

! Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe. Es bezeichne (Q,.%7) einen meRbaren Raum, und es seien
1, fo - @7 — [0,1] zwei WahrscheinlichkeitsmaRe. Falls das Mengensystem <% ein durchschnittsstabiles Erzeu-
gendensystem von .7 ist, d.h. es gelte

AL Apedy = AiNAre ), o =0o(H),
und die WahrscheinlichkeitsmaRe auf <7 iibereinstimmen, so sind sie gleich

p1=p2: 9 — 10,11 = p=pp:a —10,1].
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1.2 Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Hilbert-
Raumen

Situation. Es bezeichne (H, (:|-) g, || - | g, #(H)) einen mit der Borel-o-Algebra versehenen
separablen reellen Hilbert-Raum.

Erinnerung (Charakteristische Funktion). Die charakteristische Funktion eines Wahr-
scheinlichkeitsmaRes auf der Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes R? ist durch die in-
verse Fourier-Transformation gegeben (beachte « - ¢ € R fiir k, ¢ € R%)

p BRY)— 10,1, [:RY—Cix— 2m?(F (W) = fde““f du(®.
R

Die folgende Definition gibt die naheliegende Erweiterung auf Hilbert-Rdume an; das Skalar-
produkt ersetzt dabei das euklidische Produkt.?

Definition (Charakteristische Funktion). Fiir ein auf der Borel-o-Algebra eines separablen
reellen Hilbert-Raumes definiertes Wahrscheinlichkeitsmal ist die charakteristische Funkti-
on wie folgt definiert (komplexwertige Funktion, beachte (h|n)y € R fiir h,n € H)

p:BH —1[0,1], [ H—»C:h—»[Hei(h'mH dp(m).

Vorbemerkung. Im Folgenden wird gezeigt, dal ein Wahrscheinlichkeitsmall auf einem
Hilbert-Raum durch die charakteristischen Funktionen einer Familie von Wahrscheinlich-
keitsmal3en auf euklidischen Raumen eindeutig bestimmt ist.

Definition (Zugehoriges WahrscheinlichkeitsmaR). Es sei p : (H) — [0,1] ein Wahr-
scheinlichkeitsmaR. Fiir jedes Element h = (hy,...,hg) € H 4 definiert

s BRY) — 10,11: A— p({n e H: (I, .., (halpu) € A})

ein Wahrscheinlichkeitsma® auf dem euklidischen Raum R%.

2Bemerkung. Im allgemeineren Fall eines Banach-Raumes fiihrt man die charakteristische Funktion mittels
des Dualraumes ein (komplexwertige Funktion, beachte x* (x) € R fiir x* € X* und x € X)

p: BX) — 10,11, ﬁ:X*—>C:x*-—>erix*(X)d#(x).

Man beachte, dal diese Relation mittels Anwendung des Darstellungssatzes von Riesz auf die angegebene Defi-
nition fiir Hilbert-Rdume fiithrt (Darstellung 2™ = (h|-) g mit eindeutiger Entsprechung h € H — h* € H*).
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Resultat (Relation fiir charakteristische Funktionen). Es sei y: %#(H) — [0,1] ein Wahr-
scheinlichkeitsmali, und fiir ein Element i = (h,...,hg) € H4 bezeichne Un: BRY — [0,1]
das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmall. Dann erfiillen die charakteristischen Funktionen
0:H—C: h—»f el gy ),
H
i - R4 —>(IZ:1<'—>fdeiK'(f dur(S),
R

fiir beliebige Elemente x = (x1, ...,k ) € R? die Relation
d
fin(x) = ﬁ( > Kk hk) :
k=1
Erklédrung. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiRig, die Funktion

Fp: H—R:n— ((Imw,..., (haln)n)

einzufiihren und den Zusammenhang (Definition, Urbild)

fn(A) = u({n € H:((mmm,...,(halm ) € A}) = u(fne H: Fyp € A}) = u(F; ' (4)

zu nitzen. Es ist die Gleichheit der beiden GroRen (Definition der charakteristischen Funkti-
on, Bilinearitdt des Skalarproduktes)

() = f e duy (©)
[Rd

:fuweiK.éd”(F};l(’f))*

d
o i(Ee),
ﬁ( Z K hk) :f e k=1 d/.t(?])
k=1 H

_ f X gy ),
H
nachzuweisen. Mittels Integraltransformation (¢ = F, (1) € R% bzw. n € F, L& cH
. . d
[/JZ(K) :f elK-f d[J(F,;l(f)) :f elK-Fh(U) d,U('I]) — ﬁ( Z Kk hk)
R4 H k=1
folgt die angegebene Relation. o
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Resultat (Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen). Es seien y;, u, : ZA(H) — [0,1] zwei
WahrscheinlichkeitsmaRe. Falls fiir beliebige Dimensionen d € N und fiir alle Elemente in H¢
die charakteristischen Funktionen der zugehdrigen WahrscheinlichkeitsmaRe iibereinstim-
men, so sind die Wahrscheinlichkeitsmalie gleich

(Vdel\l Vhe H?: ﬁlyh:ﬁg,h:ﬂ%d—»c) — = BH) — [0,1].
Erkldrung. Es sei daran erinnert, daf$ das System der Zylindermengen durch
Z={{neH:(hj,....hym) e Ab:hi,...,hy e H', Ae B(RY),d e N}
definiert ist. Der Darstellungssatz von Riesz impliziert, dal das Mengensystem
7 ={fneH:((mmu,...,(halmu) € A} : h=(h,...,ha) € HY, Ae BR?),d eN}

mit dem Mengensystem der Zylindermengen iibereinstimmt und insbesondere die Borel-o-
Algebra #(H) erzeugt. Die Vorgabe der Werte der Familie

(Ln) he o, den Hh :%(Rd) —[0,1]: A— ,U({TY €eH:((mInm,..., (halmm) € A}),
legt also die Werte eines Wahrscheinlichkeitsmalies auf dem System der Zylindermengen fest
(Vdel\l Vhe HY: pyp=pon: BRY) — [0,11) = =% —[0,1].

Das Resultat zur Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsmallen besagt, dall ein Wahrscheinlich-
keitsmaR auf dem euklidischen Raum R? durch die zugehorige charakteristische Funktion
bestimmt ist, und folglich gilt

(VdeN Vhe H?: ﬁl,h:ﬁzyh:[ﬂzd—»c) = =% —[0,1].

Die Behauptung ergibt sich somit aus dem zuvor angegebenen Eindeutigkeitssatz fiir Wahr-
scheinlichkeitsmal3e auf Banach-Rdumen. o

Vorbemerkung. Das folgende Hilfsresultat wird an spéterer Stelle zur Charakterisierung von
Gaul3-Malien mittels Spurklasse-Operatoren bendtigt (fiir den Spezialfall d = 1).

Resultat (Abschitzung fiir Produkte). Es bezeichne p: Z(H) — [0,1] ein Wahrscheinlich-
keitsmaR. Falls fiir eine natiirlich Zahl d € N die Bedingung

VheH: fH|(h|r/)H|ddu(17)<oo

erfiillt ist, dann existiert eine Konstante C > 0 sodal? die folgende Abschétzung giiltig ist
p d d
Y (hi,...,hg) € H: HH|(hk|n)H|d,u(n)sCH||hk||H.
k=1 k=1
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Erkldrung. Im trivialen Fall iy = 0 fiir mindestens einen Index k € {1, ..., d} ist die Behauptung
offensichtlich erfiillt. Somit ist es zuldssig, normierte Elemente zu betrachten und dafiir die
Relation

(VheH, |

Wla=1: [ (i)l du <o)

d
= (Vheaae 1 Iy == raly =15 [ TTI0wn) ] duon < |
k=1

zu zeigen. Der zugrundeliegende Hilbert-Raum ergibt sich als Vereinigung einer Familie von
abgeschlossenen Mengen

H=J Hy, Hn:{heH:fH|(h|17)H|ddu(n)sn}.

neN

Der Satz von Baire® sichert die Existenz eines Index ny € N, sodaR eine offene Kugel in Hy,
enthalten ist

AngeN 3Ihge H Irg>0:  Bayy(ho) ={no€ H: |no—hol|;; <2ro} < Hy, -

Offensichtlich gilt hy € Hy,, und ebenso erfiillt jedes Element der Form ng = ho + roh mit
2z =1wegen no—hollg = rollkll g = ro <2rg die Bedingung ng € Hy,, d.h. es ist

fH|(ho|77)H|ddu(17) <np, fH|(no|n)H|ddu(n) <ng.

Dies zeigt die Schranke (multiplikatives Erweitern mit rgl , additives Erweitern mit &g, Drei-
ecksungleichung, elementare Abschitzung (a+ b)? <2971 (a? + b?) fiir a, b > 0)

Iny=1 = le(hln)Hlddu(nF%le(rohln)Hlddu(n)

=7 |(= ho|n) ; + (ho+ rohn) |* dua
d

<3 [ {1noln) l+ ok} ) duc

<2 | (1(moln) 0|+ ol 1 |) ducn

To

= %(f (o[ | dpatmy +f [(moln) du(n))
0 H H

Zdl’lo

I -
To

IA

3Satz von Baire. Der Satz von Baire fiir vollstandige metrische Rdume besagt, daR von abzihlbar vielen abge-
schlossenen Teilmengen, deren Vereinigung eine offene Kugel enthilt, mindestens eine Teilmenge bereits eine
offene Kugel enthilt.



Mittels der Ungleichung von Hoélder folgt die Relation (Entsprechung k. — h)

d d 1/d
Ity ==l =1 = [ {11000n)ad sn = [T [ 103} o
=1 =
Zdl’l()
==
was die Giiltigkeit der Behauptung mit C = 2?;’“ zeigt.

0
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1.3 Zufallsvariablen mit Werten in Hilbert-Raumen

Situation. Es bezeiche (Q,.<7,uq) den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum; zu-
sdtzlich wird Vollstédndigkeit vorausgesetzt, d.h. simtliche Teilmengen von Nullmengen sei-
en Elemente der o-Algebra o7. Wie zuvor bezeichne (H, (:|-) g, |l - || ) einen mit der Borel-o-
Algebra #(H) versehenen separablen reellen Hilbert-Raum.

Vorbemerkung. Im Hinblick auf spitere Uberlegungen zu Gauf’schen Zufallsvariablen wer-
den zunéchst Zufallsvariablen mit Werten in Hilbert-Rdumen betrachtet und dafiir insbeson-
dere die Begriffe Erwartungswert und Kovarianzoperator prézisiert.

Bochner-Integral und Bochner-Lebesgue-Rdume. Die Erweiterung des Lebesgue-
Integrales auf Funktionen mit Werten in Hilbert-Raumen bzw. allgemeiner in Banach-
Rdumen fiihrt auf das Bochner-Integral und die Bochner-Lebesgue-Rdume; fiir eine
kompakte Einfiihrung des Bochner-Integrales sei beispielsweise auf BROKATE (2003)
verwiesen.

(i) Bochner-Mefsbarkeit. Eine Funktion bzw. Zufallsvariable Z : Q@ — H hei8t Bochner-
mef3bar, wenn fiir fast alle Elemente w € Q der zugehorige Funktionswert Z(w) mittels
einer Folge von elementaren Funktionen approximiert werden kann (wobei h;K) € Hund

A;K)e%fﬁralleje{l,...,]K} mit Jx € Nund K € N)

Jk

(ZK)geny Zk:Q— H:iw— Zxw)=)_ h;K)XA(_K)(w),
]

j=1
Jim | Zk (@) - Z(w)|| ;= 0.

(ii) Bochner-Integrierbarkeit. Es ist naheliegend, das Bochner-Integral einer elementaren
Funktion durch die Relation (Linearitit)

Jk
fQ Z() dpo(@) = | 3 By 0 (@) dpo (@)
j=1 I
Jk e
:]Z:lh]. LXA;K)((U) dug(w)

X ® K)
]:

4 Bemerkung. Die zusitzliche Annahme der Separabilitit erleichtert die Einfithrung dieses Integralbegriffes.
Zur Vereinfachung kann zunéchst angenommen werden, dal der betrachtete Wahrscheinlichkeitsraum Q c R
ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall ist und mit der Borel-o-Algebra versehen ist.
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(iii)

(iv)

zu erkldren; unter der Voraussetzung

I%ElgoL||ZK(w)—Z(w)||HduQ(w):0

heil3t die Zufallsvariable Bochner-integrierbar, und das zugehorige Bochner-Integral ist
als Limes

Jk K K
Zlhﬁ 'na(A50)

fZ(a)) duyg(w) = lim f Zk(w) dug(w) = lim
Q K—ooJO K—»oo]:

definiert.

Zusammenhang mit Lebesgue-Integrierbarkeit. Eine Bochner-meQbare Zufallsvariable
ist genau dann Bochner-integrierbar, wenn die durch die Norm definierte reellwertige
Funktion Lebesgue-integrierbar ist

Z:Q— H:0w— Z(w),
2:Q—R:w— || Z()|

weiters gilt die Abschédtzung (vgl. Dreiechsungleichung)
H f Z(w) d,uQ(w)H < f | Z@)];; dpa ().
Q H Q

Bochner-Lebesgue-Rdume. Die Bochner-Lebesgue-Raume sind wie folgt definiert (wo-
bei p € [1,00], im Sinne von Aquivalenzklassen)

Z:Q— H:w— Z(w), z:Q—»R:w»—»”Z(a))”H,
LP(Q, H) ={Z:Q — H Bochner-mefbar und z € L (Q,R)},
”Z”LP(Q,H) = ”Z”LP(Q,R) :
Die Bochner-Lebesgue-Raume bilden Banach-Raume; fiir p = 2 ergibt sich ein Hilbert-

Raum (fiir Zufallsvariablen Z, Z;, Z, : Q — H)

AT fQ (Z1(@)| Z (@) f; dpo (@),

1 2]l 20, = \/fﬂ | 2@ dua(@).

Zufallsvariable, Erwartungswert.

0

Zufallsvariable, Induziertes Wahrscheinlichkeitsmafs. Eine Zufallsvariable Z:Q — H ist
eine mellbare Funktion, d.h. das Urbild jeder Borel-Menge A € #(H) ist ein Element der
o-Algebra o7. Das von Z auf #(H) induzierte WahrscheinlichkeitsmaR wird wie {iblich
mittels Urbild auf Werte des Wahrscheinlichkeitsmalles pq : o7 — [0, 1] zuriickgefiihrt

p: BH) — [0,1]: A— u(A) = uo(Z271(4).
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(i)

(iii)

(iv)

Vorbemerkung. Wie zuvor angegeben, umfaft der Hilbert-Raum L?(Q, H) alle Zufallsva-
riablen Z: Q — H, welche die Integrabilitdtsbedingung

2= [ 1200 g <oo

erfiillen. Die L?-Norm ist offensichtlich durch den Erwartungswert der zugehorigen re-
ellwertigen Zufallsvariable Q — R: w — || Z(w) II%I gegeben

1200 = [ 12 duatw) = £(1]7,)

Erwartungswert. Der Erwartungswert der Zufallsvariable Z : Q — H ist durch das
Bochner-Integral

E(Z) :f Z(w)dug(w) e H
Q

definiert. Man beachte, daR sich mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz die fol-
gende Abschitzung ergibt (verwende uq(Q) = 1)

[E = [ 12@], duatw)

< Vi@ \/ fg | Z@)|3; dpa @)

= ”Z||L2(Q,H) < 00;

somit ist der Erwartungswert unter der Voraussetzung Z € L?(Q, H) wohldefiniert.

Transformationslemma. Das Transformationslemma® erlaubt es, den Erwartungswert
mittels des induzierten MaRes anzugeben (formal h = Z(w) bzw. w € Z~!(h), Rechtferti-
gung durch Approximation mittels Stufenfunktionen)

EZ2) = f Z() dpo (@) = f hdpa(Z (b)) = f hdu(h) e H.
Q H H

Allgemeiner gilt (wobei F: H — H, Rechtfertigung durch Approximation mittels Stufen-
funktionen)

E(F(2)) :fQF(Z(w))duQ(w):fHF(h) du(h) € H;
unter der Integrabilititsannahme

Ferl(H) = [EED) = Flm= [ 1F0],dun

ist der Erwartungswert wohldefiniert.

5 Bemerkung. Fiir regulire (reelle) Funktionen F : D; — D, und Z : Q — D; entspricht das Transformations-
lemma der Substitutionsregel (aus x = Z(w) folgt g—(’f} =7"(w))

fF(Z(w))Z’(w) dw:f f(x) dx.
Q Z(Q)
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Kovarianzoperator.

(i) Tensorprodukt. Das Tensorprodukt zweier Elemente des betrachteten Hilbert-Raumes
hi, hy € H definiert einen stetigen linearen Operator

h1®h2:H—>HIT]'—>(h2|T])Hh1,
hi® hy € L(H),

denn es gilt (Definition, Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

[meha, = sup [[(meh)m],
neH
Il a=1

= sup |(hafn) [ [ Pl
neH

Inll =1
S e

(ii) Kovarianzoperator. Fiir eine Zufallsvariable Z : O — H betrachtet man speziell das Ten-
sorprodukt (wobei w € Q, beachte Z(w) € H sowie E(Z) € H)

(Zw) -E2)®(Z(w) -E(2)):H—H
n— (Z(w) - E(2)|n);(Z(w) - E(2)).

Unter der Voraussetzung Z € L?>(Q, H) definiert der zugehorige Erwartungswert einen
stetigen linearen Operator

K(Z)=E((Z-E2) o (Z-E(2)):H— H
n— fﬂ (Zw) - E2)|n) 4 (Z(w) - E(2)) duo (),

welcher als Kovarianzoperator® bezeichnet wird; mittels der Ungleichung von Cauchy—
Schwarz folgt dessen Wohldefiniertheit

lk)ol, = [ (2@~ £, |20 2] duatw

< Il [ 2@ - B2}, duaw)

=l 12 - E@) 20,1 <o,

6 Bemerkung. Man beachte, daR im Fall reellwertiger Zufallsvariablen z, z1, z, : Q — R fiir die GroRen
V(z) = fQ (2(@) - E@)° duo (@),

K(z1,22) = fQ (21(w) — E(21)) (22(w) — E(22)) dug (@),

K{(z1,22)
VV(z)VV(z)’

die Bezeichnungen Varianz, Kovarianz und Korrelation iiblich sind.

79



und insbesondere gilt K(Z) € L(H), denn

IKD)| =2~ E2) ”iZ(Q,H)'

(iii) Korrelationsoperator. Etwas allgemeiner ist fiir zwei quadratintegrable Zufallsvariablen
71,7, € L2(Q, H) der Korrelationsoperator durch

E((z1- E(2) @ (- E(%)):H — H
n— fQ (Ze(w) - E(Z)|n) y (21 () — E(Z1)) dpg (w)

erkldrt; dhnlich wie zuvor folgt dessen Stetigkeit mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz

|e((2- £ o (- ),

< [ 1@ - Bz | 4| 2t - By dmate

< \/ fQ 121 (@) - E@Z))||5, dpa (@) ¢ fﬂ |22 () - E(Z)||%; dpa (@)

= ” Z1 - E(Z) ||L2(Q,H) ” Z, — E(£) ”LZ(Q,H) .

Vorbemerkung. Man beachte, dall der Wert des Kovarianzoperators (fiir n, € H)

(K(2)) () = fQ (Z(w) - E(2)|m) 4 (Z(w) - E(2)) dpg ()
mit dem Erwartungswert der reellwertigen Zufallsvariable (fiir n,,7n2 € H)
(Z-ED)m) 4 (Z2-E@|ns) - 0 —R,
zusammenhingt; es gilt ndmlich
(K@) moln,), = fQ (Z) - E2)|m) 4 (Z@) - ED)|n2) ; dpa ()
= E((2-EDlm) s (2~ EDlna) ).

Insbesondere zeigt dies die Selbstadjungiertheit sowie die positive Semi-Definitheit des Ko-
varianzoperators (fiir Elemente n,n;,7n, € H, aufgrund Beschrinktheit ist Selbstadjungiertheit
dquivalent zu Symmetrie)

(K@)mona), = (m|K@)ma)
(k@) am|n) = fQ (Z) - E2)|n)%; dpa (@) 0.
Das folgende Resultat gibt zusitzlich eine Relation fiir die Spur des Kovarianzoperators an.
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Resultat (Eigenschaften des Kovarianzoperators). Unter der Voraussetzung Z € L*(Q, H)
ist der zugehorige Kovarianzoperator

K(Z):H—»H:n-—»fQ(Z(w)—E(Z)M)H(Z(w)—E(Z)) duo ()

ein positiv semi-definiter selbstadjungierter Spurklasse-Operator, und inbesondere gilt die
Relation

Spur(K(2)) = E(”Z_ E2) ”i]) =2~ B x0m-

Erklirung. Aufgrund der zuvor angegebenen Uberlegungen ist nur die Relation fiir die Spur
des Kovarianzoperators nachzuweisen. Aus der Forderung Z € L?(Q, H) folgt insbesondere
die Wohldefiniertheit der Grole (verwende E(Z) € H)

E(|Z-E2]%) = fQ | Z@) - B2}, du) = | Z = E) | 20, ) < 00

Nach Wahl eines vollstindigen Orthonormalsystemes (vy)xex von H ergibt sich mittels der
Parseval’schen Identitdt und einem Resultat fiir Spurklasse-Operatoren (nach Voraussetzung
ist Hilbert-Raum separabel und somit K endlich oder K = N, verwende Linearitidt des Erwar-
tungswertes, Konvergenz der Reihen gegegeben)

|2 - ED)|5 = Y (Zw) - E@)|vi);,

keK
E|z-E2|})= ¥ E((z- E@|w)}),
keK
(KD ve|vi) ;= fQ (Z@) - E@)|ve)}; dpa@) = E((Z - E2)|vi)),

spur(K(2)) = Y (K@ywlvi) y = Y E((Z - E@D|v)y) = (|1 2 - E2)15),
keK kekK

was die gewiinschte Behauptung ist. o
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Kapitel 2

GaulR-Malle und Wiener-Prozesse

Inhalt. Im Folgenden werden Wiener-Prozesse mit Werten in Hilbert-Raumen charakteri-
siert. Wesentlichen Grundlagen sind die Einfithrung von Gau3-Mallen mittels charakteristi-
scher Funktionen und die Herleitung geeigneter Darstellungen fiir Gaul3’sche Zufallsvaria-
blen.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.
e Gaul$-MaR auf Banach-Raum (Definition 2.6)
GauB3-Mal} auf Hilbert-Raum (Bemerkung 2.7)
Charakterisierung von Gaul3-Mallen (Satz 2.9, Definition 2.10)

¢ Gaul¥’sche Zufallsvariable (Definition 2.10)
Eigenschaften zugehoriger reellwertiger Zufallsvariablen (Bemerkung 2.11)
Darstellung von Gaul3’'schen Zufallsvariablen und Existenz von Gaul3-Malen (Satz 2.14,
Korollar 2.15)
 Stochastische Unabhidngigkeit von Mengensystemen und Zufallsvariablen (vgl. Defini-
tion A.2)
Stochastischer Prozef3, Pfad, Stetigkeit (Definition 2.16)
Wiener-Prozel3, Brown’sche Bewegung (Definition 2.19)
Resultat zur Darstellung und Existenz von Wiener-Prozessen (Satz 2.20)
Filtrierung, Filtrierter Raum, Normale Filtrierung (Definition 2.21)
Adaptierter Prozel} (Definition 2.21)
Wiener-Prozel§ beziiglich einer Filtrierung (Definition 2.21)

Konstruktion eines Wiener-Prozesses beziiglich einer Filtrierung (Satz 2.22)
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2.1 Gaul’-Malle auf Hilbert-Raumen

Situation. Wie zuvor bezeichne (X, || - || x) einen mit der Borel-o-Algebra %(X) versehenen
separablen reellen Banach-Raum und (H, (:|-) g, || - | z) einen mit der Borel-o-Algebra % (H)
versehenen separablen reellen Hilbert-Raum.

Erinnerung (Vollstindiges Orthonormalsystem, Spurklasse-Operator, GauR-MaR).

0

(i)

(iii)

Vollstindiges Orthonormalsystem. Da vorausgesetzt wurde, daly der zugrundeliegende
Hilbert-Raum separabel ist, existiert ein hochstens abzédhlbares vollstdndiges Orthonor-
malsystem

(VO kerr  (vklve) y=06ke, k. CeK,

welches mittels des Verfahrens von Gram-Schmidt-Verfahren konstruiert werden kann;
aullerdem gilt folgende Darstellung und die Parseval’sche Identitdt (wobei i € H, beach-
te (h|vi) g € R fiir alle k € K)

h=Y (hlo)gve, (Bl = X (hve)yl*= X (B,
keK keK keK

Spurklasse-Operator. Fiir jeden auf dem betrachteten Hilbert-Raum definierten positiv
semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator

Qe . (H) mit Q* =Qund (Qh|h), = 0fiiralle he H

gilt die folgende Relation fiir die Spur-Norm (fiir beliebiges vollstandiges Orthonormal-
system (Vi) xex in H)

Spur(Q) = ) (Quilvi) =D M(Q =) 0k(Q) = Q]

keK keK keK

A

Gaufs-Mafs. Bei Vorgabe von Erwartungswert ¢ € R und Standardabweichung = 0
ist die charakteristische Funktion und somit das zugehorige reelle GaulR-Mal3 eindeu-
tig festgelegt

v=N(a,p%): BR) — [0,1],

/17:\/2]‘[?—1(1/):R_,C:K,_)feixfdv(f):eiak_%ﬁzkz,
R

_ 2 _ PR _ 2 2
a—fwédwf), B —fR(s‘ a) dV(-f)—fRf dv(§) —a“.

Vorbemerkung. Ein Gauf3-Mald auf einem Banach-Raum wird mittels der Elemente des
Dualraumes auf reelle Gaul3-Malf3e zuriickgefiihrt.
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Gaul-Mafd auf Banach-Raum.

(i) Ein Wahrscheinlichkeitsmal p : Z(X) — [0,1] heilt ein Gaull-Mal, wenn fiir alle Ele-
mente x* € X* das zugehorige WahrscheinlichkeitsmaQ

po (x*)™: BR) — [0,1]

ein reelles Gaul$-MaR ist; man beachte, dal§ fiir jedes Element A € Z(R) die Relation
(x*)"1(A) € B(X) gilt.

(i) Ein Gaul-Mal u: A(X) — [0,1] heidt zentriert, wenn fiir alle Elemente x* € X* das zu-
gehorige reelle GauR-Mal$ po (x*)71: BR) — [0,1] zentriert ist, d.h. der Erwartungswert
Null ist.

Vorbemerkung. Im Spezialfall eines Hilbert-Raumes niitzt man die Riesz’sche Darstellung
h* = (h|-)g € H* mit eindeutiger Entsprechung von h € H und h* € H*; damit erhdlt man die
folgende Definition.

GauB3-Maf} auf Hilbert-Raum. Ein Wahrscheinlichkeitsmall u : 4(H) — [0,1] heifst ein
GauB-Mal, wenn fiir alle Elemente i € H das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmalf}

un=po(]-) - BR) — (0,11: A— p({ne H: (hn) , € 4})

ein reelles Gau3-MaR ist.!

Charakterisierung von GauR-Mal3en auf Hilbert-Rdumen. Um ein Gaul3-Malf$ auf dem be-
trachteten Hilbert-Raum einzufiihren, niitzt man das zuvor angegebene Resultat zur Gleich-
heit von Wahrscheinlichkeitsmalen; dieses besagt, dal die Familie zugehoriger Wahrschein-
lichkeitsmale (up)pey und insbesondere deren charakteristische Funktionen das Wahr-
scheinlichkeitsmaR eindeutig bestimmen.? Der Vollstindigkeit halber sei nochmals an die
Definitionen der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmalle und der charakteristischen Funkti-
on des Wahrscheinlichkeitsmalles erinnert (Urbild)

p:%(H) — [0,1],
= po(h|-) )+ B® — (0,11 A— p({ne H: (R]n) € 4}),

ﬁ:H—»c:h*—»fHe“h'")H dum).

! Bemerkung. Man beachte, daR die durch das Skalarprodukt definierte lineare Funktion stetig und insbeson-
dere Borel-mef@bar ist
(-|h)y: H—R.

2Bemerkung. Hier wird bereits verwendet, daR man aufgrund der speziellen Form der charakteristischen
Funktion von Gau3-Mallen den Fall i = (hy,...,hg) € H d quf den Fall h € H zuriickfithren kann.
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Nach der angegebenen Definition und dem Resultat zur charakteristische Funktion eines re-
ellen Gaul3-Mal3es ist das Wahrscheinlichkeitsmald u : Z(H) — [0, 1] also ein Gauf$-Malf3, wenn
fiir alle Elemente h € H reelle Zahlen ay, B, € Rmit §;, = 0 existieren, sodal$ die charakterische
Funktion des zugeho6rigen Wahrscheinlichkeitsmalies die folgende Form hat

bnp:R—C:x— f e dpy, (6) = el@nx=3 fix*
R

Verwendet man das Transformationslemma, folgen zudem die Identitidten (entspricht Relati-
on fiir charakteristische Funktionen fi(k h) = fij,(x) fiir x € R)

fith) = f e! MM dyy(m) :f e dpy (&) = (1) = el 2P,
H R
ap= f $dup(@) = f (h|n);; dua,
R H
B= [ & m©-a = [ ()} dup-as.
Zusammengefal3t gelten also folgende Implikationen
(ah’ ﬁh)heH - (ﬁ;l)heH — o —
Das folgende Resultat besagt zusitzlich, dall durch den Erwartungswert
(q]h) g = an
ein Element g € H und durch die Varianz
(thh)H = :3%1 =0

ein positiv semi-definiter selbstadjungierter Spuklasse-Operator Q € .#; (H) definiert wird.

Resultat (Charakterisierung von Gau3-Maflen). Ein Wahrscheinlichkeitsmal
w:%A(H)— [0,1]

ist genau dann ein Gauf3-MaR, wenn ein Element g € H und ein positiv semi-definiter selbst-
adjungierter Spurklasse-Operator Q € .] (H) existieren, sodal die zugehorige charakteristi-

sche Funktion durch
U:H—C:h— ei(q”’l)H_%(thh)H

gegeben ist; aufgrund des Zusammenhanges?

el @ =3 QN _ () = (1) = el 2P

3 Bemerkung. Um die Ubereinstimmung von (q|h)y mit aj, zu erreichen, ist das Vorzeichen anders als in
DENK (2014) gewdhlt.
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folgen daraus insbesondere die Relationen (wobei h € H)

(q]n) = an= fH(hln)Hdu(n), (Qh|h), = 7 = fH(hln)Z dp(n) - aj,

und etwas allgemeiner gilt (wobei h;, hy € H)

(Qnle) = [ (mlm) (el st = (aln) ] )

Das Gau8-Mal} p ist durch g und Q eindeutig bestimmt ist und vice versa. In Hinblick auf den
Spezialfall H = R? ist die Bezeichnung Normalverteilung mit Erwartungswert g und Kovari-
anzoperator Q gerechtfertigt

©=N(q,Q): #(H) — [0,1].
Erkldrung.

(i) Aufgrund der bereits angegebenen Uberlegungen bleibt zu zeigen, daR sich bei Vorgabe
von reellen Zahlen (ay, B1,) e g mit By, = 0 fiir alle & € H aus den Relationen

(a|h)yy=an, (Qh|h)y, =3,
die Existenz eines Elementes g € H und eines linearen Operators Q € .¥1 (H) ergibt.

(@) Voriiberlegung. Mittels Integraltransformation erhélt man fiir Erwartungswert und
Varianz die Darstellungen (setze H — R:n— ¢ = (h|n) g, verwende u = uy o (hl-) g)

ah:fﬁgd“h(é):fH(hM)Hdﬂ(n), ,3%+a%:fR§2 d'uh('f):fH(hM)i[dﬂ(n)»

welche die Beschrianktheit der auftretenden Integrale sicherstellen.

(b) Existenz von q € H. Das Funktional

]:H—»R:h»—»fH(hM)Hdu(n)

ist offensichtlich linear; das Hilfsresultat zur Abschdtzung zeigt aullerdem seine Ste-
tigkeit (setze d = 1)

]h:fH(hln)Hdu(n) = aj <oo

— [ ()l aum =clnl,,

= |Jllg_p= sup [Jh]z=C.

H=1

Somit ist J ein Element des Dualraumes und entspricht nach dem Darstellungssatz
von Riesz in eindeutiger Weise einem Element g € H, ndmlich J = (g|-) g, d.h. es gilt

dgeH VYheH: ]h:fH(h|n)de(n):(q|h)H.
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(©)

(d)

(e)

Existenz von Q € .1 (H). Analoge Uberlegungen gelten fiir die stetige und symme-
trische Bilinearform

B:HxH~R:(hl,hz)—»L(hlln)H(hzln)Hdu(m—(qlhl)H(qlhz)H

und zeigen die Existenz und Eindeutigkeit eines stetigen und selbstadjungierten
Operators Q, sodal}

JQe L) mitQ*=Q VYhy, hy€ H:

B(hy, hp) = fH (h1|77)H(h2|77)H dp(n) - (‘7|h1)H(q|h2)H = (Qh1|h2)H = (h1|Qh2)H'

Bei Gleichsetzen der Argumente folgt aullerdem die positive-Semidefinitheit von Q
(fir he H)

2 2
(Q0l1) ;= [ (hl)y dut - (al ) = 5 =0.
Um zu zeigen, dal Q ein Spurklasse-Operator ist, werden zusétzliche Hilfsiiberle-

gungen benotigt; die grundlegende Idee ist es, aus einer Abschitzung fiir die Expo-
nentialfunktion auf die gewiinschte Abschétzung fiir die Spur-Norm zu kommen

yl = Z (ka|vk)H

keK

e 2@ . (Qun),<C — |Q

Erwartungswert Null. Wie zuvor begriindet, gilt (Integraltransformation { =n - q)

f el gy () = e @I = QI
H
. e—%(QmmH:f ei(tin-a)u du(n)=f el M0 Qg +0).
H H

Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden (entspricht Ubergang zu u(q + -), bei
einem translationsinvariantem Mal} wie dem Lebesgue-Mal3 gilt u(g +-) = p)

q=0.
Hilfsiiberlegung. Mittels der Identitét (triviale Gleichheit x = %2 X)
e~ 2QML _ 1 (e—%(th)H +e—%<Qh|mH)
1
2

(e—§<Qh|h)H+e—%(Q(—h)|(—h))H)

U R du(n)+f o ihiy du(n))
H H

cos (h|n) ,; dum

N

=
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und dem bekannten Resultat
VxeR: |[sinx|<|x|

0 X
= VxeR: l—cosx:cosé‘ :f siné d¢ <1 %%
x Jo

ergibt sich die Abschitzung (mit ¢ > 0, direkte Abschéitzung cos x < 1, Wahrschein-
lichkeitsmal})

l—e” 3(Qhlh g _ fH (1 —Cos (h|17)H) du(n)
= | (1= cos(fn) ;) duutn
Inllg=<c
+f (l—cos(h|n)H) du(m)
Inlg>c
sf %(h|n)i, dum) +f 2du(n)
Inllg=<c Inllg>c
=3 f”n” (h|n)3; dutp +2p({ne H: Il > c}).
H=C

Im Folgenden wird gezeigt, dall der durch das Integral {iber einen beschriankten Be-
reich definierte Operator auf einen Spurklasse-Operator fiihrt

%f (Rl dutm.
Inla=<c

(f) Modlifizierter Operator. Analog zu den obigen Uberlegungen erhilt man fiir jede
Konstante ¢ > 0 mittels der stetigen und symmetrischen Bilinearform

Bei Hx H—Ri (i) — | (ha|n) gy (h2|n)  du)
nig=sc

einen eindeutig bestimmten, stetigen, selbstadjungierten und positivsemi-definiten
Operator

Q. € L(H) mit Q¥ =Q, Yhy, hy,he H:

(Qel|h2) = fl () el o,

Inlg=c

(Qchl)yy= [ (hlnydum =0,

Inlp=c

Fiir ein beliebiges vollstdndiges Orthonormalsystem (vy) ek folgt aullerdem die Ab-
schitzung (verwende zuvor angegebenes Resultat fiir Norm, Parseval’sche Identitét,
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Wahrscheinlichkeitsmalf?)

|Qell = 2 (Qevic|vic) y
kekK

= Zf (vi|n)3, dua,
kekVInlu=sc

= > (n|vx)?, dum,
Inla<c ke

= [ Il auco
Inllg=c
< c¢? <00,

was die Eigenschaft Q. € .7 (H) zeigt.

(g) Spezielle Wahl. Widhlt man ¢y > 0 und hy € H in spezieller Weise, ergibt sich die
Relation (Definition von Q., Logarithmus monoton steigend)

p({neH:Inly>c}) <1,
(Qcoh0|h0)H :f (h0|17)i{ <1

Inllz=<co
e 3@l _ 1 h dum) +2 H:linlg > co}) <5
. <t <€0(0|n p +2u({ne H: Inllg > co}) < 3
H=
— e Qi 5 1
= —1(Qhglhy);=Inl=~1n4

— Qholho H_ 11’14,

man beachte, dal3 die spezielle Wahl von ¢ fiir die erhaltene Schranke keine Rolle
spielt.

(h) Erweiterung. Mittels geeigneter Skalierung ergibt sich nun auch fiir beliebige Ele-
mente h € H mit (Q.h|h) gy # 0 die Giiltigkeit der folgenden Abschédtzung (Verwen-
dung der Schranke (Qhg|ho) ;< C =21n4)

— 1 — ./
ho—\/mh — h= (Qch|h)Hh0,

(QR|R) g = (Qeh[ )y (QTo| o) y = C(Qch| 1) 5
da sich (Qh|h) , durch (Qch|h),, abschitzen 14Rt, zeigt dies Q € .} (H), denn
[l = 2 (Quelv) = € X (Qevifvr) y = Cl|Qc] 5, < o0
keKk kek

(ii) Angenommen, die charakteristische Funktion von p: %(H) — [0,1] ist von der Form

fi(h) = ei(qln)H—%(inﬂ)H ,
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so folgt mittels des Resultates fiir die charakteristischen Funktionen (d =1, xk € R)

[0(<) = fi(k h) = el @KWH=2Qxhixh — (@l x=3 QI px*

Dies zeigt, dall die Bedingung an die charakteristische Funktion eines reellen Gaul3-
Malles mit

an=(q|h),€R, ﬁ%z:(thh)HER’

erfiillt sind; da Q nach Voraussetzung positiv semi-definit ist, gilt auRerdem g% =0. ¢
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2.2 Gaul¥’sche Zufallsvariablen mit Werten in Hilbert-
Raumen

Situation. Wie zuvor bezeiche (Q,<7,uq) den zugrundeliegenden vollstandigen Wahr-
scheinlichkeitsraum und (H, (:|)g, || - ) einen mit der Borel-o-Algebra % (H) versehenen
separablen reellen Hilbert-Raum.

Definition (Gauf¥’sche Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable Z : Q — H heillt eine
Gauld’'sche Zufallsvariable, wenn das induzierte WahrscheinlichkeitsmaR ein Gauf3-MakR ist;
in Ubereinstimmung mit den vorhergehenden Uberlegungen wird das induzierte Mafl mit
(Urbild)

p: BH) — [0,1]: A— p(A) = po(Z271(A))

bezeichnet.

Vorbemerkung. Im Folgenden wird eine Darstellung fiir GauR’sche Zufallsvariablen herge-
leitet; dabei werden die Eigenschaften der durch Skalarprodukte definierten Zufallsvariablen
wesentlich verwendet.

Eigenschaften zugehoriger Zufallsvariablen. Es bezeiche Z : Q — H : w — Z(w) eine
Gaul’sche Zufallsvariable mit Erwartungswert g € H und positiv semi-definitem selbstad-
jungiertem Kovarianzoperator Q € .%; (H).

(i) Erwartungswert und Varianz. Fir jedes Element h € H ist die zugehorige reellwertige
Zufallsvariable
zp: Q—R:w— (Z(w)|h),

eine GauR’sche Zufallsvariable; insbesondere gilt fiir das induzierte MaR die Relation*

tz, = po(|h) 3 = pn: B® — [0,1].

4 Bemerkung. Es ist zu zeigen, daR fiir jedes Element h € H die zugehérige reellwertige Zufallsvariable
zn=(-|h)yeZ:Q—R
eine Gauld’sche Zufallsvariable ist, das heil’t, daR das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl
fiz, = paoz, : BR) — [0,1]

ein reelles Gaul$-Malf ist.
(a) Per Definition ist Z : Q) — H eine Gauli’sche Zufallsvariable, wenn das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl

p=pqoZ L BH) — [0,1]
ein Gaul$-MaR ist, das heif3t, fiir alle Elemente & € H ist das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafy

pn = o (-|h)3 : B® — [0,1]
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(i)

Erwartungswert und Varianz sind durch folgende Relationen gegeben

Blen) = [ (2@)]h),; duatw) = (ql1) 1.
V(zp) = fQ (Z)|h)}; dpa @) - E(z)? = (Qh|h) ;2 0.

Erkldrung. Aus dem zuvor angegebenen Resultat zur Charakterisierung eines Gaul3-
Malles folgt (wobei & € H)

fH (h|77)H dum) = (q|h)H,
[l duam = (aln), = (@nlm) ;.

Die Bestimmung des Erwartungswert fiihrt somit auf (wobei h € H, setze n = Z(w) € H
bzw. w € Z‘l(n) € Q und verwende p = uqg o zZ b

E(zp) = fQ (Z(@)|h) ; dug (@)

= fH (nlh) ; dpm)
= (alh)
dhnliche Uberlegungen gelten fiir die Varianz (wobei h € H)
V(zp) = E(2}) - E(zp)°
= fH (nlh)7; du) — (g h)7,
= (Qh|h)H
und zeigen das gewliinschte Resultat. o

Kovarianzoperator. Der Kovarianzoperator erfiillt fiir alle Elemente h,, h, € H die Rela-
tion
E((Z_ a|lm)y(Z - q|h2)H) = (QMhu|hz) .

ein reelles Gau3-MaR.
(b) Man beachte, dal? folgender Zusammenhang zwischen den von Z und zj, induzierten MaBen besteht (Urbild)

=R yez,  Zl=z"o(-|n),],
p=pooZ",
My =paoz, =paoZ o)y = po (- [)y = pn.

Das gewtinschte Resultat, dal§ zj, eine Gaul3’sche Zufallsvariable ist, ist somit eine direkte Folgerung der Defini-

tion.
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(iii)

Erkldrung. Verwendet man das etwas allgemeinere Resultat

fH(hlln)H(hzln)H dum) - (q|h1) y(a|h2) ;= (Qhu|ha)

folgt wie zuvor mittels Transformationslemma die Identitét

E((z-alm), (2~ alh2) ) =fH(n—qlhl)H(n—qlhz)Hdu(n)
:fH(ﬂ|h1)H(ﬂ|h2)H du(m)
- (67|h2)HfH (n|h1) g dum)
‘(‘7|h1)HL(ﬂ|h2)Hdu(n)
(alm) (gl | 1 aucn

- fH (77|h1)H(77|h2)H du(n) - (q|h1)H(q|h2)H
= (Qh1|h2)H’

welche zu zeigen war. o

Integrabilitiit. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist Z € L?(Q, H) sichergestellt,
denn es gilt die Implikation

Hl7-al2)=sour@ = 1Zam = [ 121 duator = B[ 2]) <oo.

Erkldrung. Man beachte, dafl dhnliche Uberlegungen bei der Einfiihrung des Kovari-
anzoperators angegeben wurden. Nach Wahl eines vollstindigen Orthonormalsystemes
(vi)kex von H ergibt sich (Parseval’sche Identitét, setze h; = hy = v in (ii), Resultat zur
Spur, Linearitédt des Erwartungswertes, Konvergenz der Reihe gegeben)

|2-ally =X (z-alve)y.
keK

E((Z— CI|Vk)§1) = (Quilv)

£(17-ally) = T (2= aluiy) = X (@Queluny=Spur(@ <eo;
€K €K

offensichtlich folgt damit auch E(]| Z II%) < o0, denn
B(12-all3) = [ (@)~ 4120~ 0) ; dua)
- [ 1z [ dnaor -2 [ (z)la)y duaton + [ gl dpoto)

= £(121%,) - lall-

Dies zeigt das gewiinschte Resultat. o
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Voriiberlegungen.

@

(i)

Voraussetzungen. Es bezeichne Z : Q — H eine Gaul¥'sche Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert g € H und mit positiv semi-definitem selbstadjungiertem Kovarianzoperator
Q € .71 (H); weiters bezeichne (ej) rex ein Orthonormalsystem von Eigenfunktionen mit
zugehorigen positiven Eigenwerten (Ag) xex

Qer=Arer, Ar>0, keKk,

und (ex) ;. g das entsprechende vollstédndige Orthonormalsystem von H (Ergdnzung um
orthonormale Eigenfunktionen zum Eigenwert Null)

Qer=0, ke K\K.

Darstellung mittels Eigenfunktionen. Wie gezeigt wurde, ist fiir jedes Element h € H die
durch das Skalarprodukt definierte Zufallsvariable eine Gauly’sche Zufallsvariable

2 Q—R:w— (ZW)|h)y,  Elzn)=(qlh)y,  Vizn) =(Qh|h),.

Verwendet man die Darstellung eines Bildelementes Z(w) € H beziiglich (ey) . fihrt
dies insbesondere auf die Relationen

Zw)= ) (Z)|ex) e,
kekK
Ze,  Q—R:w— (Z()|ex)y,  keKk,
E(Zek):(61|ek)H, kEIA(’;
V(ze,) = (Qexlex) ;= >0, keK,  Vi(ze)=(Qex|ex);=0, keK\K.

Eine lineare Translation fiihrt offenbar auf Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null

Zw)-q=Y (Z -qlex) yex+ Y, (Z) -qlex), ek,
kek keK\K

Zek:Q—>R:a)»—>(Z(w)—q|ek)H, kek,
E(Ze,)=0, k€K, V(Z,)=M>0, keK, V(Z,)=0, keK\K;

da die zweite Summe in Hinblick auf Erwartungswert und Varianz keinen Beitrag liefert,
ist in diesem Sinne die Schreibweise

Zw)-q=)_ (Z)-qler) ek,
keK
Zo, : Q—R:w— (Z(w)-qlex);,  keK,

E(Ze,) =0, V(Ze)=Ar>0, keK,
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gerechtfertigt. Mittels Skalierung erhilt man somit die folgende Darstellung mit stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen®

Zw)—q= )Y VAPrw) e,
keK
ﬁpQ—»R:w-—»ﬁ(Z(w)—qkk)H, kekK,

EBr) =0, V(Br) =1, keK.
(iii) Stochastische Unabhdingigkeit. Mittels der zuvor abgeleiteten Identitit (mit /1, hy € H)

E((Z=alm) (2= alh2) ) = (@I ha)

und wegen der Orthogonalitit der Familie (ex) xex, das heillt (wobei k, ¢ € K)
k#/0: (6k|€g)H:0,

folgt fiir den Erwartungswertes eines Produktes die Identitét (Einsetzen der Definition,
Linearitdt des Erwartungswertes, Eigenfunktion)

kr 0 E(pebo) = [ (2 dley (7 aler),)
= A E((Z-gled) (2 alec) )

= m (Qek|ef)H

= \/jllil;(e”e[)H

=0,

was die Unkorreliertheit und damit die stochastische Unabhingigkeit von (Bi) ke k zeigt.®

®Bemerkung. Da jede Zufallsvariable der Form ¢ (Z — q|h) g : © — R eine GauR’sche Zufallsvariable ist, ist
auch jede Linearkombination wie etwa (wobei J € Nmit / < Kund cy,...,¢c; €R)

J
ZCjﬁj:Q—ﬂR
j=1

eine Gauld’sche Zufallsvariable, wie man durch Umformen leicht sieht

Dies impliziert {ibrigens auch, da@ (f,,...,8;): Q — R’ eine GauR’sche Zufallsvariable ist.

6 Bemerkung. Man beachte, daR aus der stochastischen Unabhingigkeit von reellwertigen Zufallsvariablen
deren Unkorreliertheit folgt; die Umkehrungist im Allgemeinen nicht richtig. Im Spezialfall von normalverteilten
Zufallsvariablen ist jedoch stochastiche Unabhidngigkeit und Unkorreliertheit dquivalent.
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Resultat (Darstellung von Gaufy’schen Zufallsvariablen, Existenz von Gau3-MaRen). Es
sei g € H und Q € . (H) ein positiv semi-definiter selbstadjungierter Spurklasse-Operator
mit zugehorigen orthonormalen Eigenfunktionen zu positiven Eigenwerten

(ek)keK’ Qex=Arer, Ar>0, kek.

Eine Zufallsvariable Z : O — H ist genau dann eine Gaul$'sche Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert g und Kovarianzoperator Q, wenn die folgende Darstellung mit stochastisch un-
abhingigen standardnormalverteilten reellen Zufallsvariablen giiltig ist (insbesondere gilt
V(Br) = E(f3) =1 fiir k€ K)

Zw=q+ Y Vi Brwer, weQ,

keK
ﬂk:Q—>R:wn—»\/#_k(Z(w)—q|ek)H, kek,

E(Br) =0, E(ﬁkﬂg)=(€k|eg)H=5kg, k,¢eK;

die Reihe konvergiert im Sinn des [2(Q, H), genauer

|z - q”iz(Q,H) = Spur(Q).

Dies zeigt insbesondere die Existenz des Gaul3-Mafles u = N(q,Q) : Z(H) — [0,1], definiert
iiber das induzierte Mal3

p=pooZ ",
Erklirung. Aufgrund der obigen Uberlegungen ist fiir die erste Implikation nur mehr die
Konvergenz der Reihe in L%(Q, H) nachzuweisen.

(i) Konvergenz. Mit Hilfe der Orthogonalitdtsrelation (ex|e;) g = 6y, fiir k, ¢ € K berech-
net sich die L?-Norm wie folgt (wobei w € Q, beachte Bi(w) € R, Satz von Pythagoras,
verwende V(fy) = E(f7) =1)

2

= Y VAV A Brw) Brw) (ex|ee)

H k/teK

=) Ak (ﬁk(w))z,

keK

=) ﬂkfﬂ(ﬁk(w))z dugq

L2(Q,H) keK

:Zflk

keK
= Spur(Q) < oco.

> VA Br(w) ex

keK

2

Y VA Brex

keK

Gibt man sich umgekehrt eine Zufallsvariable der Form (Werte Z(w) — g sind durch Koeffizi-
enten (1/ Ak Br(w))kex im obigen Sinne eindeutig bestimmt)

Z=q+ ) VAPrec:Q— H

keK
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vor, so ist das zugehérige induzierte Mal u = ugo Z7! : Z(H) — 10,1] ein GauB-MaR auf
dem zugrundeliegenden Hilbert-Raum; insbesondere wird durch die Eigenwerte (Ai)kex
und die zugehorigen Eigenfunktionen (ey)rex ein Spurklasse-Operator definiert. Vgl. auch
DENK (2014). o
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2.3 Wiener-Prozesse mit Werten in Hilbert-Raumen

Situation. Wie zuvor bezeiche (Q,47,uq) den zugrundeliegenden vollstdandigen Wahr-
scheinlichkeitsraum und (H, (:|-) g, |l - [l) einen mit der Borel-o-Algebra Z(H) versehenen
separablen reellen Hilbert-Raum. Weiters sei T € (0,00).

Vorbemerkung. Im Folgenden wird die Definition eines Q-Wiener-Prozesses mit Werten im
zugrundeliegenden Hilbert-Raum angegeben; dazu wird insbesondere die Charakterisierung
der stochastischen Unabhingigkeit von Zufallsvariablen benétigt.”

Definition (Stochastische Unabhingigkeit).

(i) Stochastische Unabhdngigkeit von Mengensystemen. Die Mengensysteme .#) < </ und
Mo < o7 heillen stochastisch unabhingig, wenn alle Mengen M; € .#; und M, € ./,
stochastisch unabhéngig sind, das heilt, es gilt die Relation

o (M N Mz) = pua (M) pa(Ms).

(ii) Stochastische Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen. Die Zufallsvariablen Z; : QO — H
und Z, : Q — H heillen stochastisch unabhingig, wenn fiir alle Mengen B, By € #(H)
die zugehorigen Urbildmengen A; = Z;'(B)) € & und A, = Z,;'(B,) € &/ unabhingig
sind, das heil3t, es gelte die Identitit

Ha(A1 N Ap) = ua(Ar) pa(Ag).

(iii) Stochastische Unabhdingigkeit einer Zufallsvariablen von einem Mengensystem. Eine
Zufallsvariable Z : Q — H heil3t stochastisch unabhingig von einem Mengensystem
A < of , wenn die erzeugte o-Algebra (Initial-o-Algebra)

o2 (BUD)) < o

und .# unabhingige Mengensysteme sind.

Bemerkung. Im Spezialfall zweier reellwertiger Zufallsvariablen folgt aus deren stochasti-
scher Unabhingigkeit die Relation

21,22:Q— R,
E(z12p) = E(z1) E(z2),

f z1(w) 22 (w) dug (@) = f z1 (W) dug(w) f Z2(w) dpg(w).
Q Q Q

Fir zwei Zufallsvariablen 77, Z, : Q — H mit Werten in einem Hilbert-Raum ist das Produkt
Z)(w) Z»(w) im Allgemeinen jedoch nicht wohldefiniert.

"Bemerkung. Zur Vereinfachung wird hier nur der Spezialfall von zwei Zufallsvariablen betrachtet; fiir die
allgemeine Definition sei auf Denk (2014) verwiesen.
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Erinnerung (Stochastischer ProzeR, Pfad, Stetigkeit).

(i) Stochastischer Prozefs. Ein zeitlich kontinuierlicher stochastischer ProzeR in H ist eine
Familie von Zufallsvariablen (Z(?)) sejo,7) mit Z(¢) : Q — H fiir £ € [0, T'.

(ii) Pfad, Stetigkeit. Fiir ein Element w € Q wird die zugehorige Funktion
0,T] — H:t— (Z(1)(w)

als Pfad bezeichnet. Ein zeitlich kontinuierlicher stochastischer Prozell heil3t stetig,
wenn alle Pfade stetig sind.

(iii) Identifikation. Wie liblich wird ein stochastischer ProzeQ (Z (1)) |0, 77 mit der zugehori-
gen Zufallsvariable Z: Q — {f: [0, T] — H}: w — [t — (Z(1))(w)] bzw. mit der Funktion
Z:Qx[0,T] — H: (w, 1) — (Z(1)(w) identifiziert, vgl. Anhang.

Definition (Wiener-Prozef}, Brown’sche Bewegung). Es sei Q € .| (H) ein positiv semi-
definiter selbstadjungierter Spurklasse-Operator. Ein stochastische Prozel3

W) eor;, WO Q—H, telo,T],

wird als Standard-Q-Wiener-Proze8 oder Q-Brown'sche Bewegung bezeichnet, wenn folgen-
de Bedingungen erfiillt sind.

(i) Anfangszeitpunkt. Esist W(0) = 0 fiir fast alle w € Q, d.h. es gilt
po(fweQ: (WO)@ =0} =1.
(ii) Stetigkeit. Fiir fast alle Elemente w € Q ist der zugehorige Pfad stetig, d.h. es gilt

pofo € Q:Pfad [0, ] — H: t— (W(0) @) ist stetig}| = 1.

(iii) Stochastische Unabhdingigkeit. Fiir beliebige Zeitpunkte 0 = fp < f; <--- < tx < T sind
die Zufallsvariablen (Zuwéchse)

W), W) -W(h),..., W(tk) — W(tk-1)
stochastisch unabhéngig.

(iv) Normalverteilung. Fiir beliebige Zeitpunkte 11, £, € [0, T] mit £; < &, ist W (£2) — W (1) ei-
ne Gauly’'sche Zufallsvariable mit Erwartungswert Null und Kovarianzoperator (f; — 1) Q.
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Voriiberlegungen.

0

(i)

(iii)

Voraussetzungen. Wie zuvor bezeichne Q € .71 (H) einen positiv semi-definiten selbst-
adjungierten Spurklasse-Operator mit zugehorigen orthonormalen Eigenfunktionen zu
positiven Eigenwerten

(er) e,  Qex=Arer, Ar>0, keKk.

Es sei (W (1)) tepo,1) ein Q-Wiener-Prozell mit Werten im Hilbert-Raum H; insbesondere
istalso W(t) : Q — H eine Gaul’’sche Zufallsvariable mit Erwartungswert Null und Kova-
rianzoperator £ Q.

Darstellung mittels Eigenfunktionen. Das zuvor angegebene Resultat besagt, daR fiir je-
den Zeitpunkt ¢ € T die folgende Darstellung mit stochastisch unabhéngigen standard-
normalverteilten reellen Zufallsvariablen giiltig ist (somit V(B (¢)) = E ((,Bk(t))z) =1 fur
k € K, Konvergenz in [2(Q, H))

(WD) =) Vide (D)) e, weQ,
keK

Br(D):Q —R:0— \/;_k ((W(t))(w)(ek)H,

E(Br(0) =0,  E(Br(®) Be() = (ex|er) y=0ke, k€K,
|W ()| 720, ) = SPUr(z Q).

ke K,

Mittels der Skalierung wy () = V't Bi(0) fiir k € K erhilt man damit die Darstellung (ins-
besondere V(w(t)) =t fiir k € K)

W) =Y Vir(we®))er, weQ,

keK

wk(t):Q—>[R:w-—>L((W(t))(w)‘ek) kek,
k

VA H’
E(we(0)=0,  E(wi(we()=1t8ke,  kl€K,

|W 0720, 1) = SPU(t Q).

Zusammenhang mit reellwertigen Wiener-Prozessen. Fiir jedes Element k € K tibertra-
gen sich die Eigenschaften des Q-Wiener-Prozesses (W (t))co,7) direkt auf den durch
(Wi (1) tejo,7) definierten stochastischen ProzeR.

(@) Stetigkeit der Pfade. Fiir fast alle w € Q ist der zugehorige Pfad (wg(-))(w) : [0, T] — R
stetig, denn fiir Zeitpunkte s, ¢ € [0, T] gilt (verwende Ungleichung von Cauchy-
Schwarz, nach Voraussetzung ist fast jeder Pfad (W (-))(w) : [0, T] — H stetig, Nor-
mierung |lexllg =1)

|(wi(0) (@) — (wi(9) ()| = \/#—k \((W(z) - W(S))(a))‘ek)H’

< L|wo-we)w|, == o

v
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(b) Stochastische Unabhdingigkeit. Nach Voraussetzung sind fiir beliebige Zeitpunkte
f1,...,t; €10, T] mit #; < --- < t7 sdmtliche Zuwédchse stochastisch unabhingig; fiir
j,j€fl,...,J} mit j # j sind etwa die Zufallsvariablen W(tj1) —W(t):Q— Hund
W(t]v D W(t]v) : Q — H stochastisch unabhédngig, das heil3t, fiir beliebige Borel-

+
Mengen mit zugehorigen Urbildmengen gilt die Identitét

BI)BZ € <%(H) l}
A= (W(tj) - W) (B e,
Ay =(W(ts,) - W) By e o,

Ha(A1 N Ag) = ua(Ar) pa(Az).

Aufgrund des folgenden Zusammenhanges mit stetiger und insbesondere Borel-
meRbarer Funktion (Skalarprodukt stetig)

R — 1
wi(tj1) = wi(t) = geo (W(tjn) ~W(t)): Q — R,
(wi(tjr) — wi(t)) ™ = (Wtj) - W(t))  ogeh,
erfiillen fiir beliebige Borel-Mengen die Urbildmengen die Relation

B),Bye B[®),
Bi=g;'(BI)e B(H), By=g; (B:) e Z(H),
Ay = (witjen) — () T By = (W) - W) (B e o,
Ap = (wit5,) - wi(t)) ™ (Bp) = (Wtz,) - W(t7) (B e o,

Ha (A1 N A2) = ua (A1) pa(Az),
was das gewliinschte Resultat ist.

(iv) Abschdtzung fiir Norm. Man beachte, daf sich fiir die natiirliche Norm die folgende
Abschitzung ergibt (Definition der Norm)

2
” W||L2(Q,L°°([O,T],H)) = \/L ” (W()) () ||L°°([0,T],H) dw

2
:Jf ( sup [[(W(®)@) | do
Q \te€]0,T]

< 2+/TSpur(Q).

Mittels der angegebenen Darstellung fiir Q-Wiener-Prozesse und der Parseval’schen
Identitét folgt ndmlich (fiir Supremum einer reellen positiven Funktion gilt Gleichheit
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(supif(x): x € [a, b]})? = sup{(f (x))?: x € [a, b]})

((e0)@) = ¥ A (we) @),

keK

”W||i2(Q,L°°([O,T],H)) fsup ”(W(t))W)”Hd‘“

€(0,T]
> VA (wi(0) () ek

:f sup
Qtel0,T1 l ke

:fﬂ sup Z?Lk([wk(t))(w)) dw

t€l0,T] keK

2
:f ( sup (z(t))(w)) dw
Q \refo, ]

= ”Z”iz(Q,LOO([O,T],R));

dw

die Anwendung der Doob’schen L?-Ungleichung? fiir p =2

||Z||L2(Q [(0.71.R) =4 ”Z(T) ||L2(Q R)

sowie die Identitdt V(w(T)) = T und die bekannte Relation fiir die Spur-Norm zeigen

2
Q kek

:TZ/lk

keK
= T Spur(Q).

8Vorbemerkung. Auf die Herleitung der Doob'schen Maximal-Ungleichung und der Doob'schen LP-
Ungleichung kann hier nicht eingegangen werden; dazu sei auf grundlegende Referenzen zu reellwertigen
stochastischen Prozessen verwiesen. Ohne ndhere Erkldrung wird verwendet, daly eindimensionale Wiener-
Prozesse und folglich (z(¢))sco,1; die geforderten Eigenschaften erfiillen. Die Begriffe Martingal und Sub-
Martingal werden an spéterer Stelle fiir stochastische Prozesse mit Werten in Hilbert-Rdumen eingefiihrt.

Doob’sche Maximal-Ungleichung. Es bezeichne (z(?)) (o, 1) mit z(#) : Q — R fiir £ € [0, T] ein rechtsseitig steti-
ges Sub-Martingal, und fiir fast alle w € Q und ¢ € [0, T gelte (z(?)) (w) = 0. Fiir jede positive reelle Zahl r > 0 und
jeden Exponenten p € [1,00) gilt die Abschdtzung

rPua({weQ: sup z(t)zr})sf ((z(T))(w))P dw
t€[0,T] Q

Doob’sche LP -Ungleichung. Es bezeichne (z(1))ejo,r) mit z(¢) : Q — R fiir ¢ € [0, T] ein rechtsseitig stetiges
Submartingal, und fiir fast alle w € Q und ¢ € [0, T] gelte (z(#))(w) = 0. Unter der Voraussetzung z(T) € LP (Q,R)
mit Exponent p € (1,00) folgt z € LP(Q, L*([0, T],R)), und es gilt die Abschitzung

”Z” LP(Q,L°([0, T],R) = Ll ”Z(T)”LV(Q R "
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Resultat (Darstellung und Existenz von Wiener-Prozessen). Es sei Q € .7 (H) ein positiv
semi-definiter selbstadjungierter Spurklasse-Operator mit zugehoérigen orthonormalen Ei-
genfunktionen zu positiven Eigenwerten

(ek)k(-:K’ Qex=Arer, Ar>0, kek.

Ein stochastischer Prozefd (W ())eo,7) mit W () : Q — H fiir ¢ € [0, T] ist genau dann ein Q-
Wiener-Prozel3, wenn die folgende Darstellung mit stochastisch unabhéngigen reellwertigen
Wiener-Prozessen giiltig ist (insbesondere gilt V (wy (1)) = ¢ fiir k € K)

W) =Y Vir(we®)er, weQ,

keK

wp(0): Q — R:w— \/;A_k ((W(t))(a))‘ek)H, keK,

E(wi(0)=0,  E(wi()we() =8k, k€K,
lw @) ”iZ(Q,H) =Spur(tQ);

Konvergenz gilt im Sinne des L?(Q, L*([0, T1, H)), genauer

IW 20 1000,71, 70 = 2V T Spur(Q).

Fiir jeden positiv semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator Q € .7 (H) zeigt dies
insbesondere die Existenz eines Q-Wiener-Prozesses.

Erklirung. Siehe obige Argumente; zusitzliche Uberlegungen zur stochastischen Unabhén-
gigkeit sind in DENK (2014) angegeben. o

Vorbemerkung. Im Folgenden wird zusétzlich bendtigt, dall der betrachtete Wiener-Prozess
in einem gewissen Sinn an eine Filtrierung des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsrau-
mes angepasst ist.

Erinnerung (Filtrierung, Filtrierter Raum, Normale Filtrierung). Wie bisher bezeichne
(Q, o7, ug) den zugrundeliegenden vollstdandigen Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Filtrierung. Eine Filtrierung des Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, 7, uq) ist eine Fami-
lie (<7 (1)) te(0, 1) Von o-Algebren, welche die Bedingung

Vi,bel0,T] mit H1<t: ()< () <A
erfiillt; man nennt (Q, o7, (<7 (1)) tej0, 17, L) einen filtrierten Raum.
(ii) Normale Filtrierung. Eine Filtrierung (<7 (1)) tejo, 1) heillt normal, wenn die Relationen

{Ae o : ua(A) =0} <. (0),
VHelo,T): ()= () A ()cd

>0

gelten.
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Erinnerung (Adaptierter Prozefl). Es bezeichne (Q,7, (% ())te0,1),4o) den zugrun-
deliegenden filtrierten vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum. Ein stochastischer Pro-
zeld (Z(1))sejo, 1) heillt adaptiert beziiglich (Q,.o7, (<7 (1)) tej0, 11, La), wenn fiir alle Elemente
t € [0, T] die Zufallsvariable Z(t) beziiglich <7 (f) mel3bar ist.

Definition (Wiener-Prozef} beziiglich einer Filtrierung). Man spricht von einem Q-
Wiener-Prozel$ beziiglich der Filtrierung (<7 (1)) te[0, 77, wenn zusitzlich folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Der Q-Wiener-Prozel3 (W (1)) c(o,1) ist adaptiert beziiglich der Filtrierung (7 (1)) tejo,71-

(ii) Fiir alle Zeitpunkte t;, £, € [0, T] mit #; < t, ist die Zufallsvariable W (%) - W(f;) : Q —
H stochastisch unabhingig von 7 (t;), das heil3t, die erzeugte o-Algebra (Initial-o-
Algebra)

o (Wt - W)™ (#0m))
und .27 (#;) sind unabhingig.
Resultat (Konstruktion eines Wiener-Prozesses beziiglich einer Filtrierung). Es bezeich-
ne (W(1)) 0,7 einen Q-Wiener-Prozels. Mittels der folgenden Konstruktion erhélt man eine

normale Filtrierung, und insbesondere ist (W (#)) tc[0,] €in Q-Wiener-ProzeR beziiglich dieser
Filtrierung

W) AW =0(W(r):n<t)
(i) A (O)=0(AH()U{Ae A :ua(A) =0}
(iii) &/ (t)) = ﬂ N (1) fur t, € [0, T) und speziell <7 (T) = A (T).

>0

Erklédrung. Siehe DENK (2014). o
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Kapitel 3

Bedingter Erwartungswert und Martingal

Inhalt. Im Folgenden werden Grundlagen zu bedingten Erwartungswerten und Martinga-
len angegeben; ein wesentliches Resultat besagt, dal Wiener-Prozesse beziiglich einer nor-
malen Filtrierung quadratintegrable stetige Martingale sind. Aufgrund der Knappheit der Zeit
werden Beweise nicht ausgefiihrt; dazu sei auf DENK (2014) verwiesen.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

* Bedingter Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariable (Satz A.11)

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit des bedingten Erwartungswertes (Definition
und Satz 2.23)

Bemerkung (Bemerkung 2.27)
Eigenschaften des zugehorigen Operators (Bemerkung 2.24)

Resultat zum bedingten Erwartungswert bei Unabhéngigkeit (Lemma 2.25)

e Martingal (Definition 2.26)

Charakterisierung eines Martingals mittels der Elemente des Dualraumes (Bemerkung
2.27)

Norm eines Martingals definiert reellwertiges Sub-Martingal (Lemma 2.28)
Doob’sche Maximalungleichung fiir reellwertige Martingale (Satz A.10)
Doob’sche Maximalungleichung (Satz 2.29)

Quadratintegrable stetige Martingal (Definition 2.30)

Banach-Raum der quadratintegrablen stetigen Martingale (Lemma 2.31)

* Martingal-Eigenschaft von Wiener-Prozessen (Lemma 2.32)
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3.1 Bedingter Erwartungswert

Situation. Wie zuvor bezeichne (Q,.o7, uqg) den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum und (H, (-|-) g, |- | ) einen mit der Borel-o-Algebra % (H) versehenen separablen reellen
Hilbert-Raum.

Erinnerung (Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bedingter Erwartungswert).

®

(i)

Bedingte Wahrscheinlichkeit. Fiir Elemente A;, A, € o/ mit ug(Az) > 0 heildt

1o (AN Az)
A)>0: Aj|Ap) = ———
U (Az) pal 1| 2) 1o (Ay)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A; gegeben A,. Die zugehorige Funktion
pa(A)>0:  uq(-]A2): o — 10,111 A; — uo(A1|Ay)
gibt die Wahrscheinlichkeit unter der Hypothese, dald das Ereignis A, eintritt, an und
fiihrt auf ein WahrscheinlichkeitsmaR; insbesondere sind die Normierungsbedingung
Ha (2N Ap)
QlA))=———=1
walel )= = )

und etwa fiir disjunkte Mengen A;, A, € <7 die Eigenschaft der o-Additivitit erfiillt (we-
gen (A1 N Az) N (A1 N Ap) = @ folgt ua (A N Az) N (A1 N Az)) = pa (A N Az) + pa(Ar N Az))

AnA=¢: uo(AinA|4)= po((A; m;:i;zgm N Az))
_ pa(A; N Ap) N o (A N Ap)

Ha(42) pa(As)

= po(A1]A2) + pa(A1]42).

Voriiberlegungen.

(a) Fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable z; : QO — R, eine Borel-Menge B; € A(R),
eine diskrete Zufallsvariable z, : Q@ — R und eine reelle Zahl r, € R werden die zuge-
horigen Urbildmengen (Entsprechung A; = z; 1(B)) € &/ und A, = z; L))

Z'B)={weQ:ziweB}, 2z () ={weQ:zw) =r},

betrachtet; unter der Voraussetzung piq(z, (1)) > 0ist es naheliegend, die bedingte
Wahrscheinlichkeit von z; gegeben r» und entsprechend den bedingten Erwartungs-
wert von z; gegeben r, wie folgt zu erklaren (WahrscheinlichkeitsmaR)

po(z'(r2)) >0 v:iB®R) —[0,1]: B; — pua(z1 (B2 (),

E(v) =f rydv(n);
R
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(b)

(c)

mittels Definition erhilt man (setze r1 = z; () bzw. w € 27 (1))
pa(z (B nz; ! (r2)
pa(z ' (r2)

1
S 21() dpo ) .
pa(z, (1) fzgl(rz) Her S

v(B1) = pa(z ' (B1)|z ' (r2) =

’

EW) = r1dua(z; () nzy () =

1
Gebrduchlichen Kurzschreibweisen sind
pa(z1€Bilz=12) = pg(zf1(31)|z2_1(r2)),
E(z1|z2 = 12) :fRﬁ duo(z1 = r|z2=r2).

Da fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable z, : Q — R die Urbildmenge eines einzel-
nes Punktes immer auf eine Nullmenge fiihrt

VroeR:  pa(z;'(r2) =0,

lassen sich die angegebenen Relationen nicht direkt erweitern; man niitzt deshalb
die folgende Sichtweise.

Die folgenden Uberlegungen sind unter den Voraussetzungen, dal z; : Q — R eine
beschrinkte kontinuierliche Zufallsvariable und z, : Q — R eine diskrete Zufallsva-
riable sind, gerechtfertigt. Man beachte, dal} die Funktion (zur Klarheit zusétzliche
Mengenklammern beim Urbild, Bildelement z, (w) entspricht r»)
Ry={r€R: pa(7; (1)) > 0} <R,
Q=2"(Ry) = {we Q:pa(2; ' Uz@)) >0} € Q,
E(z1|z2=20)): Q@ —R:0— E(z1]22 = 22(w)),

eine reellwertige Zufallsvariable definiert; genauer, die Funktion E(z; |zz = z5(+)) ist
beziiglich der von z, erzeugten Initial-o-Algebra

0(22) = 0(2 ' (BR)) < o

melibar und beschrankt. Mit Hilfe der Definition des bedingten Erwartungswertes

1

Hlale=r)= oo
2

f z1(w) dug (w)
251 (r2)

ergibt sich fiir jede Borel-Menge B € Z(R) mit Urbildmenge A, = z; 1(By) e 0(2p) die
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Relation (setze r; = z3(w) bzw. w € z; L(ry), diskrete Zufallsvariable)

f _E(z21|22 = 22(0)) dua (@) =f E(z1]22 = r2) d(puaoz; ") (r2)
2,1 (B2)NQ

B>NRy

= Y  Ela|az=r)(uacz "))

r€B2NRy

f z1(w) dug (w)
r€B2NRy Zz_l (r2)

f _z1(w) dug(w);

5 1 (B2)NQ

in diesem Sinne ist die folgende Identitédt zu verstehen
VA€ 0(2) = 02 (Z®)) fA E(z1]22 = () dpg (w) = fA 21 () dug ().
2 2

Diese Relation wird nun gentitzt, um den bedingten Erwartungswert fiir kontinuier-
liche Zufallsvariablen zu definieren; der bedingte Erwartungswert stellt unter allen
beziiglich der von z, erzeugten Initial-o-Algebra mel$baren Zufallsvariablen die be-
ste Approximation an z; im Sinne der L?>-Norm dar.

(iii) Bedingter Erwartungswert fiir Zufallsvariablen. Fiir eine Zufallsvariable z: Q — R (be-

(iv)

trachtet beziiglich .«7) mit z € L' (Q,R) und eine Unter-o-Algebra 7% < </ wird durch die
Bedingung

VAo € : fA Zo(w) dpg(w) = f z(w) dpa(w)
0

A

eine Zufallsvariable z, : Q — R (betrachtet beziiglich %) mit z, € L' (Q, R) definiert; diese
Zufallsvariable ist fiir fast alle Elemente w € Q) eindeutig bestimmt und wird als bedingter
Erwartungswert von z gegeben .27 bezeichnet

E(z|)=20:Q—R.

Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes. Es seien z,zZ:Q — Rund z; : Q — R fiir
k € N Zufallsvariablen, und es bezeichne ) < .o/ eine Unter-o-Algebra. Der bedingte
Erwartungswert erfiillt die folgenden grundlegenden Eigenschaften.

(@) Stochastische Unabhdingigkeit. Falls die Zufallsvariable z stochastisch unabhingig
von .2 sowie Z ist, folgen fiir fast alle w € Q die Identitdten

(E(z] ) @) = E@),
E(z2Z| ) |(w) = E(2) |E(Z| %) | ().
(E(=z] %) (£l %)
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(b) Mefsbarkeit. Falls die Zufallsvariable z beziiglich der o-Algebra <% mef$bar ist
VBeZR): =z '(B)e,
so folgen die Identitdten
(E(z |,sz%0))(w) =z(w),
(E(22|) ) @) = 2() (E(2].%) ) @).

() Erwartungswert. Es gilt
E(E(z] o)) = E(2).

(d) Linearitdt. Fiir fast alle w € Q gilt (wobei ¢ = 0)
(E(z+2|9%) ) @) = (E(z| %) | @) + (E(2|96) @),
(E[cz |%)) () =c (E(z |%))(w).
(e) Monotonie. Falls fiir fast alle w € Q die Relation
21 () = z2(w)
gilt, so erfiillen die bedingten Erwartungswerte fiir fast alle w € Q die Relation
(E(21| ) @) < (E(z] %)) ().
(f) Absolutbetrag. Fiir fast alle w € Q gilt
|(E(z|)) @) = (E(121] %)) @).

(g) Ungleichung von Jensen. Fiir konvexe Funktionen f : R — R iibertragt sich die Un-
gleichung von Jensen auf bedingte Erwartungswerte, d.h. fiir fast alle w € Q gilt

f((E(ZI%))(w)) < (E(f@) | %)) @).

(h) Monotone Konvergenz. Falls fiir fast alle w € Q die Folge (z; (w)) reny punktweise und
monoton steigend gegen z(w) konvergiert, so folgt fiir fast alle w € Q die punktweise
und monoton steigende Konvergenz der bedingten Erwartungswerte

lim (E(ze| ) ) @) = (E(z] ) @)..
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(i) Majorisierte Konvergenz. Es bezeichne

Zsup : @ — R:w — sup | zx(w)
keN

)

und es gelte zgp € L'(Q,R). Unter der Voraussetzung, daf fiir fast alle w € Q die Folge
(zr(w)) ken punktweise gegen z(w) konvergiert, folgt fiir fast alle w € Q die punktweise
Konvergenz der bedingten Erwartungswerte

lim (E(ze| %)) @) = (E(z] %)) @).

(j) Lemma von Fatou. Falls die Zufallsvariablen nicht-negative Werte annehmen, gilt
fir fast alle w € Q die Abschédtzung

(E(ligninfz |%))(w) < lil?linf(E(zk|%))(w).

Vorbemerkung. Das folgende Resultat erweitert den Begriff des bedingten Erwartungswer-
tes auf Zufallsvariablen mit Werten in Hilbert-Rdumen.

Resultat (Existenz und Eindeutigkeit des bedingten Erwartungswertes).

(i) Fur eine Zufallsvariable Z : Q — H (betrachtet beziiglich <) mit Z € LY(Q, H) und eine
Unter-o-Algebra .¢% < .o/ wird durch die Relation

VAo € o : f Zp(w) dpg(w) = f Z(w) dug(w)
Ag A

eine Zufallsvariable 7, : Q — H (betrachtet beziiglich .<%) mit Z; € LY(Q, H) definiert;
diese Zufallsvariable ist fiir fast alle Elemente w € Q eindeutig bestimmt! und wird als
bedingter Erwartungswert von Z gegeben .27, bezeichnet

E(Z|) = 2.

(ii) Unter der Voraussetzung Z € LP(Q, H) fiir einen Exponenten p € [1,00) ist fiir fast alle
w € Q die folgende Abschitzung giiltig (beachte || Z| g € LP (Q,R))

|(ztzlen) @) = (01215 |0)w.
Erklédrung. Siehe Denk (2014).

(i) Existenz. Der Nachweis der Existenz und der gewiinschten Abschitzung fiir die Norm
beruht auf der Approximation von Zufallsvariablen mittels Funktionen spezieller Form
und Grenziibergang. Als Ergiinzung zu Denk (2014) sind dazu die folgenden Uberlegun-
gen angegeben.

! Bemerkung. Der bedingte Erwartungswert ist insbesondere im Sinne des L' (Q, H) eindeutig bestimmt.
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(a)

(b)

Vorbemerkung. Fiir die charakteristische Funktion (mit A € )
YA Q—R:0— yalw)

ist der zugehorige bedingte Erwartungswert durch die Relation (wobei Ay € %, un-
terscheide Fille Agn A# @ bzw. Agn A= @)

Elxal):0—R,
fA (E(XA|=%))((U) d,UQ(w)=fA xaw) dug(w) = pa(Agn A,
0 0

definiert. Entsprechende Uberlegungen gelten fiir Linearkombinationen (mit ¢ € R
und AW e o7 fiir k € {1,..., K}, zur Vereinfachung setze yi = y 44, wobei Ag € .27)

K K
Yooy Q—Riw— Y cpxr(w),
k=1 k=1

K K
E( > CkXk %) =) Byl %) Q—R,
k=1 k=1
K

Ck MO (A() N A(k)) .
k=1

K
Y Ckf Xk () dug(w) =
k=1 Ag

Elementare Zufallsvariablen. Fiir die naheliegende Erweiterung auf Zufallsvariablen
der speziellen Form (wobei hy € H und A% e of fiir k € {1,..., K}, wie zuvor setze

Xk =Xah)

K
Z:Q— H:o— Z()=)_ hixr(w)
k=1

ergibt sich die Relation (wobei Ag € .%%)

K K
f Z() duo(@) = Y. hi f xi@) dua@) = Y. hepa(Agn AW).
Ag k=1 Ao k=1

Daraus folgert man, dal3 der bedingte Erwartungswert durch

K
E(Z|oh) = Y. heExil o) :0— H
k=1

gegeben ist.

(ii) Abschditzung. In der obigen Situation ergeben sich unter der sinnvollen Annahme dis-
junkter Mengen die Relationen (verwende y(w) y¢(w) = 6y (Xk(w))z, analoge Relation
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fiir bedingten Erwartungswert)

2
H

K
@ = ¥ e
k=1

k,0=1

K

)3 (@) [l

(B 21 6)) @ = 3. (B2 16) ) el

K
Y xk(@) xe() (B he)
=
=1

lehk (E()(k|«%))(w)

=) (ECexl)) @) (E(rel #6)) @) (e )

()] Il

(1), -

2
H

>

k=1

Da die quadratische Funktion konvex ist, erhédlt man mittels der Ungleichung von Jensen
fiir bedingte Erwartungswerte die gewiinschte Abschiatzung (wobei k€ {1,...,K})

f((E(Xk|%))((U)) < (E(f (X&) |%))(w),
— ((E(Xk|%))(w))2 = (E(xil%))(w),
= |(Elsn)wl, = X (Bob)o)] Tl

<3 (E(at] o)) el = (<0 21 ).

Die entsprechende Relation fiir p = 1 erhilt man wegen y i (w) x¢(w) = 0 fiir k # ¢ mittels
Dreiecksungleichung; etwa fiir K = 2 ist ndmlich (fiir w € Q, in Kurzschreibweise)

1200 =V + 2 e
=/ (a1 g+ e o))
=l + e e
|EZ1)], = |ECal ) 1 + EQal ) |,
< B(|) [ 1 | 1+ ECcel ) | | = E(1 2] ] )

Ahnliche Uberlegungen zeigen den allgemeinen Fall. o
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Bemerkung. In der obigen Situation gilt fiir jedes Element des Dualraumes h* € H* die
Identitat (fiir w € Q, Kurzschreibweise)

h*(E(Z|%)) = E(h*(2)|);

man beachte dazu die Giiltigkeit der Relation (fiir Ay € <%, wie zuvor bezeichne Zy = E(Z |.%%)),
verwende Linearitdt von h* und definierende Relation fiir bedingten Erwartungswert)

fh*(Zo(w))duQ(whh*(fA Zo(w)dug(w))

Ap

= h*(f Z(w) d,ug(w))
A
:f h*(Z () dpao ().
Ao

Wegen des Darstellungssatzes von Riesz entspricht dies fiir alle Elemente /2 € H der Identitit
(Kurzschreibweise)

(18], = (20| 0)

Resultat (Eigenschaften des zugehorigen Operators). Fiir jeden Exponenten p € [1,00) de-

finiert der bedingte Erwartungswert einen stetigen linearen Operator (Integrabilitidt beziig-
lich o/ bzw. %)
E(-|%): LP(Q, H) — LP(Q, H) : Z — E(Z | );

dieser lineare Operator ist insbesondere eine Projektion und eine Isometrie
E(E( |%) |@70) = E( |~‘Z70)* ”E( |%)||LP(Q,H)<—LP(Q,H) =1.

Erkldrung. Im Folgenden wird nur die Eigenschaft der Isometrie und damit der Stetigkeit
nachgewiesen. Laut dem vorherigen Resultat ist die Abschdtzung (wobei w € Q)

(B 1)@ < (B0 21 1))@

giiltig. Integration beziiglich w € Q fiihrt auf (verwende Definition des Erwartungswertes und
Identitit E(E(z|%%)) = E(2))

1E(2156) o = [ |(ECZ 1)@ duae)
= | (01215 1))@ duotw
= E(E(|1 217, |6))

= E(|12]1%)

= ”ZHEP(Q,H)
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und zeigt somit die Schranke

IE(- |90) || 1o, i —1r@,m = 13
andererseits gilt fiir jede beziiglich .o mellbare Zufallsvariable
E(Z|%)=2Z,
|1E(Z] ) ”ZP(Q,H) = ”Z”ZP(Q,H)'

Damit erhdlt man die Isometrie-Eigenschaft. o

Resultat (Bedingter Erwartungswert bei Unabhiingigkeit). Es seien Z; : Q — H; sowie
Z, : Q — H, zwei Zufallsvariablen, und es bezeichne <% < &/ eine Unter-o-Algebra; weiters
sei Z; mel3bar beziiglich <% und Z, stochastisch unabhéngig von .o%. Fiir jede meBbare und
beschrénkte reellwertige Funktion F : H; x H, — R gilt dann fiir fast alle w; € Q die folgende
Identitdt

(B(F . 22| ) wn) = E(F(2101,2)) = | F(Z1(@), Za(w2) dpawn).

Ohne Erkléirung. o
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3.2 Martingale mit Werten in Hilbert-Raumen

Situation. Es bezeichne (Q, <7, (<7 (1)) te(0,1], L) mit T € (0,00) den zugrundeliegenden fil-
trierten vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum und (H, (:|-) g, |l - || ) einen mit der Borel-o-
Algebra % (H) versehenen separablen reellen Hilbert-Raum.

Vorbemerkung. Die folgende Definition erweitert den Begriff des Martingales auf stocha-
stische Prozesse mit Werten in Hilbert-Rdumen.

Definition (Martingal). Ein beziiglich der Filtrierung (7 (¢)):c0,7) adaptierter stochasti-
scher Prozel} (Z(1))eo,7) mit Z(f) € LY(Q, H) fiir t € [0, T], welcher fiir alle t;, > € [0, T] mit
1 < f, und fiir fast alle w € Q die Bedingung (wegen Integrabilitdtsbedingung ist bedingter
Erwartungswert insbesondere wohldefiniert)

(B(ztw) | (1)) @) = (Z (1) (@)
erfiillt, wird als Martingal bezeichnet.
Bemerkung. Die zuvor angegebene Bemerkung erlaubt es, die Martingal-Eigenschaft eines
stochastischen Prozesses
(Z®)eory)  Z2(0:Q— H:0— (Z1))Ww), t€]0,TI,
auf die Martingal-Eigenschaft der reellwertigen stochastischen Prozesse (wobei h € H)
(n(®) iz 22— R:0— ((Zw)@|n) , teloTI,

zuriickzufiihren; genauer, der stochastische Prozel3 (Z(f))e(o,1; ist ein Martingal, wenn fiir

jedes h € H der reellwertige stochastische ProzeR (z;(1)) o 1, €in Martingal ist.

Vorbemerkung. Das folgende Resultat besagt, dal die Norm eines Martingales bzw. deren
Potenzen auf ein Sub-Martingal fiihren.

Erinnerung (Sub-Martingal, Super-Martingal). Im Spezialfall eines reellwertigen stochasti-
schen Prozesses (z(1)) rejo,7) Spricht man von einem Sub-Martingal, wenn anstelle der Gleich-
heit fiir 1, £, € [0, T] mit #; < £, die Relation

(2(t) @) = (E(2(8) | (1)) ) (@)

giiltig ist; entsprechend erfiillt ein Super-Martingal fiir t;, £, € [0, T] mit #; < , die Bedingung

(2(t) @) = (E(z(22) |/ (1)) @)..
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Resultat (Norm eines Martingales). Es bezeichne (Z(1))cjo,7) mit Z(#): Q — H fiir t € [0, T']
ein Martingal. Fiir jeden Exponenten p € [1,00) ist der reellwertige stochastische ProzeR3

(2(0) o, 20:Q—R:0— [[(Z®) W)}, tel0,TI,
ein Sub-Martingal, das heil3t, fiir alle ¢, t; € [0, T] mit #; < £, gilt die Relation (wobei w € Q)

[zl = (E(za]; o )@
Erklérung.

(i) Fir p = 1 verwendet man das Resultat zur Charakterisierung der Norm (separabler
Banach-Raum, Folgerung des Satzes von Hahn-Banach, Folge von Elementen des Dual-
raumes)

Sk |l =suphio).
keN

Damit ergibt sich die Abschitzung (wobei #; < f,, Martingal-Eigenschaft, obige Bemer-
kung ermdglicht Vertauschen der Auswertung von h;. beim bedingten Erwartungswert,
Abschitzung hy (h) < || - || ; und Monotonie-Eigenschaft des bedingten Erwartungswer-
tes)

[z @l =suphi((2m)e)

= sup h,‘;((E(Z(tz) |52%(t1)))(a)))
keN

= sup (E(h;;(Z(rg)) ’M(tl)))(w)
keN

= (E(1z@)] ] (1)) @).

(ii) Fir allgemeine Exponenten wie etwa p = 2 niitzt man zusitzlich die Ungleichung von
Jensen fiir bedingte Erwartungswerte

2
Iz, = (B2 |y o ) w)

= (E(lzw [} (1)) @).
Dies zeigt die Behauptung.

Vorbemerkung. Die Doob’sche Maximalungleichung wird benétigt, um nachzuweisen, dall
der Vektorraum der stetigen quadratintegrablen Martingale einen Banach-Raum bildet. Es sei
daran erinnert, dal§ ein stochastischer ProzeR (Z (1)) sejo,7) mit Z(f) : Q — H fiir £ € [0, T] stetig
ist, wenn fur (fast) alle w € Q die Funktion (Pfad)

0,T] — H:t— (Z(8))(w)

stetig ist; entsprechend ist rechtssseitige bzw. linksseitige Stetigkeit erklart.
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Erinnerung (Doob’sche L”-Ungleichung). Es sei (z(?))epo,r7 mit z(¢) : Q — R fiir £ € [0, T']
ein reellwertiges rechtsseitig stetiges Submartingal, und fiir ¢ € [0, T] und fast alle w € Q
gelte (z(1))(w) = 0. Unter der Voraussetzung z(T) € LP(Q,R) mit Exponent p € (1,00) folgt
z€ LP(Q, L*°([0, T1,R)), und es gilt die Abschitzung

”Z”LP(Q,LOO([O,T],R)) = % l=(D) ”LP(Q,[R)'

Doob’sche Maximalungleichung. Es bezeichne (Z(?))ejo,7) mit Z(¢) : Q — H fiir £ € [0, T
ein rechtsseitig stetiges Martingal, und fiir einen Exponenten p € (1,00) gelte Z(T) € LP(Q, H).
Dann ergibt sich die Abschdtzung

1Z1| 1o 0 £5010,71, 1) = % 1ZD|| 1o, -

Erkldrung. Das angegebene Resultat zur Norm eines Martingales stellt sicher, dal§ der zuge-
horige stochastische Prozel3

(20) o, 20:Q—R:0— [[(Z(O) )|y, te€l0,TI,

ein nicht-negatives Submartingal ist; aufgrund der Stetigkeit der Norm {ibertdgt sich auch die
Eigenschaft der rechtsseitigen Stetigkeit auf (z(1))e(o,17. Mittels der Definition der Normen
und der Doob’schen LP-Ungleichung fiir reellwertige Martingale ergibt sich

p
”Z”]’jp(Q,LOO([o,T],H)) :fg([s[‘épﬂ ”(Z(”)(‘U)”H) duo(w) = ||Z||€P(Q,L°°([0,T],R))’

12D\ 7 m = fﬂ [(Z(D) @) dpat) = | 2D 7.8

”Z”LP(Q,LOO([O,T],R)) = % |l =(T) ”LP(Q,IR) ’

und somit die gewiinschte Abschitzung. o

Bemerkung. Man beachte, daf§ aus dem obigen Resultat durch Bildung des Erwartungswer-
tes die Relation (mit #; € [0, T] und £, = T, wegen E(E(z |4270)) = E(z), Definition der Norm)

[zl = (EQ 2D} | @),
E(|zw|5) < B(E(| 2|5 |« @) = B(| 2D]1),

”Z(tl)”LP(Q,H) <|zm ”LP(Q,H)’

folgt; dies zeigt, dall das Supremum der LP-Norm bei t = T angenommen wird

”Z”LOO([O,T],LP(Q,H)) = sup ||Z(t) ”LP(Q,H) = ”Z(T)”LP(Q,H)'
tel0,T)
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Bezeichnung (Quadratintegrable stetige Martingale). Fiir den Vektorraum der quadrat-
integrablen stetigen Martingale mit zeitlichem Bereich [0, 7] und mit Werten im Hilbert-
Raum H wird im Folgenden die Abkiirzung

A*(10,T), H) = {Z = (Z(1)) ;0,1 qQuadratintegrables stetiges Martingal}
verwendet; insbesondere gilt somit (fiir fast alle w € Q)
po({w e Q:Pfad [0, T) — H: £~ (Z(0) (@) stetig}| = 1,
Zel*(Q,H), telo,TI,
(B(zw) |7 1))@ = (@)@, 8,50, a<b.
Das folgende Resultat besagt, dal der Raum der quadratintegrablen stetigen Martingale be-
ziiglich der natiirlichen Norm vollstindig ist.
Resultat (Banach-Raum der quadratintegrablen stetigen Martingale).

(i) Aufdem Vektorraum der quadratintegrablen stetigen Martingale sind die Normen

D e

2
121 20,0000, 7,100 = \/fg (tS[l;pT] I(2®) @) ”H) dpa(w),

dquivalent.
Erkldrung. Offensichtlich ist

12D 201 = \/fg ||(Z(T))(w)||2Hd,UQ(w)

2
= \/fQ (tz[%g] ”(Z(I))(‘U)”H) dug(w) = ”Z”LZ(Q,LOO([O,T],H));

aufgrund der Doob’sche Maximalungleichung mit Exponent p = 2 gilt die Abschitzung

1 2] vz 1000, =21 Z(D) | 20, 11 -
Dies zeigt die Relation

”Z”///Z([O,T],H) = ||Z||L2(Q,L°°([0,T],H)) =2 ”Z“(///Z([O,T],H)

und damit die Aquivalenz der Normen. o

(ii) Versehen mit diesen Normen ist der Vektorraum .#2([0, T], H) eine abgeschlossene Teil-
menge des Banach-Raumes L2(Q, 1°°([0, T], H)) und bildet somit einen Banach-Raum.
Erkldrung. Siehe DENK (2014). o
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3.3 Martingal-Eigenschaft von Wiener-Prozessen

Situation. Es bezeichne (Q, <7, uq) den zugrundeliegenden vollstdndigen Wahrscheinlich-
keitsraum und (H, (:|) g, | - | z) einen mit der Borel-o-Algebra 2 (H) versehenen separablen
reellen Hilbert-Raum.

Voriiberlegungen. Zum Nachweis der Martingal-Eigenschaft von Wiener-Prozessen werden
folgende Uberlegungen geniitzt.

(i) Darstellung eines Wiener-Prozesses. An friiherer Stelle wurde die folgende Darstellung
eines Q-Wiener-Prozesses (W (1)) efo,7) mit W (?) : Q — H fiir t € [0, T] hergeleitet (mit
stochastisch unabhéngigen reellwertigen Wiener-Prozessen (wy. (1)) tejo, 1) fiir k € K)

(W)@ =Y. VA (wi®)er, tel0,T), weQ,

keK

wp(t): Q—R:0— kek,

1
\/—A—k((w(t))(w)‘ek)H,
E(wr(0)=0,  E(wi(Dwe(®) =18k, kleK;

dabeibezeichnet Q € .} (H) einen positivsemi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-
Operator mit zugehorigen orthonormalen Eigenfunktionen zu positiven Eigenwerten

(ek)keK’ Qex=Arer, Ax>0, keK.

(ii) Bemerkung. Aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit der normalverteilten Zufalls-
variablen wy () — wi(#1) und wy(#) fiir t; < £, und k € K sind insbesondere die Identi-
taten

E(wi () wi(t) =11,
V(we(tz) - wi(n)) = E((wk(tz) ~ wk(tl))z) =bh-1,

giiltig; elementare Rechnungen zeigen namlich
E((wk(fz) — wy(t)) wk(tl)) = E(wy(t2) — wi(t1)) E(wi(t1)) =0,
0= E(wilt2) wi(t) = (wi()) ) = E(wi(t) (1) - V(wi(w)),

E(wi(t2) wi(1) = V(w (1)) = 11,
E((wk(tz) - wk(tl))z) = V(wi(t)) = 2 E(wi(h) wi(82)) + V(wi(n)) = 2 - 1.

(iii) Stetigkeit. Aus der angegebenen Darstellung folgt insbesondere die Stetigkeit der Pfade
(Parseval’'sche Identitét, Stetigkeit der Pfade von (wy (1)) rejo, 7 fiir k € K tibertragt sich auf
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(W () tejo,11)

2

Z \/A_k(wk(tz) - wk(tl))(w) e

keK

=2 Ak((wk(fz) - wk(tl))(w))
keK

(W () - W) )5, =

H
2

(iv) Integrabilitit. Die Konvergenz der Reihe gilt im Sinne des L?(Q, H); genauer, wegen

W0l = ) [ 10O dhato

= ZAka(wk(t))(w)zleQ(w)

keN

=4/t Spur(Q)
< +/ T Spur(Q) <oo

ist W(t) € L2(Q, H) fiir alle £ € [0, T] und zudem

W e L([0, T1, L*(Q, H)).

(v) Filtrierung. Esbezeichne (7 (1)) e, 1) die gemil eines fritheren Resultates konstruierte
Filtrierung; insbesondere sei W (t,) — W () fiir alle ¢, t, € [0, T] mit ¢; < t, stochastisch
unabhédngig von &7 (#;). Man beachte, dal sich damit fiir die durch das Skalarprodukt
definierten reellwertigen Zufallsvariablen folgende Vereinfachungen fiir die bedingten

Erwartungswerte ergeben (wobei h € H und w € Q)

zn= (W) -W(t)|h),: Q—R,  E(z) =0,
(E(zh |7 (1)) ) () = E(zp) = 0.

(vi) Martingal-Eigenschaft. Es bleibt zu zeigen, dall ein Q-Wiener-Prozel3 die Martingal-

Eigenschaft fiir 1, £, € [0, T] mit #; < £, und fast alle w € Q erfiillt ist

(BE(W(5) | (1))@ = (W) @).

Mittels der zuvor angegebenen Uberlegung erhilt man fiir jedes Element A; € <7 (1)
(fiir vollstandiges Orthonormalsystem (hy),.z von H, Bilinearitit des Skalarproduktes,

definierende Relation fiir bedingten Erwartungswert E(zy, |7 (t;)) = 0)

( fA (W(r2) - W(1) (@) duo @)
1

hk) :f Zn (@) dpo(@) =0,  keKk.
H Ay
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Da alle Koeffizienten gleich Null sind, folgt daraus die Martingal-Eigenschaft (definie-
rende Relation fiir bedingten Erwartungswert)

fA (W(t2) - W (1)) () dug (@) =0,
1

| W) duow = [ (W) duaw),
(E(W @) () @) = (W) @).

Insgesamt zeigen diese Uberlegungen das folgende Resultat.

Resultat (Martingal-Eigenschaft von Wiener-Prozessen). Ein Q-Wiener-Prozel3 beziiglich
einer normalen Filtrierung ist ein quadratintegrables stetiges Martingal

(WD) 1001 €-#%(10,T), H).
[0,T]
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Kapitel 4

Zylindrische Wiener-Prozesse

Inhalt. Im Folgenden wird die Erweiterung von Wiener-Prozessen auf zylindrische Wiener-
Prozesse skizziert; ndhere Informationen dazu finden sich in DENK (2014).

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

* Zylindrische Wiener-Prozesse (vgl. Bemerkung 2.33 sowie Definition und Satz 2.34)
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4.1 Zylindrische Wiener-Prozesse mit Werten in Hilbert-
Ridumen

Vorbemerkung. In Hinblick auf stochastische Evolutionsgleichungen wird folgende Erwei-
terung von Wiener-Prozessen mit Werten in einem Hilbert-Raum betrachtet. Anstelle der bis-
herigen Bezeichnung Q € .#; (H) wird die Bezeichnung Q; € .7} (H;) verwendet.!

Zylindrischer Wiener-Prozel3 (Spezialfall P = I). Unter den folgenden Voraussetzungen
und mit folgenden Bezeichnungen ergibt sich ein Q;-Wiener-Proze (W (£))ec(o,) mit Werten
in Hy; man spricht auch von einem zylindrischer P-Wiener-Prozel§ in H;.

(i) Esbezeichne H, den zugrundeliegenden reellen separablen Hilbert-Raum.

(ii) Esbezeichne H, einen weiteren reellen separablen Hilbert-Raum, und es sei (€x) ren €in
vollstandiges Orthonormalsystem von H,. Weiters bezeichne J : H; — Hj einen injekti-
ven Hilbert-Schmidt-Operator;? insbesondere definiert dann (mit adjungiertem Opera-
tOI‘]>I< . H1 e ﬁl)

Q1 =JJ :H — H

einen injektiven positiv semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator.

(iii) Mittels der Darstellung (beachte Jey € H; fiir k € N, mit unabhingigen reellwertigen
Wiener-Prozessen (Bx(1)) o, 1) fiir k € N)

W= pr)je:Q— H, tel0,T],
keN

erhélt man einen Q;-Wiener-Prozel3 (W (1)) c(o,7) mit Werten in H;.

Ohne Erkléirung. o

1Bemerkung. Die in DENK (2014) verwendete irrefiihrende Bezeichnung Q wird durch P ersetzt. Man be-
achte, dall im Spezialfall des Identitdtsoperators P = I : Hy — H; insbesondere die Voraussetzungen Injektivitt,
Stetigkeit, Selbstadjungiertheit und positive Semi-Definitheit erfiillt sind und sich folgende Vereinfachungen er-
geben
P=I:H —H, H=8BiP"*)=H, Ilg=Ilg;
jedes vollstdndiges Orthonormalsystem (€j) ke in H entspricht Eigenfunktionen, denn
Pe.=1-¢, keN.

Im Fall eines unendlich-dimensionalen Hilbert-Raumes ist der Identitdtsoperator jedoch kein Spurklasse-
Operator, d.h. I ¢ % (H}).
2 Beispiel. Eine zulissige Wahl ist die Bijektion (somit H; = H)

(@r)xen € L2(N), ap >0 fiirjedes ke N, J:H, — H;:h — > ak(h|5k)HEk.
keN
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Teil I11

Das stochastische Integral
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Kapitel 1

Konstruktion des stochastischen Integrales

Inhalt. Im Folgenden wird das stochastische Integral beziiglich eines Wiener-Prozesses fiir
elementare Integranden mit Werten in einem Hilbert-Raum eingefiihrt und grundlegende Ei-
genschaften abgeleitet.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

¢ FElementarer stochastischer Prozel§ (Definition 3.2)
Stochastisches Integral (Definition 3.2)

* Resultat zur Martingal-Eigenschaft ((Lemma 3.3)
Resultat zur It0-Isometrie ((Satz 3.4)

Bemerkung zu Erwartungswert und Kovarianzoperator ((Bemerkung 3.14)
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1.1 Einfiihrung fiir elementare Integranden

Situation. Es bezeichne (Q, .o, (% (1)) te[0, 1], ko) mit T € (0,00) den zugrundeliegenden nor-
mal filtrierten vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum, und es seien (Hi, (:|) g, | - 1 ) sowie
(Ha, (1) m,, Il - | ) zwei mit den entsprechenden Borel-o-Algebren % (H;) und %(H>) ver-
sehene separable reelle Hilbert-Raume. Weiters bezeichne Q; € .1 (H;) einen positiv semi-
definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator, und es sei (W (f)) sejo,7) mit W(£) : Q — H;
fiir £ € [0, T] ein Q;-Wiener-ProzeR beziiglich der betrachteten Filtrierung.!

Erinnerung. Es bezeichne (w(?))seo,r) mit w(z) : Q — R fiir ¢ € [0, T] einen reellwertigen
Wiener-ProzelS.

(i) Stochastisches Integral fiir elementare Integranden. Fiir eine natiirliche Zahl K € N be-
zeichne 0 = fy < t; < --- < tx = T eine fixierte Zerlegung des Zeitintervalles und (Zk)lk(:o
einen zeitlich diskreten reellwertigen stochastischen Prozef3, d.h. fiir alle k € {0, 1, ..., K}
gelte insbesondere z; : O — R. Betrachtet man als Integrand den elementaren zeitlich
kontinuierlichen stochastischen ProzeR (Treppenfunktion)

K-1
(Z(t))te[O,T]’ z():Q—R:0— Z 2k () X1, 00 (O + 2 (@) X123 (D), €0, T1,
k=0
so ist es naheliegend, das stochastische Integral durch (Eigenschaft der Linearitdt wird
vorausgesetzt, kein Beitrag des letzten Summanden)

T K-1 T
fo (2(0) (@) d(w(®) ) = ) zk(w) i Xt (D d(w(D) ()
k=0

K-1 Tk+1
=) zr(w) 1d(w(D)(w)
k=0 Tk

K-1
= ) zp() (wte) —wtp) @), weQ,
k=0
zu definieren; wegen z(t) = z fiir k€ 1{0,1,..., K} ist die Kurzschreibweise
K-1

T
fo z2(0) dw(n) = Y z(t) (w(tge1) — w(ty))

k=0

gerechtfertigt.?

! Bemerkung. Falls nicht anders angegeben, wird der Banach-Raum der stetigen linearen Operatoren
(L(Hl, Ho), || - | fr, — ;) mit der zugehorigen Borel-o-Algebra %(L(H,, Hy)) versehen oder die von der Familie der
Semi-Normen

(Phy) hyen » Phy : L(H, H)) — R: A— ||Aly ||H2, h € Hy,
erzeugte starke Operatortopologie betrachtet, vgl. auch DENK (2014).
2Bemerkung. Ein alternativer Ansatz wie etwa
K-1

Z(0) =20 Y11} (D + Y Zk X(tpotper) (), £€10,T1,
k=0
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(ii) Ito-Integral und Erweiterung. Zur Einfithrung des It6-Integrales niitzt man die Tatsache,
daR fiir Integranden z € L?(Q x [0, T1,R) eine Folge von approximierenden elementaren
stochastischen Prozessen der zuvor angegebenen Struktur existiert (wobei ¢ € [0, T'], bei
hinreichend reguldren Funktionen wére Wahl z© (tx) = z(tx) naheliegend)

K-1
- .
20 =2z in 12(Qx [0, TLR), 2920 =Y 2900 X1t (&) + 20t X100 (D),
k=0

und die Folge der zugehorigen stochastischen Integrale (entspricht Linksregel)

T K-1
U 20 dw(t)) - ( Y 29t (w(te) - w(tk)))
0 ten =0 CeN

eine Cauchy-Folge in L2(Q,R) bildet; die Vollstandigkeit von L2(Q,R) sichert die Existenz
eines Grenzwertes, welcher als [t6-Integral bezeichnet wird

T K-1 T

f 2O dwn = Y 2900 (wltpe) - witg) == f z(t)dw(n) in L2(QR).
0 k=0 0

Die einschrinkende Bedingung z € L?(Qx [0, T],R) kann zudem durch die Voraussetzung

ZE€E Lﬁ)([O, T1,R) ersetzt werden.

(iii) Stratonovich-Integral. Betrachtet man Approximationen, welche der Trapezregel ent-
sprechen, so ergibt sich das Stratonovich-Integral

T
Y (2P + 20 (fea1) (W) — wl) él"f’fo z(t)odw(t).
k=0

Vorbemerkung. In Analogie zum reellwertigen Fall wird das stochastische Integral zunédchst
fiir spezielle Integranden erkldrt; man beachte, dal§ die Definitionsbereiche und Bildberei-
che sinnvoll gewdhlt sind und das stochastische Integral auf einen stochastischen Prozess
mit Werten in H, fiihrt

(WD) eprr  W@O:Q—H, 1€l0,T],
(Z(t))IE[O,T]’ Z(t)Q_’L(HlyHZ)) tE[O)T])

t
U)oz T0:Q— Hy:o— (J(0) @) = fo (ZD)@ d(WD)@), tel0,T).

Ho—H; eH;

N J/

~
€H,

Die Einfiihrung des Ito-Integrales benotigt zusitzliche Uberlegungen und wird deswegen erst
an spdterer Stelle behandelt.

wiirde auf denselben Wert des Integrales fithren, vgl. DENK (2014); in diesem Fall gilt jedoch Z(#+;) = zj fiir
ke{0,1,...,K—-1}.
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Definition (Elementarer stochastischer ProzeR, Stochastisches Integral).

(i) Elementarer stochastischer Prozefs. Ein zeitlich kontinuierlicher stochastischer Prozel3
(Z(1)) rejo,7) mit Z(1) : Q — L(H;, H) fiir t € [0, T] heiSt elementar

(Z(t))IE[O,T] € g(Hl) HZ) »

wenn er sich in der Form (fixierte Zerlegung des Zeitintervalles 0 =ty < ) <---<tg =T
mit K e N, fiir £ € [0, T])

K-1
Z(1):Q— L(H1, Hp) : 0 — (Z(0) (@) = Y Zi(@) X110, 1,1) (D) + Zk (@) X533 (1),
k=0

Zy:Q— L(Hy, Hy), kef{0,1,...,K},

darstellen 14(t; dabei wird vorausgesetzt, dald der definierende zeitlich diskrete stocha-
stische Prozel3 (Zk)lkio zusétzlich die folgende Bedingungen erfiillt.

(a) Die Zufallsvariable Z; : Q — L(H;, H») ist mel3bar beziiglich der o-Algebra o7 ().

(b) Der Bildbereich der Zufallsvariable Z; : Q@ — L(Hj, H>) ist endlich, d.h. die folgende
Darstellung ist giiltig (wobei Ly € N und A(lk), oo A(L'jc) € o/ (t.) paarweise disjunkt fiir
jeden Index k € {0,1,...,K})

Ly
Zy:Q— L(Hy,Hy) : w— Zi(w) = Z Zék) XA([]C) (W),
/=1

z;’“’ €L(Hy,,Hy), C€fl,....L}.

Insgesamt fiihrt dies auf die spezielle Form

K-1 Lg

(ZO)w =Y > 2% 1 ,0@) X0 (D
k=0 ¢=1 ¢

Lx
+3 ZOp @0, 1el0,T], weQ,
/=1

(c) Stochastisches Integral. Es ist naheliegend, das stochastische Integral eines elemen-
taren Integranden beziiglich eines Wiener-Prozesses wie folgt zu erkldren (y s, (%)
hat keinen Beitrag zum Wert des Integrales)

T

(D) (w) :f (Z(@®)(w) d(W (D) (w)

0
K-1 T

=) Zi(w) | Kt () d(W (1) (w)
k=0
K-1

=Y Zi() (W (1) = W) (@);
k=0
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wie iiblich, ist die kompakte Kurzschreibweise dafiir (Relation Z; = Z(#;) konsistent)

T K-1
J(T) = fo ZWAW (D) = Y. Z(t) (W tger) - WtR).
k=0

Das Einsetzen der speziellen Form der definierenden Zufallsvariablen fiihrt auf

K-1 Ly

T
(J(D)(w) = fo (Z@®) () d(WD)(w) = Y Zz X a0 (@) (W (tr+1) - W (1) (w);
k=0 ¢=

eine direkte Erweiterung dieser Darstellung wird an spéterer Stelle zum Nachweis
der Martingal-Eigenschaft des stochastischen Integrales geniitzt.

(d) Stochastischer Prozefs. Wdhlt man etwas allgemeiner einen Zeitpunkt ¢ € [0, T'] mit
t€ (tj,tj41] furein j€{0,1,...,K -1}, so erhilt man

t
](L‘)=f0 Z(r)dW (1)

tj t

_ f "zwawm + [ z@ dwm
0 tj
j-1

=Y Z(t) (Wter) - WD) + Z(t) (WD -W(tp),  telo,Tl.
k=0

Das stochastische Integral eines elementaren Prozesses definiert somit einen zeitlich
kontinuierlichen stochastischen Prozel3

(](t))IE[O,T]’ ](t)Q_’HZy te[oy T]y

t j-1
J(1) =f0 Z@)dW(r) = Z Z (1) (W(fk+1) - W(tk)) + Z(t) (W(l‘) - W(tj)),
k=0

IE(tj,tj+1], jei{o,1,...,K—-1}.
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1.2 Martingal-Eigenschaft und It6-Isometrie

Situation. Wie zuvor bezeichne (Q,.o7, (% (1)) te(0, 17, o) mit T € (0,00) den zugrundeliegen-
den normal filtrierten vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum und (Hjy, (-|-) g, Il - | ,) sowie
(Ha, (1) m,, Il - | ) zwei mit den entsprechenden Borel-o-Algebren % (H;) und %(H>) ver-
sehene separable reelle Hilbert-Raume. Weiters bezeichne Q; € .1 (H;) einen positiv semi-
definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator, und es sei (W (f)) sejo,7) mit W(£) : Q — H;
fiir t € [0, T] ein Q,-Wiener-Prozeld beziiglich der betrachteten Filtrierung.

Vorbemerkung. FEin erstes grundlegendes Resultat besagt, dall das stochastische Integral
eines elementaren Prozesses beziiglich eines Wiener-Prozesses

(](t))tE[O,T]’ ](I)Q_’HZ’ re [0’ T]y

t j-1
J(1) =f0 Z@)dW (@) = Y Z(t) (W (tes1) — W(tR)) + Z(t)) (W () - W),
k=0
t€(tj,tj+1], jE{O,l,...,K—l},

auf ein quadratintegrables stetiges Martingal fiihrt. Der Vollstdndigkeit halber sei nochmals
daran erinnert, dal§ Z; = Z(#) fiir jeden Index k € {0, 1,..., K;} wie folgt gegeben ist

Ly
Zi:Q— L(Hy, Hp) 10— Z@) = 3, 27 30 (@),
/=1

e L, Hy), APed/(t), Cell,.. L.

Resultat (Martingal-Eigenschaft). Es gilt die Implikation
(Z(t)) te[0,T] € g(Hly HZ)

t
= (J(0) o1 = UO Z(1) dW(r)) €. #*(10,T), Hy).

t€[0,T1]

Erklérung.

(i) Stetigkeit. Fiir festes w € Q ist Z;(w) € L(H), Hy); zusammen mit der Stetigkeit der Pfade
von Wiener-Prozessen folgt somit die Stetigkeit des stochastischen Integrales.

(ii) Integrabilitit. An friiherer Stelle wurde die Eigenschaft W (¢) € [%(Q, H)) fiir alle ¢ € [0, T
nachgewiesen; aufgrund der speziellen Struktur von Zj gilt auflerdem

| Zx ||L°°(Q,L(H1,H2)) = sup | Zx(w) ||L(H1,H2) <oo.
weQ)
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Mittels der Abschitzung
| Zi () (W (t1) = W () (@) |
< |20 gy | (W )~ W) @)
< |z ||L°°(Q,L(H1,H2)) (W (t41) = W () ()| H’
12 (W (tes1) = W () || 12 1)

= \/ fQ | Zic(@) (W te1) = W (20) @) | 7, do

< Zkl| soo i, Lty 11 | W ) = WD | 20 11 »

||](l‘) “LZ(Q,HZ)

< 2l i i W (1) = W) 2 1

ergibt sich somit die gewiinschte Integrabilitdtseigenschaft.

(iii) Martingal-Eigenschaft. Zur Vereinfachung der Uberlegungen nehmen wir an, daf die
betrachteten Zeitpunkte die Bedingungen s, € [}, fj+1] mit s < fund j € {l,...,K -1}
erfiillen; offensichtlich ist die Differenz J(¢) — J(s) dann durch

j-1
J0) =) Z(te) (W(tke1) - W) + Z(1) (W) - W(¢)),
k=0
j-1
J(s) = Z Z(te) (W (tg1) — W (i) + Z(tj) (W(s) - W(l‘j)),
k=0
J(t) = J(s) = Z(t)) (W(t) - W(S)),

gegeben. Nach Voraussetzung hat Z(¢;) die Form (wobei w € Q)

Li | .
Ziw=Y 2y ww, AV edw;
’=1 ¢

()
; 14
der Forderung As;n A(/ e o (t5) geniigt. Aus der Martingal-Eigenschaft von Wiener-

Prozessen erhdlt man somit die Martingal-Eigenschaft des stochastischen Integrales

man beachte, dal} fiir jedes Element A; € A(f;) der Durchschnitt mit A" ebenfalls

fA , WD) =W(s)) @) dpa) =0

SmAé

L
= fA U0 -J) @ dpo@) = Y. 2 fA X0 @) (W(0) = W(9) @) dpro(@)
s /=1 s

Lj
IR0
B 42=1 “ fAmA(/) (W) - W(s) () dpa(w)

=0.

Ahnliche Uberlegungen zeigen den allgemeinen Fall. o
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Vorbemerkung. Es sei daran erinnert, daf§ der Banach-Raum der quadratintegrablen steti-
gen Martingale auf H, mit der Norm

e N N e

versehen ist. Das folgende Resultat gibt eine Relation fiir die Martingal-Norm des stochasti-
schen Integrales an.

Resultat (Ito-Isometrie). Fiir jeden elementaren Prozell erfiillt das zugehorige stochasti-
sche Integral (in Hinblick auf Norm ist Betrachtung des Wertes bei ¢ = T ausreichend)
T K-1
(Z®) eo,r) €S HL, Hy),  J(T) = f Z@) dW@) = Y Z(t) (W (ts1) = W (tr),
’ 0 k=0

die Gleichheit (weitere Relation zur Vereinfachung fiir Quadrate angegeben)

17D 20,11 = 12QV2 N 20,1200, 1,5 (11 121
T
L||(](T))(w)||i12dpg(w):fgfo (@)@ QY% 1, 11,y A7 dpa ().
Erklérung.

(i) Vereinfachung. Zur Vereinfachung werden detailierte Uberlegungen fiir den Spezialfall
zweier Summanden (wobei ¢, m€{0,1,...,K—1}und ¢ < m)

Z(1) = Z(t0) Xitg,t0,) (D) + Z(Em) Xty 1) (D) TEIO, TT,

T
J(T) = fo Z(1) dW (1) = Z(te) (W (tr41) = W (L)) + Z(tm) (W (tms1) = W (tm)),

angegeben.

(ii) Hilfsresultate. Es gilt (wobei h; € Hy, hz,ﬁg € I, Be L(Hy, H) und A € .%(H;, H>),
fiir vollstdndiges Orthonormalsystem (vg)ren VvOon Hy verwende Parseval’sche Identitit,
adjungierter Operator, Resultat fiir Spurklasse-Norm)

ho + ha||%, = | ha||% + | 2|l +2 (Rol| R
B2+ ha |y, = ([ 2, + (| 2 [, + 2 (B2 B2)

B3, = Y (Bla|vi)y, = Y (ma|B*vi)3,»

keN keN

1AL, 0 = X vl = 14" I,
€
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Ein Q-Wiener-Prozel erfiillt die Relationen (wobei h;, El € H;, Erwartungswert bzw. Ko-
varianzoperator, verwende Selbstadjungiertheit von Q!/?)

fQ((W(t]‘ﬂ) - W(tj))(w) hl)Hl duq(w) =0,

fQ (Wit -wap)@)|m), (Wt - W(rj))(w)\ﬁl)m) dpo (@)
= (tj1— ) (QM|l)

1

2
fQ ((W(tj+1) - W (1)) hl)Hl dpo () = (1 — 1) QY2 |3, -

(iii) Erwartungswert. Eine Anwendung der ersten beiden Hilfsresultate ergibt

J(T) = Z(ty) (W(tz+1) - W(tz)) + Z(tm) (W(tm+1) - W(tm)) ,
|D) @3,

= X ||(Z('fj))(w)(W(fjﬂ)—"V(fj))(w)||§q2
je{lé,m}

+2((Z00) @) (W (142 = W (10) (@) |(Z() @) (W (B2 = W (£) @)

=y ¥ ((W(tj+1) - W(tj))(w)‘((Z(tj))(w))* Uk)

jetl,m} keN

+2((Wtee) - W(t0) @) ((Z0) @) (Z(0)) @) (W (tma1) = W(t) @)

2
H

1
Die Bildung des Erwartungswertes fiihrt offensichtlich auf die Relation
2
[IUm)@l, auaw = 3 5 sip+252),
je{l,m} keN

20 = (w0 -wy)

Y
(z(t)) Uk)Hl,

20 = (Wte1) = Wt |(Z(0))" Z(tm) (W (Emi) = WEn)))

1

Sk = f 2R dug@), $¥= f 2% () dpa (@);
Q Q

man beachte, daR die reellwertigen Zufallsvariablen zjlk) und z®@ die Form

20 = F((Z(t)) ve Wt - W(z)),
2@ ﬁ((zw))* Z(tm) (W (tme1) = W(tm)), W (te11) — W(té))»

haben.
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(iv)

)

Zusammenhang mit bedingtem Erwartungswert. Die weiteren Uberlegungen beruhen
auf dem Resultat, daB der Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariable auf den
Erwartungswert des bedingten Erwartungswertes zuriickgefiihrt werden kann

E(z) = E(E(z|«5270)),
s = B(aly) = E(B(ely [ 1)
§@ = E(2?) = E(E(Z(Z) |42f(té)))-

zusdtzlich werden die folgenden Identitdten gezeigt (fiir w; € Q)

(1)|527(t] (113’

§%U (@ ):f (W) -wap)@|((zap)@n) v )2 dpo )

jktl o j+1 J j 1 kHl Uolw),
E(z? | (t0)) = §?,

§P(wn) = fQ (W) = W) @)|(Z00)" Z(tm) (W tms) = W) ) @1)), dpa(©).
1

Insgesamt ergibt dies die Relation

LI0m)@l, dmw= ¥ ¥ sivas®

jetl,m} keN

f Sk @) duQ(w1)+2f S (w1) dug ().
je{«?m Q keN Q

Bedingte Erwartungswerte. Man beachte, dall einerseits (Z(f;))* v, nach Voraussetzung
beziiglich <7 (t;) meBbar ist und andererseits der Zuwachs W (#;.1) — W(¢;) stochastisch
unabhiéngig von 7 (¢;) ist; ein an friiherer Stelle angegebenes Resultat zum bedingter
Erwartungswert bei stochastischer Unabhéngigkeit kann deshalb auf die betrachtete Si-
tuation angewendet werden (fiir w; € Q)

Zy = (Z(t) vk, Zy=W(tj+1) - WI(tj),  F(z1,22) 2(21|Z2)§{1,

(B 1))@ = (E(F(z1, 2| (1)) ) (1) = fQ F(21(01), (@) dpa @) = S (1)

Da (Z(t7))" Z(tm) (W (tm+1) — W (ty)) fiir € < m beziiglich <7 (z,) meRbar ist, zeigen dhn-
liche Uberlegungen die Relation

Z1 = (Z(t0))" Z(tm) (W (tms1) = W(tp) Zp = W(te41) = W(te),

F(z1,25) = (Zl|Zz)H1,

(B2 (9)))wn) = (E(F (21, 2) |/ (1) ) 1) = fQ F(21(01), @) dpa@) = S® @)).
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(vi) Bestimmung der Norm. Es bleibt {iber, die Norm

f 1) @], dua@) = Y f Y §W(w1) dug (@) +2 f S? (1) dpq (1)
Q ? jelt,myJ2 keN ! Q

zu bestimmen. Mit Hilfe der zuvor angegebenen Hilfsresultate ergibt sich
§(.1)(w1):f ((W(t-+1)—W(t'))(a))‘((z(t'))(wl))*Vk)2 dpo(w)
jk Q J J J H ’
* 2
= (21~ 1) | @ ((Zp)@n) v,
¥ S =1 - 1) ¥ QY2 ((Ztp)w) el
keN keN

o= 1@ {(Ztep)wn) |

S (Hy,Hy)

= (tj1 - tﬂ” (Z2@p) @) Qm‘ 2

S5 (Hy,Hp)
Mittels dhnlicher Argument folgt
@) = ((Z(0)" Ztm) (W (tme1) = W (E) ) @),

520 = [ ((Witer) - Wit @)| (@), duat@) =o.
Q H

Insgesamt zeigt dies die Gleichheit

2

f | D) @)%, duow) = f Y - (2)@n Q!
Q Q jete,my

dug(wy).
Sy, Hyy CHON

Abschliellend ist noch zu beachten, dall aus der speziellen Struktur elementarer Prozes-
se (wobei w = Q2 vy, zusitzliche Auswertung bei w € Q)

Z(1) = Z(ty) Xlite,toin) (@) + Z(tp) Xltm tms1) (1),
”Z(T)w”?h = X[t[vtl+l)(T) ”Z(t[) w”i[z +X[tm:tm+1)(‘[) ”Z(tm)w“i[z’
1 2@ QY211 11 = Xiteten @ N1 2 QY211 1

+ Xty tmen) @) | Z(8m) Q' ||.2y2(H1,H2) .

T
f ”Z(T) Qllz ||<25”2(H1,H2) dr = Z (Zj+1— tj)||Z(tj) Ql/z ||<25”2(H1,H2) :
0 jetl,mj

Damit ergibt sich das gewiinschte Resultat. o
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Erwartungswert und Kovarianzoperator. Ahnliche Uberlegungen wie zuvor zeigen, daf Er-
wartungswert und Kovarianzoperator durch (wobei ¢ € [0, T1])

E(J(0) = fQ (J(0) (@) dua @) =0,
t
K(J() = fQ fo (Z@)(@) Q(Z(™)" (w) dr dug (),

gegeben sind.
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Kapitel 2

It6-Integral und It6-Formel

Inhalt. Die Einfiihrung des It6-Integrales fiir allgemeinere stochastische Prozesse erfolgt
mittels Limesbildung; bei der Charakterisierung der zuldssigen Integranden sind gewisse
technische Schwierigkeiten zu meistern. Ein wesentliches Resultat in Hinblick auf stochasti-
sche partielle Differentialgleichungen ist die Itd-Formel. Auf eine Darstellung der Resultate
wird an dieser Stelle verzichtet, siche dazu DENK (2014), Seite 25 bis Seite 31.

137



Teil IV

Stochastische partielle
Differentialgleichungen
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Inhalt. Im Folgenden werden stochastische Evolutionsgleichungen der Form

{ du(t) = (Au(®) +G(t,u(n)|de+ BAW (), e, T),

u(0) = uo,

untersucht; es sei nochmals daran erinnert, da diese Formulierung als Integralgleichung zu
verstehen ist. Unter der grundlegende Annahme, da der definierende unbeschrénkte lineare
Operator eine stark-stetige bzw. spezieller eine analytische Semigruppe erzeugt, und geeigne-
ten Voraussetzungen an die zusétzliche Nichtlinearitdt sowie die stochastische Storung kann
man ein Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung in einem abgeschwéchten Sinn
herleiten; der Nachweis zusitzlicher Regularitdtseigenschaften der Losung ist jedoch im All-
gemeinen ein schwieriges Unterfangen.

Additives Rauschen. Da die stochastische Stérung von der einfachen Form BdW (¢) ist und
insbesondere nicht von der gesuchten Losung abhédngt, spricht man von einer stochastischen
Evolutionsgleichung mit additivem Rauschen, im Gegensatz zum multiplikativen Rauschen.

Bemerkung. In Hinblick auf die zeitliche Diskretisierung einer stochastischen Differential-
gleichung wird im Folgenden ein beschrinktes Zeitintervall der Form [0, 7] < R mit 7 > 0
betrachtet.
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Kapitel 1

Lineare stochastische partielle
Differentialgleichungen

Inhalt. Als erster Schritt wird eine lineare stochastischen Evolutionsgleichung der speziellen
Form (setze G =0 und uy =0)

du(t) = Au(t)dt+ BdW (1), re(0,7),
u(0) =0,

behandelt; die Erweiterung auf eine stochastische partielle Differentialgleichung mit zusétz-
licher orts- und zeitabhédngiger Inhomogenitdt sowie einen allgemeinen Anfangswert

du(t) =(Au(®)+g(®)dr+BdW (), t€(0,T),
u(0) = u,

ist dann vergleichsweise einfach.

Uberblick. Um eine Verbindung mit DENK (2014) herzustellen, sind die entsprechenden
Verweise angegeben.

* Vorhersagbarer stochastischer ProzeR (Definition 3.8)

* Voraussetzungen an lineare stochastische Evolutionsgleichung
Starke Losung, Milde Lésung, Schwache Losung (Definition 4.2)
Resultat zum stochastischen Faltungsintegral (Satz 4.4)

Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung (Lemma 4.5, Satz 4.6)
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1.1 Voraussetzungen

Vorbemerkung. Grundlegende Voraussetzungen an die auftretenden Operatoren und die
stochastische Stérung werden im Folgenden angegeben. Zunéchst sei an die Definition eines
zylindrischen Wiener-Prozesses erinnert; zur Vereinfachung wird zusitzlich H; = H; ange-
nommen.

Erinnerung (Zylindrischer Wiener-Prozel}, Spezialfall P = I). Ein Q;-Wiener-Prozel}
(W (1)) rejo, 1) auf einem Hilbert-Raum H; wird im Spezialfall P = I als zylindrischer P-Wiener-
ProzeR in H; bezeichnet, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Esseien H; und Hj reelle separable Hilbert-Rdume.
(ii) Es sei (&) ken €in vollstindiges Orthonormalsystem von H;.
(iii) EsseiJ: H; — H; ein injektiver Hilbert-Schmidt-Operator. Insbesondere definiert dann
Q=JJ":H — H,
einen injektiven positiv semi-definiten selbstadjungierten Spurklasse-Operator.
Mit unabhéngigen reellwertigen Wiener-Prozessen (B (1)) (o, 7] ergibt sich die Darstellung

W=} prt)e:Q— Hi, te[0,T].
keN

Vorhersagbarkeit. Ein stochastischer Prozel3 (Z(?)) cjo,7) mit Z(f) : Q — H heil3t vorhersag-
bar, wenn die zugehorige Abbildung Q x [0, T] — H : (w, t) — (Z(1))(w) beziiglich der von dem
Mengensystem

A ={A0) x 10} : A(0) € 7 (0} U{A(1) x (1, 1] : A1) € o/ (1),0< 11 < 1, < T}

erzeugten o-Algebra meQbar ist, d.h. das Urbild jeder Borel-Menge B € #(H) liegtin o (.#).

Voraussetzungen. Wesentliche Bezeichnungen und Voraussetzungen sind die folgenden.

(i) Essei T € (0,00).
(ii) Esseien H; und H- reelle separable Hilbert-Rdume.
(iii) Essei (Q,.o7, (< (1)) e(0, 1), ) €in normal filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

(iv) Es sei (W(?))ejo, ) mit W(£) : Q — H) ein zylindrischer Wiener-Prozel bzw. Q;-Wiener-
Prozel$ beziiglich der Filtrierung (7 (1)) tejo,71-
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(v) Essei A: D(A) € H, — H, der infinitesimale Erzeuger einer stark-stetigen Semigruppe
(€' 1ej0,00) aUF F.

(vi) Essei B: H — H; ein beschrinkter linearer Operator.

(vii) Es sei (g(1))sefo,7) mit g(#) : Q — Hy ein vorhersagbarer stochastischer Prozel? fiir wel-
chen die Bedingung g € LY((0, T), Hy) fiir fast alle w € Q erfiillt sei.

(viii) Der gewdhlte Anfangswert erfiille die Eigenschaft uy € Ho.

Bemerkung. Wie die folgende Uberlegung zeigt, sind die Voraussetzungen sinnvoll gewihlt
du(t) =(Au(®+g®)dr+BdW (), te©,T),  u(0)=uo,

t t t
fldu(r):f (Au(r)+g(r))dr+B[ 1dw(r), tel0,T], u(0) = ug,
0 0 0
t
u(t):u0+f (Au(@)+g@)dr+BW(1), tel0,T],  u(0)=up,
0

t
(u(®) () = uo +f (A(u(r))(w)+(g(r))(w))dT+B(W(t))(w), tel0,T], weQ.
- Jy TS \ ’

€H, €H; eD(A)cH, €H, eH;
— —r
€EH, €H,
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1.2 Losungsbegriffe

Abgeschwichte Losungsbegriffe. In Hinblick auf die Herleitung von Resultaten zur Existenz
und Eindeutigkeit ist es wesentlich, den verwendeten Losungsbegriff zu prézisieren.

Definition (Starke Losung, Milde Losung, Schwache Losung). Es bezeichne (1(f)) teo, 77 mit
u(t) : QQ — H, fiir £ € [0, T] einen vorhersagbaren stochastischen ProzeR.

(i) Fir fast alle Elemente w € Q und fiir fast alle Zeitpunkte ¢ € [0, T] gelte (u(?))(w) € D(A)
sowie Au e L'((0, T), Hy). Eine starke Losung erfiillt fiir alle ¢ € [0, T] die Relation (fiir fast

alle w € Q) .
u(t) = ug +[ (Au(m)+g(@)dr+ BW(1).
0

(ii) Fir fast alle w € Q gelte u € LY((0, T), H>). Eine milde Losung erfiillt fiir alle ¢ € [0, T'] die
Relation (fiir fast alle w € Q, Variation-der-Konstanten Formel)

t t
u(r) =euy +f "4 g(r)dr +f e DABdW (7).
0 0

(iii) Fir fast alle w € Q gelte u € L'((0, T), H,). Eine schwache Losung erfiillt fiir alle d* €
D(A*) € H, sowie t € [0, T] die Relation (fiir fast alle w € Q, Testen der stochastischen
Evolutionsgleichung, Umformulierung mittels adjungiertem Operator)

t t
(wn)|d*)y, = (u0|d*)H2+f0 (wm|A™d*)y, dr+f0 (g@|d*)y, dr+(BW®)|d"),, .
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1.3 Stochastische Faltung

Vorbemerkung. Die milde Losung der linearen stochastischen Evolutionsgleichung (setze
g=0und up=0)

du(t) = Au(t)dt+ BAW (1), te(0,7),
u0) =0,

ist durch die Relation ,
u(t) = f e DABdw (1), relo,T],
0

gegeben; man spricht von einem stochastischen Faltungsintegral. Das folgende Resultat gilt
insbesondere fiir den zeitabhidngigen beschrdankten Operator

S(t)=e"*B: H— H,, telo,T].

Resultat (Stochastische Faltung). Fiir S: [0, T] — L(H;, H) gelte S € L?((0, T),.%(Hy, Hy)).
Das stochastische Faltungsintegral

t
Z:Qx[0,T]— Hy: (w,1) »—»f S(t—1)d(W (1)) (W)
0

definiert einen GauR-ProzeR mit der Eigenschaft Z € € ([0, T, L?(Q, H>)); es existiert eine vor-
hersagbare Version. Der Kovarianzoperator ist durch

t
f S@QL(S@) dr,  telo, T,
0

gegeben.
Erkldrung. Der Nachweis der Stetigkeit und der Relation fiir den Kovarianzoperator beruht
auf zuvor angegebenen Resultaten zum stochastischen Integral. Siehe DENK (2014). o
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1.4 Resultat zu Existenz und Eindeutigkeit

Vorbemerkung. Im betrachteten Spezialfall (setze g =0 und uy = 0)

du(t) = Au(t)dt+ BdW(1), te(0,7),
u0) =0,

erfiillt eine schwache Losung fiir alle d* € D(A*) € H, und fiir fast alle w € Q

t

(w)|d*)y, = fo (um|A*d*),, dr+(BW(®|d"),,  telo,TI.
Wegen der offensichtlichen Identitét
t
W(t):f Idw(r), tel0,T1,
0
kann man auch eine Darstellung in Integralform verwenden
t
(BW(®)|d*),, = fo (BO|d")y, dW(D);

dabei definiert der Integrand einen stochastischen Prozel§ mit Werten in L(H;,R). Mittels des
Ansatzes
vy =pnd*, @e®eC'([0,T,R), d*eD(A),

und Anwendung der It6-Formel auf
(@ |w () g, =@ (u®)]d™) g,

t t
(wt]d")y, = [ (o4 @), dr+ [ (B00]d"),,, dwio),

ergibt sich das folgende Hilfsresultat.

Hilfsresultat (Schwache Losung). Eine schwache Losung der linearen stochastischen Evo-
lutionsgleichung

du(t) = Au(t)dt+BdW (1), re(0,7),
u(0) =0,

erfiillt fiir jede Funktion ¢ € € ([0, T],D(A*)), fiir alle ¢ € [0, T] und fiir fast alle w € Q die
Relation

t t
(w®|w (), :fo (u@|y' @+ A" y(@) dr+f0 (BO|lw@) g, dW@.
Erklédrung. Siehe DENK (2014). o
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Resultat (Existenz und Eindeutigkeit). In der obigen Situation und unter der zuséatzlichen
Voraussetzung eV4B e 12((0, T),.% (H;, Hy)) existiert eine eindeutige Losung der linearen sto-
chastischen Evolutionsgleichung

{ du(t) = (Au(t)+ g(n)dt+Bdw(r),  te(0,T),

u(0) = uo;

diese ist durch die Darstellung (milde Losung)

u(t) =euy +f

t t
"M 4g(r)dr +f e D4R dw (1)
0 0

gegeben.
Erkldrung. Zum Nachweis des Resultates werden Aussagen zu der vom adjungierten Opera-
tor A* erzeugten Semigruppe benétigt, vgl. DENK (2014) und PAzY (1983). o
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Anhang



Anhang A

Grundlagen der Mal3theorie

MaRtheorie. Das Gebiet der Malltheorie befalt sich mit der Abstraktion elementargeome-
trischer Begriffe wie Streckenldnge, Flacheninhalt und Volumen; inbesondere geht es um die
Frage, wie Mengen mit komplexen Strukturen ein Mal zugeordnet werden kann. Die Mal3-
theorie bildet die Grundlage der Integrationstheorie und der Stochastik.

Mafe. In der Malitheorie treten o-Algebren als Definitionsbereiche von Mallen auf; o-
Algebren sind insbesondere in der Stochastik von Bedeutung, wo zuféllige Ereignisse durch
die Elemente einer o-Algebra modelliert werden. Mal3e spiegeln die Grof3en von Mengen wie-
der und bilden damit die Grundlage der Integrationstheorie; so ordnet das Lebesgue—Borel-
Mal} Teilmengen des euklidischen Raumes ihren Inhalt zu. MaRe treten in der Stochastik auf,
um zufélligen Ereignissen, gegeben durch die Elemente einer o-Algebra, Wahrscheinlichkei-
ten zuzuordnen.

Uberblick. Im Folgenden wird an grundlegende Begriffe der MaRtheorie erinnert.

e o-Algebra
Mel3barer Raum bzw. Mellraum
Erzeugte o-Algebra
MefRbare Funktion

* Borel-o-Algebra
Borel-Menge
Borel-o-Algebra eines separablen metrischen Raumes

Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes

e Mal3

Malraum



Endliches Mal}
Wahrscheinlichkeitsmall

Wahrscheinlichkeitsraum

Nullmenge, Fast tiberall, Fast sicher
Vollstandiger Maliraum, Vollstdndiges Mal3

Vervollstdndigung eines Malraumes

Zahlmafl
Dirac-Malf3
Reelles Gaul-Mal}

Lebesgue-Borel-MalR
Lebesgue-Mal}

Lebesgue-o-Algebra, Lebesgue-melibare Mengen



A.1 MeRbarer Raum, MefRbare Funktion

Vorbemerkung. Eine o-Algebra ist ein System von Teilmengen einer Grundmenge, welches
die Grundmenge enthdlt und beziiglich der Komplementbildung und abzédhlbaren Vereini-

gung von Mengen abgeschlossen ist. Das Paar bestehend aus Grundmenge und o-Algebra
bezeichnet man als mef$baren Raum.

Definition (Me8barer Raum). Eine o-Algebra iiber einer nichtleeren Grundmenge Q # @ ist
eine Teilmenge der Potenzmenge </ < &7 (Q) mit folgenden Eigenschaften.

(i) Grundmenge. Es gilt
Qedf.

(i) Komplement. Aus A€ of folgt
Q\Ae .

(iii) Abzdihlbare Vereinigung. Aus Ay € o/ fiir k € N folgt

o0
A€ A .
k=1

Das Paar (Q, <) heilt mef3barer Raum bzw. Melraum.

Beispiele.
¢ Q=R%und & = Z(RY).
e Q=Rund & = {p, A, R4\ A,R?} fiir Ac R,

Folgerungen. Direkte Folgerungen aus der Definition einer o-Algebra <7 tiber einer Menge
Q # @ sind.

(i) Leere Menge. Es gilt
p=0\Qe.

(ii) Abzdhlbarer Durchschnitt. Aus Ay € </ fiir k € N folgt mittels der Regel von De Morgan'

ﬂAk:Q\(U(Q\Ak))EW’.
k=1 k=1

! Regeln von De Morgan. Fiir zwei Mengen A, A, c Q gelten die Relationen
Q\(AJUA2) = (Q\VA]DN(Q\ Ay, Q\V(A1NA) =(Q\VADUQ\V A,

sowie die entsprechenden Erweiterungen auf abzdhlbar viele Mengen.
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(iii) Endliche Vereinigung und endlicher Durchschnitt. Es sei K € N, und es gelte Ay € .o/ fiir
k € {1,...,K}; durch Hinzunahme der leeren Menge bzw. der Grundmenge und Anwen-
dung der Eigenschaften abzdhlbare Vereinigung bzw. abzdhlbarer Durchschnitt folgt

K K
AkEbQ{, AkEJZf.
k=1 k=1

(iv) Mengendifferenz. Aus A;, A, € o/ folgt
Al\Anglﬂ(Q\Az)Eﬂ.

Definition (Erzeugte o-Algebra). Esbezeichne .#Z < &7(Q) eine System von Teilmengen der
Grundmenge Q # @¢. Das Mengensystem

o (M) =(){« ist o-Algebra iiber Q mit .# < </}

ist die kleinste o-Algebra tiber 2, welche .# umfallt, und wird als die von .# erzeugte o-
Algebra bezeichnet.?

Vorbemerkung. Eine Funktion zwischen zwei Mengen mit zugehorigen o-Algebren heif3t
mef3bar, wenn das Urbild eines Elementes der o-Algebra tiber der Bildmenge ein Element der
o-Algebra iiber der Definitionsmenge ist.

Definition (MeRbare Funktion). Es bezeichnen (Q1,.2) und (Q», 9%) zwei meRbare Riu-
me. Eine Funktion f: Q; — Q, heil$t meRbar, wenn das Urbild eines Elementes von <% ein
Element von 7] ist

VAreath:  fHA)eA.

2Bemerkung. Zusitzliche Uberlegungen, welche insbesondere zeigen, daR o (.#) eine o-Algebra bildet, sind
beispielsweise in BROKATE (2005) angegeben.



A.2 Borel-o-Algebra, Charakterisierung

Definition (Borel-o-Algebra, Borel-Menge). In Situationen, wo die betrachtete Grundmen-
ge Q # @ einen topologischen Raum? bildet, bezeichnet man die kleinste o-Algebra, welche
alle offenen Mengen der Grundmenge enthélt, als Borel-o-Algebra #(Q) und ihre Elemente
als Borel-Mengen.

Charakterisierung der Borel-o-Algebra. Im Spezialfall eines separablen metrischen Raum-
es und insbesondere des euklidischen Raumes ist die Borel-o-Algebra folgendermaRen cha-
rakterisiert.

(i) Falls die Grundmenge Q) # @ einen separablen metrischen Raum? (Q, d) bildet, ist die
durch die Metrik erzeugte Topologie durch die offenen Kugeln definiert; da jede offene

3 Topologie, Offene Mengen, Topologischer Raum. Eine Topologie {iber einer Grundmenge Q # ¢ ist ein System
von Teilmengen .7 < &2(Q)) mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Grundmenge und leere Menge. Es gilt
QeT, peT.

(i) Beliebige Vereinigung. Es sei # eine beliebige Indexmenge. Aus Ty € 7 fiir k € ¢ folgt

U Ty T.
ket

(ili) Endlicher Durchschnitt. Aus Ty € 7 fiir k€ {1,..., K} mit K € N folgt
K
ﬂ Ty € 7.
k=1

Die Elemente von .7 werden als offene Mengen bezeichnet, und das Paar (Q, 7) hei3t topologischer Raum.
Alternative Definition mittels abgeschlossenen Mengen. Das Komplement einer offenen Menge Q\T mit T € .7
wird als abgeschlossene Menge bezeichnet. Die Grundmenge und die leere Menge sind abgeschlossen; weiters
folgt mittels der Regel von De Morgan, dal3 die endliche Vereinigung und der beliebige Durchschnitt von abge-
schlossenen Mengen eine abgeschlossene Menge ist.
4 Abgeschlossene Hiille. Fiir eine Teilmenge M < Q eines topologischen Raumes heift der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Mengen, welche M umfassen, die abgeschlossene Hiille von M

M= N N.
McN
NcQ abgeschlossen

Die abgeschlossene Hiille einer Menge ist insbesondere abgeschlossen.
Dichtheit, Separabilitéit. Eine Teilmenge M < Q eines topologischen Raumes heif3t dicht, wenn ihre abge-
schlossene Hiille mit der Grundmenge iibereinstimmt

M=Q.

Ein topologischer Raum heil$t separabel, wenn eine abzdhlbare dichte Teilmenge existiert.
Metrik, Metrischer Raum. Eine Metrik auf einer Menge ( ist eine symmetrische und positiv-definite Funktion
d: Q x Q — R, welche zudem die Dreiecksungleichung erfiillt. Das Paar (Q, d) heif$t metrischer Raum.



(i)

(iii)

Menge als abzdhlbare Vereinigung von offenen Kugeln darstellbar ist, ist die Borel-o-
Algebra #(Q) durch die von den offenen Kugeln erzeugte o-Algebra gegeben.

Fiir die Menge der reellen Zahlen Q = R wird die zugehorige Topologie durch die offenen
Intervalle mit rationalen Endpunkten

(a,b) cR, a,beqQ,

definiert; die zugehorige Borel-o-Algebra #(R) umfalit insbesondere alle offenen und
abgeschlossenen Intervalle.

Auf dem euklidischen Raum Q = R? betrachtet man kartesische Produkte offener Inter-
valle mit rationalen Endpunkten

d
(aj,bj)cIR, aj,bjEQ, jefl,..., d},
j=1

um die zugehérige Borel-o-Algebra Z(R%) zu erzeugen.



A.3 Malraum, Wahrscheinlichkeitsraum

Vorbemerkung. Ein Mal} ist eine Funktion, die den Elementen einer o-Algebra nicht-
negative Zahlen zuordnet und insbesondere die leere Menge auf Null abbildet. Das Tripel
bestehend aus Grundmenge, o-Algebra und Mal} bezeichnet man als Ma8raum.

Definition (Mafraum). Es bezeichne (Q,.«7) einen melRbaren Raum, d.h. &7 ist eine o-
Algebra tiber der Grundmenge Q # @. Ein Mal§ auf .o/ ist eine Funktion

o/ — [0,00]: A— u(A)
mit folgenden Eigenschaften.

(i) Mafs der leeren Menge. Es gilt
u(@) =0.

(i) o-Additivitdt (Abzdhlbare Vereinigung). Fiir eine Folge von paarweise disjunkten Men-
gen (Ag)ken Mit Ay € o7 fiir k € N gilt

ﬂ( U Ak) =) (A,
k=1

k=1

Das Tripel (Q, <7, 1) bezeichnet man als MaBraum.

Folgerungen. Direkte Folgerungen aus der Definition eines Malles p : .7 — [0,00] sind.

(i) Endliche Additivitét (Endliche Vereinigung). Fiir endlich viele paarweise disjunkte Men-
gen Ay € &/ mit ke {1,...,K}, wobei K € N, folgt

K K
,U( U Ak) =) H(AD.
k=1 k=1
(ii) Subtraktivitit (Mengendifferenz). Fir Aj, A € o/ mit Ay € A; und p(Az) < oo folgt
(AL Ag) = p(Ay) — p(Az).
Erkldrung. In der betrachteten Situation bildet
A1 =(A1\A) U A
eine disjunkte Vereinigung; damit folgt
p(Ar) = p(A;\ A2) + n(A2),

was die angegebene Relation zeigt. o



(iii) Monotonie (Vereinigung). Fiir A;, A, € o/ mit A, € A, folgt die Abschitzung
H(A2) = u(Ay)
aus der obigen Relation und u(A; \ A2) = 0.
(iv) Identitit (Vereinigung und Durchschnitt). Fur Aj, A, € of gilt
H(AL U A2) + (A N Az) = u(Ar) + p(A2).

Erklédrung. Im trivialen Fall A, < A, folgt die Behauptung sofort aus A; U A, = A; und
A1 N Ay = Ay; analog fiir A; € A,. Im allgemeinen Fall zeigt eine Veranschaulichung

(A1 U Ap) + (A1 N Az) = (A \ Az) + (A2 \ Ay) + 2 u(A; N Ap)
= p(Ap \ Ap) + (A N Az) + (A \ Ay) + (A1 N Ap)
= (Aq) + p(Az)

und damit die angegebene Relation. o

(V) Subadditivitit (Abzihlbare Vereinigung). Fiir eine Folge (Ay) ke mit Ay € &7 gilt

u( U Ak) <) pAp.
k=1

k=1

Erklédrung. Wegen p(A; N Az) = 0 impliziert die obige Relation
H(A1 U A2) < u(Ay) + u(Az);

daraus folgt die angegebene Abschidtzung durch wiederholte Anwendung. o

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum). Es bezeichne (Q, .27, u) einen MaSraum. Falls
©(Q) <oo

ist, heildt das MaR endlich. Gilt insbesondere
pQ) =1,

so heilst das Mal§ ein Wahrscheinlichkeitsmall und das Tripel (Q, .o, u) ein Wahrscheinlich-
keitsraum.



A.4 Nullmenge, Vollstiindiger Mal3raum

Definition (Nullmenge). Es sei (2,7, u) ein Maraum. Falls fiir ein Element Ay € 7 das
Mal! den Wert Null annimmt

M(AO) = 0)

bezeichnet man Ay als Nullmenge. Man sagt, dal3 eine Eigenschaft fast tiberall in Q gilt, wenn
eine Nullmenge A € <7 existiert, sodal§ die Eigenschaft fiir alle Elemente w € Q\ A giiltig ist.
Im Zusammenhang mit einem Wahrscheinlichkeitsraum spricht man von einer fast sicheren
Eigenschaft.

Definition (Vollstindiger Mafraum). Ein MaBraum (Q, .7, 1) bzw. das Mal y hei3t voll-
stdndig, wenn alle Teilmengen von Nullmengen in der o-Algebra enthalten sind.

Vervollstindigung. Der Ubergang von einem MaRraum (Q,.«7, u) auf einen mittels symme-
trischer Mengendifferenz mit Nullmengen definierten MaBraum (Q, %, v) wird als Vervoll-
standigung bezeichnet

B ={ANA)=(A\ Ag) U(Ap\ A): A€ o7 und Ag€ &/ mit u(Ag) =0},
v: B — (0,00 : ANAg— V(AAAg) = u(A);

insbesondere gilt .o/ < 4, v| o = pund (Q, %, v) ist vollstiandig.
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A.5 Zidhlmal}, Dirac-Maf}, Gauf3-Maf}

ZihlmaR. Esbezeichne (Q, %) einen meBbaren Raum. Das Zdhlmalk ordnet jeder endlichen
Menge ihre Méchtigkeit und jeder unendlichen Menge den Wert Unendlich zu

|Al, A endliche Menge,
w:of — [0,00]: A— pu(A) = )
oo, A unendliche Menge.

Dirac-MaR. Es bezeichne (QQ,./) einen mellbaren Raum. Fiir ein Element x € Q ist das
Dirac-Mald an der Stelle x durch

1, XeEA,

O0y: 7 — [0,00]: A— 6,(A) =
x [0, 0] x(A) { 0, Xd A,

definiert und bildet ein WahrscheinlichkeitsmaR; inbesondere gilt (@) = 0 sowie 6,(Q) = 1.

Gaul3-Mal}. Esseia,f €R, und es gelte = 0. Ein auf der Borel-o-Algebra der reellen Zahlen
definiertes Wahrscheinlichkeitsmafl der Form

-

1 Y
p=N(a,p*): BR) — [0,1]: A— mﬁfAe 2 d¢,  B>0,
66((14)) lB:O’

heilst reelles GauB-MaR oder eindimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert a und
Varianz 82 bzw. Standardabweichung 8; wie zuvor ist das Dirac-MaR durch

1, aeEA,

0q(A) =
A { 0, ad A,

gegeben.
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A.6 Lebesgue-Borel-MaR, Lebesgue-Mal}

Lebesgue-Borel-MaR. Fiir die Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes Q = R?, welche
durch kartesische Produkte von Intervallen mit rationalen Endpunkten gegeben ist, ist das
Lebesgue-Borel-Mal durch die Vorgabe der Volumina

d d
1( [1 [aj»bj]) =[1®;-ap
j=1 j=1
eindeutig bestimmt.

Lebesgue-Mal}. Durch Vervollstindigung des Lebesgue-Borel-Males ergibt sich das
Lebesgue-Mal! und die o-Algebra der Lebesgue-melibaren Mengen.
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Anhang B

Grundlagen der Integrationstheorie

Quellen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung grundlegender Begriffe und Resultate der Inte-
grationstheorie, insbesondere zum Lebesgue-Integral, sei auf KANzZoOw (2012) verwiesen.
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Anhang C

Grundlegende Begriffe und Resultate

Stochastik. Das Gebiet der Stochastik befalst sich mit der Beschreibung und Untersuchung
zufdlliger Geschehnisse; dies beinhaltet insbesondere die Angabe von mathematischen Mo-
dellen fiir vom Zufall beeinflusste Vorgdnge. Grundlegende Begriffe des Teilgebietes Wahr-
scheinlichkeitstheorie sind jene des zufilligen Ereignisses, der Zufallsvariable und des sto-
chastischen Prozesses. Das Teilgebiet Statistik untersucht Zusammenhénge mit empirischen
Daten; im Speziellen geht es um die Angabe von mathematischen Methoden zur Gewinnung,
Darstellung und Analyse von Daten und um die Verwendung der Daten fiir Schluf3folgerun-
gen, Entscheidungen und Prognosen.

Kombinatorik. Das der Stochastik naheliegende Gebiet der Kombinatorik untersucht die
Anzahl an Mdéglichkeiten, Objekte anzuordnen; dabei ist es zweckmillig, die betrachteten
Objekte durch Zahlen und mogliche Anordnungen der Objekte durch Tupel von Zahlen zu
reprasentieren. Resultate der Kombinatorik, deren Herleitungen meist auf dem Induktions-
prinzip beruhen, sind bei der Untersuchung von Zufallsexperimenten mit endlich vielen Aus-
gingen wesentlich;! die Wahrscheinlichkeiten, die den méglichen Ausgéingen eines Zufallsex-

1Zur Tllustration eines Zufallsexperimentes mit endlich vielen Ausgingen wird der Wurf eines Wiirfels be-
trachtet.

(i) Einmaliger Wurf. Bei einem einmaligen Wurf wird den méglichen Ausgidngen, d.h. den Zahlen 1,...,6
jeweils dieselbe Wahrscheinlichkeit zugeordnet (Variation ohne Wiederholung mit n = 6 und m =1 er-
gibt n = 6 Mdglichkeiten)

P1)=¢, P@ =3, PB)=g, P@=§, PG)=¢, PE)=%.

(i) Zweifacher Wurf. Wird ein Wiirfel zweimal geworfen, ist die naheliegende Zuordnung (Betrachtung von
Paaren, Variation mit Wiederholung mit 7 = 6 und m = 2 ergibt n’” = 36 Moglichkeiten)

P((j, k) =355, Jj.kefl,...,6}.
(iii) Modifikation. ldentifiziert man die Zahlen 2,...,6, was durch einen Wiirfel, dessen Seiten genau einmal

mit der Farbe Rot und ansonsten mit der Farbe Blau belegt ist, anschaulich gemacht werden kann, ergibt
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perimentes zugeordnet werden, stimmen {iblicherweise mit den relativen Haufigkeiten von
den moglichen Anordnungen iiberein. Ein Uberblick iiber verschiedene gebriauchliche An-
ordnungen von Tupeln ist in Tabelle C.1 angegeben.

Permutationen ohne Wiederholung
Samtliche Umordnungen des n-Tupels (1,..., n) bzw.
Angabe aller n-Tupel der Form (ky, ..., k,) mit k; € {1,...,nt und k; # k; fiir i, j € {1,..., n}:
n! Moglichkeiten
Permutationen mit Wiederholung

Samtliche Umordnungen des n-Tupels (1,...,1,...,d,...,d,d +1,...,n+d —m; —...— mg):
~—— ——
m; mal mg mal
—ml!ﬁ!md!! Maoglichkeiten

Variationen ohne Wiederholung
Angabe aller m-Tupel der Form (ky, ..., k;) mit k; € {1,...,n} und k; # kj firi,jef{l,...,m}:
—_ Moglichkeiten

(n—m)!
Variationen mit Wiederholung
Angabe aller m-Tupel der Form (ky, ..., k) mit k; € {1,...,n} furie{l,..., m}:
n™ Moglichkeiten
Kombinationen ohne Wiederholung
Angabe aller m-Tupel der Form (ky, ..., ky,) mit k; € {1,...,n} und k; < k; fur i, j € {1,..., m}:
() Moglichkeiten
Kombinationen mit Wiederholung
Angabe aller m-Tupel der Form (ky, ..., k) mit k; € {1,...,nt und k; < k; fiir i, j € {1,..., m}:
("1 Moglichkeiten

m

Tabelle C.1: Mogliche Anordnungen von Tupeln

Uberblick. Im Folgenden wird an grundlegende Begriffe wie jener der reellwertigen Zufalls-
variable und des reellwertigen stochastischen Prozesses erinnert.
» Zufallsexperiment
Zufilliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit, Realisierung
Ereignisraum, Ereignis, Elementarereignis

Laplace-Experiment

sich bei Abzdhlen der méglichen Ausgédnge die Zuordnung
Rot—1, Blau < 2,3,4,5,6,
Einmaliger Wurf: ~ P(1)=}, P@2)=2,
Zweimaliger Wurf:  P((1,1)) =3, P((,D)=%=P(1,)), P((,0)=%, jkei2,...,6}.
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Zufallsvariable

Induziertes Mal3, Induzierte Verteilung

Reellwertige Zufallsvariable, Reelle Zufallsvariable
Mehrdimensionale Zufallsvariable

Komplexwertige Zufallsvariable, Komplexe Zufallsvariable
Diskrete Zufallsvariable

Konstante Zufallsvariable

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Unabhingigkeit von Ereignissen
Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen

Erwartungswert
Varianz, Standardabweichung

Kovarianz, Korrelation

Wahrscheinlichkeit des komplementédren Ereignisses
Resultat (Erwartungswert)

Resultat (Varianz, Kovarianz)

Stochastischer Prozef3, Pfad

Zeitlich diskreter Prozef3, Zeitlich kontinuierlicher Prozel
Filtrierung, Vollstdndige Filtrierung, Normale Filtrierung
Adaptierter Prozel

Martingal, Submartingal, Supermartingal
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C.1 Zufdlliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit

Zufilliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit, Realisierung. Mit dem Begriff des zufélligen Er-
eignisses beschreibt man Vorgédnge, welche mehrere, endlich viele oder auch unendlich viele,
Ausgédnge zulassen; ob ein moglicher Ausgang tatsdchlich eintritt oder nicht, wird als nicht
bekannt angenommen.? Vorginge dieser Art werden als Zufallsexperimente bezeichnet; da-
bei setzt man zusétzlich voraus, dal die betrachteten Vorgdnge unter denselben Bedingungen
beliebig oft wiederholt werden konnen. Einem moglichen Ausgang eines Zufallsexperimen-
tes wird eine gewisse Wahrscheinlichkeit, d.h. eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, zugeordet;
diese Wahrscheinlichkeit wird meist mit der relativen Haufigkeit bei einer grofen Anzahl von
Realisierungen, d.h. tatsdchlichen Durchfiihrungen des Experimentes, in Zusammenhang ge-
setzt.3 Im Rahmen der Stochastik befakt man sich insbesondere mit der Frage, inwieweit man
mit Hilfe von einzelnen Realisierungen (Stichproben) Aussagen iiber die moglichen Ausgidnge
eines Zufallsexperimentes treffen kann.

FEreignisraum, Ereignis. Zur mathematischen Beschreibung eines Zufallsexperimentes
filhrt man den Begriff des Ereignisraumes Q als Menge aller moéglichen Ausgédnge des be-
trachteten Experimentes ein. Teilmengen A < Q) werden als Ereignisse bezeichnet; eine ein-
elementige Teilmenge bzw. ein Element w € Q nennt man ein Elementarereignis.* Das sichere
Ereignis Q tritt in jedem Fall ein; das unmogliche Ereignis @ tritt mit Sicherheit nicht ein.

Laplace-Experiment. Den Spezialfall eines Zufallsexperimentes mit endlich vielen Ausgéan-
gen, welche alle gleich wahrscheinlich sind, bezeichnet man als Laplace-Experiment

Q={wy,...,0}, Plr)=%, keil,... K}

als Wahrscheinlichkeit wird einem Ereignis A < Q dessen Machtigkeit | A| relativ zur Anzahl
der Elemente des Ereignisraumes zugeordnet

AcQ: pwy=4.

Zur Bestimmung der Méchtigkeit eines Ereignisses sind Resultate der Kombinatorik von Nut-
zen.

2 Bemerkung. Komplexe Vorginge, welche von verschiedenen, meist nicht oder nur mit groRem Aufwand be-
stimmbaren Einflufgroflen abhdngen, werden oft mittels zufélligen Ereignissen modelliert, vgl. Lehrveranstal-
tung Mathematische Modellierung mit nichtlinearen partiellen Differentiagleichungen (Chemische Reaktionen).

3 Gesetz der grofien Zahlen. Das Gesetz der groRen Zahlen ist eine Aussage iiber die Konvergenz des arithme-
tischen Mittels von Zufallsvariablen im Sinne der starke Konvergenz (fast sichere Konvergenz) oder der schwa-
chen Konvergenz (stochastische Konvergenz). Im Wesentlichen besagt es, daf§ sich die Differenz zwischen Wahr-
scheinlichkeit und relativer Hiufigkeit stabilisiert (abgesehen von mdoglichen Ausreiern, d.h. in einem abge-
schwéchten Sinn, gegen Null konvergiert), wenn das betrachtete Zufallsexperiment unter denselben Vorausset-
zungen wiederholt wird.

4 Bemerkung. Zur Vereinfachung der Notation wird ein Element w € Q mit der einelementigen Menge {w} < Q
identifiziert.
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Ilustrationen. Ubliche Veranschaulichungen fiir Zufallsexperimente mit endlich vielen
Ausgingen sind der Wurf von Miinzen oder Wiirfeln und das Ziehen von durch verschiedene
Farben gekennzeichnete Kugeln. Die Betrachtung eines Laplace-Experimentes wie beispiels-
weise dem einmaligen Wurf einer Miinze oder eines Wiirfels fithrt auf Q = {1,..., K}; die Ele-
mentarereignisse sind durch 1,..., K gegeben. Fiir das Zufallsexperiment steht ein Wurf mit
unbekanntem Ausgang; dabei wird vorausgesetzt, dall der Wurf unter denselben Bedingun-
gen beliebig oft durchgefiihrt werden kann und keine Verdnderungen, welche das Ergebnis
des Wurfes beeinflussen konnten, auftreten. Eine Realisierung (Stichprobe) des Zufallsexpe-
rimentes ist ein tatsdchlich durchgefiihrter Wurf mit bekanntem Ausgang.
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C.2 Zufallsvariable, Induzierte Verteilung

Vorbemerkung. FEine Zufallsvariable ordnet den Ergebnissen eines Zufallsexperimentes
Werte zu; genauer, eine Zufallsvariable ist eine meBbare Funktion von einem Wahrscheinlich-
keitsraum in einen mellbaren Raum. Es sei darauf hingewiesen, dal3 sprachlich meist nicht
zwischen einer Zufallsvariable und dem induzierten Maf$ bzw. der induzierten Verteilung un-
terschieden wird. Beispielsweise bezeichnet man eine reellwertige Zufallsvariable, deren in-
duziertes Mafld normalverteilt ist, als normalverteilte Zufallsvariable; es ist auch zu beachten,
daR fiir ein reelles Gaul3-Mal3 die Bezeichnung Normalverteilung gebrduchlich ist.

Definition (Zufallsvariable, Induziertes Maf}). Es sei (Q;,.%,u) ein Wahrscheinlichkeits-
raum; insbesondere bezeichne

p:oh —[0,1]: Ay — p(Ay)

das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmal3. Weiters sei ({2, %%) ein meBbarer Raum. Eine Zu-
fallsvariable ist eine mef3bare Funktion

ZIQl—>Qz.

Das durch Z auf Q, induzierte Mal bzw. die induzierte Verteilung ist durch (Z ~1(A,) bezeich-
net Urbildmenge)
pz oy — 10,11 Ap— pz(Az) = u(Z7 (Az))

definiert. Beachte, daR dies der Zuordnung A, € o — Ay = Z~1(A) € &4 — u(A;) entspricht;
wegen 7 (Q2) = u(Q;) = 1ist das induzierte Mal? ein Wahrscheinlichkeitsmal?.

Vorbemerkung. Im Spezialfall einer Zufallsvariable, deren Bildbereich die reellen Zahlen
versehen mit der Borel-o-Algebra sind, spricht man von einer reellwertigen Zufallsvariable.
Die Bedingungen lassen sich in diesem Fall folgendermaf3en vereinfachen.

Definition (Reellwertige Zufallsvariable). Der euklidische Raum R4 sei mit der Borel-o-
Algebra % (R%) versehen.

(i) Reellwertige Zufallsvariable. Eine reellwertige bzw. reelle Zufallsvariable ist eine Funk-
tion Z : Q — R, welche jedem Element des Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, <7, u) eine
reelle Zahl zuordnet und der MeBbarkeitsbedingung

VreR: {weQ:Zw) sr}ed
genugt.

(i) Mehrdimensionale Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable Z : Q — R? wird als d-
dimensionale Zufallsvariable bezeichnet.
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(iii) Komplexwertige Zufallsvariable. Fiir eine komplexwertige bzw. komplexe Zufallsvaria-
ble Z : Q) — C sind die Bedingungen, daf§ Realteil ®Z und Imaginirteil 3~ reellwertige
Zufallsvariablen bilden, zu erfiillen.

Definition (Diskrete Zufallsvariable).

(i) Diskrete Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable Z : Q; — Q, heil3t diskret, wenn sie hoch-
stens abzdhlbar viele verschiedene Werte annimmt.

(ii) Konstante Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable Z : Q; — Q, heil$t konstant, wenn sie
einen einzigen Wert annimmt

dwr, €y Vw €Q: Z(w1) =w>.

20



C.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhingigkeit

Vorbemerkung. Zwei zufillige Ereignisse heilen stochastisch unabhingig, wenn sich die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daRk das eine Ereignis eintritt, nicht dadurch dndert, dald das andere
Ereignis eintritt oder nicht eintritt.

Definition (Unabhingigkeit).

(i) Bedingte Wahrscheinlichkeit. Es bezeichne (Q,.o7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum.
Fiir zwei Ereignisse A, A; € o definiert die Relation

(A1l A2) u(Az) = u(Ar N Az) = u(Az| Ay) u(Ar)
die bedingten Wahrscheinlichkeiten u(A;|A2) und pu(Az|Ap).

(ii) Stochastische Unabhdngigkeit. Wie zuvor bezeichne (Q, .o/, u) einen Wahrscheinlich-
keitsraum. Zwei Elemente A;, A, € 7 heien unabhingig, wenn die Identitat

1A N Ag) = u(Ay) u(Az)

gilt. Unter der Voraussetzung p(Az) > 0 bzw. 0 < u(Az) < 1 sind dazu die folgenden Be-
dingungen dquivalent

H(A1lA2) = (A1),  u(A1lA2) = p(A11Q\ Ap);
einerseits gilt ndmlich (verwende Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)

1A N Az) _ 1(A7) p(Az) _
1(A2) 1(Az)

H(A1lA2) = p(A1),
und andererseits erhélt man (ersetze A, durch Q\ A, und verwende p(Q\ Ay) = 1—u(Ay),
siehe unten)

HALN @\ A2) _ p(A) @\ Ay) _ p(AD) (1- p(4y))

A1l1Q\ Ay) = =
AN A) = = o ) WO\ Ay) 1- u(Ay)

= 1(Ap).

Definition (Unabhingige Zufallsvariablen).
(i) Esseien (Qp, 97, 1) sowie (Qp, 9%, 1) Wahrscheinlichkeitsraume und (Q, /) ein mel3-

barer Raum. Zwei Zufallsvariablen Z; : Q; — Qund Z, : Q, — Q heillen identisch verteilt,
wenn ihre Verteilungen gleich sind

VAed:  pz(A)=wm(Z7(A) = pa(Z1(A) = g, (A).
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(ii) Es bezeichne (Q,.o7,u) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei reellwertige Zufallsvaria-
blen Z;, Z, : Q — R heillen unabhéngig, wenn die Urbilder von beliebigen Borel-Mengen
unabhingig sind

VA, A e BR):  u(Z7 (AN Z N AD) = (27 (AD) u(Z; 1 (AD).

(iii) Sind zwei Zufallsvariablen unabhingig und identisch verteilt, verwendet man hiufig die
Abkiirzung i.i.d.®

5Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung independent and identically distributed random variables.
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C.4 Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

Definition (Erwartungswert, Varianz). Es bezeichne (Q, .o/, u) einen Wahrscheinlichkeits-
raum und Z : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable.

0

(i)

Erwartungswert. Fiir eine diskrete reellwertige Zufallsvariable Z : QO — R ist der Er-
wartungswert durch (mit Bild z = Z(w) € R fiir o € Q und zugehoriger Urbildmen-
ge w € Z '(z), Einschrinkung auf héchstens abzihlbar viele angenommenen Werte
(zk) kex moglich)

EZ)=)Y Z@pw =Y zu(Zz1 @)=Y zep(Zz ' @)
weQ zeR ket

erkldrt, sofern die Reihe konvergiert; beachte, dall o Z ~1 die von p auf R induzierte
Verteilung ist. Falls die Zufallsvariable Z : QO — R bzw. die zugehorige Verteilung

pz: BR) — (0,1]:[a,bl — u(Z  ([a, b))

eine Dichtefunktion p: R — [0,00) besitzt

b
p{weQ: Z(w) € la,bl}) :p(Z_l([a,b])):f o(2)dz,

ist im Fall von Riemann-Integrierbarkeit im uneigentlichen Sinn der Erwartungswert
durch®

E(Z) :f Z(w)dp(w) :f zd,u(Z_l(z)) :f zp(z)dz,
Q R R
gegeben, sofern das Integral wohldefiniert ist.

Varianz, Standardabweichung. Varianz und Standardabweichung der Zufallsvariablen
sind durch

V2 =E(2-E@)),  s@=VV(©®),

definiert; beachte, dall die Varianz nichtnegativ ist und folglich die Standardabweichung
eine nichtnegative reelle Zahl ist

V(Z)=0, S(Z)eR, S(Z£)=0.

6Bemerkung. Man beachte, dall aus der Existenz des Erwartungswertes E(Z) im Allgemeinen nicht auf die
Existenz von E(| Z|) geschlossen werden kann; bei Existenz einer Dichtefunktion gilt

E(|Z|)=L|Z(w)|du(w)=fRIZI du(Z*I(Z))=IRIZIQ(Z) dz.
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Definition (Kovarianz). Es bezeichne (Q, .7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei-
en 721, Z, : Q — Rreellwertige Zufallsvariablen.

(i) Kovarianz. Die Kovarianz von Z; und Z, ist durch
K(Z1, 7)) = E((Z - E(2)) (% - E(Z)))

gegeben, vorausgesetzt die Erwartungswerte E(Z)), E(Z,), E(Z1Z,) sind wohldefiniert;
offensichtlich gilt K(Z, Z) = V(Z) und K(Z,, Z,) = K(Z», Zy).

(ii) Korrelation. Die Korrelation von Z; und Z, ist durch

K(Z, Z3)
S(Z1) 8(£2)

definiert.
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C.5 Resultate (Erwartungswert, Varianz)

Wahrscheinlichkeit des komplementiren Ereignisses. Es bezeichne (Q, <7, 1) einen Wahr-
scheinlichkeitsraum. Fiir jedes Element A € &/ ergibt sich aus der disjunkten Vereinigung
Q=AU (Q\ A) die Identitat

1 =p(Q) = p(A) + pu(Q\ A);

fiir die Wahrscheinlichkeit des komplementéren Ereignisses erhilt man somit die Relation

LQ\A) =1 p(A).

Resultat (Erwartungswert). Esseien Z;, 7, : QO — R zwei reellwertige Zufallsvariablen.

(i) Als direkte Folgerungen aus der Definition ergibt sich die Linearitidt des Erwartungswer-
tes (wobei c € R)

E(Z1+ Z5) = E(Z1) + E(Z), E(cZy) =cE(Z4y),
sowie die Relation (mit konstanter Funktion1: Q —-R:w —1)

E()=1.

(ii) Falls die Zufallsvariablen Z;, Z, : QO — R unabhingig sind, gilt die Identitét
E(Z12,) = E(£1) E(Z,);

stochastische Unabhéngigkeit kann auch durch diese Bedingung an die Erwartungswer-
te erkldrt werden.

Erklédrung. Im Fall diskreter Zufallsvariablen folgt die Relation mittels (Bezeichnung
zr = Zr(w) € R fiir k = 1,2, Ubergang auf Urbildmengen w € Z; !(z}) und Betrachtung
des Durchschnittes w € Z;!(21) A w € Z; ! (2), Unabhéngigkeit impliziert p(A; N Ap) =
((AD p(Ay) fiir Ay = Z7 ! (z1) und Az = Z; ' (22)

E(Z1Z5) = ), Z1(w) Zz(w) p(w)

we)

=y zlzzu(Zfl(ZﬂﬂZz_l(Zz))

z1,22€R
= Y aznu(Z @) u(Z ] (2)
z1,22€R
=Y ap(Z (@) Y 2u(Z ' (2)
z1€R 22€R
=E(Z) E(£2);
dhnliche Uberlegungen gelten fiir den kontinuierlichen Fall. o
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Resultat (Varianz, Kovarianz). Es seien Z;, 7, : Q — R zwei reellwertige Zufallsvariablen.
(i) Eine elementare Rechnung zeigt die Relation

V(2) = E((2- E@)) = E(2* -2 E(2) 2+ (E2) | = E(22) - (E@)".

(ii) Die Kovarianz vereinfacht sich zu
K(Z,,4,) = E((Z1 - E(Z) (22— E(Zz))) =E(Z12,— E(Z1) Zy — E(Z3) Z) + E(Z1)E(Z,))
=E(Z124,) - E(Z4)E(Z).

Diese Relation zeigt insbesondere, dall die Kovarianz zweier unabhéngiger Zufallsvaria-
blen verschwindet

71,7, unabhingig <= E(Z1%)=E(Z)E(Z%) = K(Z,Z)=0;
die Umkehrung ist im Allgemeinen jedoch nicht richtig.
(iii) Die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen ist durch
V(2 + Z) = E((Z1 + Zy—E(Zy + Zg))z)
- E(le F 27207y + Z2—2E(Zy + Z5) (Zy + Zo) + (E(Zy + Zg))z)
= B(Z2) +2E(Z1 Z) + E(Z2) - (E(Z) + 7))’
= E(Z?)+2E(2,Z) + E(Z3) - (E(Z)))* - 2 E(Z)) E(Zy) — (E(Z))°

= B(Z?) - (E(2)* + E(Z3) - (E(Z))* + 2 E(Z1 Z») - 2 E(Z)) E(Zy)
=V(Z) +V(Z2) -2K(Z, £,)

gegeben. Im Fall unabhingiger Zufallsvariablen folgt somit

Zl, Zg unabhéingig — K(Zl, Zg) =0 —= V(Z1 + Zg) = V(Zl) + V(Zg) .
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C.6 Stochastischer ProzeR, Filtrierung

Definition (Stochastischer ProzeR). Es bezeichne (Qj, .7, u) einen Wahrscheinlichkeits-
raum, (Qy, @%) einen mefbaren Raum und .7 eine Indexmenge.

() Ein stochastischer Prozel ist eine Familie (Z(t));c.# von Zufallsvariablen
Z(1): Q1 — Qo, te 7.
Wird fiir ein fixiertes Element w; € Q; die Funktion
T — Qi t— (Z(1)(w1)
betrachtet, so heifSt diese ein Pfad des stochastischen Prozesses.

(ii) Falls die Indexmenge durch die natiirlichen Zahlen gegeben ist, spricht man von einem
zeitlich diskreten stochastischen ProzeR.

(iii) Falls die Indexmenge durch ein reelles Intervall oder die reellen Zahlen gegeben ist,
spricht man von einem zeitlich kontinuierlichen stochastischen ProzeR.

Bemerkung. Wie zuvor bezeichne (Q1, 7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum und (Q,, .2%)
einen mel$baren Raum. Durch die Pfadabbildung eines stochastischen Prozesses wird eine
Zufallsvariable definiert (Menge der Funktionen Qf wird mit Produkt-o-Algebra’ versehen,
Verwendung derselben Bezeichnung fiir stochastischen Prozeld und Zufallsvariable)

(Z0),eqr  ZW): W —Qo, t€T,
Z:01—Qf ={z:T - Q} 10— [t— (Z(1))(w1)].

Erklart man fiir eine Teilmenge % < .7 die Projektion einer Funktion als Einschrankung im
folgenden Sinn, so gilt andererseits fiir jedes Element ¢ € .7 die Relation

Z(t)=pryoZ, pr%:Q'f—>Q‘é%;z._>Z|%.

Vorbemerkung. Zur Modellierung von Situationen, wo verfiigbare Informationen im Lauf
der Zeit zunehmen, ist der Begriff der Filtrierung und der adaptierten Zufallsvariable wesent-
lich.

"Bemerkung. Da das kartesische Produkt zweier o-Algebren 7} und 2% nicht notwendigerweise auf eine
o-Algebra fiihrt, definiert man die Produkt-o-Algebra als die von @ x 75 erzeugte o-Algebra

ah x oy ={A1 x Ay: Ay € A, Ap € oo}, @t =0( x ).
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Definition (Filtrierung). Es bezeichne (Q,.o7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum und .7 ei-
ne Indexmenge der Form .7 = [0,00) oder .7 = [0, T] mit T > 0.

(i) Filtrierung. Eine Filtrierung von (Q, .7, u) ist eine Familie (<7(f));s von Unter-o-
Algebren 7 (t) < o7, welche fiir beliebige Elemente #1, t; € .7 mit ; < f, die Bedingung

o (1) € A (1)
erfiillen; man nennt (Q, o7, (<7 (1)) ;e 7, 1) einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum.

(ii) Vollstindige Filtrierung. Eine Filtrierung heil$t vollstindig, wenn die o-Algebra .27 (0)
alle Nullmengen enthalt
{Ae.of : u(A) =0} €. (0)

und folglich auch o7 (0) € &/ (t) € </ fiir t€ 7.

(iii) Normale Filtrierung. Eine Filtrierung (<7 (1)) ,c 7 heilst normal, wenn sie vollstandig ist
und die folgende Relation gilt (rechtsseitige Stetigkeit)

T =10,00): Vhel0,00): ()= () H(t),

>0

T =10,TI: Vnelo,D: L(n)=[) ().

>0

Definition (Adaptierter ProzeR). Es sei (Q,,(</(t));e7,u) ein (filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum. Ein stochastischer Prozell (Z(#));c7 heilt adaptiert beziiglich
Q, o, (A (1) e7, 1), wenn fiir alle Elemente ¢ € .7 die Zufallsvariable Z(t) beziiglich o7 (1)
melSbar ist.

Vorbemerkung. Stochastische Prozesse fiir welche der bedingte Erwartungswert der zuge-
hoérigen Zufallsvariable zu einem gewissen Zeitpunkt mit der entsprechenden Zufallsvariable
zu einem fritheren Zeitpunkt iibereinstimmt, bezeichnet man als Martingale.

Definition (Martingal). Es sei .7 = [0,00) oder .7 = [0, T] mit T > 0, und es bezeichne
(Q, o, (A (1) re7, 1) einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum. Ein reellwertiger adaptierter
stochastischer Prozel (Z(1)) ;e 7 mit Z(t) : Q — Rfiir ¢t € 7 heil$t ein Martingal, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind.?

8 Bemerkung. Der Lebesgue-Raum L' (Q) ist durch
L' = {Z :Q — R meBbar und E(|Z|) =f |Z ()| dpw) < oo}
Q

gegeben; insbesondere folgt
VZelL'(Q): E(Z) < E(IZ]) <oo.
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(i) Fiirjedes t € .7 gilt Z(1) € L' (Q) und folglich E(Z (1)) < oo.
(i) Fir alle Zeitpunkte t,, t, € .7 mit ; < t, gilt fast sicher
E(Z(t)| o/ (1)) = Z(1).
Gilt statt dieser Gleichheit die Abschdtzung
Z(n) SE(Z()| o (1)) bzw. Z(n) = E(Z(t)| (11)),

spricht man von einem Submartingal bzw. einem Supermartingal.
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Anhang D

Stochastische Differentialgleichungen

Inhalt. Im Folgenden werden grundlegende Begriffe und Resultate, welche zur Einfiihrung
des stochastischen Integrales fiir stochastische Prozesse mit Werten im euklidischen Raum,
im Speziellen des It6-Integrales, und zur Behandlung von stochastischen gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen wesentlich sind, erwédhnt; die groRteils informelle Darstellung orien-
tiert sich an den ersten Kapiteln des Vorlesungsskriptums SCHROPP (2014). Zu Beginn wird
an Grundlagen zu mehrdimensionalen normalverteilten Zufallsvariablen und an mehrdi-
mensionale Wiener-Prozesse erinnert; weiters werden Illustrationen fiir einen eindimensio-
nalen Wiener-Prozel3 (mehrfacher Miinzwurf) und einen dreidimensionalen Wiener-ProzeQ3
(Brown’sche Molekularbewegung) angegeben. Zusitzliche Informationen sind in den Vorle-
sungsunterlagen LERCHE (2009) und STRYCHARZ-SZEMBERG (2008) zu finden; fiir eine detai-
lierte Darstellung des It6-Kalkiiles sei auf DECK (2006) verwiesen, siehe auch GRILL (2012).

Uberblick. Folgende grundlegende Begriffe und Resultate werden eingefiihrt und illustriert.

* Mehrdimensionale Zufallsvariable, Induziertes Maf§ bzw. Induzierte Verteilung
Resultat zu Komponentenfunktionen

Verteilungsfunktion bzw. gemeinsame Verteilung, Randverteilung bzw. Marginalvertei-
lung

Reduktion auf spezielle Borel-Mengen, Zusammenhang zwischen induziertem Mal}
und Verteilungsfunktion

Unabhingigkeit von Zufallsvariablen
Resultat zu Randverteilungen
Erwartungswert, Kovarianzmatrix
Eigenschaften der Kovarianzmatrix

Stochastische Konvergenz
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Reelles Gau3-MaR, eindimensionale Normalverteilung und Standardnormalverteilung
Normalverteilte reellwertige Zufallsvariable

Zusammenhang zwischen Normalverteilung und Standardnormalverteilung
Mehrdimensionale Normalverteilung

Mehrdimensionale normalverteilte Zufallsvariable

Mehrdimensionaler stochastischer Prozef3, Pfad

Zeitlich diskreter mehrdimensionaler stochastischer ProzeR3, zeitlich kontinuierlicher
mehrdimensionaler stochastischer Prozel}

Eindimensionaler Wiener-Prozel3, eindimensionale Brown'sche Bewegung

Mehrdimensionaler Wiener-Prozel3, mehrdimensionale Brown’sche Bewegung

Simulation in MATLAB

[lustration zu Binomialprozef und eindimensionalem Wiener-Proze (Mehrfacher
Miinzwurf)

[lustration zur dreidimensionalem Wiener-Prozel3 (Brown'sche Molekularbewegung)

Riemann-Integral, Riemann-Stieltjes-Integral
Lebesgue-Integral, Lebesgue—Stieltjes-Integral
Lebesgue-Rdaume

Pfadweise LP-Prozesse

Konstruktion des Ito-Integrales
Eigenschaften des It6-Integrales

Stratonovich-Integral

Lemma von It6 (Spezialfall)

Anwendung auf Identitdt und quadratische Funktion

Analogon fiir reguldre Funktionen

Zusammenhang zwischen It6-Integral und Stratonovich-Integral
[to6-Prozel’

Spezialfille, Symbolische Notation

Lemma von It

Vergleich mit Kettenregel

Produktregel fiir It6-Prozesse
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* Stochastische gewohnliche Differentialgleichungen
Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Lineare Differentialgleichung mit additivem Rauschen

¢ [llustration zum Lemma von It
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D.1 Mehrdimensionale Zufallsvariable

Vorbemerkung. Der euklidische Raum R? wird mit der Borel-o-Algebra %(R%) versehen
und bildet somit einen meBbaren Raum.

Definition (Zufallsvariable, Induziertes MaR). Eine meRbare Funktion zwischen einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, .7, u) und dem d-dimensionalen euklidischen Raum

7=, 2T :Q—R: 00— Z(w) = (Zl(w),...,Zd(w))T

wird als d-dimensionale Zufallsvariable bezeichnet. Das durch Z auf R? induzierte MaR bzw.
die induzierte Verteilung ist durch (Z~!(A) bezeichnet Urbildmenge)

pz: BRY) — 10,1]: A pz(A) = u(Z71(A))
definiert; beachte y1: .7 — [0,1] und folglich i, : Z(R%) — o7 — [0,1].

Resultat (Komponentenfunktionen). Eine Funktion
Z=(Z,.... 2" :Q—R?
ist genau dann eine d-dimensionale Zufallsvariable, wenn alle Komponentenfunktionen
iy Zq:Q— R

reellwertige Zufallsvariablen sind.

Vorbemerkung. Betrachtet man Borel-Mengen der speziellen Form
Q(r) = (=00, r1] x -+ x (—o0,ra € BRY),  r=(r,....,ra)" €R?,

ergibt sich aus dem induzierten Mal einer d-dimensionalen Zufallsvariable die zugehorige
Verteilungsfunktion.

Definition (Verteilungsfunktion, Randverteilung). Es bezeichne (Q,.7,u) einen Wahr-
scheinlichkeitsraum, Z = (Z1,...,Z4)T : Q — R? eine d-dimensionale Zufallsvariable und
uz: AR — [0,1] das induzierte MaR; insbesondere sind Z1,...,Zq :Q — Rreellwertige Zu-
fallsvariablen. Die Funktion

Fz:RY—[0,1]: 7= (11,0, 7)) T — pz(Q(r) = pz((—00, 1] x - x (=00, 74])

heil3t Verteilungsfunktion von Z bzw. gemeinsame Verteilung von 7y, ..., Z;. Die eindimen-
sionalen Randverteilungen bzw. Marginalverteilungen von Z sind durch

Fz.:R—[0,1]:rj— pz(Rx-- xR x (—00,rg] xR x -+ xR), kefl,...,d},

gegeben.
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Bemerkung. Es sei (Q0,.o7, y) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Da die Vereinigung samtlicher
Borel-Mengen der speziellen Form

Q(r) = (=00, 1] x -+ x (~o0,rgl < RY,  r=(r1,...,ra) €RY,
ein Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes bildet
BRY) =0({Qr) :reR}),

ist eine d-dimensionale Zufallsvariable Z = (Z;,..., Z5)T : Q — R4 durch die MeRbarkeitsbe-
dingung

Vr=(r,...r9)T €R?: Z7HQ) = {weQ: fiirjedes ke {1,...,d} gilt Zy(w) < 1} € o7
charakterisiert. Die Verteilungsfunktion von Z ist mittels des induzierten MaRes definiert
pz: BRY) —10,1]: A pz(A) = u(Z271(A),
Fz:RY—1[0,1]: r— pz(Q);

die im Folgenden fiir den ein- und zweidimensionalen Fall angegebenen Uberlegungen illu-
strieren, dal$ sich Werte des von Z induzierten Malies auf Werte der zugehorigen Verteilungs-
funktion zurtickfiihren lassen.

(i) Eindimensionaler Fall. Jedes halboffene Intervall (a, b] c R mit a,b € R und a < b 14t
sich als Mengendifferenz von zwei nach unten unbeschréankten Intervallen darstellen

(a,b] = QD) \ Q(a) = (oo, b] \ (o0, al .

Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaR u : Z(R) — [0, 1] folgt damit die Identitit!

p((a, bl) = u(QB) - u(Q(@);

dies zeigt, dall die Werte des Mal3es fiir halboffene Intervalle der Form (a, b] durch die
Vorgabe der Werte des Males fiir Intervalle der Form (—oo, r] mit r € R bestimmt sind.
Betrachtet man im Speziellen das von einer eindimensionalen Zufallsvariable Z : Q — R
induzierte Mald uz : Z(R) — [0, 1], so erhélt man

pz((a,bl) = pz(Q) - uz(Qa);

mittels Verteilungsfunktion ergibt sich folgende kompakte Formulierung dieser Identitét

11z ((a,bl) = Fz(b) - Fz(a).

! Erinnerung (Resultat zur Mengendifferenz). Fiir A, A; € &/ mit Ay € A; und p(Az) < oo folgt

WAL\ Ag) = p(Ar) — u(Az).
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(ii) Zweidimensionaler Fall. Jedes achsenparallele Rechteck (aj,bi] x (ag, bo] < R? mit
ay, by, ax, b, e Rund a; < by sowie a, < b, ergibt sich als disjunkte Vereinigung (das kar-
tesische Produkt Q(r, ) = (—oo, r1] x (—00, 2] entspricht einem verschobenen 3. Qua-
dranten mit Eckpunkt (ry, ) € R?, Bild zur Veranschaulichung)

Dy =Q(b1,a2) \ Q(ay, az) = (ay, b1l x (—o0, az],
D, = Q(ay,b2) \ Q(ay, ax) = (—oo,a1] x (az, ba],
Q(a1,a2) UD, UD, U (a1, b1] x (az, by]) = Q(by, b2).

Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaR u : Z(R?) — [0, 1] folgen daraus die Relationen

w(D1) = p(Qbr, @) — p(Qlar, a2)),  w(D2) = pu(Qlar, b2)) — u(Qlar, az)),
w(Q(ar, az)) + u(Dy) + w(D2) + p((ar, bi] x (az, bal) = p(Q(by, ba)),
(a1, bl x (az, bal) = u(Q(by, b2)) + u(Q(ay, a)) — u(Q(b1, az)) — u(Q(ay, b)).

Betrachtet man speziell das von einer zweidimensionalen Zufallsvariable Z : Q — R? in-
duzierte MaR 7 : (R?) — [0, 1], ergibt sich

pz((ar, bi] x (az, bp]) = pz(Q(b1, b2)) + uz(Q(ar, a2)) — pz(Q(by, a2)) — pz(Qar, by));

mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiihrt dies auf die Identitdt

iz ((a1, bi] x (az, bp]) = Fz(by, b)) + Fz(a1, az) — Fz (b1, az) — Fz(ay, by) .

(iii) Allgemeiner Fall. Analoge Uberlegungen gelten fiir Mengen der Form
(a1, b1] x -+ x (aq, byl c R4

mit a, by € Rund ay < by fur ke {1,...,d}.

Vorbemerkung. Die folgende Definition gibt die offensichtliche Verallgemeinerung des Be-
griffes der stochastischen Unabhingigkeit von zwei reellwertigen Zufallsvariablen auf meh-
rere reellwertige Zufallsvariablen an.

Definition (Unabhiingige Zufallsvariablen). Es bezeiche (Q, .o/, u) einen Wahrscheinlich-
keitsraum. Die reellwertigen Zufallsvariablen 7, ..., Z; : Q — R heien unabhéngig, wenn die
Urbilder von beliebigen Borel-Mengen unabhédngig sind

d

d
VAL Age BR): () 2 A0) =[] (27 (40).
k=1 k=1
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Resultat (Randverteilungen). Die Komponentenfunktionen einer d-dimensionalen Zu-
fallsvariable Z : Q — R“ sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn fiir alle Elemente
r=(r,...,ry) € R? die Relation

d
EFz(r) =[] Fz.(r)
k=1

giiltig ist, d.h. die Verteilungsfunktion von Z ist durch die eindimensionalen Randverteilun-
gen bestimmt.

Erinnerung. Fiir eine diskrete bzw. kontinuierliche reellwertige Zufallsvariable Z : QO — R
sind Erwartungswert und Varianz durch (im diskreten Fall Einschrankung auf hochstens ab-
zdhlbar viele angenommenen Werte (zj) xe_» moglich)

EZ)=) Zwpw =) zu(Z7'@)= Y zep(Z7 (),

weQ) z€eR ket
E(Z)=fQZ(w)d,u(w)=fRZdu(Z_1(z)),
v(2)=E((2- E@)*) 20,

gegeben, sofern die Reihe konvergiert bzw. das Integral wohldefiniert ist. Die Kovarianz zweier
reeller Zufallsvariablen Z;, Z, : Q — R ist durch

K(Zy, Z) = E((21 —E(Z) (2 - E(Zz))) = E(Z1 Zy) - E(Z1) E(Z)
definiert; offensichtlich gilt
V(Z)=K(Z,2), K(Zy, 2)) = K(Z1,2) .
Falls die Zufallsvariablen Z;, Z, unabhéngig sind, folgt
71,7, unabhingig = K(Zi,2Z) = E(Z) Z,) — E(Z1) E(Z,) =0.

Definition (Erwartungswert, Kovarianzmatrix). Der Erwartungswert einer d-
dimensionalen Zufallsvariable Z = (Z3,...,Z;) : Q — R4 ist durch die Erwartungswerte
der Komponentenfunktionen gegeben

E(Z) = (E(Z),...,E(Zp))" eRY.

Die Kovarianzmatrix gibt die Kovarianzen der Komponentenfunktionen an

V(Z1) K(4,2) K(Z4y,73) K(Z1,Z3)
K(Z,z7)  V(Z4) K(Z4,Z3) K(%,, Z3)
K(Z) = : ' : e R
K(Za,2%y) K(Za,Za-1)  V(Zg)

36



erkldrt man den Erwartungswert einer Matrix komponentenweise, so ergibt sich mittels

K(Zy, Z¢) = E(Z Zy) — E(Zy) E(Zy)

= E(Zx Ze — E(Z1) E(Z0))

= (E(zz" - B2 (B2)T))
= (B((z-E2)(2-E@)")) ,,  Klen,...ay,

folgende Relation fiir die Kovarianzmatrix einer mehrdimensionalen Zufallsvariable

K(2)=E((2-E@)(Z-E2)").

Bemerkung. Wie zuvor bezeichne Z = (Z,..., Zy) : Q — R? eine d-dimensionale Zufallsva-
riable. Die zugehorige Kovarianzmatrix erfiillt folgende Eigenschaften.

(i) Symmetrie. Da K(Zy, Zy) = K(Zy, Zy) fir k, ¢ € {1,..., d} gilt, ist die Kovarianzmatrix sym-

metrisch
V(Z1) K(4,24) K(Z4y,73) K(Zy,Zy)
K(Z4, 2,) V(Z)) K(Zp,Z3) K(Z», Zy)
(K2) =Kk(2) =
K(Z1,Z3) K(Zg1,Za)  V(Zy)

(ii) Positive Semidefinitheit. Wegen V (Z;) = 0 fiir k € {1,...,d} sind alle Diagonalelemente
der Kovarianzmatrix nichtnegativ; die folgende Relation zeigt aulerdem, dal§ die Kova-
rianzmatrix positiv-semidefinit ist (die Vektoren z = (zy,..., 24) I ¢ R4 pewirken nur eine
Skalierung von Z = (Z1,...,Z4)T, verwende Linearitit des Erwartungswertes, fiir eine
beliebige reellwertige Zufallsvariable Z gilt E(Z?) = 0, zur Vereinfachung betrachte den
Spezialfall d = 3)

2l K(Z)z= Z V(Z)zi +2 Z K(Zy, Zp) 2 2v
k=1 k,f=1
k<t

d d
=y E((szk—E(szk))z) +2 ) E((szk—E(szk)) (Z[Zg—E(ZgZ()))
=1 k,[zl
k<t

ko

da d
Y (e Zk— Bz Zi) +2 Z (2xZk — E(21Zi)) (Zezz—E(Zzzz)))

(2
-#{(%

—

k<£

d 2
Z szk—E(szk))) )20
k=1
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(iii) Unabhdngigkeit. Sind alle Komponentenfunktionen unabhingig, vereinfacht sich die
Kovarianzmatrix zu einer Diagonalmatrix

Z1,...,Zg unabhingig = K(Z)=diag(V(2),...,V(Za)).

Stochastische Konvergenz. Es bezeichne (Q,.o7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir ei-
ne Folge von d-dimensionalen Zufallsvariablen (Z ) ven it Z @.Q - RY fiir £ €N spricht
man von stochastischer Konvergenz gegen eine Zufallsvariable Z : QO — R%, wenn die Bedin-
gung
Ve>0: élim ,u({weQ:“Z([)(w)—Z(w)”>8}):O
—00

erfiillt ist; eine gebrduchliche Schreibweise ist in diesem Fall

p— lim z0=z.

{—o00

Beziiglich dieses Konvergenzbegriffes ist der Grenzwert einer Folge von Zufallsvariablen fast
sicher eindeutig bestimmt.

38



D.2 Mehrdimensionale Normalverteilung

Vorbemerkung. Im Folgenden wird an den Begriff eines reellen Gaul3-Maf3es bzw. der ein-
dimensionalen Normalverteilung erinnert und die Erweiterung auf den mehrdimensiona-
len Fall angegeben. Es sei darauf hingewiesen, dall in einem spéteren Abschnitt die Fourier-
Transformation bzw. die charakteristische Funktion eines reellen Gauf3-MaRes geniitzt wird,
um die Uberlegungen zu vereinfachen.

Normalverteilung.

@

(i)

Normalverteilung. Es seien a, f € R, und es gelte 8 > 0. Ein auf der Borel-o-Algebra der
reellen Zahlen definiertes Wahrscheinlichkeitsmall der Form

_G-?

N(a’ﬁz):%(R)—’[O,l]:A-—»\/z_#ﬁ Ae 202 dé,

heil3t reelles Gauf3-Mal? oder eindimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert «
und Varianz ,62; der Spezialfall 8 = 0, welcher auf das Dirac-Mal3 §,, fiihrt, wird an dieser
Stelle nicht behandelt.

Bemerkung. Diereellen Zahlen bilden mit der Borel-o-Algebra und einem reellen GauR3-
Mal einen Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,o,w) = (R, BR), N(a, 7).

Widhlt man speziell die Identitdt als Zufallsvariable, so stimmen Mal und induziertes
MaR iiberein (wegen pz(A) = u(Z71(A)) = pu(A) fiir A€ BR))

Z=1:R—R:r—r, pz=p=N(a B°):BR) — [0,1].

Insbesondere folgen in diesem Fall die Relationen?

E(I):fzdu(z) =a, V(D)=E((I-ED)] :f(z—a)zdu(z):ﬁz,
R R

2Bemerkung. Mit Hilfe der Relationen (Quadrieren und Verwendung von Polarkoordinaten, Integral {iber
ungerade Funktion verschwindet, Partielle Integration mit f (&) =¢, g'(&) =ée” & und fl&=1g¢&=- % e &)

fRe‘fz dé = v, L{e—éz dé =0, fRéze—gZ dfz—%fe_‘tz

o0
+lfe-'~‘2d§:“—5,
x=—c0 2 Jg 2

{—a

folgen die angegebenen Identititen (Substitution ) = =% bzw. £ = a + v/2 Bn)

V2P
a2
E() = —— cfe_(iﬁz) de=< | emdp+ 2 [ pe " dp=a
Vanp Jp Ve Vel ™ ’

_¢-a?

_ 1 2~ qr_ 2B 2 —n? 3 2
V(I)—\/z——nﬁfR(f—a)e 2B df—ﬁfRne"dn—ﬁ.
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was die Bezeichnung reelles Gaul$-Mal$ bzw. eindimensionale Normalverteilung mit Er-
wartungswert a und Varianz 2 erklirt.

(iii) Standardnormalverteilung. Fiir die spezielle Wahl a = 0 und f = 1 ergibt sich die eindi-
mensionale Standardnormalverteilung

: : Y e
N(O,l).%(R)—»[O,l].A»—»\/T_ane dé.

Normalverteilte Zufallsvariable.

(i) Zufallsvariable. Eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, 1) definierte reellwer-
tige Zufallsvariable Z : O — R heilst normalverteilt, wenn das induzierte Maf3

pz: BR) — [0,1]: A pz(A) = u(Z 7 (4))

eine eindimensionale Normalverteilung ist, d.h. es existieren «, f € R mit § > 0, sodaly

_ -w?

MZ:N(a,ﬁz)ie%’(R)—’[O,I]:A-—»\/%ﬁfAe e

(ii) Normalverteilung und Standardnormalverteilung. Ist eine reellwertige Zufallsvariable Z
normalverteilt mit Erwartungswert a und Varianz ﬁz, so ist die Zufallsvariable % Z-a)
standardnormalverteilt

Z~N(a, ) = %(Z—a) ~N(0,1);
dies folgt direkt aus der Linearitidt des Erwartungswertes
EZ)=a = E(5(Z-o)=5(EZ)-a)=0
und der Definition der Varianz
E(Z%)-a?=E(Z7%) - (E2)’ =V(2) = B
= V(3(Z-a)=E(%Z-a?)- (E(% Z - a)))2 =% (E(ZZ) - az) - 1.

Analoge Uberlegungen zeigen, daR fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z
die Zufallsvariable a + § Z normalverteilt mit Erwartungswert a und Varianz 8 ist

Z~N0,1) = a+pZ~N(a,p?),
E(Z2)=0 = E(a+pZ)=a+PEZ)=a,

E(Z)=v(2)=1 = V(a+pZ)=E((a+p2)’ -a?)|=2apE2)+FE(Z%) =
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Erweiterung. Es sei darin erinnert, dal} die Borel-o-Algebra des euklidischen Raumes durch
das folgende Mengensystem erzeugt wird

BR) =c({Qr):reRY)), Q)= (=00, 1] x---x (=00, 7yl cRY, 1=(r1,...,1q) €RY.
Dies rechtfertigt die Betrachtung von Borel-Mengen der speziellen Form
A=Ay x---xAge BRY),  Ay,...,Ase BR),

wofiir die Erweiterung des eindimensionalen Falles auf den mehrdimensionalen Fall offen-
sichtlich ist; man beachte, dal} sich die Berechnung von mehrfachen Integralen iiber Berei-
che, welche als kartesisches Produkt gegeben sind, auf einfache Integrale reduzieren 148t und
damit wesentlich vereinfacht.

(i) Standardnormalverteilung. Betrachtet man den d-dimensionalen euklidischen Raum
versehen mit der Borel-o-Algebra, ist die folgende Verallgemeinerung der eindimensio-
nalen Standardnormalverteilung naheliegend

d _d _la2
N(©,D: B(RY) —[0,1]: A— (27m) "2 f e” 2 d¢.
A

Ahnlich wie zuvor wird der d-dimensionale euklidische Raum mit der Borel-o-Algebra
sowie der d-dimensionalen Standardnormalverteilung als Wahrscheinlichkeitsraum be-
trachtet und als Zufallsvariable die Identitidt gewdhlt
@, p) = (RY, Z(R?), N0, D)),
=Z,... 2T RT—RY, Z=I:R—R, keil,...,d}, pz=p=N0,I.
In diesem Fall ist die Unabhéngigkeit der Komponentenfunktionen offensichtlich; wei-

ters ist der Vektor der Erwartungswerte der Komponentenfunktionen gleich Null, und
die Kovarianzmatrix ist durch die Einheitsmatrix gegeben®

E()=0eRY,  K)=IeR%4,

3 Bemerkung. Aus den zuvor angegebenen Relationen folgt (Substitution & = v/21;)

12 3 B 1g2 _ 1 2 —lg2 _ 2 2 -1 _1.
\/277tf —2%d _\ff denk—l ffkezk =0, \/T—njl%fke defk—\/—ifRnke T’de]k—l»
somit erhélt man fiir die Erwartungswerte und Kovarianzen der Komponentenfunktionen (wobei k, ¢ € {1,...,d})

E(Z) = @m) "% g 3% d ! 38 de,| =0
(Zi) = @2m) fRdfke f—\/ﬁfwfke Sk I(Efmzfle sz)— )
l#k
2
k=2¢: V(Zk)=E(Z,§)—(E(Zk))2=(2n)‘?fd£,§e‘@ dé=1,
R

112
k#¢:  K(Zy,Z¢) = E(Zk Z¢o) — E(Zy) E(Zy) = (ZH)_ngd Sksee” 2 d¢=0.
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(ii) Normalverteilung. Ausgehend von der d-dimensionalen Standardnormalverteilung

2
NO,D: B(RY) —10,1) :A~(2n)‘%f 5 de,
A

E() =0, K(I) =

fuihrt die lineare Variablentransformation

E=Q'm-q), n=g+Q¢&,  qeR?, QeR™4, detQ#0,

auf die d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert g und Kovarianzma-
trix QQT (es gilt 1Q7 (- @)II* = - )T(QQ")*(n - ¢), die Bedingung ¢ € A mit
A€ BRY) entspricht n € {g+ Q¢ : & € A} € BRY) und fithrt wiederum auf eine Borel-
Menge, nach Transformation ersetze n < ¢)

N(4,QQ7): Z(RY) — [0,1]: A— (27)" |det Q| f e 260" QD= g¢
A
E(D=q, KI)=0QQT;

eine einfache Rechnung zeigt die angegebenen Relationen fiir Erwartungswert und Ko-
varianzmatrix.*

4 Bemerkung. Zur Bestimmung der Erwartungswerte und Kovarianzen der Komponentenfunktionen niitzt
man die Substitution n = Ql¢- q) bzw. { = g+ Qn und die zuvor angegebenen Relationen (mit k,Z € {1,...,d})

E(Z) = (2m) % |det Q™ 1[ Fre~ 20T QQN =g g
=qk(2n)‘?fde‘i“’7” dn+(2n)_§f (Qn) e 2" dn
R
:qk(Zn)_%jl;Zd ~3lnl? dn+(@2m)~ 2 ZQk]f nje ~3lnl? dn

=Yk,
K(Zy, Zp) = E(Zy Zp) — E(Z}) E(Zy)

= 2m ¥ detQl! [ figee HC0TQTED g g g,
R

= fm (qk Ge + QM G + Gk QM + Q0 Q) e 2 dn - gy g,

d d 1
=@m72 ) Qu Qz;fRdnmje_?”"”z dn

ij=1
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(iii) Zufallsvariable. Eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.<7,u) definierte d-

(iv)

dimensionale Zufallsvariable
Z=(Z,.... 29" :Q—R?

heil3t d-dimensional normalverteilt, wenn fiir jedes Element z € R4 die reellwertige Zu-

fallsvariable 4

Z'Z7:Q0—R:0— (ZTZ)((U) =Y z;1Z;(w)
k=1
normalverteilt ist, d.h. es existieren Konstanten «, f € R mit > 0, sodall das von 'z
induzierte Mal$ durch das reelle Gaul3-Mal (eigentlich a,, 5, € R)

_¢-a)?
usz=N(a,ﬁ2):@(R)—»[0,1]:A»—»u((sz)‘1(A)]:\/%ﬁfAe W de

gegeben ist. Wahlt man speziell z = e mit k € {1,...,d}, so folgt daraus insbesondere,
dal’ simtliche Komponentenfunktionen

e, Z=2:Q—R, ke{l,...,d},

normalverteilt sind, d.h. fiir jedes k € {1, ..., d} existieren ay, B; € R mit f; > 0, sodall das
von Zj induzierte Maf§ mit dem zugehorigen reellen Gaul3-Mal {ibereinstimmt

_ (E—ak)z

uzk:N(ak,ﬁ,i):%(R)—»[0,1]:A—»u(z,;1(A)):éﬁkae 26 de .

Resultat. Es seien zj,...,z4: Q — R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, <7, u) defi-
nierte unabhingige standardnormalverteilte reellwertige Zufallsvariablen; weiters seien
g € R? und Q € R%*? mit detQ # 0. Dann ist die d-dimensionale Zufallsvariable

Z:q+Q(z1,...,zd)T:Q—>Rd, E(Z)=q, K(Z)=QQT,

normalverteilt.
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D.3 Mehrdimensionaler Wiener-Prozel}

Vorbemerkung. Im Folgenden wird die Definition eines stochastischen Prozesses mit Wer-
ten in einem mefBbaren Raum nochmals fiir den Spezialfall des euklidischen Raumes verse-
hen mit der Borel-o-Algebra angegeben; man spricht dann von einem mehrdimensionalen
stochastischen ProzeR.

Definition (Stochastischer Prozef}). Es sei (Q2,.7,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und .7
eine Indexmenge.

(i) Als d-dimensionalen stochastischen Prozel§ bezeichnet man eine Familie (Z(f));c s von
d-dimensionalen Zufallsvariablen

Zt):Q—RY, teT;
wird fiir ein fixiertes Element w € Q die Funktion

T —RY:t— (Z(1) ()
betrachtet, so heilSt diese ein Pfad des stochastischen Prozesses.

(ii) Falls die Indexmenge durch die natiirlichen Zahlen gegeben ist, spricht man von einem
zeitlich diskreten d-dimensionalen stochastischen Proze(; falls die Indexmenge durch
die reellen Zahlen oder ein Intervall gegeben ist, spricht man von einem zeitlich konti-
nuierlichen d-dimensionalen stochastischen Proze(3.

Vorbemerkung. Fiir die betrachteten stochastischen Differentialgleichungen ist der Begriff
des mehrdimensionalen Wiener-Prozesses von gro8er Bedeutung.

Definition (Wiener-ProzeRR, Brown’sche Bewegung). Es sei .7 = [0,00) oder .7 = [0, T] mit
T > 0; weiters bezeichne (Q, o7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Ein reellwertiger stochastischer Prozel3
w®),eorr WH:Q—R, re7,

heillt eindimensionaler Wiener-Prozel§ bzw. eindimensionale Brown'sche Bewegung,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(a) Esist W(0) =0 fiir fast alle w € Q, d.h. es gilt

lfvea: (WO)@ =0})=1.
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(i)

(b) Fiir fast alle w € Q ist der zugehorige Pfad stetig, d.h. es gilt
u({w € Q:der zugehorige Pfad 7 — R: t — (W (1)) (w) ist stetig}) =1.

(c) Fur jedes K € N und beliebige Zeitpunkte ty,...,tx € .7 mit t; < --- < tx sind die
reellwertigen Zufallsvariablen (Zuwichse, beachte W (0) = 0 fast sicher)

W(t)-W(t),..., W(tx) — W(tg-1)

unabhingig.

(d) Fur beliebige Zeitpunkte t;, t;, € .7 mit t; < t, ist W (t,) — W (t;) eine normalverteilte
reellwertige Zufallsvariable

W(t) = W(t) ~N(O, - 11),

- S e
o (W(t) - W(t) ™" = N(O, rz—tl):t%”(u%)—»[o,lm—wﬁf/{e 2@ dé.

Ein d-dimensionaler stochastischer Prozel}
T
(W), WEB:Q—R:0— (W) = ((Wl(t))(w),...,(Wd(t))(w)) ,

heifSt ein d-dimensionaler Wiener-Prozel! bzw. eine d-dimensionale Brown’sche Bewe-
gung, wenn fiir alle k € {1,...,d} der durch die k-te Komponentenfunktion definierte
stochastische Prozel}

(Wi(0) ;e Wi(0):Q—R,

ein eindimensionaler Wiener-Prozel} ist und simtliche Komponentenfunktionen unab-
héingig sind.
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D.4 Illustrationen fiir Wiener-Prozesse

Simulation in MATLAB. Die folgenden Implementierungen illustrieren die Generierung
von normalverteilten Zufallsvariablen und die Simulation eines mehrdimensionalen Wiener-
Prozesses, vgl. auch SCHROPP (2014).

TEST_RANDOMNUMBERS.M
% Generation of normally distributed pseudo-random numbers
clear all
close all
K =1000;
x =randn(1,K);
figure
plot(x,0,’b.”)
figure
hist(x,K/10)
TEST_WIENERPROCESSBROWNIANMOTION.M
% Simulation of d-dimensional Wiener process (Brownian motion)
clear all
close all
d=3;
K =1000;
a=2;
W = zeros(d,1);
dt=1/K;
dW = sqrt(dt)*randn(d,K);
fork=1:K
W=W +dW(,k);
ifd==
plot(W(1),0,’b.”)
axis([-aa-aa])
end
ifd==
plot(W(1),W(2),’b.")
axis([-aa-aa])
end
ifd==
plot3(W(1),W(2),W(3),’b.)
axis([-aa-aa-aal)
end
grid on
drawnow
end
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Illustration (BinomialprozeR, Wiener-ProzeR). Die folgenden Uberlegungen dienen zur
Veranschaulichung einer eindimensionalen Brown'schen Bewegung; die Betrachtung eines
speziellen Binomialprozesses fiihrt bei Verfeinerung des Zeitinkrementes (heuristisch) auf
einen zeitlich kontinuierlichen Prozell mit den Eigeschaften eines Wiener-Prozesses.

0

(i)

Zufallsexperiment. Betrachtet wird ein Zufallsexperiment mit zwei gleichwahrscheinli-
chen Ausgidngen wie beispielsweise ein Miinzwurf. Das Experiment wird innerhalb eines
Zeitintervalles [0, T'] mit T > 0 insgesamt K-mal wiederholt, ndmlich zu den Zeitpunkten

tk=k%, kefl,...,K}.

Dem Ergebnis Kopf eines einzelnen Miinzwurfes wird ein bestimmter Gewinn zugewie-
sen und entsprechend dem Ergebnis Zahl ein bestimmter Verlust

Gewinn bei Ergebnis Kopf: % , Verlust bei Ergebnis Zahl: - % .

Zur besseren Unterscheidung eines einzelnen Wurfes von mehrmaligen Wiirfen werden
im Folgenden die Bezeichnungen Q, y etc. verwendet.

Zufallsvariable. Die Zufallsvariable
wo1 =Kopf — z01=1/%,
Z:QO:{Kopf,Zahl}ﬁ{\/z,—\/%}: \/7T
wo2 =Zahl — zp = —\/;=—201,

gibt den Gewinn bzw. Verlust bei einem einmaligen Miinzwurf zum Zeitpunkt #; mit
k €{1,...,K} an; beachte, dal§ Z nicht von k abhéingt. Entsprechend den relativen Hau-
figkeiten werden den Elementarereignissen Kopf, Zahl die Wahrscheinlichkeiten

tolwo) =po=3,  Holwez)=1-po=3%,

zugewiesen und somit ergeben sich als Erwartungswert und Varianz die Werte
2
E(Z) = Z Z(Q)Oj)ﬂ(woj) =201 Po+ 202 (1 —po) = 201 2py—1)=0
j=1
Z2 =Y (Z(w))) ,U(woj) = zgl Po + zgz (1-po) = Z(%l = IZ()
j=1
V(Z)=E(Z2?) - (E2))* =X
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(iii) Zeitlich diskreter stochastischer Prozefs. Esseik € {1,..., K}. Bestimmt man das Guthaben
zum Zeitpunkt f;, d.h. summiert man die Gewinne bzw. Verluste zu den Zeitpunkten
f1,...,tx, definiert dies einen zeitlich diskreten reellwertigen stochastischen ProzeR®

k
(W(tk))lk(zl; W(t): Q= Qf —R:0 = (01,...,08) — (W(t) (@) = Y Z(we).
(=1

Alle Elementarereignisse, d.h. samtliche moégliche Kombinationen von Kopf und Zahl,
werden als gleichwahrscheinlich angenommen (wegen |Q| = 2|Q_; | fiir k€ {2,...,K})

1 _ 1 .
Hi(w) = 0f = 2F w € Qy;

SBemerkung. Beispielsweise fiir k = 1,2,3,4 treten folgende Kombinationen und zugehérige Gesamtgutha-
ben auf (mit Bezeichnungen K, Z fiir Kopf und Zahl)

K — /%
W(t1)291—>R1{ \/;T
Z — - e
(K, K) — 2
W(r):Q —R:{ (K, 2),(Z,K) — 0,

(Z,2) — -2\/L,

T
(K)K)K) — 3 K’

(KK, 2), (K, Z,K),(Z,KK) — /L,
Wi(t3): Q3 — R: <

(2,2,K,(Z,K 2),K,2,2) — —/L,

(Z,Z,7) —  =3y/%,

(K,K,K,K) — 4\/%,

(K,K,K,2),(K,K, Z,K),(K, Z,K,K),(Z,K,K,K) — 2\/%,
W(ty): Q4 —R:{ (KK, Z,2),(K, Z,K, 2),(Z,K,K, 2),(K, Z,Z,K),(Z,K, Z,K),(Z, Z,K,K) — O,

(Z,Z,Z,K),(Z,Z,K,Z),(Z,K,Z,Z),(K,Z,Z,Z) L _2 %!

(Z)ZrZyZ) —_— _4 %

Direktes Abzdhlen zeigt somit die Relationen

2
Y Wm)@=0, ¥ (Wm)w) =ta+nk=£=n,

we we
Y W) =0, o= Y (W)w 2=;{(4+0+4)%:2%=r2,
1Q2]
weQy weQ
2
Y Ww))@=0, g X ((W(ts))(w)) =300+3+3+9) ¢ =13,
weQ3 weQ3
ZQ (W)@ =0, @y ZQ ( W (1y) (w)) =L (16+16+0+16+16) £ =14.
weQy
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(iv)

)

(vi)

Erwartungswert und Varianz berechnet man mit Hilfe von kombinatorischen Uberle-
gungen basierend auf dem Prinzip der Induktion

EW(ty)= Y (W) @) =gy > (Wt))w) =0

wEQk WeQ

B(Wto)) = Z ( W) ) =kL=t, V(W)= t,

vgl. auch Tabelle C.1.

Erweiterung. Um die Familie (W(l‘k))I,f:1 von Zufallsvariablen W (#;) : Q; — Rin die {ibli-
che Form zu bringen, ist die Angleichung der Definitionsbereiche Qj,..., Qg notwendig.
Etwa fiir k = 2 ist es naheliegend, Paare folgendermaf3en auf K-Tupel zu erweitern

(K, K, %, ..., %) —  2y/%
W(IZ):Q:QK_’R: (K»Zy*!“-)*)r(ZrKr*)---r*) —_ 0;
(ZyZ)*)---y*) — -2 %)

was keine Anderung von Erwartungswert und Varianz bewirkt
Q1 =25 = Qe 1Qk I,

Y (W)@=0, & ((W(tz))(w)) = 1 (42524044282 Loy,

|
weQ weQ

Analoge Uberlegungen gelten fiir den allgemeinen Fall

W(t):Q=Qx —R, E(W(p)=0, V(W)=t, keil,...,K}.

Zuwichse. Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Zufallsvariablen erfiillt (dabei
setzt man W (t) = W(0) =0, mit ke {1,...,K})

W(tk)_W(tk—l) Q—R:w= (wl,...,wK)'_’Z((Uk),
EW(t) - W(t-1)) =0, V(W) = W(tk-1)) = & = bk — g1

allgemeiner gilt (mit k€ {1,...,K} und £ € {1,...,k})

k
W) = W(ti_0): Q@ —R:w = @1,...,08)— Y Zw)),
j=k—0+1

E(W() -W(t-9)) =0, V(W) -W(tk-)) =5 =t — li¢.

Simulation in MATLAB. Die folgende Implementierung illustriert die Simulation eines
Binomialprozesses in MATLAB (Variieren von K).
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TEST_BINOMIALPROCESS.M
% Simulation of binomial process
clear all
close all
T=1;
K =1000;
t = T/K*[0:K];
% Generation of K numbers (Coin toss)
omega = randi(2,1,K);
Aux = 0;
fork=1:K
% Benefit (Head = 2)
if omega(k) ==2
Aux = Aux + sqrt(T/K);
end
% Deficit (Number = 1)
ifomega(k) ==1
Aux = Aux - sqrt(T/K);

end

W(k) = Aux;
end
plot(t,[0,W],’b-")
grid on

(vii) Zeitlich kontinuierlicher stochastischer Prozefs. Fiir K >> 1 dient der betrachtete zeitlich
diskrete stochastische Prozefl zur Veranschaulichung eines eindimensionalen Wiener-
Prozesses, d.h. eines zeitlich kontinuierlichen reellwertigen stochastischen Prozesses
(W (1) rejo, 1), dessen Pfade stetig sind und dessen Zuwéchse unabhéngig sowie normal-
verteilt sind; insbesondere gilt

E(W(t)-W(t))=0, V(W(t)-W(t))=t—1t, n, €0, T], fn<t.

Illustration (Brown’sche Bewegung). Die Bewegung von Teilchen wie etwa Pollen in Fliis-
sigkeiten oder Gasen mit einer von der Temperatur abhingigen Intensitdt wurde vom Bota-
niker Robert Brown beobachtet; die Brown'sche Molekularbewegung wird haufig zur Veran-
schaulichung eines dreidimensionalen Wiener-Prozesses betrachtet. Im Zusammenhang mit
stochastischen Prozessen wird der Begriff Brown’sche Bewegung iiblicherweise als Synonym
fiir Wiener-Prozel$ verwendet.

(i) Newton'sche Bewegungsgleichungen. Zur Modellierung der Bewegung eines mikrosko-

pischen Teilchens der Masse m > 0 in einer ruhenden Fliissigkeit wird angenommen,
dal sich die Fliissigkeitsmolekiile ungeordnet bewegen, sehr kurze Krafteinwirkungen
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in Form von St68en mit Fliissigkeitsmolekiilen zur Bewegung des Teilchens fithren und
sehr viele St6Re des Teilchens mit Fliissigkeitsmolekiilen stattfinden; weiters wird vor-
ausgesetzt, dall Einfliisse wie Schwerkraft, Druck und Auftrieb vernachldssigt werden
konnen. Entsprechend den Newton'schen Bewegungsgleichungen erfiillt die Koordina-
tenfunktion des Teilchens g : [0, T] — R3:¢— q (1) eine Differentialgleichung der Form

mq'(t)=F(t), te(0,T).

Dabei gibt die erste Zeitableitung g’ die Geschwindigkeit bzw. m ¢’ den Impuls und die
zweite Zeitableitung g” die Beschleunigung an; die Funktion F : [0, T] — R® beschreibt
die auf das Teilchen durch St68e mit Fliissigkeitsmolekiilen wirkenden Krifte. Fiir ein
Teilintervall [£,  + At] < [0, T] ist die Zerlegung (mit K; € N und ¢; > 0, bei dquidistanter
Unterteilung entspricht Cil = IA<—1t dem Zeitinkrement)

t:l'0<t1<"'<tK1:t+Al', K = At,

so gewihlt, daB sie die Zeitpunkte einzelner Kraftst6Re angibt.® Aus den Newton’schen
Bewegungsgleichungen folgt

t+At
mq’(t+At):mq'(t)+f mq" (t)dr
t

t+At
= mq'(t)+f F(r)dr
t

K1 13
=mq'(t)+)_ | F@)dr

k=1Ytk-1
Ky 73
=mq'(t)+ K1 M+ Z (f F(1) dT—M);
k=1 \Y k-1

die Groe M bezeichnet den mittleren Impulsbeitrag

M=-c ql(t).

(i) Zufallsvariablen. Um ein einfaches mathematisches Modell in Form eines stochasti-
schen Prozesses zu erhalten, werden zusétzliche Voraussetzungen an

Kl l’k
Y ( f F(r)dr - M)
t,

k=1 k-1
getroffen. Die Gro8en
Iy

Zkz(zkl,zkz,zks)TZI F@)dr-M:Q—R?, kefl,...,Ki},

Tk-1

6In SCHROPP (2014) sind als Beobachtungszeitraum T = 100 Sekunden sowie 108 St6Re pro Sekunde und
somit eine Gesamtanzahl von 10! St6Ren angegeben; die Linge eines Teilintervalles ist in etwa At = 1072, was
K, = 10° StéRen und ¢; = 108 entspricht. Abbildung 1.2 in SCHROPP (2014) veranschaulicht die auf die erste
Komponente wirkende Kraft.
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seien identisch verteilte dreidimensionale Zufallsvariablen, und sdmtliche Komponen-
tenfunktionen seien unabhéngig

Zee:Q—R,  ke{l,... K}, ¢€{1,2,3}.

Fiir die Erwartungswert und Kovarianzmatrix gelte (wobei a > 0)

E(zy) = (E(Zkl); E(Zkz),E(Zkg))T —0€eR,

V(zk1) K(zr1,zk2) K(zk1,2k3)
K(z1, zx2) V(zxo)

K(zk1,zk3) K(zk2, 2k3)

kefl,..., K},
K(zy) =

K(zjo, zk3) | = a Te R¥*3, kell,..., Ky};
V(zg3)

der mittlere Impulsbeitrag wurde eingefiihrt, um Erwartungswert Null voraussetzen zu
konnen. Fiir die dreidimensionale Zufallsvariable

K Ky tx
ZK1 = (ZK11)ZK12rZK13)T = ﬁ Z 2k = ﬁ Z (f F(T) dT—M) Q— Rs
k=1 k=1\Y1

k-1

ergeben sich die Relationen (verwende Linearitdt des Erwartungswertes sowie Unab-
hingigkeit der Komponentenfunktionen, mit k, k;, k2 € {1,...,K;} und ¢, 41,45 € {1,2,3})

Ky
Ezee) =0,  E(Zko =z ) E(z) =0,
k=1

K;

1
ZKlél ZKlfg = (]C_I(] Z Zk][]'zszz) E(Zklélzszz) = V(Zk1[1)5k1k26£1[2)
k1,ko=1
Ky K1
1 1
K(ZKMUZKMZ) = E(ZKMlZKlfz) = oK Z E(Zklflzszz) el Z V(Zkfl)éflfz = 64142 ’
ki ka=1 k=1

und folglich erhdlt man fiir Erwartungswert und Kovarianzmatrix die Werte

E(Zx,) =0€R®,

V(Zk1) K(Zk1, Zk2) K(Zgq1, Zk3)
K(Zg) = |K(Zk1, Zk2)  V(Zk2)  K(Zko Zks) | = e R,
K(ZK11)ZK13) K(ZK12)ZK13)

V(ZK13)

(iii) Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes. Nach dem zentralen Grenzwertsatz’ ist die

7Erinnerung. Es bezeichne (Q, <7, 1) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable
Z : Q — R mit induziertem Maf§ u : Z(R) — [0, 1] ist die zugehorige Verteilungsfunktion durch

Fz:R—1[0,1]:r— pz((~o0, 1) = p({w € Q: Z(w) € (o0, 11})
definiert.

Zentraler Grenzwertsatz. Der Grenzwertsatz von Lindeberg und Lévy besagt, daf die Summe von unab-
héngigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert und endlicher positiver Varianz
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Zufallsvariable Zx, fiir K; — oo standardnormalverteilt, und somit gilt (wegen K; = ¢;Af)

K I
ZKI:Z(f F(r)dr - M) =0 Z~NO, D),
k=1 \Y1k—1

K Ty
VacAtZg, = Z (f F(r)dr - M) \/aclA tZ~NQO,ac Atl);
t

k=1 k-1

folglich erhilt man (verwende M = — ¢, g'(t) sowie KiM = —cic, At q' (1))

K 13
mq'(t+At)=mq () +KiM+ ) U ‘ F(1) dT—M),
L

k=1 k-1

K1 7
mq'(t+At)—-mq' (D) +cicAtqg (D) =) (f ‘ F(r)dT - M) X VacAtZ.
t

k=1 k-1
(iv) Stochastischer Prozefs. Fiir K € N bezeichne
O=fh<h<--<tg=T

eine Zerlegung des gesamten Zeitintervalles [0, 7] und (Z (L‘,C))I]f:1 eine Familie von un-
abhidngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen; ersetzt man in der zuvor abge-
leiteten Relation fiir den Impuls folgende GréRBen

I~ Iy, At < g1 — Iy, Z = Z(ty),

asymptotisch normalverteilt ist. Genauer, bezeichnet (z;) xen €ine Folge von unabhéngigen identisch verteilten
reellwertigen Zufallsvariablen

ZkZQ—>R, E(Zk)ZEQER, V(Zk)ZV()ER, V0>O, kEN,

so besitzt die K-te Partialsumme der Zufallsvariablen die Eigenschaften (mit K € N)

K
Sk=)Y z:Q—R, E(Sx)=KEy, V(Sx)=KVZ>0;
k=1

bildet man die standardisierte Zufallsvariable
Zg = W (Sk—E(Sx)): Q@ — R,

so besagt der zentrale Grenzwertsatz, dall die zugehorige Verteilungsfunktion fiir K — co punktweise gegen die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergiert (Konvergenz in der Verteilung)

VreR: hm,u({a)EQ Zg () € (=00, 11}) \ﬁf %

Erinnerung. Fiir eine standardnormalverteilte reellwertige Zufallsvariable Z gilt

Z~N(©O,1) = a+BZ~N(a,p>.
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)

fiihrt dies auf einen zeitlich diskreten stochastischen ProzeR (¢(z));_, mit Werten in R?,
welcher durch die Relation

mq' (tgs1) —mq' (tx) = —c1¢ (b1 — 1) g (t3) + V ac1 (b1 — te) Z(tx),
Z(ty) ~N©O,I), ke{o1,...,.K—1},

definiert ist.

Spezialfall (Wiener-Prozefs). In speziellen Situation, wo die Beitrdge auf der linken Seite
im Vergleich zu den Beitrdgen auf der rechten Seite vernachlédssigbar sind

16 (tre1 — 1) 4 (1) = Vacr (tee1 — ) Z(t),  Verea vtk — e q' (15 = Va Z(ty),
g (t) ~ —=L  7(1),

c2 v/ €1 (T+1— 1)
fiihrt eine Quadraturapproximation mittels Linksregel auf die folgende Relation
78]

q(tes1) — q(ty) =f q' () dr = (tge1 — 1) q' (1) = \/‘gcz Vi1 — e Z(1g) .

Ik

Fordert man Gleichheit, und gibt man zum Anfangszeitpunkt fy = 0 den Ursprung als
Anfangsposition vor

{q(tkﬂ) =q(tx) + %_f'; Vi1 — e Z(tg), ke{0,1,...,K-1},
q0)=0,

sind die Koordinaten des Teilchens durch folgende Relation gegeben®

k-1
)= LW, W)=Y Vi -t Z(t),
/=0

W0)=0, W) - W(ti_1) =Tk — i1 Z(ti_1) ~ N(0, (tx— tr_DI), kefl,...,K}.

Der zeitlich diskrete stochastische Prozel3 (W(tk))I,f:0 dient zur Illustration eines dreidi-
mensionalen Wiener-Prozesses bzw. einer dreidimensionalen Brown’schen Bewegung.

8 Bemerkung. Auflosen einer Rekursion der Form

Ajy1 = ag + by, kefo,1,...,K-1},
ap=0,

fiihrt auf die folgende Darstellung

k-1
ap=ap_1+bp_1=ar_2+br_o+br_1=---=ag+by+---+by_o+br_1= Z by, kefl,...,K}.
=0
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(vi)

(vii)

Bemerkung. Man beachte, dall ein Wiener-Prozel$ fast sicher an keiner Stelle differen-
zierbar ist; dies bestétigt auch die folgende Relation fiir die Varianz

V(W (1) = W(tr)) = treer — tk,
V(R0 -y (W ) - WOk =

41— 1 —0
Te1— Ik (frs1—1x)? >

tk1 Ik

Der bei der Herleitung eines mathematischen Modelles oft gewidhlte Zugang, mittels des
Grenzwertes fy;1 — tx — 0 von einer Differenzengleichung auf eine Differentialgleichung
iiberzugehen, ist deshalb in der betrachteten Situation im klassischen Sinn nicht wohl-

definiert (setze ¢ = \/‘[C und verwende W (ty11) — W(tr) = Vs — b Z(11))

q(tr1) — q(tg) . W (ter1) — W(tg)

q(te+1) = q(t) + ¢ (W (tgr1) = W(Ee), P P
+1 +1—

Stochastisches Integral. Um die Einfiihrung des stochastischen Integrales zu illustrieren,
wird eine Modifikation der zuvor angegebenen Relation betrachtet. Es bezeichne 7y = 0
den vorgegebenen Anfangszeitpunkt und g, € R® die zugehorige Anfangsposition; fiir
eine Zerlegung fo < f; < --- < tx = T des Zeitintervalles .7 = [ty, T] gelte (mit c : R3 — R)

{q(tkﬂ) = (1) +c(q() W) - W(te),  kelo,1,...,K-1},
q(t) = qo

Durch Auflosen der Rekursion erhilt man die folgende Darstellung fiir den Wert der Ko-
ordinatenfunktion zum Endzeitpunkt

K-1
q(T) = qo+ ) c(qt)) (W (tie1) = W(t).

Unter geeigneten Voraussetzungen an die zeitlich diskreten Prozesse (q(tk))Ik(:O,
(W(tk))Ik(:o und die Koeffizientenfunktion c : R — R ist es sinnvoll, die Grenzwerte fiir
verschwindende Feinheit der Zerlegung zu bestimmen; die Riemann-Stieltjes-Summe
fiihrt in diesem Fall auf das stochastische Integral im Sinne von It6, und es ergibt sich ei-
ne Integralgleichung fiir den zeitlich kontinuierlichen stochastischen ProzeR (q());c#
(Verwendung derselben Bezeichnungen fiir Grenzwerte)

sup  (fry1—tp) —0:  q(T)= qo+Z c(q(t) (W (tg41) — W (1))
kef{o,1,...,K-1}

T

— q(T)=qo+f c(q(0) AW (0);

fo

wie in der Einleitung erwédhnt, ist dafiir die kompakte symbolische Notation

{dq(t) =c(q))dw(, teT,
q(t) = qo,
gebrduchlich.
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D.5 Integralbegriffe, Lebesgue-Riume

Integralbegriffe. Fiir ein besseres Verstdndnis des stochastischen Integrales ist es hilfreich,
sich die wesentlichen Integralbegriffe Riemann-Integral und Lebesgue-Integral sowie die Er-
weiterungen Riemann-Stieltjes-Integral und Lebesgue-Stieltjes-Integral in Erinnerung zu ru-
fen. Da an dieser Stelle keine prdzisen Definitionen und keine ndheren Informationen zu
Existenzresultaten unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen an den Integranden und
die Gewichtsfunktion angegeben werden, sei zusitzlich auf Literatur zur Riemann- und
Lebesgue-Stieltjes-Integration verwiesen.

(i) Situation. Es seien f, g : [a, b] R — R zwei auf einem beschrénkten Intervall definierte
hinreichend reguldre reellwertige Funktionen.

(ii) Riemann-Integral. Fiir K € N bezeichne
a=ty<h<--<tg=b
eine Zerlegung des Intervalles; die zugehdrige Feinheit ist durch

sup  (fr+1— k)
kei0,1,...K—1}

gegeben. Die Approximation des Integranden durch Treppenfunktionen fiihrt auf
Riemann-Summen und speziell auf Obersummen und Untersummen

K-1

Z f(Tk+].)(tk+1_tk)! Tk+l€[tk! tk+1]y kE{O,l,...,K_l},

k=0
K-1 K-1
Y sup{f():telty, i} (teer— 1), Y Inf{f(0): t € [tg, tis1]} (E1 — 1)
k=0 k=0

als Grenzwert bei verschwindender Feinheit ergibt sich das Riemann-Integral

b
f F(odt.
a

(iii) Riemann-Stieltjes-Integral. Lallt man bei der Approximation durch Riemann-Summen
eine zusitzliche Gewichtung mittels einer Funktion g zu

K-1
Y fa) (8tke) —8(0),  Tkw1 € [tk k], k€1{0,1,...,K—1},
k=0

K-1

Y sup{f(0):te [ty tral} (g(ter1) — (1K),

k=0

K-1

Y inf{f(2): t € [tx, trs1]} (8(te+1) — 8(21)),

k=0
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so fithrt dies auf das Riemann-Stieltjes-Integral

b
f f(odg);

wie {iblich betrachtet man speziell Stieltjes-Obersummen und Stieltjes-Untersummen.
Offensichtlich ergibt sich im Spezialfall der Identitédt g : [a,b] — R: t — t das Riemann-
Integral.

(iv) Lebesgue-Integral. Das Lebesgue-Integral wird zunéchst fiir einfache Funktionen erklért
(mit Bezeichnung y 4 fiir die charakteristische Funktion einer mel$baren Menge, Eigen-
schaft der Linearitit wird vorausgesetzt)

K
Y akxal(0,

k=1
b b K K
f X, (0) dp(D) = p(Ap), f Y g xa (0 du(n) = Y. agu(Ag);
a a =1 k=1

bei Approximation des Integranden durch einfache Funktionen ergibt sich das
Lebesgue-Integral

b
f @) du(r).

(v) Lebesgue-Stieltjes-Integral. Falls das betrachtete Mall durch Funktionswerte der Ge-
wichtsfunktion definiert ist, beispielsweise fiir ein beschrianktes offenes Intervall durch
die Relation

pe((c,d)) = lim g()— lim g (1),

erhilt man das Lebesgue-Stieltjes-Integral

b
f f@®) dug(2);

im Spezialfall der Identitét g : [a,b] — R : — ¢ entspricht u; dem Lebesgue-Mall und
somit das Lebesgue-Stieltjes-Integral dem Lebesgue-Integral.

Lebesgue-Ridume. Im Folgenden wird an die Konstruktion und wesentliche Eigenschaften
der Lebesgue-Rdaume erinnert; detailierte Informationen zum relevanten Spezialfall LP(R%)
sind beispielsweise in KANZOW (2012) angegeben.

(i) Konmstruktion. Fir einen Exponenten p € [1,00) bzw. p = co und einen Maliraum
(Q, o/, u) bezeichnet

Z”(Q)z{f:(l—»ﬂ%meﬁbarundf|f(w)|pdu(w)<oo}, pell,o00),
Q

L*Q) = {f:Q — R meRbar und esssup|f(w)| = inf sup |f(w)| <oo},
weQ z?ge)% weQ\Ag
H(Ag)=0
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(i)

den reellen Vektorraum der auf Q) definierten p-fach integrierbaren bzw. im Wesentli-
chen beschréankten reellwertigen Funktionen. Die Funktion

1
|-|gp:$"(9)—»u%zo:f~|f|$p=(f9|f(w)}”du(w))p, pell,o0),
|| geo 1 Q) — Rsg: f— | f| yoo = €sSSUP| f ()],

weQ

erfiillt die Eigenschaften positiv-semidefinit, homogen und subadditiv (Herleitung der
Dreiecksungleichung bzw. Minkowski-Ungleichung mittels der Hélder-Ungleichung)

VieZP(Q:  |f|ler 20,
VeeR YFeLPQ):  |cflyp=lcl|flyn,
Vfi,LeZLP(Q): |fi+ ol gp < filgr +1fol 2w,

und definiert somit eine Halbnorm auf #?(Q). Um einen normierten Raum zu erhalten,
identifiziert man Funktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, und geht auf Aquivalenz-
klassen und den zugehorigen Quotientenraum iiber

[A]=[f2] < fi-f>=0 fastiiberall beziiglichu, fi, o€ L7,
LP(Q) = 2P Q) /{f € ZLP Q) :|f| 4» =0}

Die Werte der mittels der .#P-Halbnorm definierten Funktion

- lzp s P — Rso : [f]— | [f]]l o = || 20

sind unabhédngig von den gewédhlten Reprdsentanten; die Funktion | - ||z» erfiillt die
Normeigenschaften und ist insbesondere positiv-definit
VfelLl(Q): Ifllzr=0 < f=0.

Insgesamt folgt daraus, dall die Lebesgue-Rdume normierte Rédume sind

(7@, - r),  pell,ool.

Eigenschaften. Fiir jeden Exponenten p € [1,00] ist der zugehorige Lebesgue-Raum
(LP(Q), lI-llzr) vollstandig und daher ein Banach-Raum; im Spezialfall (L2(Q), (-]) 12, 11 72)
ergibt sich ein Hilbert-Raum

A Lel?@:  (AlR)ez= fQ filw) f2(w) du(w).

Falls Q ein separabler MaRraum? ist, fithrt L”(Q) fiir Exponenten p € [1,00) auf einen
separablen Banach-Raum; der Banach-Raum L*°(Q2) ist im Allgemeinen nicht separabel.

9Bemerkung. Ein MaRraum (Q, <7, ) heilt separabel, wenn die zugehorige o-Algebra <7 durch abzihlbar
viele Mengen erzeugt wird. Der euklidische Raum versehen mit der Borel-o-Algebra ist separabel, da die Borel-
o-Algebra durch die kartesischen Produkte offener Intervalle mit rationalen Endpunkten erzeugt wird

d
Q=RrY, R :cr({ H(aj,bj)cR:aj,bje@,je{l,...,d}}).
j=1
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(iii)

Fiir jeden Exponenten p € (1,00) ist der zugehorige Lebesgue-Raum L” (Q) reflexiv; dies
folgt aus dem Resultat, dalk die Funktion

@ — (@) f—(f]-)  ppelo), L+k=1,
ein isometrischer Isomorphismus ist und somit die Identifikation
p ¥ ppt * 1,1 _
(LP( )" =L (), pp €(l,00), S+oz=1,

gerechtfertigt ist. Im Gegensatz dazu sind die Lebesgue-Riaume L' (Q2) und L*(Q) im All-
gemeinen nicht reflexiv.

Spezialfille. Betrachtet man speziell einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, .o/, u), so ist
der Lebesgue-Raum L!(Q) durch

L' = {Z:Q — R meRbar und E(|Z)) :f |Z ()| dp(w) <oo}
Q

gegeben. Der Lebesgue-Raum L?(Q) entspricht dem Hilbert-Raum der auf Q definierten
quadratintegrierbaren reellwertigen Zufallsvariablen (bei zusitzliche Identifikation von
fast tiberall tibereinstimmenden Funktionen)

L2(Q) = {Z:Q—»[R{ meBbarundf (Z(w))2 du(w) <oo};
Q

insbesondere sind Erwartungswert und Varianz wohldefiniert, denn es gilt (verwende
Holder-Ungleichung und p(Q) = 1, beachte zudem Z € L'(Q)

Zel’(Q) = E(Zz):f(Z(w))zdu(w)<oo
Q

= E(Z):fQZ(w) dp(w) < Q) \/fg (Zw)? dpw) < co.

Vorbemerkung. Es sei (2,7, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es gelte p € [1,00). Der
Lebesgue-Raum L?(Q) umfal3t alle auf Q definierten p-fach integrierbaren reellwertigen Zu-
fallsvariablen (zusatzliche Identifikation von fast tiberall tibereinstimmenden Funktionen)

L”(Q)z{Z:Q—»RmeBbatund[ |Z(w)|pd,u(w)<oo}.
Q

Wihlt man speziell ein Intervall 7 = [£y, T] < Rmit T > fy, so gilt entsprechend (iiblicherweise
beziiglich der Borel-o-Algebra und dem Lebesgue-Borel-Mal3 bzw. mittels Vervollstindigung
beziiglich der o-Algebra der Lebesgue-mellbaren Mengen und dem Lebesgue-Mald)

T
LP(T) = {Z: 7 — R meBbar und |Z(t)|pdt<oo}.
Iy
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Man beachte, dal durch einen zeitlich kontinuierlichen reellwertigen stochastischen Prozef3
(Z0)1eqrr Z):Q—R:0— (Z(1))(w), teT,

eine reellwertige Zufallsvariable definiert wird (Betrachtung der Produkt-o-Algebra, zur Ver-
einfachung der Notation wird dieselbe Bezeichnung verwendet)

Z:Qx T —R:(0,1)— (Z(1)W).

Im Zusammenhang mit der Einfithrung des stochastischen Integrales ist die Menge der pfad-
weise p-fach auf .7 integrierbaren Prozesse wesentlich

T
Lﬁ(Q):{Z:Qxﬂ—»RmeEbarund u({weQ:[ |Z(a),t)|pdt<oo}):1}
fo

= { (Z(0) 5 auf Q definierter reellwertiger stochastischer Prozef mit

M({weQ;fT|(Z(t))(w)|P dt<oo}) - 1};

Ip

genauer gilt folgende Definition.

Pfadweise L”-Prozesse. Esbezeichne (Q, o7, (<7 (1));c 7, ) einen filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum und .7 = [fy, T]1 < R ein Intervall; weiters gelte p € [1,00). Die Menge der pfadweisen
LP-Prozesse ist wie folgt definiert

Lh = { (Z(0) ,c » auf Q definierter adaptierter reellwertiger stochastischer Prozef mit

,u({a)EQ:[T|(Z(I))(w)|pdt<oo}) = 1}.

fo
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D.6 Konstruktion des It6-Integrales

Situation. Esbezeichne .7 = [tp, T] mit 0 < fy < T das betrachtete Zeitintervall und (Q, <7, )
einen Wahrscheinlichkeitsraum. Weiters bezeichne (W (1)) ;c # einen auf Q) definierten eindi-
mensionalen Wiener-Proze und (Z(1));c 7 einen auf Q definierten reellwertigen stochasti-
schen ProzeR.1°

Ziel. Im Folgenden wird die Konstruktion des stochastischen Integrales

T
f Z(t)dW(r)
f

0
im Sinne von It6 beschrieben. Die grundlegende Idee ist es, den Integranden durch Funk-
tionen einfacher Struktur zu approximieren und das Integral entsprechend dem Riemann-
Stieltjes-Integral zu definieren (wobei KeNund fp < f; <---<tg=T)

K-1 T+l
Z(t) = Z Z(t) Xite, i) (D) + Z(tK) X113 (1), tET, f 1dW(t) = W(tgs1) — W(H);
k=0 tr

wie zuvor bezeichnet y 4 die charakteristische Funktion einer Menge A.

Konstruktion (Itd-Integral). Die folgenden heuristischen Uberlegungen zur Konstruktion
des Itd-Integrales werden in einem spédteren Abschnitt prazisiert. Fiir K € N wird eine Zerle-
gung fp < f; <--- < tx = T des Zeitintervalles betrachtet.

(i) Vorbemerkung. Betrachtet man das spezielle Riemann-Stieltjes-Integral

T T
f=1: f(2)dg() :f 1dg(p),
To 7

0

so ist offensichtlich, daR sich die Stieltjes-Obersumme und entsprechend die Stieltjes-
Untersumme zur Zerlegung ) < 1 < --- < tx = T folgendermallen vereinfachen
(Teleskop-Summe)

K-1 K-1
Y sup{f (D) :t€ltg i)} (§tre) —8(1)) = D (g(tks1) — 8(20)) = (1) — g(10);
k=0 k=0

somit ist der Wert des Riemann-Stieltjes-Integrales gleich

T
f 1dg(r) = g(T)—g(to).
11

0

19Voraussetzungen. In Schropp (2014) wird bei der Einfithrung des Itd-Integrales vorausgesetzt, daR
(Q, o, (A (1) e, 1) ein mit einer vollstindigen Filtrierung versehener Wahrscheinlichkeitsraum ist. Weiters
wird angenommen, dal} der eindimensionale Wiener-ProzeB (W (f)), s adaptiert ist und fiir alle Zeitpunkte
t1,t € 7 mit t < f, der Zuwachs W (f;) — W(¢;) unabhéngig von 7 (1;) ist. Auerdem sei der auf Q definierte
reellwertige stochastische Prozel§ (Z(1));c # adaptiert, und die Funktion Z: Qx .7 - R: (w, t) — (Z(1))(w) erfiille
die Bedingung Z € L?(Q x .7). Vergleiche dazu auch DECK (2006).
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(ii) Konstanter Integrand. In Ubereinstimmung mit diesen Uberlegungen wird das stocha-
stische Integral fiir konstante Integranden durch

Te+1
f CdW(t):C(W(tk-l-l)_W(tk))) ke{lr---’K})
t

k

T
f cdW(t) =c(W(T) - W(t),

4]

definiert.

(iii) Treppenfunktion. Fiir eine fixierte Zerlegung fy < ) < --- < tx = T sei (Z (tk))llfzo ein
auf Q definierter zeitlich diskreter reellwertiger stochastischer Proze3. Betrachtet man
als Integrand die zugehérige Treppenfunktion der Form!!

K-1
Z(0):Q—R:0— (Z0) ) = ) (Z(0) @) Y11 1.0 (D + (Z(t1)) @) x50 (D), 1€ T,
k=0

so ist es naheliegend, das stochastische Integral durch (Eigenschaft der Linearitdt wird
vorausgesetzt, kein Beitrag des letzten Summanden)

T K-1 T
f (Z(0)) () AW D)) = ) (Z(tp) ) f Xite, i) (D A(W (D) (w)
7 Ip

0

ol
Ld

Tk+1
(Z(tk))(w) 1d(W (D) (w)

I

?\7.
o

1
”M._

Z(l‘k) (@) (W(tes) - W) @), weQ,

zu definieren; die gebrduchliche Kurzschreibweise ist

T K-1
f Zdw(n) = ) Z(t) (W tke1) = W(5).
) k=0

(iv) Ito-Integral. Zur Einfiihrung des It0-Integrales niitzt man die Tatsache, dal fiir Inte-
granden Z € L?(Q x .7) eine Folge von approximierenden Treppenfunktionen der zuvor

" Bemerkung. Fordert man fiir die betrachteten Treppenfunktion die Form
K-1
Z0) =) 200 X o (D + 208D X1 (), t€T,
k=0
so folgt insbesondere Z(#x) = z(#) fiir k € {0,1,..., K}. Eine Alternative wie etwa
B K-1
Z(1) = Z(to) X110y (D + ) Z(t) Xt ) (D), LET,
k=0

wiirde auf denselben Wert des Integrales fithren; in diesem Fall gilt jedoch Z(tx,1) = Z(ty) fiir k€ {0,1,..., K —1}.
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angegebenen Struktur existiert (wobei t € .7)

K-1
{— .
7O =27 in*)(Qx7), ZO®=Y Z9M% X @+ Z9 ) xua (),
k=0

und die zugehorige Folge von stochastischen Integralen
T K1,
(f A0 dwm) = ( Y ZO ) (W ter) - W)
fo leN k=0 leN

eine Cauchy-Folge in L?(Q) bildet; die Vollstdndigkeit von L?(Q) sichert die Existenz ei-
nes Grenzwertes, welcher als Ito-Integral bezeichnet wird

T T
fz(”(t)dwm [1’9] Z(dW () in L2(Q).
[ to

0

(v) Erweiterung des Ito-Integrales. Es ist wesentlich, die an den Integranden gestellte ein-
schrinkende Bedingung Z € L?(Q x .7°) durch die schwichere Voraussetzung Z € L2, (.7)
zu ersetzen. Dazu betrachtet man fiir Z € Li(ﬁ ) eine im stochastischen Sinn konver-
gente Folge von Treppenfunktionen'?

T
p-lim | (z9w-zw)*de=0

{—o0Jy,
T 2
< Ve>0: [lim ,u({a) eQ :f ((Z([)(t) - Z(t))(w)) dt> E}) =0
o0 ”
und erklért das Ito-Integral wie folgt

T T
f ZOdw@ =pu-lim | ZO@dw().
17

0 {—o0J g,

Eigenschaften (Ito-Integral). Das Ito-Integral einer Treppenfunktion definiert eine reell-
wertige Zufallsvariable

K-1
ZW) =Y ZW0) Xt D+ ZU) X1y (0 : Q— R,  t€T,
k=0
T K-1
Z)dW () = Y Z(t) (W (trs) - W) : Q — R;
i k=0

12Erinnerung. Es bezeichne (Q, <7, ) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine Folge von Zufallsvariablen
(Z©D) geny mit Z© : Q — R spricht man von stochastischer Konvergenz gegen eine Zufallsvariable Z : Q — R,
wenn die Bedingung

Ye>0: [lim ,u({wEQ:|Z(€)(a))—Z(a))|>g})=0
erfiillt ist; die {ibliche Schreibweise ist in diesem Fall die folgende

p— lim 70 =7,

{—o00
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unter der Annahme, dal} die Koeffizienten quadratintegrierbar sind
Z(ty) € L2(Q), ke{0,1,...,K—-1},

sind Erwartungswert und Varianz wohldefiniert und durch
T T T )
E(f Z(t) dW(t)) =0, V([ Z(1) dW(t)) = f E((z(0)’) dt,
to to 1o

gegeben. Da die Konstruktion des stochastischen Integrales im Sinne von It6 auf der Approxi-
mation des Integranden Z € 12 () durch Treppenfunktionen beruht, iibertragen sich die
Eigenschaft der Linearitdt und insbesondere die angegebenen Relationen fiir Erwartungswert
und Varianz auf den allgemeinen Fall.

Erklédrung. Zur Herleitung der Resultate fiir eine Treppenfunktion der Form

K-1
ZW) =Y ZW0) Xt oo D + ZU) Xiey (1), €T,
k=0

werden die folgenden Uberlegungen geniitzt; wesentlich sind die Eigenschaften eines eindi-
mensionalen Wiener-Prozesses sowie die Unabhéngigkeit gewisser Zufallsvariablen.

(i) Voriiberlegungen. Laut der Definition eines eindimensionalen Wiener-Prozesses sind
alle Zuwichse normalverteilt, und insbesondere erfiillen Erwartungswert und Varianz
die Relationen (fur k€ {0,1,...,K—-1})

E(W(fx+1) = W(5)) =0, E((W(fkﬂ) - W(tk))z) = V(W (tes1) = W(t) =t — tr.

Wesentlich ist die Unabhédngigkeit der Zufallsvariablen Z(#;) und W (fx;1) — W (1) fiir
ke{0,1,...,K -1}, woraus sich die Identitét

E(Z(t0) (W (101 - W(t0) ) = E(Z(10) E(W (t1) - W(20) =0

ergibt; man beachte, dal mittels der Holder-Ungleichung bzw. der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung die Wohldefiniertheit des Erwartungswertes folgt

Z(tel*(Q = Zel'(Q), E(Z(t)<oo,

E(Z(rk)):fQ(Z(rk))(w) dup(w) </ uQ) \/L((Z(tk))z)(w) dp(w) =\/E((Z(tk))2) < 00.

Weiters niitzt man die Unabhéngigkeit der Quadrate

E((Z(t0)? (W (k1) = W (t0)?) = E((Z(20)?) E((W (1) - W (1))

= B((2(t0)?) (i1 - 1) <00,
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Mit Hilfe der Holder-Ungleichung zeigt man die Wohldefiniertheit von (zur Vereinfa-
chung der Notation werden die Argumente nicht angegeben)

E( 200 Z(p) (W (1) - W(w0))

= fQ Z (1) Z(tg) (W (tx41) = W (1)) dp

S¢ fQ (Z(tz))zdu\/ fQ (Z(t0)* (W (tre1) = W(te))° dp

= \/E((z(m)z) \/E((Z(tk))2 (W (tgs1) — W(tk))z) <00,

und aufgrund der Unabhingigkeit erhilt man fiir k, ¢ € {0,1,..., K -1} mit k # ¢
E(Z(1) Z(t0) (W (t41) = W (10) (W (t71) = W (1)) )

= E(Z(tk) Z(t0) (W (L) - W(tk))) E(W(te1) - W(tp)) =0.

(ii) Erwartungswert. Zur Bestimmung des Erwartungswertes wird die Definition des Ito-
Integrales, die Linearitédt des Erwartungswertes und die Relation E(W (fx+1) — W (tx)) =0
verwendet

T K-1
E( Z(1) dW(r)) = E( Y Z(t) (Wtgar) - W(tk)))

lo k=0
K-1
= ¥ E(2(0) (Wt - W(1)
k=0
K-1
= Y E(Z(t) E(W (tr1) — W(tp)) = 0.
k=0

(iii) Varianz. Aus den obigen Uberlegungen folgt fiir k, ¢ € {0,1,..., K — 1} die Identitét

E(Z(10) Z(t0) (W (t01) = W(t0) (W (t7:1) = W (t0)) ) = E((Z())° ) (tir = 80 B
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da der Erwartungswert des It6-Integrales verschwindet, vereinfacht sich die Varianz zu

T K-1
V( f Z(1) dW(r)) = V( Y Z(t) (W (trs1) — W(ER)
fo k=0

K-1
= E( Z Z(t) Z(tg) (W (1) = W) (W (t241) - W(te)))
k0=

,_.

E(Z(tk) Z(10) (W (1) = WD) (W (te) = W 20)))

k,0=0
K-1
E( Z(t0)?) (ts = 1) Sk
k,0=0
K-1 5
= ((Z(Ifk)) )(tk+1—tk)-
k=0

Der Erwartungswert des Quadrates einer Treppenfunktion ist offenbar durch (in Hin-
blick auf Integration beziiglich ¢ kann der Beitrag Z(fx) x . () vernachléssigt werden)

K-1

(ZW)* = Y Z(tk) Z(t) X1 1y 0 (B Xty 11y 0 (D)
k1,k2=0
9 K-1
E((Z(t)) ): Z E(Z(tkl)Z(tkz))X[tkl'tkﬁl)(t)X[tkz'tkz“fl)(t)’
k1,k2=0

T
f X[tklvtk1+1)(t) X[sz,tk2+1)(t) dt = 6’61]62 (tk1+l - tkl) »
To

gegeben; Integration beziiglich ¢ € .7 fiihrt somit auf
T ) K-1 ) T
f E((Z(t)) )dt: Y E((Z(tk)) )(tk+1— t) = V( Z(0) dW(t)),
lo k=0 fo

was die Behauptung zeigt. o

Stochastische Integralbegriffe.

(i) Zugang von Ito. Die Konstruktion des Ito-Integrales beruht auf der Approximation des
Integranden durch Treppenfunktionen spezieller Form, wofiir sich das It6-Integral auf
natiirliche Weise ergibt

T K-1 T
j ZOWdw@ = Y. ZO ) (Wtea) - W) == |z dw);
fo k=0 lo
da die linken Grenzen der Teilintervalle als Stiitzstellen gew@hlt werden, entspricht das
Ito6-Integral der Linksregel.
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(ii) Zugang von Stratonovich. Betrachtet man stattdessen Approximationen entsprechend
der Trapezregel, ergibt sich das Stratonovich-Integral

T
Y 12O + 20 (4 1) (W i) - W) =2 | Z(n)odW (0).
k=0 to
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D.7 It6-Prozef}, Lemma von Ito

Vorbemerkung. Bevor der Begriff eines It6-Prozesses eingefiihrt wird und die wesentlichen
Voraussetzungen fiir die Anwendung des Lemmas von It6 prézisiert werden, sollen heuristi-
sche Uberlegungen die Aussage des Resultates fiir den Spezialfall eines Wiener-Prozesses ver-
deutlichen.

Situation. Wie zuvor bezeichne .7 = [fy, T] mit 0 < ty < T das betrachtete Zeitintervall,
(Q, o7, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum, (W (t)) ;e # einen auf Q definierten eindimensiona-
len Wiener-Prozel§ und (Z(%)) 7 einen auf Q definierten reellwertigen stochastischen Pro-
zelRR.

Lemma von Ité. Fiir jede reelle Funktion F € € (R) gilt die Identitit
T T
F(W(D)-F(W(t)) = f F'(W(®)dw(r) + %f F'(W(n)dt,
to fo

wobei das stochastische Integral im Sinne von Itd definiert ist.
Erkléirung. Die folgende heuristische Herleitung des Lemmas von It6 soll die grundlegenden
Ideen deutlich machen.

(i) Rules of thumb. Da die Pfade eines Wiener-Prozesses zwar fast sicher stetig jedoch fast
sicher an keiner Stelle differenzierbar sind, ist eine Entwicklung der Differenz

W (tes1) = W (), o ltkr1 €7, e < tesl

im klassischen Sinn nicht wohldefiniert; stattdessen niitzt man aus, dald samtliche Zu-
wichse eines Wiener-Prozesses normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz

V(W (tee1) - W(tg)) = E((W(l‘k+1) - W(fk))z) = lk+1— k> oo tks1 €T, e < tgsns

sind. Zur Vereinfachung der Uberlegungen wird kurzzeitig angenommen, daf W eine re-
elle Funktion ist, welche die Eigenschaften eines Wiener-Prozesses wiederspiegelt; ins-
besondere gelte

W:7 —R, W) =W = Vi1~ totir1 €7, e <tpg.

In Hinblick auf die Konstruktion des It6-Integrales wird fiir spezielle Approximationen
zu Zerlegungen fy < f; < --- < tx = T mit K € N die Relation

K-1 Koo [T
Z Z(tr) (W (tgs1) — W) — Z(t)dW(r)
k=0 lo

verwendet; in der betrachteten Situation wird Z(t) = F'(W (1)) gesetzt.

68



(ii) Herleitung. Mittels partieller Integration folgt die Entwicklung
F(W (tg1)) - F(W (1)

= F(W(tk) +0 (W(tge1) - W(tk)))’

1
o=0

1
- fo %F(W(tk) +0 (W(tgs1) - W(fk))) do

1
- fo F (Wt +0 (W) = W(t)) (W) - Wi) do

= F'(W(t) (W (tg1) - W (5)

1
+ [ =) B (Wt + 0 (Wt = W) ) (W 1) = Wi(8)’ dor
= F'(W(tr)) (W (tgs1) — W (1))
+ 3 F(W(tR) (W (L) - W(t)°

1
+1 fo (1- U)ZFW(W(l‘k) +0 (W (tgs1) - W(tk))) (W(tir) - W)’ do,

vgl. Taylorreihenentwicklung mit Restglied in Integralform. Summieren fiihrt auf

K-1

Y (F(W () - F(W (80))

K-1
= Y F'(W@) (W(tksn) - W(t0)
k=0
K-1 5
+3 kZ F'(W (1) (W (tre1) - W (t)
=0

1 K-1

+ % 1-0)? ) F'"(W(tk) +0 (W(tgs1) - W(tk))) (W (tgs1) - W(tk))s do.
0 k=0

Die linke Seite hat die Form einer Teleskop-Summe und vereinfacht sich zu

Ki (F(W(tkH)) ~ F(W(tk))) =F(W(D)) - F(W(t)).

Der erste Beitrag auf der rechten Seite ist eine Approximation an das It6-Integral

K-1 T
Y F (W) (W () = W) = f F'(w(n)dw (),
k=0 o

und der zweite Beitrag stellt eine Ndherung an ein bestimmtes Integral dar

Wtir1) = W(tk) = v/ tir1 — Lk,
K-1 9 K-1 T
32 F'(Wa) (W) - W) = 3 ) F' (WD) (ter — 1) = 3 f F"(W(n)dr.
k=0 k=0 lo
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Ahnliche Uberlegungen deuten darauf hin, daf der Restterm gegen Null konvergiert
2 le+1— 1 —0
(W (1) =W ()" = trs1 — bk, W(te)-Wi(t) — 0,

1 K-1
3| a-0f ¥ F"(W (50 + 0 (W (tka1) = W () ) (W (1) - W(50)* dor = 0.
k=0
Insgesamt begriinden diese Uberlegungen das angegebene Resultat. o

Mlustrationen. Zur llustration des Lemmas von It6

T T
F(W(T))—F(W(to)):f F'(wW@) dW(t)+%f F'(W(p)dt

fo To

wird die Identitdt und eine quadratische Funktion betrachtet.

(i) Identische Funktion. Im einfachsten Fall der Identitit F : R — R : w — w ergibt sich
wegen F'(w) = 1 sowie F”(w) = 0 wie erwartet die Relation

T
f 1dW(t) = W(T)—-W(t).
Tp

(ii)) Quadratische Funktion. Speziell fir F:R—-R: w — w? und ty = 0 erhilt man (wegen
W (0) = 0 fast sicher und F'(w) = 2 w sowie F" (w) = 2)

T
(W(T))Z:Zf W) dW (D +T,
0

was auf die folgende Identitit fiihrt

T 2
fo W dw(n = (WD) -T).

Analogon. Im Fall reguldrer Funktionen F € €% (R) und Ge ¥ (R) gilt die bekannte Identitit

T
F(G(T))-F(G(tp)) = f F'(G(1) dG(p).

To

Erklédrung. Die Herleitung kniipft an die heuristische Erkldarung des Lemmas von It6 an; ins-
besondere bezeichne ty < t; <--- < tx = T eine Zerlegung des Zeitintervalles. In der betrach-
teten Situation vereinfacht sich die Entwicklung zu

F(G(tx+1)) - F(G(tp) = F'(G(t1)) (G(tr+1) — G(tr)

1
¢ [ =) "(G(t) +0 (60150~ 6000 (G(tk0) - G140 do
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mittels Summation und Anwendung der Teleskop-Summe erhélt man

K-1

F(G(T)) - F(G(1p)) = Z F(G(tx+1)) — F(G(1)

K-
Z F'(G(1)) (Gtr41) = G(1))
k=0

K-1
0 1-0)Y. P'(6(t0 +0 (G(txe) - 6(10) (Gltken) - Gl10)) do
k=0

Unter der Voraussetzung, dal§ die Feinheit der Zerlegung fiir K — oo gegen Null geht, konver-
giert der erste Beitrag auf der rechten Seite gegen das Riemann-Stieltjes-Integral

K-1 T
sup (fr—t0) —= 00 Y F'(G(t) (Gt - Gltr) ==° | F'(G(1) dG(1).
ke{o,1,...,K} k=0 To

Um zu zeigen, dall der Restterm gegen Null konvergiert, niitzt man die Entwicklung einer
reguldren Funktion

1
G(tr+1) — G(1) =f0 G (tx+0 (txr1 — 1)) (tks1 — 1) do,
1

K-1
A 1-0) ) F”(G(tk) +0 (G(tys1) — G(l‘k))) (G(tr1) - Gtp)* da‘
k=0

< sup (tk+1—tk)T(sup|G'(t)|) sup|F” G)| — Kz
kefo,1,...,.K-1}
Insgesamt fiihrt dies auf die angegebene Relation. o

Zusammenhang zwischen It6- und Stratonovich-Integral. Es bezeichne .7 = [0, T] das be-
trachtete Zeitintervall, und es sei 0 = fp < f; < -+ < tx = T eine Zerlegung. Wie erwdhnt
entspricht das stochastische Integral im Sinne von It6 der Linksregel und das Stratonovich-
Integral der Trapezregel; betrachtet man speziell einen Wiener-Prozel$ als Integranden, erge-
ben sich die Approximation (bei verschwindender Feinheit der Zerlegung)

K-1 T

Y W) (Wlter) - W(t) = fo W) dw (),

k=0
K-1 T
Y 3 (W) + W tes) (W tieyn) - W (tR) = fo W () odW(r).
k=0

Mittels der zuvor angegebenen Relation fiir das Itd-Integral'®

T
fo W dw(o =3 (W) -7)

13Bemerkung. Im betrachteten Spezialfall 148t sich mit Hilfe der Identitét (wobei a, b € R)
alb-a)=ab-a*=%(V*-a*)-(}a®-ab+3b*) =3 (V*-a*)- L (b-a)*
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und der heuristischen Uberlegung

K-1
Y 3 (W) + W (tke1)) (W (1) = W ()
k=0
K-1 K-1 9
=Y W) (W(tee) - WD) + 5 Z (W (tes1) — W (1))

=0

,_.

~ Z W (t) (W (tr1) = W (1) + 5 Z (a1 = B)
k=0

Z W (te) (W (tesr) - W) + 5T

148t sich der folgende Zusammenhang zwischen It6- und Stratonovich-Integral begriinden
T T )
f W (1) odW (1) :f W AW (@) +5T =3 (W(D);
0 0

man beachte, daR dies der bekannten Identitit (wobei f € €} (R))

ftTf(t) f@de=1((FD)* - (f)’)

entspricht.

Itd-Proze8. Es sei .7 = [ty, T] mit 0 < fy < T, und es bezeichne (Q, o7, (<7 (t));c7, 1) einen
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir die auf Q definierten reellwertigen stochastischen
Prozesse (F(1));e7 und (G(£)) 7 gelte F € LL(7) und G € I2/(.7). Als It6-Prozel bezeich-
net man einen auf Q) definierten adaptierten Prozel3 (Z(1)) . 7, dessen Pfade stetig sind und
welcher fiir jeden Zeitpunkt ¢ € 7 fast sicher durch die Darstellung

t

t
(Z(t))(w):(Z(to))(w)+f (F(m)(w) dr+f (GD)(w) d(W (1)) (w)
o to
gegeben ist; in tiblicher Kurzschreibweise

¢ r
Z (1) :Z(t0)+f F(r)dt+ | G()dW(7).

To fo

und der Anwendung der Teleskop-Reihe leicht begriinden, daf die beim It6-Integral auftretende Riemann—
Stieltjes-Summe bei verschwindender Feinheit der Zerlegung den angegebenen Wert annimmt

K-1 lel 2 5 . K-1 9
Y W) (Witen) = W(t) =3 3 (Wite)) - (W)*) =3 Y (Witer) - Ww)
k=0 k=0 k=0

%((W(T)) -Wo))-} 3 Z (11— 12)
~5(
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Gebrauchlich ist auch die kompakte symbolische Notation

dZ(t) = F(t) dt+ G(¢) dW ().

Spezialfille.

(i) Jeder Wiener-ProzeR8 ist insbesondere ein [t6-Prozel (setze F=0und G=1)

t
W () = W (i) +f 1dW(r).

To

(i) Die folgende Relation zeigt, dal simtliche Zuwéchse eines Itd-Prozesses auf einen Ito-
Prozel fithren (mit € .7 und t; € (%, t), Zerlegung des Integrationsintervalles)

t t
Z(t)=Z(t0)+f F(T)d‘[+f G(T)dW (1)
N to
151

t t t
:Z(t0)+f 1F(T) dT+f F(r)dr + Gm)dW@+ | G)dW(r)

to 5] Iy I

t t
:Z(t1)+f F(r)dr+ | G(r)dW (1)

131 nh

t t
= Z(t)—Z(tl):f Fm)drt+ | G(r)dW(r);
h 5]

dhnlich wie zuvor sind die Formulierungen (Integralgleichung, symbolische Notation)

t t t
fle(T):f Fm)dr+ | GE)dW(n),
51

n n

dZ(r)=F()dt+ G dW (1),

iiblich.

Lemma von It6.

(i) Essei .7 =[ty, Tl mit 0 < ty < T, und es bezeichne (Q, <7, (<7 (1)) e 7, 1t) einen filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir die auf Q definierten reellwertigen stochastischen Pro-
zesse (F(1)) ez und (G(t)) e 7 gelte F € L}U(f Jund G€ Lﬁ)(ﬂ ); weiters sei die reellwer-
tige Funktion H : 7 xR — R : (t,z) — H(t, z) beziiglich des ersten Argumentes stetig
differenzierbar und beziiglich des zweiten Argumentes zweimal stetig differenzierbar,
d.h. es gelte H € €12(.7 x R). Ist (Z(1)) ;c.7 ein Itd-ProzeR mit Darstellung (fiir t € .7)

t t t
fle(r):f F(T)d‘[+f G(r)dw (),

fo To fo

dZ(t) = F()dt+ G dW (1),
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so erfiillt der durch (H(t, Z(t)));cs definierte stochastische Prozel} die It6-Formel (fiir
t € 7, mit Bezeichnungen 0; H =0, H und 0, H = 0, H)

t t t
f 1dH(7,Z())=| 0:H(r,Z(x))dr+ | 0.H(r,Z(v))dZ(7)
t fo

Ip
t
+%ft0 d..H(t,Z()) (G))*dr,
dH(t, Z(8)) = 0, H(t, Z(1)) dt + 0, H(t, Z(1)) dZ(1) + 1 8., H(1, Z(1)) (G(1))* dt.

Erkldrung. Fir eine Herleitung des Lemmas von It sei auf die angegebenen Quellen
verwiesen. ©

(ii) Wahlt man F = 0 sowie G = 1, was auf einen Wiener-Prozel} fiihrt, und betrachtet man
eine nicht explizit von der Zeitvariable ¢ € .7 abhédngende Funktion H:R — R: z— H(=z),
so ergibt sich der zu Beginn behandelte Spezialfall

t t t
Z=W: f ldH(W(r)):f H'(W()) dW(r)+%f H"(W(1))dr,
to N to

dH(W () = H(W(®)dwW () + 1 H" (W (1) dr.

Bemerkung. Fiir reguldre Funktionen f, g, w: .7 — R entspricht die [td6-Formel der Ketten-
regel (Differentiation nach der oberen Grenze)

t t t t
z)—z(t)=| f@Odr+ | gn)dw@)=| f(@)dr+ | ghk) w'(r) dr,
to to fo fo

2 =fO+gw' (),
Lh(t,2(0) =0,h(t,2(0) + 0h(t, 2(1) 2 (1);

aufgrund der grundlgenden Eigenschaft eines Wiener-Prozesses
VW) -W))=6-t, hheZ, h<t,

tritt im stochastischen Fall ein zusatzlicher Term auf.

Produktregel fiir Ito-Prozesse. Es gelten die zuvor angegebenen Bezeichnungen und Vor-
aussetzungen. Betrachtet man zwei Itd-Prozesse mit Darstellungen (fiir ¢t € .7)

dZi() = Fi(0)dt+ Gy () dW (1), dZ (1) = F () dt+ Go () dW (1),
so erfiillt der durch das Produkt definierte stochastische Prozel} die Relation (fiir t € .7)

d(Z1(0 Z(0)) = Z1 () dZe (1) + Zo(0) A Z1 (1) + G (£) Go(B) dit.
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Erklédrung. Die Herleitung der angegebenen Identitdt beruht auf der Umformulierung

2020 =1((a0+20) - (210 - 20))

und der Anwendung der It6-Formel fiir die quadratische Funktion H: .7 xR — R: (t, z) — Z2

(verwende 0, H(t,z) =0und 0, H(t, z) = 2z sowie 0,, H(t,z) = 2)

dZ(t) =F(t)dt+G(dW (1),
dH(t, Z(8)) = 0, H(t, Z(1)) dt + 3, H(t, Z(1)) dZ(D) + 1 0., H(1, Z(1)) (G(1))* dt,
d(Zz1)* =22 dZ @) + (Gn)*dr.

Setzt man einerseits Z = Z; + Z, und andererseits Z = Z; — Z, folgt mittels Subtraktion

Ad(Z1(0) + Zo(0)* = 2(Z,(6) + Zo(8)) A(Z, () + Zo(8)) + (G1(1) + G (1)) dit,
d(Z1(0) - Z(0)* =2(Z1(1) - Zo(0) d(Z1 (1) - Zo(D) + (G1 (1) - Go()* dt,
d(%1(0) 20) =1 (d(4 0 + 1) -d(Z(0) - %0))
= 7Z1(0)dZ, (1) + Zo (1) d Z1 (1) + G1 (1) G2 (1) d,

und somit das angegebene Resultat. o
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D.8 Stochastische Differentialgleichungen

Stochastische Differentialgleichung.

(i)

(i)

(iii)

Voraussetzungen. Wie zuvor sei .7 = [fp, T] mit 0 < fp < T, und es bezeichne
(Q, o, (H (1)) 1c7, 1) einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum.

It6-Prozefs. Ein Ito-Prozel ist ein auf Q) definierter stetiger adaptierter stochastischer
ProzeB (Z(t)) ;e 7 mit der Darstellung (Integralgleichung, symbolische Notation)
t

t
F(1) dr+f G(r)dwW (1), te 7,

fo

Z(1) =Z(t0)+f

to
dZ(t) = F(r)dr + G(r)dW (1), te 7,
Z(ty) gegeben,

wobei fiir die auf Q definierten reellwertigen stochastischen Prozesse (F(t)); 7 und
(G(1)) e 7 die Eigenschaften F € L} () und G € L2 (.7) vorausgesetzt werden.

Stochastische Differentialgleichung. LaBt man zu, daf die stochastischen Prozesse F
und G zusitzlich von Z abhédngen, ergibt sich eine Integralgleichung bzw. bei Formu-
lierung mittels symbolischer Notation eine stochastische gewdhnliche Differentialglei-

chung!*

t t

F(r,Z(1))dt +f G(r,Z(m)dw (1),

Ip

Z(t):Z(t0)+f

To
dZ(t)=F(t,Z(1))dt+G(t, Z(1))dW (), teT,
Z(ty) = Zy gegeben.
Einen stetigen adaptierten stochastischen Prozel (Z()) .« 7, welcher fiir jeden Zeitpunkt
t € 7 fast sicher die Integralgleichung erfiillt, bezeichnet man als Losung der stocha-
stischen Differentialgleichung. Man beachte, daly unter den Regularitdtseigenschaften
EGe % (7 xR) die Bedingungen F(-, Z(-) € L} (7) sowie G(-, Z(-)) € [2(.7) erfiillt sind;
die zusitzlichen Annahmen (lineares Wachstum, Lipschitz-Stetigkeit, Anfangswert qua-
dratintegrierbar)
3C>0 Vie T VzeR: |F(t,2)|+]|G(t2)|=C(1+]zl),
AC>0 VYte T Vz,z2e€R: |F(t,21)—F(t,2)| +|G(t,21) - G(t,2)| < Clz1 — 2,

E(Z§) < oo,

sichern die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangwertproblemes.

14 Bemerkung. Im Zusammenhang mit stochastischen gewohnlichen Differentialgleichungen werden die Be-
zeichnungen

Drift F(¢,Z(t))ds,  Diffusion G(t, Z(1))dW(s),

verwendet; bei stochastischen partiellen Differentialgleichungen, insbesondere bei stochastischen Diffusions-
Advektions-Reaktions-Gleichungen, sind diese Bezeichnungen jedoch mehrdeutig und deswegen besser zu ver-
meiden.
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Ilustration (Lineare Differentialgleichung mit additivem Rauschen). Essei .7 = [0, T] mit
T >0, und es bezeichne (Q, &7, (%7 (1)) te..7, ) €inen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum; wei-
ters gelte a € R sowie b € (7). Das zuvor angegebene Resultat sichert die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung der stochastischen Differentialgleichung

t

t
Z(t):Z(0)+f aZ(T)dr+f b(r)dW (1), te 7,
0 0

dZ)=aZ)dt+ b(@)dW (1), te 7,
Z(0) gegeben;

da die beim stochastischen Integral auftretende Funktion b nicht von der Losung abhéngt,

spricht man von einer linearen Differentialgleichung mit additivem Rauschen. In Analogie
zur linearen Variation-der-Konstanten-Formel ist die Losung durch die Integraldarstellung

r
Z(1t) =e™ Z(0) +f e Dp(r) dW (1), te 7,
0

gegeben.!®
Erklédrung. Definiert man die [t0-Prozesse (Z) (1)) ;e und (Z»(1));c 7 wie folgt

t
Zl(t):e‘”:1+f ae’ dr, F()=ae”, G(=0, (€T,
0
t
Zz(l‘)=f e " b(r) dW (1), F(1)=0, Gy(n)=e “"b(1), re 7,
0
so entspricht die angegebene Losungsdarstellung der Relation

r
Z(t)=e™Z(0) +f e Dp(r) dW(r) = Z1(1) Z(0) + Z1(8) Zo (1), te T,
0

offensichtlich gilt Z;(0) = 1 sowie Z»(0) = 0 und deshalb wird der vorgegebene Anfangswert
angenommen. Um die Giiltigkeit dieser Losungsdarstellung nachzuweisen, bestimmt man

15 Bemerkung. Im deterministischen Fall (mit a€ R, b€ € (.7) und w € €1 (7))

ZW)=az®)+bW'®), 17,
z(0) gegeben,

entspricht die angegebene Relation der Losungsdarstellung mittels linearer Variation-der-Konstanten-Formel

t
z(1) = e z(0) +f e“Dp@)w (1) dr, te 7.
0
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dZ(t) mit Hilfe der Produktregel fiir [t6-Prozesse

Zi(=e*, F(t)=ae*, G (1)=0,
dZ,(t) = Fi(t)dt+ G, () AW (¢£) = ae® dt,

t
Zz(t)=f e b)) dW(r), F()=0, G(1)=e “'b(1),
0

dZ,(t) = B () dt+ G () dW(t) = e “ b(£) dW (1),
d(Z1 () Za(1)) = Z1(0)dZo (1) + Z2(0) A Z1 (1) + G1 (8) Go(8) At

t
=b(t)dW (1) + af e b(r) dW (1) dt;
0
insgesamt fiihrt dies auf

r
Z(t) = Z1 (1) Z(0) + Z1 (1) Z»(t) = e*' Z(0) +f e Dp(r) dW (1),
0

t
dZ(1) =dZy (1) Z(0) +d(Z1 (D) Zo(0)) = ae®™ Z(0)dt + b() dW (1) + af e p(r) dW (1) dt
0
=aZ(t)dr+b(t)dW(p),

was die erwiuinschte Relation ist.
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D.9 Illustration zum Lemma von Ito

Um die Relevanz des Lemmas von Itd zu illustrieren, wird eine Anwendung im Zusammen-
hang mit stochastischen Schrodinger-Gleichungen angedeutet.

Nichtlineare Schrédinger-Gleichung. Die (deterministische) zeitabhédngige kubische
Schrédinger-Gleichung ist durch (kompakte Formulierung als Evolutionsgleichung, homo-
gene Dirichlet-Randbedingungen auf Raumbereich € c R?, 9 € R)

i/ (1) = —Au) +9|u®) [ utt) auf &x(,T),

u=0 ond0x(0,7T), u(0) =uy auf 0,

gegeben. In diesem Zusammenhang ist es naheliegend, den Lebesgue-Raum L?(&,C) als zu-
grundeliegenden komplexen Hilbert-Raum zu betrachten.

Erhaltung der I>-Norm. Eine grundlegende Eigenschaft ist die Erhaltung der L?-Norm
veelo,Tl: Ju@] 2 = fuolz-

Erkldrung. Vgl. Lehrveranstaltung Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (Dar-
stellung mittels Spektral-Mal, geringere Regularitdtsvoraussetzungen). Offensichtlich gilt die
Relation

et 32 = ol = () o

t
:fo ((u'(r)|u(r))LZ +(u(r)|u’(r))L2) dr

t
= 2[0 %(u'(r)|u(r))L2 dr.

Das Testen der Schrodinger-Gleichung with u(#) und partielle Integration bzw. Anwendung
des Satzes von GauR fiihrt auf (aufgrund der Voraussetzung u(t)|ss = 0 verschwinden die
Randterme)

(i e/ (0]u®) 2 = — (Au®|w®) 2 + 9 (u®) Pu®)|u®) 2
= [Vu | + 0 luo |2,
(& (O|u®),, =i ||Vu(t)||i2 —id |||u(t)|2”i2.

Daraus folgert man, dall der Integrand verschwindet (fiir z =Rz +i3z € C verwende elemen-
tare Relation R(iz) = —32)

R (1 (0| u(®) 2 =R (- 1| Vu@| 7 - 19 | 1w P 7.)
=3 (|IVu|32 + 0 luP] ) =0,

was die Behauptung zeigt. o
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Stochastische nichtlineare Schréodinger-Gleichung. Die Betrachtung einer stochastischen
Erweiterung ist beispielsweise dadurch motiviert, dall damit im fokusierenden Fall (9 < 0) die
Bildung von Singularitdten (collapse) verhindert werden kann. Im Folgenden wird die stocha-
stische kubische Schrédinger-Gleichung mit multiplikativem Rauschen in Stratonovich-Form
betrachtet (Q-Wiener Prozell mit Werten in L2(0,R)

idu(t) = - Au) +0|u®*u()de+ o uyedW (@) auf 6x 0, 1),
u=0 onadlrx(0,T), u0) =uy auf 0.

Die entsprechende Formulierung der Evolutionsgleichung in It6-Form lautet (ohne Erkla-
rung, mit Spurklasse-Operator und zugehorigem vollstindigem Orthonormalsystem aus Ei-
genfunktionen)

idu(n) = (— Au(t)+9|u)|*u(r) - Lio?Fy u(t)) dt+ou(t)dw (),

Fom =Y (Qtes)?, x€0.
leN

Erhaltung der L2-Norm Aufgrung der speziellen Form des Rauschens gilt auch fiir die sto-
chastische Schrédinger-Gleichung die Erhaltung der L?>-Norm

veel0,T1:  |u®|=|uol. P-as.
Erklirung. Zur Vereinfachung der Uberlegungen wird der Spezialfall

W) =p1(1) ex

mit reellem Wiener-Prozel{ angenommen. Das Lemma von Itd besagt, dal fiir einen It6-
Prozel} die folgende Darstellung gilt

du(r) = f(O)dr+g() dW (1),
t t
u(t) = u0+f f(r)dr+f gr)dW(r),
0 0

t t
G(u() :G(u0)+f0 G'(u(r))du(r)+%f0 G (um) (gm)* dr,
dG(u() = G'(u(®) du(t) + 1 6" (u(n) (g(1)* dr.

In der betrachteten Situation wahlt man speziell (Fréchet-Ableitung von G beziiglich v)

idu(r) = (— Au(t) +9|u®)|*u(r) - Lio?u(r) ef) dt+ou(t) e dpi (1),

if(r)= (— Au(t) +9|u®)|*u(r) - Lio?u(r) ef), iglh=cu e,

6w = [olte=(v]v)e (CW)w) = (v]w) 2+ (w]0) 2 = 2R (0] ),
(6" ) (wy, wp) =2R(wr|w2) 2, (")) (w,w) =2||w|7,
d|u|3. =2R(u®|du) . +R(g(0)|g(1) 2 dt.
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Einsetzen der stochastischen Evolutionsgleichung ergibt (dhnlich wie zuvor Anwendung von
partieller Integration, beachte e; (x) € R sowie f; () reellwertiger Wiener-ProzeR)
d|u®|3. = —2R(iu®|Au®) o dr + 29R(iu®)|lu@Pu) » dr
— *R(u®|u@) €7) 2 dt+20dfr (O R(iu@) |u(®) er) 2
+0? ||u(t) e ||ig dr
= =23 Vu@)|| 2 dt — 29S| |u®?|| . dt - 20dB1 () S(1u@®)?|e1) 2
— o |u(te ”iZ dt+0? |u(t)e ||i2 dt

=0.

Daraus folgt die Erhaltung der L?>-Norm. o
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