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Wesentliche Inhalte.
(1) Physikalisches Modell.

¢ Klassische Mechanik (Newtonsche Axiome).

Die Bewegung eines Korpers wird mittels einer gewdhnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung beschrieben

Masse x Beschleunigung = Summe der einwirkenden Kriéfte.

Bei Vorgabe zusitzlicher Anfangsbedingungen (Anfangsposition und Anfangsge-
schwindigkeit) ist die Bewegung des Korpers eindeutig bestimmt.

Dies fiihrt auf ein Anfangswertproblem der Form

V'O =F(t,y®),y' (1), tel0,T],
y(0) gegeben, y'(0) gegeben.

» Spezielle Situation (Schwingungsgleichung).
Korper der Masse m > 0 (zur Vereinfachung Normierung m = 1).

Einwirkung einer linearen Federkraft (Riickstellkraft proportional zur Auslenkung
der Feder aus der Ruhelage, Federkonstante k > 0)

Freder(t) = — kJ/(t)-

Einwirkung einer linearen Reibungskraft (ddampfende Kraft proportional zur Ge-
schwindigkeit, Reibungskonstante r > 0, Spezialfall r = 0 bei einer ungeddmpften
Schwingung)

FReibung(t) == ry'(l‘) .

Zusitzliche Einwirkung einer zeitabhdngigen dufSeren Kraft f: [0, T] = R: t — f(1).

Zu bestimmen ist die Auslenkung des Korpers aus der Ruhelage bei Vorgabe der
Anfangsposition und der Anfangsgeschwindigkeit, d.h. eine zeitabhdngige Funkti-
ony:[0,T] = R:t— y(t), welche das Anfangswertproblem

V'O +ry +ky@)=f), tel0,T1,
y(0) gegeben, y'(0) gegeben,

erfiillt. Insbesondere im Spezialfall einer ungeddmpften Schwingung (d.h. r = 0)
erwartet man eine periodische Funktion als Losung.



(2) Umformulierung als Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Zur Bestimmung der
Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist es zweckmallig, diese
als ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung zu formulieren. Mittels
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Y,(t):(yi(r)):(y'(r)):( (1) ):(0 1 )(yl(r))+( 0 )
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ergibt sich das Anfangswertproblem

Y'()=AY(r)+b(1), tel0,T],

Y (0) gegeben,

e () a2 o= ff)

(3) Eigenwertzerlegung. Im generischen Fall r? — 4k # 0 besitzt die Matrix A zwei voneinan-
der verschiedene Eigenwerte 11,1, € C mit zugehérigen Eigenvektoren vy, v, € C?, die
ein Eigensystem des C? bilden, und somit ergibt sich die Zerlegung

r?—4k#£0: A=VAV!,
a:—%r<0, ,B:%\/rz—4k:iy,
M=a-pB=a-iy, l=a+pf=a+iy,

_ A/l 0 _ 1 ]. -1 _ 1 Azz _].
A_(O /12)’ V_(/ll Az)’ v T A (—/11 1 )

Y (1) :(

Dabei findet man die Eigenwerte von A tiber die folgende Gleichung
-A 1
det(A—-AI) = (—k . A)
= det(A-AD=A*+Ar+k
= 0=A*+Ar+k
— A= —r+VrZ-4k
) 2
Analog dazu werden die Eigenvektoren berechnet iiber die folgende Gleichung

(A-ADx=0.

Man 16st diese Gleichung getrennt fiir jedes A.
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Losen des Gleichungssystems tiber den Gauss-Algorithmus (LinAlgl) ergibt

1
s Ul = (/11)

Analog bekommt man den zweiten Eigenvektor

()

1 1
= V=(1,v2)= (/11 ﬂz)

Beachte, dall im Spezialfall einer ungeddmpften Schwingung die Relationen
r=0: a=0, ,B:i\/%, 7/:\/%.

folgen.

Exponentialfunktion. Fiir eine Matrix A € R?*? mit Eigenzerlegung A = VAV ! ist die
zugehorige Matrixexponentialfunktion gegeben durch (wegen A/ = VA/ V™! fiir j e N)

o0 &)
tAZ N L pd = Liipi| vtz eyt
¢ —jE_O].!L‘A—V]z_O:].!tA vi=verv, reRr.

Inbesondere ergibt sich

etA — VetA V—l
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0 1 1)( Aethr —eth
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und mittels 1; = a — f sowie 1, = a + § folgt

tA_ 1 _ta (a+,3)e_tﬁ—(a’—,5)etﬁ ef—e 1P
A ((ﬁ— a)(a+p) (e -e ") (a+p)e’ - (a—ﬁ)e‘[ﬁ)
1 taf-a(efP—eF)+B(ef +eF) elf —e 1P
~2p¢ ( (82— a?) (e —e"1F) a(etﬁ—e‘tﬁ)+ﬁ(etﬁ+e‘fﬁ))
1 _ta[—asinh(zp) + B cosh(zp) sinh(zf)
—p° ( (B* - a?) sinh(zp) a sinh(zf) + cosh(tﬁ)) :



Resultat (Verschiedene Eigenwerte). Multiplikation mit C = (Cy, C>) T € R? fiihrt auf

olAC = Lota[~@ sinh(zf) +  cosh(zpf) sinh(zp) C
p (B? — a?) sinh(zf) a sinh(zf) + B cosh(¢f)) \C»
(- C1a+ Cy) sinh(¢p) + C; cosh(zp) )
=el® , teER

1
B
% (C1 (B2 - a?)+C, a) sinh(zB) + C, cosh(zf)

Resultat (Doppelter Eigenwert). Im Spezialfall eines doppelten Eigenwertes existiert kein

Eigensystem, jedoch fiihrt dann der Grenziibergang f — 0 und somit %étﬁ) — 1 und

cosh(zf8) — 1 auf das Ergebnis

(—C1a+C2)t+C1

Cl(ﬁz—a2)+C2a)t+C2 » TER.

etAC — eta ((

(4) Losung des homogenen Differentialgleichungssystems. Die Losung des homogenen
Differentialgleichungssystems, genauer des Anfangswertproblems (mit Y = (y,y")7)

Y'(t)= AY (1), tel[0,T],
Y (0) gegeben,

ist gegeben durch
Y()=e'Y(0), t€(0,T].
In Hinblick auf das Losungsverhalten unterscheidet man folgende Fille.
(i) Periodischer Fall. Falls r?> — 4k < 0 bzw. y = %\/4k —r? > 0 ergibt sich aus den obi-

gen Uberlegungen (zusitzliches Ersetzen = iy und 2 sinh(if) = e —e ™ = 2isin¢
sowie 2 cosh(i¢) = e + e7¢ = 2 cos¢)

a=-3r=<0, Y:%\/m>0,
% (- y(0) a+y'(0)) sin(ty) + y(0) cos(ty)
%(— y(0) (@®+7%) +y'(0) a) sin(ty) + y'(0) cos(ry)

y(t))_ ta
(y’(r) -¢

(ii) Aperiodischer Fall. Falls r*> — 4k > 0 bzw. f = %\/ r? — 4k > 0 erhidlt man die Losungs-
darstellung

), tel0,1].

a:—%r<0, ﬂz%\/ﬂ>0,
%(— y(0) @ + y'(0)) sinh(zf) + y(0) cosh(zp)

J’(t))_ ta
(y'(t) © (% (J/(O) (B> - a?)+y'(0) a) sinh(z8) + y'(0) cosh(tﬁ)) , 1el0,T].



(iii) Aperiodischer Grenzfall. Speziell fiir r> — 4k = 0 bzw. =0 = y folgt

a:—%r<0, p=0=vy,

B yO) + (- y@ a+y(0)t

YO _ ta

(5) Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems. Fiir das Anfangswertproblem

Y (0) gegeben,

r= () a=( 4) o= ff)

ergibt sich mittels der linearen Variation-der-Konstanten Formel die Lésungsdarstellung

{ Y'()=AY () +b(), tel0,T],

t
Y () =eY(0) + f e DApr)dr, relo,T].
0

Spezialfall. Setzt man speziell Y (0) = 0 so ergibt sich die Losungsdarstellung

t
Y(0)=0: y(t):%fo e sin((t-1)y) f(x)dr, te[0,T].



Illustration der homogenen Losungsfille.

(1) Periodischer Fall. In der folgenden Abbildung ist die Losung fiir den homogenen Fall mit
k=1und r = 0.1 dargestellt.
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(2) Aperiodischer Grenzfall. In der ndchsten Abbildung ist die Losung fiir den homogenen
Fall mit Parametern k = 1 und r = 2 dargestellt.
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(3) Aperiodischer Fall. In der letzten Abbildung ist die homogene Losung fiir den Fall k =1
und r = 10 dargestellt.
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