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Das vorliegende Kompendium faf$t die im Rahmen der Lehrveranstaltung Partielle Differen-
tialgleichungen (VO 3 & PS 2) im Wintersemester 2018/19 an der Universitdt Innsbruck be-
handelten Themen zusammen.

Ohne Anspruch auf Allgemeinheit und Vollstdndigkeit werden theoretische Grundlagen zur
Analyse verschiedener Klassen von partiellen Differentialgleichungen angegeben; als Illustra-
tionen werden einfache Modellprobleme betrachtet und deren charakteristisches Losungs-
verhalten untersucht. Das Kompendium beruht vorwiegend auf den von Ansgar Jiingel und
Christian Schmeiser verfalten Vorlesungsskripten, welche unter

ANSGAR JUNGEL
Partielle Differentialgleichungen (2017)

http://www.asc.tuwien.ac.at/ ~juengel/scripts/PDE.pdf

CHRISTIAN SCHMEISER
Partielle Differentialgleichungen

https://homepage.univie.ac.at/christian.schmeiser/allpdg.pdf
frei verfiigbar sind; zusitzlich werden in

DIRK WERNER
Funktionalanalysis
7. Auflage, Springer, Berlin, 2011

Dieses Buch ist in der Universitédtsbibliothek Innsbruck auch als E-Book verfiigbar.

angegebene Grundlagen der Funktionalanalysis inbesondere zu den Themen Fourier-
Transformation, Sobolev-Rdaume, Spektralsatz und Distributionen besprochen. Als ergdnzen-
de und weiterfiihrende Literatur wird das Standardwerk

LAWRENCE EVANS

Partial Differential Equations

Graduate Studies in Mathematics, Volume 19, Second edition
American Mathematical Society, 2010

sowie das Vorlesungsskriptum

ROBERT DENK
Partielle Differentialgleichungen I (WS 2006/07)

https://www.mathematik.uni-konstanz.de/denk/forschung/publikationen/skripten/

empfohlen.

Die erwdhnten Vorlesungsskripten bieten die Vorteile kompakter Darstellungen und freier
Verfiigbarkeit, sollten jedoch mit einem kritischen Blick auf inhaltliche Richtigkeit und mog-
liche Druckfehler verwendet werden.

Auf der Titelseite ist die numerisch berechnete Losung einer zeitabhdngigen linearen
Schrédinger-Gleichung illustriert.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Inhalt. In diesem Kapitel werden verschiedene partielle Differentialgleichungen, welche
insbesondere fiir im Bereich der Physik auftretende Fragestellungen relevant sind, sowie
analytische Losungsmethoden vorgestellt. Aufgrund der Komplexitdt der betrachteten linea-
ren und nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen ist es nur in einzelnen Spezialféllen
moglich, explizite Losungen anzugeben; analytische Methoden dienen deshalb in erster Li-
nie dazu, Losungsbegriffe zu prédzisieren und Resultate zur Existenz sowie Eindeutigkeit von
Losungen abzuleiten. AbschlieBend wird die Sinnhaftigkeit von Klassifizierungen diskutiert.



1.1 Notationen

Euklidische Rdume. Im Folgenden bezeichne K = R oder K = C; weiters sei d € N5;. Ele-
mente des euklidischen Raumes K¢ sind als Spalten aufzufassen

T d
x=(x1,...,x3) €K™,

Fiir das euklidische Skalarprodukt und die davon induzierte Norm werden die Notationen
(komplexe Konjugation im zweiten Argument)

d
ey=Y 5T [ela = V=
j=1

x= 1. x) €KY y=0ne vt €KY,

verwendet.

Ridumliche und zeitliche Bereiche. Die betrachteten rdumlichen Bereiche sind entweder
durch reelle euklidische Raume oder beschrinkte Gebiete!

QcRY,  de{1,2,3},

gegeben. In Hinblick auf physikalische Anwendungen ist im Allgemeinen der dreidimensio-
nale Fall Q < R? relevant; hdufig beginnt man jedoch mit der Untersuchung der einfacheren
Fille Q € R oder Q € R?. Da im Zusammenhang mit nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen meist nur die lokale Existenz von Losungen gesichert ist, werden als zeitliche Berei-
che beschriankte Intervalle der Form

(to, T), h, TeER, h<T,
gewdhlt.
Partielle Ableitungen. Fiir partielle Ableitungen hinreichend reguldrer skalarwertiger und
vektorwertiger Funktionen wie etwa

QSR —R:x=(x1,...,x5) — f(x),

F:QcRY —R:x=(x1,...,x)" — Fx) = (FL(%),...,F4(0) ",

1 Bemerkungen.
(i) Ein Gebiet ist eine nichtleere, offene und zusammenhéngende Teilmenge eines topologischen Raumes.

(i) Im Rahmen der Theorie partieller Differentialgleichungen wird iiblicherweise angenommen, dal} der
Rand 0Q des betrachteten beschrédnkten Gebietes lokal durch eine differenzierbare oder zumindest
Lipschitz-stetige Funktion dargestellt werden kann; etwas allgemeiner werden auch disjunkte Vereinigun-
gen von endlich vielen reguldren Randstiicken betrachtet, vgl. SCHMEISER (Divergenzsatz, Seite 19).



werden die Bezeichnungen (wobei j, k€ {1,...,d} und £ € N>1)
05 f  OgFr,

verwendet. Gradient, Laplace-Operator und Divergenz-Operator sind durch
r d d
vf:(axlf""’axdf) ’ Afzzaxjf’ VF:Zax]F’
j=1 Jj=1
definiert; gemischte Ableitungen h6herer Ordnung werden meist mittels kompakter Notation
d
0F =05+ 0, a=(ay,....ag) eNd, lal=> aj,
j=1
angegeben.?

Funktionenridume. Wie iiblich bezeichnet " (Q},K) den Vektorraum aller auf einem Gebiet
Q < R? definierten reell- oder komplex-wertigen stetigen Funktionen, deren partielle Ablei-
tungen bis zur Ordnung m € N stetig sind. Versehen mit

|flgm= 2 suploff|,  fe€™(QK),

lal<m x€Q

bildet € (Q,KK) einen normierten Raum. Falls der Definitionsbereich kompakt ist, ergibt
sich ein_Banach—Raum; insbesondere trifft dies bei einem beschrinkten Gebiet Q < R4
auf € (Q,K) zu. Weiters setzt man

¢ (QK)= [ €"(QK).

meN>

2 Bemerkungen.

(i) Man beachte, daB fiir hinreichend oft stetig partiell differenzierbare Funktionen die Reihenfolge der Diffe-
rentiation keine Rolle spielt; beispielsweise setzt man

Oy f =040, f=0,0, f,  jkell,...d),

d d d
aeNd, j=1 j=lk=j+1
|la|=2
(ii) In den Spezialfdllen d € {2, 3} werden fallweise auch die Bezeichnungen
' erR?, (32" eR?,
und entsprechende Notationen fiir partielle Ableitungen wie etwa
A=0,, + 6yy +0,,

verwendet.



Fiir eine kompakte Einfiihrung und Darstellung wesentlicher Eigenschaften der Lebesgue-
Ridume L”(Q,K) mit Exponent p € [1,00) U {oo} sei beispielsweise auf WERNER (2011) verwie-
sen. Der Spezialfall p = 2 fiihrt auf einen Hilbert-Raum, wobei das zugehorige Skalarprodukt
und die davon induzierte Norm durch (komplexe Konjugation im zweiten Argument)

(f|g)L2:fo(x)%dx, ||f||L2:\/ (f|f)L2:VfQ|f(x)|2dx, fge*(QK),

definiert sind.



1.2 Erste Bemerkungen

Partielle Differentialgleichungen. Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht
man eine Gleichung oder allgemeiner ein System von Gleichungen fiir eine unbekannte
Funktion in zumindest zwei Variablen und gewisse partielle Ableitungen; falls mehrere Glei-
chungen auftreten, spricht man auch préziser von einem System partieller Differentialglei-
chungen. Um zu betonen, dal eine der Variablen den zeitlichen Verlauf wiedergibt, sind die
Bezeichnungen zeitabhidngige partielle Differentialgleichung oder Evolutionsgleichung ge-
brduchlich.

Losungen. Funktionen, die hinreichend reguldr sind und eine gegebene partielle Differen-
tialgleichung in allen Punkten des vorgegebenen Raumgebietes und des betrachteten Zeitin-
tervalles erfiillen, werden als klassische Losungen bezeichnet; da die an klassische Losungen
gestellten Bedingungen hdufig einschrankend und unhandlich sind, geht man meist auf ver-
allgemeinerte Losungsbegriffe iiber.’

Gewohnliche Differentialgleichungen. Partielle Differentialgleichungen stellen Erweite-
rungen von gewohnlichen Differentialgleichungen dar, wo Funktionen in einer einzigen Va-
riablen gesucht sind.

Anwendungsbereiche. Gewohnliche und partielle Differentialgleichungen sind wesentli-
che Mittel zur Beschreibung physikalischer Phdnomene, beispielsweise in den Gebieten der
Klassischen Mechanik, der Kontinuumsmechanik und der Quantenmechanik. Zu weiteren
Anwendungsbereichen zdhlen die Naturwissenschaften, insbesondere der Physik verwandte
Gebiete wie die Atmosphdrenwissenschaften, die Biologie und die Chemie, sowie die Inge-
nieurswissenschaften und die Finanzwissenschaften.

Mathematische Fragestellungen. Das Gebiet der Angewandten Mathematik und im Spezi-
ellen das Gebiet der Mathematischen Modellierung befal3t sich mit der Herleitung von Dif-
ferentialgleichungen aus physikalischen Grundprinzipien. Eine grundlegende Aufgabe des
Gebietes der Analysis ist die Einfiihrung geeigneter Losungsbegriffe sowie die Angabe von
Existenz- und Eindeutigkeitsresultaten; Methoden der Funktionalanalysis bilden dabei we-
sentliche Hilfsmittel. Ein weiterer Aspekt ist die Auffassung einer Differentialgleichung als dy-
namisches System; Fragestellungen, die das qualitative Verhalten von Lésungen iiber lange
Zeitrdume oder die Kontrollierbarkeit des Systemes betreffen, sind insbesondere dem Gebiet
der Mathematischen Systemtheorie zuzuordnen. Das Gebiet der Numerischen Mathematik
beschiftigt sich mit der Konstruktion und Analyse effizienter Approximationsverfahren fiir
Differentialgleichungen.

3Vgl. Ubergang von Riemann-Integral auf Lebesgue-Integral.



Von gewohnlichen zu partiellen Differentialgleichungen.

* Gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Im Rahmen der Klassischen
Mechanik stiitzt man sich bei der mathematischen Modellierung physikalischer Vor-
giange auf das Newton'sche Axiom, welches besagt, daR die Bahn eines Korpers entspre-
chend dem Prinzip

Masse x Beschleunigung = Summe der einwirkenden Kréfte

verlduft. In einfachen Fillen fiihrt dies auf eine nichtlineare gewohnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung beziiglich der Zeit

V' =f(ty®,y®), telnD;

zu bekannten Beispielen zdhlen der Ballwurf oder Schwingungsvorgidnge. Fiir Mehr-
korperprobleme wie das Planetensystem ergibt sich ein System von gekoppelten nicht-
linearen gewohnlichen Differentialgleichungen.

* Gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. Betrachtet man die durch die L6-
sung und ihre Ableitung definierte Funktion

_ (y(t)
y'(t)

so lalt sich eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung auf ein Differenti-
algleichungssystem erster Ordnung

Y(t):(Yl(t))

(Y@ Yo (1)

(o= reveo

zuriickfiihren; fiir theoretische Untersuchungen und auch fiir die Einfiihrung von nu-
merischen Methoden wird iiblicherweise diese dquivalente Formulierung geniitzt. Im
zuvor angegebenen Zusammenhang kann man die Untersuchung von gewohnlichen
Differentialgleichungen der Form

/
vio=(4)

Y0 )) =F(1,Y (), te(t, 1),

Yy =f(ty®), telnD,

auch mit stark geddmpften Schwingungsvorgiangen, wo keine Oszillationen sondern ex-
ponentielles Abfallen beobachtet wird, begriinden.4

* Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit. Unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen
an die definierende Funktion
f:RxRK —RM

ist die Existenz einer Losung
y:lto, 71— RE

4Vgl. Stochastische partielle Differentialgleichungen (einfaches Modell fiir Monomere).



der zugehorigen gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung sichergestellt; um
auch die Eindeutigkeit der Losung zu erreichen, werden hdufig zusitzliche Anfangswer-
te vorgegeben.® Insgesamt erhilt man damit ein Anfangswertproblem der Form

Yy =f(ty®), teltD,
y(ty) gegeben.

 Partielle Differentialgleichungen.  Bei der mathematischen Modellierung von
Vielteilchen-Systemen, beispielsweise im Bereich der Molekulardynamik, treten Syste-
me gekoppelter nichtlinearer gewéhnlicher Differentialgleichungen hoher Dimension
M >> 1 auf. Ein moglicher Zugang ist es, anstelle eines solchen hochdimensionalen
Systemes eine nichtlineare partielle Differentialgleichung, welche man unter geeigne-
ten Skalierungsannahmen und mittels Grenzprozessen erhilt, zu untersuchen; um die
Eindeutigkeit von Losungen erreichen zu kénnen, sind neben Anfangsbedingungen
auch geeignete Randbedingungen vorzugeben. Dieser Ubergang auf ein reduziertes
Modell entspricht im Allgemeinen der Vernachldssigung individueller Eigenschaften
der einzelnen Teilchen.

* Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit. ITm Gegensatz zum Gebiet gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen gibt es bei partiellen Differentialgleichungen keine dhnlich allge-
meingiiltigen Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen. Vielmehr ist es
notwendig, fiir verschiedene Problemklassen unterschiedliche mathematische Theori-
en zu verwenden; gegebenenfalls ist es sogar erforderlich, fiir eine vorliegende partielle
Differentialgleichung spezielle Methoden weiter zu entwickeln.

Losungsbegriff von Hadamard. Bei der Untersuchung der Losbarkeit von Anfangsrand-
wertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen orientiert man sich im Allgemeinen am
Losungsbegriff von Hadamard.® Neben der Herleitung von Aussagen zur Existenz und Ein-
deutigkeit befalst man sich mit der Frage der Stabilitdt. In diesem Zusammenhang versteht
man darunter die stetige Abhdngigkeit von Problemdaten; insbesondere analysiert man die
Auswirkungen kleiner Anderungen von Anfangswerten, Randwerten oder Parameterwerten
auf Losungen. Falls alle Forderungen erfiillt sind, spricht man von einem korrekt gestellten
Problem.

Klassische und abgeschwichte Losungsbegriffe. Bei einer partiellen Differentialgleichung
lassen zusitzlich vorgeschriebene Randbedingungen hiufig keine Losung im klassischen
Sinn zu, d.h. es existiert keine stetig partiell differenzierbare Funktion, welche sowohl die Dif-
ferentialgleichung als auch die Randbedingungen in allen Punkten erfiillt. Aus diesem Grund
ist es notwendig, den Begriff einer Losung abzuschwichen und geringere Regularitédts- und

5Vgl. Fixpunktsatz von Brouwer (Aussage zur Existenz) oder Fixpunktsatz von Banach (Aussage zur Existenz
und Eindeutigkeit) und darauf basierende Resultate wie der Satz von Peano oder der Satz von Picard-Lindelof.
6Jacques Hadamard (1865 — 1963).



Kompatibilitdtseigenschaften zu fordern; gebrduchliche Mittel sind in diesem Zusammen-
hang distributionelle partielle Ableitungen oder verallgemeinerte partielle Ableitungen. Im
Prinzip entspricht der Ubergang von klassischen auf schwache Losungen der Betrachtung
von zugehorigen Integralgleichungen; man niitzt jedoch weiterhin kompakte Formulierun-
gen als Differentialgleichungen. Aufgrund der zusétzlichen Integration haben die Werte von
Funktionen auf Nullmengen keinen Einfluf§ auf das Resultat.

0

(i)

(iii)

Laplace-Gleichungen. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dal selbst fiir statio-
nére lineare Gleichungen wie Laplace-Gleichungen unter inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen auf beschriankten Gebieten

Au(x)=0, xeQcR4,
ux)=rx), xeoQ,

im Allgemeinen keine klassischen Losungen u € €%(Q,R) existieren.”

Poisson-Gleichungen. Man beachte, dall man Laplace-Gleichungen unter inhomo-
genen Dirichlet-Randbedingungen mittels linearer Transformationen auf Poisson-
Gleichungen unter homogenen Dirichlet-Randbedingungen {iiberfithren kann. In der
obigen Situation setzt man

1:QcRY —R:x— v(x) = ulx)-rx),
Av(x) =Au(x)—Ar(x) =—-Ar(x), xe),
v(x)=u(x)—-r(x)=0, x€eoQ,

und erhdlt somit eine Poisson-Gleichung unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen (wobei f = —Ar)

Av(x)=f(x), xeQcR%,
v(x)=0, xe0Q.

Gegenbeispiel. Auf einen Widerspruch zur Annahme der Existenz einer klassischen L6-
sung kommt man beispielsweise in zwei Dimensionen, wenn man als Raumbereich das
Einheitsquadrat

Q=(0,1)x(0,1) cR?

und zur Vorgabe der Randwerte die quadratische Funktion

r:IRz—>R:(x,y)—>x2

"Bemerkung. Der Begriff der klassischen Losung ist in der Literatur nicht einheitlich definiert und sollte
daher in der jeweiligen Situation prézisiert werden; hier wird eine vergleichsweise einschrédnkende Regularitéts-
bedingung, ndmlich zweimalige stetige partielle Differenzierbarkeit auf dem Abschluf des rdumlichen Gebietes,
gefordert.

10



Werte der vorgegebenen Funktion

10l ’ ‘ ‘ ‘ — Wertr(0) =0 ||
' — Wert r(x) = x°
—Wertr(1) =1
1k d
0.8f ]
> 0.6 g
0.4f 8
0.2f ]
0, -

Abbildung 1.1: Laplace-Gleichung in zwei Raumdimensionen. Vorgegebene Losungswerte am
Rand des Einheitsquadrates.

betrachtet; die resultierende Laplace-Gleichung lautet somit

O tt(x,y)+0,,ulx,y) =0, (x,y)eQ=(0,1)x(0,1),
ulx,y)=x*, (x,y)e€oQ.

Der Rand des Einheitsquadrates ist durch die Menge (Ecken plus Kanten)

0Q=1{0,0}u{x,0eRrR*:xe©D}u{,0}u{d,y erR*:ye (1)}
Ui, D}u{x, D eR?:xe(0,D}u{O,D}U{0,y)eR*:ye (0,1}

gegeben; die Randbedingungen entsprechen also den Relationen

u(0,0) =0, u(x,0)=x>, x€(0,1), u(1,0)=1, ul,y)=1, ye(0,1),
u(l,1)=1, u(x,1)=x%, xe(0,1), u(0,1) =0, u,y)=0, ye(0,1),

vgl. Abbildung 1.1. Fiir eine klassische Losung, d.h. fiir eine bis zum Rand hin zweimal
stetig differenzierbare Funktion (einseitige Grenzwerte)

ue¢?(10,11 x [0,1],R),
wiirde zweimaliges Differenzieren und Auswerten am unteren oder oberen Rand auf
u(x,0)=x*, 0,u(x,0=2, 08,ux0=0, xe(0,1),
u(x,1)=x*, 0,ulx,1)=2, 08,ulx1)=0, xe(0,1),

11



(iv)

)

fiihren, woraus sich ein Widerspruch zur Laplace-Gleichung
0=0,,u(x,0)+0,,u(x,00=2, 0=0,ulx1)+0,,ulx1)=2, xe€(0,1), 4
ergibt.

Kompatibilititsbedingungen. Beim zuvor betrachteten Gegenbeispiel liegt folgende Si-
tuation fiir die Laplace-Gleichung bzw. fiir die dquivalente Formulierung als Poisson-
Gleichung vor

(u-r(x)=0, xe€dQ.

Au(x)=0, xeQ, Alu—-r)(x)=—-Ar(x), xeQ,
ux)=rx), xeoQ,

Da die geforderten Randbedingungen nicht konsistent mit der partiellen Differential-
gleichung sind, d.h. die vorgegebene Funktion erfiillt die Laplace-Gleichung nicht in al-
len Randpunkten

dx0€0Q: Ar(xp) #0,

fithrt die Annahme, daR die zweiten partiellen Ableitungen der Losung auf Q stetig sind,
auf einen Widerspruch (verwende Au(x) =0 fiir x € Q)

!

Vxo€e0Q: 0= lim Au(x) = Au(xg) = Ar(xg). 4
Aufgrund von relevanten Anwendungen ist man dennoch an der Losung solcher Rand-
wertprobleme interessiert und geht von strikten Formulierungen auf abgeschwich-
te Formulierungen, wo Funktionswerte auf Nullmengen keine Rolle spielen, {iber. Lo-
sungsdarstellungen, die mittels Distributionen-Theorie bzw. der Theorie von Fourier-

Reihen hergeleitet werden, sind im Folgenden angegeben; detailierte Erklarungen folgen
an spdaterer Stelle.

Lésungsdarstellungen mittels Green’schen Funktionen. Bei Kenntnis zugehoriger
Green’scher Funktionen (mit Dirac’scher Delta-Distribution, Green’sche Funktionen
hingen vom Raumgebiet ab)

AG(X,'):5x, JCEQ,

erhélt man fiir Poisson-Gleichungen und entsprechend fiir Laplace-Gleichungen L6-
sungsdarstellungen in Integralform

v() = fﬂ G(x,&) £©) dE,

welche im Rahmen der Distributionen-Theorie gerechtfertigt werden; eine formale
Rechnung suggeriert, dal§ die gewiinschte Identitit gilt

Av() = fﬂ AG(x,€) f(&) dé = fQ 5@ O d=f(x), xeQ.

12



(vi) Losungsdarstellungen mittels Fourier-Reihen. Im zuvor betrachteten Gegenbeispiel er-
gibt sich eine konstante Funktion

fx,y)==(0,,r(x, ) +0,,7(x, y)=-2, (x,y)€Q=1(0,1) x (0,1);
offensichtlich folgt mit Hilfe der Relationen
u=v+r, v=-2w,
aus einer Losungsdarstellung fiir die Poisson-Gleichung mit normierter rechter Seite

Aw(x,y)=1, xe€Q,
w(x,y)=0, x€0Q,

auch eine Losungsdarstellung der urspriinglichen Laplace-Gleichung. Aufgrund der
speziellen Struktur des Einheitsquadrates, gegeben als kartesisches Produkt von Inter-
vallen, vereinfacht sich die zuvor angegebene Integraldarstellung wesentlich. Genauer,
hier ist ein Zugang basierend auf ungerader Fortsetzung und Fourier-Reihenansatz ziel-
fiihrend; wie unten ausgefiihrt, erhilt man folgende Losungsdarstellung mittels Sinus-
Funktionen

16 1 . .
w(x,y)=— Y P R sin(my 7 x) sin(my 7w y),
m=(mq,mp)eNZ | b

my,my ungerade

u(x,y)=-2wlx,y+x*,  (x,y)€l0,1]x[0,1].
Approximationen, welche aus einer Einschrinkung der Indexmenge Nil auf
M ={m=(my, my) eNZ, : my, my < M}, MeNsq,

resultieren, sind in Abbildung 1.2 illustriert. Abbildung 1.3 veranschaulicht die Unste-
tigkeit der zweiten Ableitungen am Rand des Einheitsquadrates; im Inneren beobachtet
man Konvergenz der Reihe

Awx,y)=% ) mn sin(my ) sin(mey), (%, €[0,11x[0,1],
mz(ml,mg)eNil

mj,my ungerade

gegen die konstante Einsfunktion, wihrend die Funktionswerte am Rand aufgrund der
auftretenden Sinus-Funktionen gleich Null sind. Man beachte, dal§ die Relation Aw =1
nur auf einer Nullmenge nicht erfiillt ist; bei zusétzlicher Integration wiirde dies also
keine Rolle spielen.

Erklérung. 8 Man verwendet, daR die durch

Sp:[0,1] — R: x— S;u(x) = V2sin(mnx), meNsq,

8 Bemerkung. Zusitzliche Erklirungen in einem allgemeineren Zusammenhang finden sich in JUNGEL (2017),
siehe insbesondere Satz 6.12 und Satz 6.13.
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Approximation an Lésung der Laplace-Gleichung (M = 101)

Approximation an Lésung der Poisson-Gleichung (M = 101)

Abbildung 1.2: Zweidimensionale Laplace-Gleichung unter inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen und entsprechende Poisson-Gleichung unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen. Approximationen an Losungswerte basierend auf Sinus-Reihenansatz.

Approximation an Aw (M = 21) Approximation an A w (M = 41) Approximation an A w (M = 101)

Abbildung 1.3: Zweidimensionale Poisson-Gleichung mit normierter rechter Seite unter ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen. Approximationen an Funktionswerte von Aw basie-

rend auf Sinus-Reihenansatz fiir Lésung w; im Inneren des Einheitsquadrates ist Funktion
nidherunsweise Eins, am Rand gleich Null.

definierte Familie von Sinus-Funktionen ein Orthonormalsystem beziiglich der L?-
Norm bildet (mit Kronecker-Delta)

(SmlSi) o =Omm=1{ " "= m,meN
m(Om)r2 —Umm — 0, m?fﬁ’t, ’ =1

und Eigenfunktionen der zweiten Ableitung umfalfst

axxSm:/lmSm, A«m:_mznz, m€N21;
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die Orthogonalitdtsrelation folgt mit Hilfe der Euler'schen Formel
(Sm|Sm) 2 = f[ o S (%) Si(x) dx
= Zf[o . sin(mm x) sin(mm x) dx
zzf[o ) 1 (eimnx_e—imnx) L (eimnx_e—imnx) dx

— %f (ei(m—rﬁ)nx+e—i(m—ﬁ1)nx_ei(m+ﬁ1)nx_e—i(m+ﬁ1)nx) dx
[0,1]

:f (cos((m—fﬁ)ﬂx)—cos((m+fﬁ)ﬂx)) dx, m,im€Nsq,
(0,1]
durch Betrachtung des Funktionsgraphen der Cosinus-Funktion
f cos(/nx)dx=0, ¢ ezZ\{0},
(0,1]
und Unterscheidung der beiden Félle

(Sm|8m)L2:f (1-cos@mmx))dx=1, meNs,
[0,1]

(Sm|Sm) ;2 =0, m,m€Ns1, m# .

Weiters zeigt eine elementare Rechnung die Identitét

1
[01]Sm(X)dx:\/§ [Ol]sin(mﬂx) dx:—%cos(mnx)’():%(1—(—1)’”)
B %, m ungerade, meN
0, m gerade, =

Die Erweiterung auf zwei Raumdimensionen erfolgt durch Bildung des Tensorproduktes

Sm = Sm1 ® sz . [0) 1] X [0) 1] —R:x= (xl)xZ) _ Sm1 (xl) Smg(x2))

2,
m= (mlrmZ) ENEI)

einstweilen ist anstelle von (x, y) die Bezeichnung x = (x1, x») zweckméfiger. Offensicht-
lich gelten die Relationen

(S| Si) 2 = f S () S () dx = B
[0,1]x[0,1]

8
—2—  my, My ungerade,
x:00,1]x[0,1]] = R:x—1, (7(|5m)Lz= mymy T2 1, My ung
0, ansonsten,

2 ~ ~ 2
m = (my,mp) €N, m = (my,mp) €N, .
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(vii)

Ausgangspunkt zur Herleitung einer Losungsdarstellung ist folgender Reihenansatz mit
reellen Koeffizienten
w= Y cuSm, cme€R, meNi;
meN2,

Einsetzen in die Poisson-Gleichung

szx, Z CmASm:X’

meNZ,
und Anwendung der zurvor hergeleiteten Relationen fiihrt auf

Z AmCmSm=x,

2
mEl\l21

Y Amcm(Sm|Sw)e = (X|Sm) 2, MENE,

2
mel\l21

-8
=L (y|s _ mymg (m+m2)nt ! my, my ungerade,
Cm = ()( m) 2=
Am L
0, ansonsten,

2
m = (m],mZ) ENEI)

- _8 -1 .
W=-1a Z mymy (m3+m3) Smy ® Smy 5
m=(my,my)eNZ |

my,my ungerade

dies impliziert das angegebene Resultat. Detailierte Erklirungen zur Rechtfertigung des
Sinus-Reihenansatzes werden an spéterer Stelle im Zusammenhang mit Diffusionsglei-
chungen erginzt. o

Bemerkung. Man beachte, da’ in den zuvor betrachteten Beispielen die partiellen Diffe-
rentialgleichungen und die Randbedingungen durch reguldre Funktionen definiert sind
und aufgrund von Inkompatibilitdten keine klassischen Losungen existieren. Ergdnzend
sei noch bemerkt, daf§ in Hinsicht auf Anwendungen auch die Betrachtung von nicht-
glatten Daten von Interesse ist; in solchen Situationen ist die Einfiihrung von verallge-
meinerten Losungsbegriffen unvermeidlich. Ein einfaches Gegenbeispiel ist die Diffe-
rentialgleichung
o0, u(x) = f(x), x€(0,1),

mit unstetiger definierender Funktion (wobei c; € R)

1, xE[O,%),
fi01] —R:x— f(X)=1{ ¢, x=3,
-1, xe(31].

Offensichtlich existiert keine stetig differenzierbare Losung; es ist jedoch naheliegend,
sdmtliche Funktionen der Form (wobei ¢y, c3,c4 € R)

),

N~

x+c, x€(0,
u(x) =< cs, xX=

1
2
—X+cy, xe(%,l),
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als verallgemeinerte Losungen aufzufassen.

Kompakte Formulierungen als Evolutionsgleichungen. Fiir theoretische Untersuchungen
und auch fiir die Angabe und Analyse von numerischen Verfahren ist es oft hilfreich, zeitab-
héangige partielle Differentialgleichungen in Anlehnung an gew6hnliche Differentialgleichun-
gen zu formulieren; um zu betonen, dal die gesuchten Losungen Werte in Funktionenriu-
men, meist mit der Struktur von Banach-Rdumen, annehmen, spricht man von abstrakten
Differentialgleichungen oder von abstrakten Evolutionsgleichungen. Dieser Zugang wird bei-
spielsweise im Rahmen der Semigruppen-Theorie und der Theorie monotoner Operatoren
genutzt.

@

(i)

(iii)

Partielle Differentialgleichungen. Als einfache Beispiele parabolischer Anfangsrand-
wertprobleme werden eindimensionale inhomogene lineare Diffusionsgleichungen be-
trachtet; zusdtzlich werden homogene Dirichlet-Randbedingungen auf Intervallen der
Form [a, b] € R und Anfangsbedingungen Uy : [a, b] — R vorgegeben

0,U(x,t)=0,,U(x,1t)+B(x,1), (x,0)€(a,b) x (&, 1),
U(d,t):():U(b,t), tE[tO, T])
U(x, 1) = Up(x), x€la,b].

Evolutionsgleichungen. Beikompakten Formulierungen der Anfangsrandwertprobleme
als abstrakte Cauchy-Probleme

u'(t)=Au(t)+b(r), te(t, 1),
u(t()) = Up,

entspricht der Differentialoperator d,, unstetigen linearen Operatoren
A:DA)c X — X;
die gegebenen Inhomogenititen fiihren auf Funktionen der Form b: [#, T] — X.

Lésungsbegriffe. Wesentlich fiir die theoretische Analyse, etwa fiir die Herleitung von
Resultaten zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, ist die Wahl der zugrundelie-
genden Funktionenrdume X und insbesondere die Definition der Teilriume D(A) c X,
welche die geforderten Regularitidtseigenschaften sowie die vorgegebenen Randbedin-
gungen wiederspiegeln. Betrachtet man beispielsweise den Raum stetiger Funktionen
versehen mit der Maximumsnorm als zugrundeliegenden Banach-Raum, fiihrt dies auf

X =(%(1a,bLR), I I),
A:D(4) = {v e 6*((a,b),R) nE(1a,b],R): v(@) = 0= v(b)} — X:v—0,,v,
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was dem Begriff von klassischen Loésungen entspricht.” Wihlt man stattdessen den
Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen als zugrundeliegenden Raum

X = (£%(1a, bLR), (12, -2
A:D(A) = H*([a, b),R) n Hy([a, b],R) — X : v— 0,,V,

entspricht dies dem Ubergang auf Lésungen in einem abgeschwichten Sinn; die dabei
auftretenden Sobolev-Raume werden an spéterer Stelle eingefiihrt. Im ersten Fall ist die
zweite Ableitung 0, wie bekannt definiert; im zweiten Fall bezeichnet 0, v eine Verall-
gemeinerung davon.

Autonome Evolutionsgleichungen. Bei autonomen Evolutionsgleichungen wird als An-
fangszeitpunkt iiblicherweise 7y = 0 angenommen; betrachtet man namlich ein Anfangswert-
problem der Form (wobei u: [fy, T] — X)

{u’(r) =F(u(t), tel(t,T),

u(ty) = up,
so fiihrt die Substitution v: [0, T — fy] — X : s — v(s) = u(s+ tp) wegen

V'(s) = u/(s+ 1) = F(u(s+ 1)) = F(v(s)), s€(0,T—t),
v(0) = u(t) = uop,

auf ein Anfangswertproblem der Form (wobei T=T- 1)

{u’(t):F(u(t)), te(0,7),

u(0) =uyp.

Notwendigkeit verschiedener Theorien. Die im ndchsten Abschnitt angefiihrten Illustra-
tionen deuten darauf hin, dall es aufgrund der unterschiedlichen charakteristischen Eigen-
schaften von Losungen keine universelle Theorie zur Behandlung von partiellen Differenti-
algleichungen und insbesondere keine universelle Losungsmethode gibt; selbst bei linearen
partiellen Differentialgleichungen steht keine allgemein anwendbare direkte Lésungsmetho-
de zur Verfiigung. Dies steht im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen, wo Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen sowie die Berechnung von Lésungen mittels Gaul’schem Eliminati-
onsverfahren moglich sind. Ein dhnlich elementarer Zugang ist bei gewdhnlichen Differenti-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten anwendbar. Wesentlich komplexer ist die Situa-
tion bereits bei linearen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten, wo nach dem
SATZ VON MALGRANGE-EHRENPREIS die Existenz einer Fundamentallésung sichergestellt ist;
dessen Beweis basiert ndmlich auf dem ZORN’SCHEN LEMMA und dem SATZ VON HAHN-
BaNacH.!0

9Vgl. Illustration zu Laplace- und Poisson-Gleichungen. Hier wurde die Bedingung v € ([, b],R) bereits
etwas abgeschwicht und nur mehr zweimalige Differenzierbarkeit im Inneren gefordert.
10 Bemerkungen.
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Ausblick. Da das Thema Partielle Differentialgleichungen sehr komplex und umfangreich
ist, konnen im Rahmen einer einfithrenden Lehrveranstaltung nur einzelne Aspekte bespro-
chen werden; der Fokus liegt naturgemal} auf zeitabhidngigen linearen partiellen Differenti-
algleichungen und Grundlagen der linearen Funktionalanalysis. Der detailierten Behandlung
wesentlicher Theorien sind weitere Lehrveranstaltungen gewidmet; im Rahmen der Spektral-
theorie werden Grundlagen der Theorie selbstadjungierter Operatoren auf Hilbert-Rdumen
mit Anwendungen auf lineare Schrédinger-Gleichungen behandelt, im Rahmen der Opera-
tortheorie Fixpunktsidtze und Grundlagen der Theorie monotoner Operatoren mit Anwen-
dungen auf nichtlineare parabolische Gleichungen, im Rahmen der Stochastischen partiel-
len Differentialgleichungen Grundlagen der Theorie von Semigruppen und Anwendungen auf
parabolische und hyperbolische Gleichungen.

(i) Erinnerung. Eine Teilordnung auf einer Menge M ist eine Relation <, welche die Eigenschaften transitiv,
reflexiv und antisymmetrisch erfiillt. Falls fiir je zwei Elemente m;, m, € M die Relation m; < my oder
my < m giiltig ist, liegt eine totale Ordnung vor.

(i) Lemmavon Zorn. Esbezeichne M # @ eine mit einer Teilordnung < versehene Menge; jede total geordnete
Teilmenge K < M besitze eine obere Schranke myg € M

Vke K dmgeM: k<mg.
Dann existiert ein maximales Element m* € M, das heif3t, es gilt
Im*eM VmeM: (m*sm = m"=m);

dieses maximale Element ist nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt.

(iii) Satz von Hahn-Banach. Esbezeichne X einen normierten Raum und
X* ={F: X — K linear und stetig}

den zugehorigen Dualraum. Jedes auf einem Unterraum U < X definierte stetige lineare Funktional kann
normerhaltend auf X fortgesetzt werden

VfeU* 3IFe X" mitden Eigenschaften F|,; = f und ||F|, _x = fllx_x-
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1.3 Erste Illustrationen

Illustrationen. Die im Folgenden erwdhnten und in Hinblick auf Anwendungen relevanten
zeitabhéngigen partiellen Differentialgleichungen illustrieren die Vielfiatigkeit und Komplexi-
tdt des Gebietes. Die vorgenommene Klassifizierung in

* Erhaltungsgleichungen,

parabolische Gleichungen,

Schrodinger-Gleichungen und

Wellengleichungen

bietet eine grobe Richtlinie; begonnen wird jeweils mit der Angabe von elementaren linearen
Gleichungen, welche eine fiir die gesamte Klasse charakteristische Form verdeutlichen sollen.
Zur Vereinfachung der Darstellungen werden spezielle Normierungen der partiellen Differen-
tialgleichungen angenommen. Um Abhéngigkeiten von Raum und Zeit offensichtlich zu ma-
chen, wird die dem klassischen Losungsbegriff entsprechende Schreibweise mit punktweiser
Auswertung verwendet; zum besseren Verstdndnis sind teilweise jene Formulierungen, wel-
che dem Spezialfall von zwei Raumdimensionen entsprechen, ergédnzt. Fiir erste theoretische
Untersuchungen wird als Raumbereich meist der reelle euklidische Raum betrachtet, da man
dann zusitzliche Kompatibilitdtsbedingungen aufgrund von Randbedingungen auller Acht
lassen kann.

Erhaltungsgleichungen.

(i) Elementare lineare Gleichungen. Homogene lineare Advektionsgleichungen haben die
Form (wobei 0 # ¢ € R%)

o,u(x, ) =V-(culx,1),
d=2:  dux,y,1)=c10,ulx,y 1)+ c20,ux,y,1).

(ii) Verallgemeinerungen. Verallgemeinerungen von Advektionsgleichungen fiihren auf li-
neare Erhaltungsgleichungen (wobei c : R? — R%)

d,u(x, ) = V- (c(x) ulx, 1),
d=2:  dulx,y,0)=0(ci(x,p) ulx,y,0) +0,(c2(x, ) ulx, y, 1),

sowie auf nichtlineare Erhaltungsgleichungen (wobei f : R x R — R%)

O,u(x,t)=V-f(x,ulx, 1),
d=2: 0,u(x,y, ) = Ox(fl (x,y,u(x,y, L‘))) +0y(f2(x, y, u(x, ¥, t))).
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Die Namensgebung erklért sich dadurch, dall das Integral iiber den gesamten Raumbe-
reich eine ErhaltungsgroRe!! ist (Erhaltung der Gesamtmasse bzw. Teilchenzahl)

M(t):fdu(x, BHdx, te(t, T].
R
(iii) Spezielle nichtlineare Erhaltungsgleichungen und Modifikationen. Bekannte nichtlinea-
re Erhaltungsgleichungen sind Burgers-Gleichungen, etwa!?
d=1: o;u(x,t) =—u(x, )0, ux,1);

die Erweiterung auf mehrere Raumdimensionen lautet (wobei u : R% x (fp, T) — R%,
vgl. Navier-Stokes-Gleichungen)

o,u(x, 1) =—(ulx, 1)-V)u(x, ).

Viskose Burgers-Gleichungen ergeben sich bei der Hinzunahme von regularisierenden
Termen und sind der Klasse der parabolischen Gleichungen zuzuordnen; in einer Raum-
dimension betrachtet man beispielsweise (wobei 0 < € << 1)

d=1: o;u(x,t) =€0, ulx,t) —ulx, )0, u(x,t).

Parabolische Gleichungen.
(i) Elementare lineare Gleichungen. Homogene lineare Diffusionsgleichungen haben die
Form (wobei a > 0)

o,u(x,t) =alAu(x,1),
d=2: o;u(x,y,t) =ad,  ulx,y, t)+a0yyu(x,y, 1.

" Bemerkungen.

(i) Fir eine integrierbare regulidre Losung folgt die Erhaltungseigenschaft im Fall einer Raumdimension aus
der Relation (Bedingung fiir Integrierbarkeit von u auf R, Bedingung an f, Differentiation beziiglich der
Zeit und Einsetzen der Differentialgleichung)

Iim wu(x, t)= lim f(x,O) = Er}l f(x,0),

| x|—00

M (1) = fau(x,t)dx f f (% ulx, 1) dx = f(x,u(x,t))| =0, telnD.

(ii) Nichtlineare Erhaltungsgleichungen haben hiufig die speziellere Form
o,u(x, 1) =V-f(ux,1),

d.h. die definierende Funktion f : R — R? hingt nicht explizit von den raumlichen Variablen ab; in diesem
Fall wird die zuvor geforderte Bedingung an f nicht benétigt.

12 Bemerkung. Die angegebene Burgers-Gleichung ist durch eine quadratische Funktion definiert

d=1: dux,n=0f(uxn), fw=-3v*, fw=-
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(ii) Stationdre Gleichungen. Bei linearen Diffusionsgleichungen treten als zugehorige sta-
tionére Gleichungen Laplace-Gleichungen und Poisson-Gleichungen auf 3

Au(x)=0,
Au(x) = f(x).

(iii) Verallgemeinerungen. Allgemeiner betrachtet man durch elliptische Differentialope-
ratoren definierte partielle Differentialgleichungen wie etwa (Komponentenfunktionen
von a : RY — R4*4 seien positiv und symmetrisch)

0,u(x, 1) = V- (a(x) Vu(x, 1),

an(x,y) alz(x,y)) (axu(x,y, t)))

d:z: 0 ] :t :V'
tu(xy) ((alg(X,y) ax(x,y) ayu(x’y’t)

Semi-lineare parabolische Gleichungen haben beispielsweise die Form (linearer Diffe-
rentialoperator zweiter Ordnung beziiglich der riumlichen Variablen, Auswertung der
Nichtlinearitit f: R x R x R — R erfordert geringere Regularititseigenschaften der Lo-
sung)

O,u(x,t) =V-(a(x)Vulx,n)+ f(x, ulx, 1), Vu(x, 1);

entsprechend der betrachteten Anwendungen spricht man gegebenenfalls von
Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichungen. Falls die Koeffizienten des definieren-
den elliptischen Differentialoperators zusdtzlich von Werten der Losung oder ersten
rdumlichen Ableitungen abhédngen, liegt eine quasi-lineare parabolische Gleichung vor

0,ulix, ) = V- (a(x, u(x, 1), Vulx, 0) Vux, 1) + f(x, ux, 1, Vulx, );

bei voll nichtlinearen parabolischen Gleichungen ist im Gegensatz dazu auch die Ab-
héangigkeit von der hochsten rdumlichen Ableitung nichtlinear. Auf die Klassifizierung
in lineare, semi-lineare, quasi-lineare und voll nichtlineare Gleichungen wird an spéte-
rer Stelle nochmals eingegangen.

13 Bemerkungen.
(i) Klassische Losungen von Laplace-Gleichungen werden als harmonische Funktionen bezeichnet.

(ii) Da der negative Laplace-Operator positiv semi-definit ist, wird fiir die Laplace-Gleichung héufig folgende
dquivalente Formulierung betrachtet

—Au(x)=0.

(iii) Wie zuvor illustriert, kann man Laplace-Gleichungen unter inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
mittels linearer Transformationen auf Poisson-Gleichungen unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen tiberfiihren.

(iv) Laplace-Gleichungen und Poisson-Gleichungen ergeben sich auch als stationdre Gleichungen fiir
Schrédinger-Gleichungen oder Wellengleichungen.
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(iv)

)

(vi)

Spezielle Diffusions-Reaktions-Gleichungen. = Bekannte Beispiele von Diffusions-
Reaktions-Gleichungen sind die Fisher—-KPP-Gleichung!# (mit quadratischer Nichtlinea-
ritdt f(v) =v(1-v))

O,ux, 1) = Aulx, 1) + u(x, 1) (1 - u(x, 1)
und die Allen-Cahn-Gleichung!® (mit kubischer Nichtlinearitit f(v) = v (1 - v) (1 + v))
O u(x, 1) = Aulx, 1) + u(x, (1 - ulx, ) (1+ u(x, ).

Die Wahl f(v) = v? oder f(v) = eV fiihrt auf Gleichungen, welche Singularitdten ent-
wickeln; man spricht von Blow-up-Gleichungen.

Equilibria. Zeitlich unabhédngige und zusétzlich raumlich unabhéngige Losungen von
Diffusions-Reaktions-Gleichungen sind durch Nullstellen der definierenden nichtlinea-
ren Funktionen gegeben; durch Bestimmung der ersten Ableitungen kann man Aus-
sagen Uber die Stabilitdtseigenschaften dieser Equilibria treffen. Bei der Fisher-KPP-
Gleichung erhilt man

f(v):v(l—v)zv—vzéo, flm=1-2v,
vy =0, f'(vy)=1>0, wv;=1, f'(v;)=-2<0;
negative Werte der Ableitung implizieren asymptotische Stabilitdt, positive hingegen

asymptotische Instabilitdt. Entsprechend ergeben sich fiir die Allen—-Cahn-Gleichung die
Relationen

!

f=vad-va+v)=v-1v°=0, f¥)=1-37
vy =0,  f(vi)=1>0, wv;=1, wv3=-1, f'(v;)=f(v;)=-2<0.

Spezielle nichtlineare Diffusionsgleichungen. Bekannte Beispiele von nichtlinearen Dif-
fusionsgleichungen sind durch sogenannte nichtlineare Laplace-Operatoren definiert
(mit euklidischer Norm und Exponent p € (1,2) U (2,00))

0,u(x, 1) = V-(”Vu(x, t)||[g;2Vu(x, t));

in zwei Raumdimensionen ergibt sich speziell

d=2: ||Vu(x, ¥, 1) ||R2 = \/(axu(x, ¥ t))z + (Oyu(x, ¥ t))z,
o,ulx,y,t)= ax(”Vu(x, %) ||[§2_2 o.u(x,y, t)) + Gy(”Vu(x, %) ||£2_2 Gyu(x, ) t)).

14Dje Fisher-KPP-Gleichung ist nach Fisher, Kolmogorov, Petrovsky und Piscounov benannt.
15Dje Allen-Cahn-Gleichung ist auch als Chafee-Infante-Gleichung oder als bistabile Gleichung bekannt.
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(vii)

Nichtlineare Diffusionsgleichungen treten auerdem bei der Modellierung von Diffusi-
onsprozessen in pordsen Medien auf (mit Exponent p € (1,00))

o,u(x, 1) = Alu(x,0)”,
d=2:  Bux,y 1) =0, (ulx,y0)"+0,,(uxy )"

Man beachte, dall es sich in beiden Féllen um quasi-lineare parabolische Gleichungen
d=2: 0,u(x,y, 1) = Gx(a(u(x, ¥, 0, Vu(x,y, )0, ux,y, t))
+ Oy(a(u(x, ¥0,Vulx, y,0)0,u(x,y, t))
handelt; die Koeffizienten sind wie folgt gegeben

a(ulx, y,0,Vulx,y, 1) = |Vulx, y, 0[5,

a(ulx,y,0,Vulx,y,n) = p(ux,y,n)’ .

Hllustration. Bei der Modellierung von auto-katalytischen Diffusions-Reaktions-
Prozessen zwischen zwei chemischen Substanzen mit Konzentrationen

u:Qx[ty, TIcRIxR—R, v:Qx[t, TIcR*xR—R,
treten die Gray-Scott-Gleichungen

o,u(x, 1) = (DyA—a) ulx, 1) — ulx, 1) (v(x,0)’ +a,
0,v(x,0) = (Dy A= B) vix, 1) + ulx, 1) (v(x, 0)°,

auf. Wadhlt man periodische Randbedingungen oder homogene Neumann-
Randbedingungen, bilden sich iiber lange Zeiten Muster aus, vgl. Abbildungen 1.4
und 1.5.16

Schrodinger-Gleichungen.

@

Elementare lineare Gleichungen. Zeitabhingige freie Schrodinger-Gleichungen haben
die Form (wobei 0 # c € R)
iou(x,t)=-cAu(x,1).

16Dje Ausbildung von Mustern kann man auch unter

http://techmath.uibk.ac.at/mecht/MyHomepage/Research/Movie_GrayScott_NovelApproach_Solution.mov

beobachten.
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Solution at t = 0 (First component, M = 10000, Order = 2, Time steps = 0). Solution at t = 0 (Second component, M = 10000, Order = 2, Time steps = 0).

u1 ul} 25
0.85 _ 0.2
0.9 0.15

0.85 0.1
0.05

0

Solution at t = 1000 (First component, M = 10000, Order = 2, Time steps = 10000).

08
07
0.6
0.5

Abbildung 1.4: Gray-Scott-Gleichungen in zwei Raumdimensionen unter periodischen Rand-
bedingungen. Anfangsbedingungen und numerisch berechnete Losungswerte (¢ = 1000).

Solution at t = 1000 (Second component, M = 10000, Order = 2, Time steps = 10000).

(ii) Verallgemeinerungen. Ein Grundprinzip der Quantenphysik besagt, dal ein quanten-
physikalisches System durch einen auf einem separablen komplexen Hilbert-Raum defi-
nierten selbstadjungierten Hamilton-Operator beschrieben wird. Die zeitliche Entwick-
lung des Systemes ist durch die zugehorige Schrodinger-Gleichung

io,u(x,t) = H(x)u(x, 1)
bestimmt; deren komplex-wertige Losung u : R x [tg, T] — C wird als Wellenfunktion

bezeichnet. Das zugehorige Integral iiber einen Teilbereich Oy < R? wird beispielsweise
als die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Teilchen interpretiert

f |u(x, L‘)|2 dx.
Qo

In zahlreichen Anwendungen umfal3t der Hamilton-Operator den Laplace-Operator und
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Abbildung 1.5: Gray-Scott-Gleichungen in zwei Raumdimensionen unter periodischen Rand-
bedingungen. Numerisch berechnete Losungswerte (zweite Komponente, ¢ = 2000).

ein reellwertiges Potential'’

H=-A+V, VR —R:x— V(x);

eine wesentliche Eigenschaft ist in diesem Fall die zeitliche Invarianz der reellen Grof3e
(verwende partielle Integration)

(H@) uC, 0]ul, ), = fw (- Aulx, )+ V(x) ul, 0)ulx, 1) dx
:fd|Vu(x, 0)° + V() [utx, 0] dx,
R

welche im Allgemeinen der Gesamtenergie des Quantensystemes entspricht. Da die
Dimension des Systemes mit der Anzahl der betrachteten Teilchen zusammenhéngt,
treten beispielsweise bei der Modellierung von Molekiilen hochdimensionale lineare
Schrédinger-Gleichungen auf

d=3N>>1;

17 Allgemeiner sind auch zeitabhingige Potentiale

ViR x [y, T] — R: x— V(x,1),

welche auf nichtautonome lineare Schrodinger-Gleichungen fiihren, relevant.
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(iii)

(iv)

)

in speziellen Situationen fithren geeignete Ansédtze und Ndherungen auf reduzierte Mo-
delle in Form von nichtlinearen Schrédinger-Gleichungen in drei Dimensionen.

Spezielle lineare Schrédinger-Gleichungen. Elementare Beispiele linearer Schrédinger-
Gleichungen sind Schrodinger-Gleichungen mit quadratischen Potentialen (mit positi-
ven Gewichten w; >0 fiir j € {1,...,d})

d
i0,u(x,t) = —Au(x, t) + Zlaﬁ X u(x, 1),
]:

Modelle fiir Elektronen-Systeme, wo paarweise Interaktionen durch Coulomb-
Potentiale beschrieben werden, fithren auf lineare Schrédinger-Gleichungen der Form

ioulx,t)=-Au(x, 1)+ V(x) ulx, 1),
1
Vo= )

_— x:(xl,...,xN)€R3N.

1<j<ken 1% = Xillgs
Spezielle nichtlineare Schrodinger-Gleichungen. Bekannte Beispiele nichtlinearer
Schrédinger-Gleichungen sind kubische Schédinger-Gleichungen oder etwas allgemei-
ner Gleichungen der Form (mit f :R— R)

i0,u(x, 1) =—Au(x,1) +f(|u(x, t)|2) u(x, 1.

Systeme von Gross-Pitaevskii-Gleichungen modellieren gewisse Aspekte von Bose-
Einstein-Kondensaten; Herleitungen beruhen auf geeigneten Mittelungen (mean field
theory). Abgesehen von zusitzlich auftretenden einfangenden Potentialen haben einzel-
ne Gross—Pitaevskii-Gleichungen hdufig eine d4hnliche Form wie kubische Schrodinger-
Gleichungen

10,u(x, 1) = — Au(x, 1) + V(x) ulx, 0) + |ulx, 0] ulx, 0.

Spezielle Ansidtze ermoglichen die Reduktion von elektronischen Schrédinger-
Gleichungen auf Systeme nichtlinearer Schrédinger-Gleichungen in drei Dimensionen,
die MCTDHF-Gleichungen.'®

Verschiedene Regime. Im Zusammenhang mit Schrodinger-Gleichungen ist es wesent-
lich, Groenordnungen von auftretenden physikalischen Parametern zu beriicksichti-
gen; beispielsweise untersucht man fiir kubische Schrédinger-Gleichungen

10,u(x, 1) = —c1 Au(x, 1) + ¢ |ulx, t)|2 ux,t), c,ceR,
den Fall hoher Oszillationen sowie das semi-klassische Regime (wobei 0 < [g] << 1)

10,u(x, ) = — L Au(x, )+ |ulx, 0] ulx, 1),

10,ux, ) = — Aulx, )+ |ulx, 0] ulx, 1.

I8MCTDHEF steht fiir multi-configuration time-dependent Hartee-Fock.
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(vi)

(vii)

Illustration (Semi-klassisches Regime). Als Modell-Gleichung wird folgende eindimen-
sionale nichtlineare Schrodinger-Gleichung mit einem quadratischen Potential und ei-
ner WKB-Anfangsbedingung!® betrachtet (wobei w =2 und 9 = 1)

i0,u(x,0) = -0 ule, 0+ 1o? P ule, )+ 19 utx, 0P ulx, 0,  (0DeRx (1, 1),

i%ao(x) X
)

u(x, ) = po(x)e Oo(x) =€ : oo(x)=—In(e*+e7%), xeR.

Im semi-klassischen Regime, d.h. fiir kleinere Werte des Parameters ¢ > 0, beobachtet
man rasche Oszillationen der Losung beziiglich Ort und Zeit. Zur numerischen Approxi-
mation wurde ein Splitting-Verfahren zweiter Ordnung verwendet und mittels Fourier-
Spektralverfahren realisiert; der Ortsbereich wurde dazu auf ein hinreichend groRes In-
tervall eingeschrdankt. Da man nur bei geeigneter Wahl der Zeitschrittweite ein korrek-
tes numerisches Resultat erhilt, ist es sinnvoll, eine automatische lokale Schrittweiten-
steuerung zu verwenden; Abbildung 1.6 veranschaulicht das Profil der ndherungsweise
berechneten Losung auf dem Ortsintervall [0,1.5] fiir verschiedene vorgegebene Tole-
ranzen.

Hllustration (Gross—Pitaevskii-Gleichung mit Rotationsterm). Die numerische Losung ei-
ner zweidimensionalen Gross—Pitaevskii-Gleichung mit zusédtzlichem Rotationsterm

i0,u(x,y,t) = (— 5 (05 +0,,) +1Q(x0, - y0,) + Vet (x, 1) + B ulx, y, t)|2) u(x,y, 1),

Vet (1, 1) = 371X+ 3750, (o yDeR* x (5, 1),
y1=08, 7y,=12, Q=05, [=100,

unter der speziellen Anfangsbedingung

u(x,y, to) = ﬁ (x+ipe 2@ (x,)) eR?,

ist in Abbildung 1.7 illustriert; dhnlich wie zuvor wurde ein Splitting-Verfahren zweiter
Ordnung verwendet und mittels eines speziellen Spektralverfahrens, welches auf ver-
allgemeinerten Laguerre-Basisfunktionen sowie Fourier-Basisfunktionen beruht, reali-
siert.??

Wellengleichungen.

@

Elementare lineare Gleichungen. Homogene lineare Wellengleichungen haben die Form
(wobei a > 0)
0;,ulx, t) =alAu(x,1).

19Benannt nach Wentzel, Kramers und Brillouin.
20Dje zeitliche Entwicklung der Losung kann man auch unter

http://techmath.uibk.ac.at/mecht/MyHomepage/Research/Movie_ GPEWithRotation.mov

beobachten.

28



Nonlinear Schrodinger equation (¢ = 0.01, ®=2,6=1)
Integrator "embedded" (p = 2, Strang / Lie-Trotter)
Solution at time t = 3 (Tol = 0.1, N = 1720, FFTs = 3444, M = 8192)

0.8

06

xR

0 0.5 1 15
X

Nonlinear Schrédinger equation (¢ = 0.01, ®=2,6=1)

Integrator "embedded" (p = 2, Strang / Lie-Trotter)
Solution at time t = 3 (Tol = 0.001, N = 7566, FFTs = 15134, M = 8192)

l(xhl?

Abbildung 1.6: Eindimensionale nichtlinearen Schrédinger-Gleichung im semi-klassischen
Regime. Mittels lokaler Schrittweitensteuerung numerisch berechnete Losungswerte; fiir hin-

Nonlinear Schrédinger equation (¢ = 0.01, ©=2,0=1)
Integrator "embedded" (p = 2, Strang / Lie-Trotter)
Solution at time t = 3 (Tol = 0.01, N = 6828, FFTs = 13658, M = 8192)

. " T

0 0.5 1 15

X

Nonlinear Schrédinger equation (¢ = 0.01, ©=2,0=1)
Integrator "embedded" (p = 2, Strang / Lie-Trotter)
Solution at time t = 3 (Tol = 0.0001, N = 12466, FFTs = 24936, M = 8192)

reichend kleine Toleranzen beobachtet man ein konsistentes Resultat.

Fiir theoretische Zwecke verwendet man meist dquivalente Formulierungen als Syste-

me partieller Differentialgleichungen erster Ordnung beziiglich der Zeit; setzt man etwa

U: = u sowie U, = 0,u, erhélt man

0,Ui(x, 1) = Ua(x, 1),
0,Uz(x,t) = a AU (x, 1).

(ii) Helmholtz-Gleichungen. Bei homogenen linearen Wellengleichungen fiihrt das Einset-
zen eines speziellen Separationsansatzes auf Eigenwertgleichungen

ulx, ) =e“ v,

0=0,u(x,t)—alu(x,t)= ei”(— c®v(x) - aAv(x)),

alAv(x) = —c? v(x);

diese werden als Helmholtz-Gleichungen bezeichnet.



Rotational Gross-Pitaevskii equation. Strang (N =750, T = 15).

Abbildung 1.7: Zweidimensionale Gross—Pitaevskii-Gleichung mit zusétzlichem Rotations-
term. Numerische berechnete Losungwerte.

(iii) Verallgemeinerungen. Ahnlich wie bei parabolischen Gleichungen ergeben sich linea-
re und nichtlineare Verallgemeinerungen von homogenen linearen Wellengleichungen
durch die Betrachtung von linearen oder nichtlinearen elliptischen Differentialoperato-
ren sowie die Hinzunahme von nichtlinearen Termen mit geringeren Regularitdtsanfor-
derungen; entsprechend tibernimmt man die Einteilung in lineare, semi-lineare, quasi-
lineare und voll nichtlineare Gleichungen. In Hinblick auf theoretische Untersuchungen
ist es aullerdem wesentlich, zwischen ungeddmpften und geddmpften Wellengleichun-
gen zu unterscheiden. Man beachte, dall bereits bei Schwingungsgleichungen (Masse
m > 0, Reibungskonstante r > 0, Federkonstante k > 0)

my"@®+ry () +ky®=0

Losungen unterschiedliche charakteristische Eigenschaften aufweisen. Im ungeddmpf-
ten Fall r = 0 sind alle Loésungen periodisch, gegeben durch Linearkombinationen von
Sinus- und Cosinus-Funktionen; im geddmpften Fall r > 0 bewirkt ein exponentiell ab-
fallender Faktor, daB sich alle Losungen asymptotisch der Nullfunktion ndhern.

(iv) Spezielle lineare und nichtlineare Wellengleichungen. Elementare Beispiele fiir lineare
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)

und semi-lineare Wellengleichungen sind die Klein-Gordon-Gleichung
0, u(x, 1) =Aux, t) — ux, t)
und die Sine-Gordon-Gleichung

O, u(x, ) = Au(x, 1) —sin (u(x, 1)).

Spezielle geddmpfte nichtlineare Wellengleichungen. Im Bereich der nichtlinearen Aku-
stik treten beispielsweise bei der Modellierung von Ultraschall hoher Intensitidt ge-
dampfte nichtlineare Wellengleichungen auf. Die aus den Grundprinzipien der Er-
haltung von Masse, Impuls und Energie sowie einer Zustandsgleichung abgeleitete
Blackstock-Crighton-Brunnhuber-Jordan-Kuznetsov-Gleichung hat die Form (wobei
pj>0firjefl,...,6})

0,,,u(x, ) — B1 AD, ,u(x, 1) + Bo A*0,u(x, ) — B3 A, u(x, ) + By A*u(x, t)
+ 6”(% ,65 (Otu(x, t))z + ,66 |Vu(x, 1) |2) =0.

Als reduziertes Modell ergibt sich die Westervelt-Gleichung (modifizierte Konstanten
B1, B3, Bs > 0, Umformulierung mittels Differentiation)

d,,u(x, 1) = Py AOulx, 1) + B3 Au(x, 1) — 1 B50,(3,u(x, 1))°,
0,1, 1) = (1+ 5 0,ulx, ) B1 MG, ulx, )+ B Aulx, 1))

bei der Anwendung von Splitting-Verfahren ergibt sich als Teilproblem eine nichtlineare
Diffusionsgleichung

Bs=0, v=0,u: 0,v(x, 1) = (1+ Bs v(x, t))_1 B1Av(x, 1),

was auf Querverbingungen zu parabolischen Gleichungen hinweist.

Ergidnzungen. Weitere bekannte partielle Differentialgleichungen sollen zumindest na-
mentlich erwdhnt werden.

Balkengleichung

Biharmonische Gleichung
Boussinesq-Gleichung
Cahn-Hilliard-Gleichung

Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung
Euler-Gleichungen
Navier-Stokes-Gleichungen

Maxwell-Gleichungen
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1.4 Klassifizierungen

Klassifizierungen. Aufgrund der Komplexitdt von partiellen Differentialgleichungen und
dem Umfang des Gebietes ist es nur eingeschriankt moglich, Klassifizierungen vorzunehmen.
Im Folgenden werden gebrduchliche Unterscheidungskriterien angegeben; wegen zahlrei-
cher Uberschneidungen und Querverbindungen sind strenge Abgrenzungen zwischen den
einzelnen Klassen jedoch nicht sinnvoll. Als erste Anhaltspunkte bestimmt man {iblicher-
weise, ob zeitabhédngige oder zeitunabhédngige Gleichungen, autonome oder nichtautonome
Gleichungen, lineare oder nichtlineare Gleichungen vorliegen. Es ist auch zweckmaRig, die
rdumliche Dimension, die Anzahl der Gleichungen des Systemes sowie die Ordnungen der
hochsten auftretenden partiellen Ableitungen beziiglich der Zeit und des Raumes zu beriick-
sichtigen; insbesondere bei linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
ziiglich der raumlichen Variablen ist letzteres mit der Klassifizierung in elliptische, paraboli-
sche und hyperbolische Gleichungen verkniipft. Um beurteilen zu kénnen, wie das charak-
teristische Losungsverhalten ist und welche theoretischen Zugédnge zur Verfiigung stehen, ist
es zweckmadllig, eine genauere Klassifizierung in Erhaltungsgleichungen, parabolische Glei-
chungen, Schrodinger-Gleichungen und Wellengleichungen (ohne Dampfung, mit Damp-
fung) vorzunehmen. Umgekehrt kann man partielle Differentialgleichungen entsprechend
der Schwierigkeitsgrade der zur Verfiigung stehenden funktionalanalytischen Methoden un-
terscheiden.

Zeitabhiingige versus zeitunabhingige Gleichungen. Fiir die weiteren Uberlegungen ist es
hilfreich, zeitabhédngige partielle Differentialgleichungen in kompakter Weise als abstrakte
Evolutionsgleichungen erster Ordnung beziiglich der Zeit zu formulieren (mit definierender
Funktion F: D(F) S [tp, T1 x X — X : (t,v) — F(t,v))

u'(n=F(t,u®), telto,T).

Eine zeitunabhingige partielle Differentialgleichung entspricht einer Gleichung der Form?!

F(u)=0.

Autonome versus nichtautonome Evolutionsgleichungen. Falls fiir die zuvor angegebene
Evolutionsgleichung die definierende Funktion nicht explizit von der Zeitvariable abhéngt,
spricht man von einer autonomen Evolutionsgleichung

u'(=F(u®), ten,T);

21 Bemerkung. Die angegebenen abstrakten Formulierungen lassen leichter erkennen, daR die Frage der Los-
barkeit von partiellen Differentialgleichungen mit der Frage der Existenz von Fixpunkten zusammenhingt; im
zeitabhdngigen Fall fiihrt man beispielsweise dhnlich dem Ansatz von Picard-Lindel6f eine zusétzliche Integra-
tion durch, um den Fixpunktoperator zu definieren

t t
u(r):u(r0)+f F(¢,u@))de, G:D(G)—»%:u—»[t»u(zonf F((,v(())d{], Gu) =u.

To fo
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ohne néhere Erklarung sei bemerkt, dal bereits die Behandlung von nichtautonomen homo-
genen linearen Evolutionsgleichungen

Ut =Au®, telt,),
wesentlich komplexer als die Untersuchung autonomer homogener linearer Gleichungen ist

u'(t) = Au(t), te(tp, 1).

Lineare versus nichtlineare Evolutionsgleichungen. Entsprechend dem Schwierigkeits-
grad ist es sinnvoll, Evolutionsgleichungen in lineare Evolutionsgleichungen und nichtlineare
Evolutionsgleichungen einzuteilen; bei nichtlinearen Evolutionsgleichungen unterscheidet
man aullerdem zwischen semi-linearen, quasi-linearen und voll nichtlinearen Gleichungen.

(i) Lineare Evolutionsgleichungen. Lineare Evolutionsgleichungen haben die Form
u'() = A u() + b(1), te(t,1);

falls die Funktion b nicht auftritt, spricht man von einer homogenen linearen Evolu-
tionsgleichung. Lineare Evolutionsgleichungen sind beispielsweise durch lineare Dif-
ferentialoperatoren zweiter Ordnung beziiglich der rdumlichen Variablen definiert;
die Koeffizienten-Funktionen konnen dabei sowohl von den rdumlichen Variablen
als auch von der Zeitvariable abhingen. Zu relevanten Anwendungen zdhlen lineare
Schrédinger-Gleichungen und lineare Wellengleichungen.

(ii) Semi-lineare Evolutionsgleichungen. Beisemi-linearen Evolutionsgleichungen
u'(t) =AM u)+b(t,u®), telt,T),
kann die auftretende Nichtlinearitét als St6rung des linearen Operators verstanden wer-
den, etwa weil die Ordnung des nichtlinearen Differentialoperators geringer als jene
des linearen Differentialoperators ist; bekannte Beispiele sind Diffusions-Advektions-
Reaktions-Gleichungen wie die Navier-Stokes-Gleichungen oder Diffusions-Reaktions-

Gleichungen wie die Gray-Scott-Gleichungen.

(iii) Quasi-lineare Evolutionsgleichungen.  Von quasi-linearen Evolutionsgleichungen
spricht man, wenn Gleichungen der Form

u'()=A(tu@®)u@®)+b(t,u®), te(t, D),

vorliegen. Dabei setzt man beispielsweise voraus, dall die Koeffizienten des definieren-
den Differentialoperators raumliche Ableitungen geringerer Ordnung umfassen; zusatz-
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lich ist eine Semi-Linearitdt zugelassen. Im Fall von zwei Raumdimensionen ist eine au-
tonome quasi-lineare partielle Differentialgleichung etwa durch??

d=2: 0,U(x,y, 1) = an(x,yU(x,y1),0,U(x,y,1),0,U(x,y,0)0,,U(x,y, 1)
+2a12(x,y,U(x, 3, 1),0,U(x,y,1),0,U(x,y,1) 0y, U(x,,1)
+ag(x,y,Ux,y,1,0,U(x,y,1),0,U(x,y,1)) a,,U(x,y,1
+B(x,3,U(x,y,1,0,U(x,y,1),0,U(x,y,1)

gegeben; zur besseren Unterscheidung der Losungen partieller Differentialgleichungen
und der Losungen zugehoriger abstrakter Evolutionsgleichungen werden hier die Be-
zeichnungen U und u verwendet.

(iv) Vollnichtlineare Evolutionsgleichungen. Nichtlineare Evolutionsgleichungen, die weder
als semi-lineare noch als quasi-lineare Evolutionsgleichungen formuliert werden kon-
nen, bezeichnet man als voll nichtlineare Evolutionsgleichungen.

Zeitunabhingige partielle Differentialgleichungen. In verschiedenen Anwendungen ist
neben der urspriinglichen zeitabhéngigen partiellen Differentialgleichung die Betrachtung
der zugehorigen zeitunabhingigen partiellen Differentialgleichung relevant; die zuvor ange-
gebene Klassifizierung in lineare, semi-lineare, quasi-lineare und voll nichtlineare Gleichun-
gen wird entsprechend angepallt. Bekannte Beispiele linearer elliptischer Gleichungen sind
Laplace-Gleichungen und Poisson-Gleichungen, welche sich etwa als stationdre Gleichungen
von Diffusionsgleichungen oder im Zusammenhang mit Maxwell-Gleichungen ergeben.

Elliptische, parabolische und hyperbolische Gleichungen. Im Folgenden werden die zuvor
erwdhnten elementaren linearen partiellen Differentialgleichungen nochmals in ihrer ein-
fachsten Form angegeben. In Hinblick auf eine iibliche Klassifizierung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung beziiglich der rdumlichen Variablen in elliptische, pa-
rabolische und hyperbolische Gleichungen werden den auftretenden Differentialoperatoren
Polynome in zwei Variablen zugeordnet; die zugehorigen Polynomgleichungen entsprechen
Kegelschnittslinien und erkldaren die Namensgebung.

(i) Elliptische Gleichungen. Elementare Beispiele elliptischer partieller Differentialglei-
chungen sind Poisson-Gleichungen in zwei Raumdimensionen

O (X, ) +0,,u(x, 1) = f(x,),  (x,y)€R®.

22 Bemerkung. Da fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Losungen die Gleichheit 0,,U =0,,U gilt, wird
iiblicherweise der Mittelwert der Koeffizienten gebildet, vgl. Klassifizierung in elliptische, parabolische und hy-
perbolische Gleichungen.

34



(i)

(iii)

Betrachtet man den definierenden Differentialoperator und ersetzt die auftretenden
partiellen Ableitungen durch??

O = X%, 0y, )7,
so ergibt sich ein Polynom in zwei Variablen. Zugehorige Gleichungen (wobei 0 # d € R)
4yt = d?

entsprechen Kreisen und allgemeiner Ellipsen (zusitzliche Streckung bzw. Stauchung
einer Koordinate, setzeetwa x=cXmit0 #ceR)

2 yy?=d?,
welche als Graphen von zwei Funktionen gegeben sind

Ay =d?, (y_\/anw\/dz—czxz):O, ¢=1d

|

gr:[=¢ il —Rix— Vad*-c*x?,  g:[-{i—R:ix— -Vd*-c*x?,

vgl. Abbildung 1.8; man beachte, dal aufgrund der Forderung reeller Funktionswerte
eine Einschrankung des Definitionsbereiches notwendig ist.

Parabolische Gleichungen. Elementare Beispiele parabolischer Gleichungen sind ho-
mogene lineare Diffusionsgleichungen in einer Raumdimension (wobei 0 # ¢ € R)

0,u(x,t) = c*0,, ux,t), (x, 1) ERx (2, T).

Die zugehorigen Polynomgleichungen in zwei Variablen entsprechen Parabeln (ersetze
a0, < y sowie 9, < x?, wobei d € R)

y=c?x*+d,
vgl. Abbildung 1.8.
Hyperbolische Gleichungen.

(a) Wellengleichungen. Elementare Beispiele hyperbolischer Gleichungen sind eindi-
mensionale homogene lineare Wellengleichungen* (wobei 0 # c € R)

0,,u(x,t) =c*o., ulx,t), (x,H)eRx(to,T).

23 Bemerkung. Der Ubergang von linearen Differentialoperatoren auf zugehorige Multiplikationsoperatoren
wird in verschiedenen Situationen geniitzt, beispielsweise im Zusammenhang mit Lésungsansétzen, welche auf
Fourier-Reihen oder der Fourier-Transformation basieren.

24 Bemerkung. Man beachte, daR es fiir gedimpfte Wellengleichungen Verbindungen zu parabolischen Glei-
chungen gibt und deshalb die vorgenommene Klassifizierung nicht zutreffend ist, vgl. Blackstock-Crighton—
Brunnhuber-Jordan-Kuznetsov-Gleichung.
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Elliptische Gleichung (c =2, d = -4)

Parabolische Gleichung (c = 2, d = -4)
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Hyperbolische Gleichung (Wellengleichung, ¢ = 2, d = 4) Hyperbolische Gleichung (Wellengleichung, ¢ = 2, d = -4)
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Abbildung 1.8: Elementare lineare partielle Differentialgleichungen und zugehorige Glei-
chungen fiir Polynome in zwei Variablen.

Die zugehorigen Gleichungen in zwei Variablen entsprechen Hyperbeln (ersetze
d,, — y* sowie 0, — x*, wobei d € R)

y=c*x*+d, (y—\/czx2+d) (y+ 02x2+d):0, ¢= \l/c||7|’
d>0: g1:R—R:x— Vc?x*+d, g :R—R:x— —Vc?x*+d,
d<0: g1:(—00,—¢JUé,00) — R:x— V2 x*+d,

d<0: g2 :(—00,—¢JUé,00) —m R:x— —V 2 x*+d,

vgl. Abbildung 1.8.

(b) Erhaltungsgleichungen. In einer Raumdimension haben homogene lineare Advek-
tionsgleichungen die Form (wobei 0 # ¢ € R)

o,u(x,t)=co,ulx,t);
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die zugehorigen Polynomgleichungen entsprechen Geraden. Unter der Annahme ei-
ner reguldren Losung fiihrt Differentiation beziiglich der Zeit und Einsetzen der par-
tiellen Differentialgleichung auf eine Wellengleichung

0,,u(x, ) =cd,0,u(x,t) = c*0, ulx,1;

insofern ist es gerechtfertigt, Advektionsgleichungen und allgemeiner Erhaltungs-
gleichungen der Klasse der hyperbolischen Gleichungen zuzuordnen.?®

(c) Schrédinger-Gleichungen. In einer Raumdimension haben freie Schrodinger-
Gleichungen die Form (wobei 0 # c € R)

iou(x,t)=—-co, ulx,1)), o,u(x, 1) =ico, ulx,1r).

Es gibt unterschiedliche Sichtweisen, was die Klassifizierung von Schrodinger-
Gleichungen betrifft; in manchen Quellen werden sie hyperbolischen Gleichungen
zugeordnet, in manchen jedoch nicht.

Verallgemeinerungen.

(i) Spezielle Differentialoperatoren. In Hinblick auf Verallgemeinerungen fassen wir die
obigen Uberlegungen nochmals zusammen. Die betrachteten elementaren linearen Dif-
ferentialoperatoren zweiter Ordnung fiir Funktionen in zwei Variablen entsprechen Po-
lynomen in zwei Variablen und deren Koeffizienten Diagonalmatrizen mit folgenden Ei-
genschaften (wobei x = (x1,x2) 7 € R?)

10

0 1)>0’

Elliptische Gleichung: L= 6;?1 + 652 , q(x)=x5+x5, det(A)= det(

Parabolische Gleichung: L= a,%l =0y, q0)= xf, det(A) = det ((1) 8) =0,

Hyperbolische Gleichung: L= 651 — 652 , qx) = xf — xg , det(A) =det (1 0

0 —1)<0;

man beachte, dall bei der parabolischen Gleichung nur Beitrdge zweiter Ordnung be-
riicksichtigt werden.

(ii) Allgemeine Differentialoperatoren. Allgemeine lineare Differentialoperatoren zweiter
Ordnung fiir Funktionen in zwei Variablen entsprechen Polynomen der Form

PR —R:x=(x, 1) — px)=qx)+rx),

2 2
q(x) = a1 xy +2a2 x1X2 + az x5, ap,az, ax €R,
r(x)=bix1+byxs +c, b1,br,ceR.

25 Bemerkung. Mittels der folgenden Zerlegung des eindimensionalen Wellenoperators
(0,,—c?d, ) ulx, t) = (8, —cld,) (8, +Icldy ) ulx, )

kann man bekannte Losungsdarstellungen fiir Advektionsgleichungen auf eindimensionale lineare Wellenglei-
chungen erweitern.
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(iii)

Bei einer Klassifizierung in elliptische, parabolische und hyperbolische Gleichungen
werden nur die fiihrenden Terme zweiter Ordnung beriicksichtigt; mittels kompakter
Matrix-Vektor-Schreibweise erhilt man dafiir die Darstellung

A:(au dlz)Eszz’ q(x):xTAx.
ayz a4

Da die definierende Matrix symmetrisch ist, sind beide Eigenwerte, d.h. die Losungen
der quadratischen Gleichung

an—A  ap

det(A—AI) =det
( ) ( aiz  axp-—A

) = (a11 - N) (az — A) — a3,
!
= A*—(ay +ap) A+ anayp —a, =0,

reell; eine einfache Rechnung bestétigt aullerdem das allgemeingiiltige Resultat, dal das
Produkt der Eigenwerte mit der Determinante der Matrix iibereinstimmt

1 1
A =3 (an +ax) + 5\/(“11 —axp)?+4aj,,

1 1
A2 =5 (an + az) - 5\/(011 —ap)?+4as,,

/11A2 =dia — afz = det(A) .

AuBerdem ist bekannt, daf§ Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander
orthogonal stehen. Ausgehend von den obigen Spezialfdllen verwendet man, da die
Eigenwerte einer Matrix unter Koordinatentransformationen erhalten bleiben; somit er-
gibt sich fiir lineare Differentialoperatoren mit zugehorigen Matrizen A € R?*? die Klas-
sifizierung

Elliptische Gleichung: det(A) >0,
Parabolische Gleichung: det(A) =0,
Hyperbolische Gleichung: det(A) <0.

Verallgemeinerungen. Die direkte Erweiterung der zuvor angegebenen Poisson-
Gleichungen, Diffusionsgleichungen und Wellengleichungen auf mehrere Raumdimen-
sionen fiihrt auf die Klassifizierung (mit Einheitsmatrix I € R?*%)

d
Elliptische Gleichung:  L=A, gx)=), x?, A=1,
i=1

d
Parabolische Gleichung: L=A-0;,, qx)= Z x? - X441, A= (é 8) ,
j=1
. . 2 4, I o
Hyperbolische Gleichung: L=A-97, qx)= Z Xj=Xge, A= 0 —1)°
j=1
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die Variable x;,, entspricht dabei der Zeitvariable. Man beachte, dal} ein lineare Dif-
ferentialoperatoren zweiter Ordnung beziiglich des Ortes mit konstanten Koeffizienten
Terme der Form (fiir reguldre Funktionen giltd,. . u=09, . u)

Xj Xk Xk Xj
d d d d
— .. 2 L(,. ;
aji0y U, )= a;;0c u(x,0+2 ) 3 5(aji+ar) oy ulx 1
jk=1 =1 J=1k=j+1

umfalt. Als Entsprechung ergibt sich eine symmetrische und insbesondere diagonali-

sierbare Matrix 4

(3 (@ +axy))
man beachte, daR alle Eigenwerte reell sind und deshalb ihr Vorzeichen wohldefiniert

ist. In Hinblick auf die angegebenen Spezialfélle ist folgende Definition basierend auf
der Bestimmung der Eigenwerte der zugehorigen Matrizen naheliegend

jk=1"

Elliptische Gleichung: alle Eigenwerte haben dasselbe Vorzeichen,
Parabolische Gleichung: genau ein Eigenwert ist gleich Null,
alle weiteren haben dasselbe Vorzeichen,
Hyperbolische Gleichung: alle Eigenwerte sind verschieden von Null,
alle bis auf einen haben dasselbe Vorzeichen.

Diese Klassifizierung kann man durch Fixierung des betrachteten Raumpunktes auf Ko-
effizienten, die von den rdumlichen Variablen abhidngen, tibertragen; eine weitere Ver-
allgemeinerung etwa auf quasi-lineare partielle Differentialgleichungen mit 16sungsab-
héingigen Koeffizienten basiert auf zusitzlicher Fixierung der Funktion und damit der
Funktionswerte in einem Raumpunkt.

Losungsmethoden. Gebréduchliche theoretische Zugdnge und Methoden der Funktional-
analysis, welche zur Untersuchung verschiedener Klassen von partiellen Differentialglei-
chungen geniitzt werden, sind im Folgenden kurz angedeutet.

(i) Methode der Charakteristiken. Die Methode der Charakteristiken bildet eine wichtige
theoretische Grundlage fiir lineare und nichtlineare Erhaltungsgleichungen; sie basiert
auf der Idee, Losungen von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beziiglich
der rdumlichen und zeitlichen Variablen mit Lésungen von gewtdhnlichen Differential-
gleichungen zu verkniipfen. Fiir lineare Erhaltungsgleichungen und reguldre Anfangs-
profile sichert die Methode der Charakteristiken die Existenz und Eindeutigkeit von klas-
sischen Losungen; bei nicht-reguldren Anfangsprofilen geht man iiblicherweise auf Inte-
grallésungen iiber. Aufgrund der moglichen Ausbildung von Sto8wellen ist insbesondere
im nichtlinearen Fall eine Abschwidchung des Losungsbegriffes erforderlich; um zuséatz-
lich die Eindeutigkeit von Losungen zu erreichen, betrachtet man beispielsweise viskose
Losungen und Entropie-Losungen.
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(i)

(iii)

(iv)

)

Diskrete und kontinuierliche Fourier-Transformation. Falls die definierenden linea-
ren Differentialoperatoren sowie die betrachteten rdumlichen Gebiete spezielle Bedin-
gungen erfiillen, sind diskrete bzw. kontinuierliche Fourier-Transformationen geeignete
Mittel zur Herleitung von Losungsdarstellungen; in Hinblick auf numerische Realisie-
rungen ist insbesondere die diskrete Fourier-Transformation von hoher Relevanz. Beide
Zugdnge konnen als konkrete Anwendungen des Spektralsatzes verstanden werden; die
kontinuierliche Fourier-Transformation ist aullerdem eng mit dem Begriff der distribu-
tionellen Losung verkniipft.

Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren. In Situationen, wo die betrachteten li-
nearen partiellen Differentialgleichungen durch selbstadjungierte Operatoren auf se-
parablen Hilbert-Rdumen definiert sind, fiihrt die Anwendung des Spektralsatzes
auf Integraldarstellungen der Losungsoperatoren. In Spezialfdllen, beispielsweise fiir
Schrédinger-Gleichungen mit quadratischen Potentialen oder fiir homogene lineare
Diffusionsgleichungen unter geeigneten Randbedingungen auf quaderférmigen raum-
lichen Gebieten, reduzieren sich diese Integraldarstellungen auf Reihendarstellungen;
diese basieren auf der Kenntnis zugehoriger vollstdndiger Orthonormalsysteme von Ei-
genfunktionen und kénnen auch zur numerischen Approximation geniitzt werden.

Distributionen-Theorie. Die Distributionen-Theorie bildet eine wesentliche Grundlage
der linearen Funktionalanalysis. Die Einfiihrung von Sobolev-Rdumen beruht hiufig auf
dem Begriff der distributionellen Ableitung; damit eng verkniipft ist die Charakterisie-
rung verallgemeinerter Losungsbegriffe fiir partielle Differentialgleichungen. Resultate
der Distributionen-Theorie erméglichen die Herleitung von Losungsdarstellungen fiir
partielle Differentialgleichungen, welche durch lineare Differentialoperatoren mit kon-
stanten Koeffizienten definiert sind; wie zuvor fiir Poisson-Gleichungen angedeutet, fol-
gen bei der Kenntnis von Fundamentallésungen durch Faltung mit der definierenden
Funktion Lésungsdarstellungen.

Semigruppen-Theorie. Die Theorien stark-stetiger und analytischer Semigruppen bil-
den einen allgemeinen Rahmen zur Untersuchung abstrakter Evolutionsgleichungen;
beispielsweise erweitern sie die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren auf un-
stetige lineare Operatoren mit Werten in Banach-Rdumen. Im Zusammenhang mit li-
nearen Evolutionsgleichungen der Form

u'(t) = Au(r)

prézisiert die Semigruppen-Theorie, unter welchen Anforderungen an das Spektrum des
Operators die Losungsdarstellung

u(t) = e u(0)

sinnvoll definiert ist. Losungsdarstellungen, welche auf geeigneten Linearisierungen
und der Anwendung der Variation-der-Konstanten-Formel beruhen, erméglichen die
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(vi)

Betrachtung von nichtlinearen Evolutionsgleichungen; Aussagen zur Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung leitet man gegebenenfalls mittels des Banach’schen Fixpunkt-
Satzes her.

Theorie monotoner Operatoren und Energie-Abschéitzungen. Fiir zahlreiche relevante
nichtlineare Evolutionsgleichungen sind Kontraktivititseigenschaften, welche die Her-
leitung von Existenzresultaten mittels Banach’schem Fixpunkt-Satz ermdoglichen wiir-
den, nicht erfiillt; in solchen Situationen bietet der Fixpunktsatz von Schauder fiir kom-
pakte nichtlineare Operatoren eine wichtige Alternative. Die Theorie monotoner Ope-
ratoren stellt insbesondere im Zusammenhang mit nichtlinearen parabolischen Evolu-
tionsgleichungen einen geeigneten abstrakten Rahmen dar; aufgrund von schwachen
Formulierungen sind vergleichsweise geringe Regularitédtseigenschaften der Problem-
daten ausreichend. Energie-Abschédtzungen werden geniitzt, um aus der Beschridnktheit
von Folgen beziiglich gewisser Normen die Existenz einer gegen eine schwache Losung
konvergierenden Teilfolge nachzuweisen. Ahnliche Konzepte verwendet man beispiels-
weise im Zusammenhang mit geddmpften nichtlinearen Wellengleichungen.
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Kapitel 2

Erhaltungsgleichungen

Inhalt. Es ist naheliegend, mit der Untersuchung von linearen und nichtlinearen partiel-
len Differentialgleichungen erster Ordnung beziiglich der rdaumlichen und zeitlichen Varia-
blen zu beginnen. Die Methode der Charakteristiken ermoglicht es, Aussagen iiber die lokale
Losbarkeit von quasi-linearen Gleichungen zu treffen; numerische Approximationsverfahren
beruhen ebenfalls auf diesem grundlegenden theoretischen Zugang. Zur Illustration werden
zundchst homogene lineare Advektionsgleichungen mit bekannten exakten Losungen behan-
delt. Die Uberlegungen werden dann auf nichtlineare Erhaltungsgleichungen und insbeson-
dere Burgers-Gleichungen erweitert; implizite Losungsdarstellungen weisen darauf hin, daf}
sich in diesem Fall sogar fiir beliebig oft differenzierbare Anfangsprofile unstetige Losungen
ausbilden. AbschlieBend wird nachgewiesen, dall die Heaviside-Funktion eine verallgemei-
nerte Losung der linearen Advektionsgleichung ist.

Herleitung von Advektionsgleichungen.

(i) Reguldire Anfangsprofile. Die Verschiebung eines reguldaren Anfangsprofiles
Uy : R — R: & 14p(&)

mit konstanter Geschwindigkeit ¢ € R? wird durch die rdumlich und zeitlich abhzngige
Funktion

w:R x (1o, T) — R: (x, 1) — u(x, 1) = up(x+c(t— 1))

beschrieben. Partielle Differentiation mittels Kettenregel

u(x, t) = up(x1+c1 (= 1), ..., xq + cq (£ — o)),
0,u(x, ) =c10;, up(x+c(r—19)) +---+cd0€du0(x+c(t— 1)),

cu(x,t)= (01 up(x+ct—1)),...,caup(x+c(t- to)))T,

V- (culx, 1) = c10; uo(x+c(t—to)) ++++cq 0 uo(x +c(t-10)),
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Homogene lineare Advektionsgleichung (c = 0.5) Homogene lineare Advektionsgleichung (¢ = —0.5)

Exakte L&sung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 2 Exakte Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 2
—t=t0 —t=10
r —t=T r —t=T
0.8 1 0.8r
0.6 1 0.6
0.4r 1 0.4F
0.2 1 0.21
. . . 0 . ; .
91 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
Homogene lineare Advektionsgleichung (c = 0.5) Homogene lineare Advektionsgleichung (c = -0.5)

Charakteristiken Charakteristiken

2 2
1.9r 1 1.9/ 1
1.8 1.8
1.7- 1 1.7F 1
1.61 1 1.61 1
<~ 1.5- 1 <~ 1.5-
1.4 1.4
131 1 131
1.2 1 1.2f
1.1- 1 1.1F
1

Abbildung 2.1: Klassische Lésungen u € € (R x [, T],R) von eindimensionalen homogenen
linearen Advektionsgleichungen mit positiven bzw. negativen Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten. Zugehorige Charakteristiken {({(1), 1) € R x [£o, T1 : u(¢(2), £) = u(&o, tp)} sind durch Gera-
den gegeben.

fiihrt auf eine homogene lineare Advektionsgleichung

o,u(x,)=V-(culx,0), (x1eRx (1),
u(x, t) = up(x), xeR?.

(ii) Ilustration. In Abbildung 2.1 sind Lésungen von eindimensionalen homogenen linea-
ren Advektionsgleichungen illustriert. Als Anfangsprofile werden Gau3-Funktionen

U R—R:E—up@=e"",  yeR,
Uy € ¢ (R,R),
gewahlt; bei positiver Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ > 0 wird das Anfangsprofil nach

links verschoben, bei negativer Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ < 0 nach rechts. Verfolgt
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(iii)

man den Verlauf einzelner Losungswerte (wobei ¢, € R)

{6, 1) eRx 10, T1: u(e(0),1) = wo o}

beispielsweise den Maximalwert, so erhdlt man Geraden; diese werden als Kurven in der
(x, t)-Ebene veranschaulicht und heifen Charakteristiken der Gleichung.!

Nichtglatte Anfangsprofile. Bei Anwendungen etwa im Bereich der Gasdynamik ist auch
die Betrachtung von nichtglatten Anfangsprofilen von Relevanz. An spéterer Stelle wird
gezeigt, dal’ die Heaviside-Funktion

1, x=0,

H:R—R:x— H(x) =
0, x<0,

eine Integrallésung der eindimensionalen homogenen linearen Advektionsgleichung ist;
dhnliche Argumente gelten fiir die in Abbildung 2.2 gezeigte Funktion.

Methode der Charakteristiken.

(i)

(i)

Erhaltungsgleichungen. Im Folgenden wird die Methode der Charakteristiken fiir quasi-
lineare Erhaltungsgleichungen der Form (wobei f : R? x R — R%)

o,u(x,)=V-f(xulx1), x1eRx/(t,T),
u(x, to) = up(x), xeR%,

beschrieben und anhand von linearen Advektionsgleichungen sowie Burgers-

Gleichungen illustriert; da die partiellen Differentialgleichungen in Divergenzform
gegeben sind, spricht man auch von Erhaltungsgleichungen in konservativer Form.

Aquivalente Formulierungen. Es sei daran erinnert, daB V = V,, die partiellen Ableitun-
gen beziiglich der rdumlichen Variablen x umfat; entsprechend werden die partiellen
Ableitungen der definierenden Funktion

f:le X R—>Rd(c, W)'_’f(C! w) = (fl((r w))'-"fd(() w))T

! Bemerkungen.

®

(ii)

Der Begriff der Charakteristik wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Fiir die hier betrachteten
eindimensionalen skalaren partiellen Differentialgleichungen mit vorgegeben Lésungswerten auf einer zur
x-Achse parallelen Geraden werden die durch ¢ definierten Kurven als Charakteristiken bezeichnet; die
entsprechenden Losungswerte werden nicht hinzugenommen. Dies erlaubt eine Veranschaulichung der
Charakteristiken als Kurven in der (x, )-Ebene; ansonsten miif$te man Kurven im dreidimensionalen Raum
darstellen.

Im Spezialfall ¢ = 0 verlaufen alle Geraden parallel zur #-Achse und konnen damit nicht durch Funktionen
der Form ¢ = g(x) dargestellt werden.
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Homogene lineare Advektionsgleichung (c = 0.5) Homogene lineare Advektionsgleichung (c = -0.5)

Exakte Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 2 Exakte Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 2
0.8F —t=T 0.8f =T
0.61 8 0.61
0.4r 1 0.4r
0.21 0.2

or 0
-0.2r 8 -0.2r
-0.4r -0.4
-0.6 -0.6
-0.81 -0.8
-1 -1
-1 —015 6 015 1 -1 —0‘.5 6 015 1
X X
Homogene lineare Advektionsgleichung (¢ = 0.5) Homogene lineare Advektionsgleichung (¢ = -0.5)
Charaktenstlken Charakter|st|ken
2 2
1.9r 1 1.9/ 1
1.8 1.8
1.71 1 1.71 1
1.6r 1 1.6r 1
+~ 1.5F 1 +~ 1.5F
1.4 1.4
1.3r 1 1.3r
1.2F 1 1.2f
11r 1 1.1r
1 1

Abbildung 2.2: Verallgemeinerte Losungen von eindimensionalen homogenen linearen Ad-
vektionsgleichungen mit positiven bzw. negativen Ausbreitungsgeschwindigkeiten. Zugeho-
rige Charakteristiken {(¢(?), 1) e R x [#p, T]: u(&(1), t) = u(&p, to)} sind durch Geraden gegeben.

mit V, f und 9,, f bezeichnet. Fiir regulédre definierende Funktionen und Lésungen folgt
mittels Kettenregel (wobei d,, f = (0,, fi,...,0,, fa) 1)

V'f(x)u(x) t) Za f](xl) ,Xd,u(X1,...,Xd, t))

j=1

d d

Z i utx,n)+ Zlawfj(x,u(x, 1) 0y, u(x, 1)
j=1 j=

=V f(x ulx, ) +0,f(x ulx,0)-Vu(x, 1)
eine fiir die folgenden Uberlegungen zweckmiRige alternative Formulierung

0,u(x, 1) =0, f(x, ulx,n) -Vulx,t) + V- f(x,ulx,0), x,0eRx (5, 1),
u(x, to) = up(x), xeR?.
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(iii)

(iv)

Allgemeiner Zugang. Die Methode der Charakteristiken ist ein wichtiges theoretisches
Hilfsmittel im Zusammenhang mit linearen und nichlinearen Erhaltungsgleichungen.
Sie basiert auf der Idee, von beliebigen Startpunkten ¢, € R4 ausgehend, Elemente des
Raumbereiches durch reguldre zeitabhédngige Funktionen, die Charakteristiken, zu be-
schreiben

E:ltg, TN — R t— &0, &) =&
Die Losungswerte entlang solcher Kurven definieren skalare zeitabhidngige Funktionen
viltg, TI — R: t— v(t) = u(é(),1), V(o) = u(&t), to) = uo(&o);

fiir reguldre Losungen sind diese Kompositionen ebenfalls reguldr. Differentiation mit-
tels Kettenregel und Einsetzen der partiellen Differentialgleichung fiihrt auf (Vu umfal3t
die partiellen Ableitungen nach den ersten d Komponenten, 9, u bezeichnet die partielle
Ableitung nach der letzten Komponente, ersetze v(t) = u(¢ (1), 1))

V() = Lu(Ew),r) =& - VulE®, 1) +0,u(é(0), 1),
V(1) = (f’(t) +0,, (¢, v(r))) Vu(&), 1) +Ve- (&), v(D);

diese Relation 1463t sich geometrisch als Orthogonalitdtsbedingung interpretieren

( ') +0, f(ED),v(D) ).(Vu(é(t), t)) o
V() =V f(§(0), v() -1 )

Als zusitzliche Bedingungen an die Charakteristiken und die zugeho6rigen Losungswerte
fordert man deshalb

W +0,f(E@,v)=0, V()-V-fEWD,v(®))=0, te(ty,T),

genauer, dall das gewohnliche Differentialgleichungssystem
=0, f(§(0),v(D)

(6 ’(t)) _

V(0] \ Ve fE@, )
f(to)) ~ ( &o )

vit)) \uo(o))’

erfiillt ist; aufgrund der Annahme reguldrer Funktionen ist die lokale Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen sichergestellt.

)} tE(tO,T),

Wichtiger Spezialfall. In Situationen, wo die definierenden Funktionen nicht explizit
von den rdumlichen Variablen abhdngen

o,u(x, ) =V-f(ulx,1), x1eRx (ty,T),
u(x, to) = up(x), xeR%,
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)

vereinfachen sich die Bedingungen an die Charakteristiken (aus V- f = 0 folgt v'(¢) = 0)

Eilty, TI— R t— &),  &tp) = &o,
v:lto, T — R:t— v(t) = u(é(0), 1), v(to) = u(& k), to) = uo(&o),

v(0) = u(E(D, 1) = vito) = ug(&), e lto, Tl
In diesen fiir Anwendungen relevanten Spezialféllen erfiillen die Charakteristiken ge-

wohnliche Differentialgleichungen mit bekannten Losungen (f' = 0, f bezeichnet
Jacobi-Matrix von f, verwende v(f) = uy(&o))

{f’u):—f'(uo(«fo)), te(ty, T),
&(ty) = <&o,
(=& —(t—1o) f(uo&o),  telty, TI.

Die Losungswerte sind somit implizit durch die Identitét
x=E0) =&~ (t—1o) f'(0C0)),  ulx, D =uo&),  (x,0eR x[t,TI,

gegeben, d.h. fiir einen vorgegebenen Punkt (x, ) € R4 x [to, T] ist der Startpunkt der
Charakteristik durch x = £(#) zu bestimmen. Elimination von ¢, mittels der Gleichheit

So=x+(t—1o) f'(uo(€0)) = x+ (£ —1to) f'(u(x, 1)),

fiihrt auf alternative implizite Darstellungen
u(x, 1) = uo(x+ (= 1) f/(u(x, 1)), (5,0 €R x (10,7,

d.h. fiir jedes (x, £) € R% x [£, T ist der zugehorige Funktionswert u(x, t) als Losung einer
nichtlinearen Gleichung gegeben.

Lineare Advektionsgleichungen. Fiir homogene lineare Advektionsgleichungen mit vor-
gegebenen regulidren Anfangsprofilen (wobei c € R%)

o,ulx, ) =V-(culx,n), x0eRx(t,T),
u(x, o) = up(x), xeR?,

fiihrt die Methode der Charakteristiken wie erwartet auf die zuvor angegebene explizite
Losungsdarstellung (Ansatz, Anwendung der Kettenregel und Ersetzen der Zeitableitung
durch rechte Seite der partiellen Differentialgleichung V- (c ) = c¢- Vu, gew6hnliche Dif-
ferentialgleichung mit bekannter Losung, Verkniipfung von Punkten mit gleichen Funk-
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tionswerten, Substitution x = &g — c (£ — ty) bzw. {g = x + c (£ — &p))

Eltg, T — R 0— &0, E(t9) = o,
v:lto, Tl — R: t— v(t) = u(é(0), 1), V(o) = u(&(%), to) = uo(&o),
v(8) = u(E(0), 1) = v(tg) = up(&o),  telty, T1,
0= v/ (0)=¢&(1) Vu(&), t)+0:u(é@), ) = (E'@ +c)-Vu(&(),1), te(ty, T),
{t)=-c, te(t,D),
{f(l‘o) =<0,
§() =8o—c(t—1o), telto, T,
u(x, 1) = up(&o) = up(x +c(r—1p)), (x,) eRx [tp, T.
Exakte Losungen von homogenen linearen Advektionsgleichungen mit GauR-

Funktionen als Anfangsprofilen und zugehorige Charakteristiken sind in Abbildung 2.1
illustriert.

(vi) Burgers-Gleichungen. Im Fall von eindimensionalen Burgers-Gleichungen mit vorgege-
benen reguldren Anfangsprofilen (wobei c € R)

o, u(x,t)=cu(x, )0 ux, 1), (x,1)eRx(5H,T),
u(x, tp) = up(x), xeR,

fiihrt die Methode der Charakteristiken auf implizite Losungsdarstellungen (Ansatz, An-
wendung der Kettenregel, Ersetzen der Zeitableitung durch rechte Seite der partiel-
len Differentialgleichung und Verwenden des Ansatzes, gewohnliche Differentialglei-
chung mit bekannter Losung, Verkniipfung von Punkten mit gleichen Funktionswer-
ten, Verwenden der Relation x = o — c (£ — tp) up(&o) = {o — ¢ (f — 1) u(x, t) und folglich
¢o = x+c(t—1p) u(x, 1), implizite Darstellung fiir gesuchten Losungswert u(x, t))

Eilto, TV —RY: t— &),  &(ty) =&,
vilto, TI —R:t— v(®) = u(é(0),t),  vito) = u(é(%), to) = uo(&o),
v(t) = u(E(0), 1) = vtg) = u(Ety), o) = uo(&y), L€ty T),
0=0'(0) =&(1)0,u(E(D), 1) +0,u(E(0), ) = (€'(1) + cup(€0)) Oxu(E(D), 1), 1€ (b, T),
{é’(r):—cuo(éo), te (to, T),
&(ty) =&,

&) =¢Eg—c(t— 1) up(éo), te(t,T],
u(x, 1) = up(&o) = up(x+c(t— ) ulx, ),  (x, 1) eRx[ty, T].

(vii) Illustrationen. In Abbildung 2.3 und Abbildung 2.4 sind Lésungen von eindimensiona-
len Burgers-Gleichung mit der Ausbildung von StoRwellen? sowie Lésungen von homo-

2Englisch: Shock wave.
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Burgers-Gleichung (f(u) = ¢ uw c= 0.5) Advektionsgleichung (f(u) = c u, ¢ = 0.5)

Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
‘ ‘ ‘ —1t=10 —1t=10
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Burgers—-Gleichung (f(u) = ¢ W c= 0.5) Advektionsgleichung (f(u) = c u, ¢ = 0.5)
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Abbildung 2.3: Eindimensionale Burgers-Gleichung mit Ausbildung von Stoffwellen und
Vergleich mit linearer Advektionsgleichung. Numerische Approximation mittels Upwind-
Verfahren (ddmpfende Eigenschaften).

(viii)

genen linearen Advektionsgleichungen illustriert; man beachte, daf zusammenlaufen-
de Charakteristiken auf entstehenden Unstetigkeitsstellen hinweisen und der Endzeit-
punkt entsprechend angepal$t wurde. Zur numerischen Berechnung wurde das Upwind-
Verfahren verwendet; dessen dimpfende Eigenschaften sind insbesondere bei homoge-
nen linearen Advektionsgleichungen mit bekannten exakten Losungen an einer Verklei-
nerung des Maximalwertes zu erkennen.

Elementare lineare Gleichung. Ein in JUNGEL (2017) angegebenes elementares Beispiel
illustriert, dald die Methode der Charakteristiken nur dann zielfithrend ist, wenn die vor-
geschriebene Anfangsbedingung, genauer, die fiir die Vorgabe von Lésungswerten vor-
geschriebene Kurve, geeignet gewdhlt ist. Fiir das Anfangswertproblem

oulx,t)=1, (x,1)eRx (5, T),

ulx, ) =up(x), xelR,
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Burgers—Gleichung (f(u) = ¢ u?, ¢ = -0.5) _ Advektionsgleichung (f(u) =cu, ¢ = -0.5)
Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Losung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
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Abbildung 2.4: Eindimensionale Burgers-Gleichung mit Ausbildung von Stoffwellen und
Vergleich mit linearer Advektionsgleichung. Numerische Approximation mittels Upwind-
Verfahren (ddmpfende Eigenschaften).

1alt sich die Losung mittels direkter Integration beziiglich der zeitlichen Variable sowie
Einsetzen der Anfangsbedingung berechnen

U(X,t)—u(x,fo):t—to, u(x,t):u()(](:)'i't—t(), (x;t)EIRX[tOyT])
und mit Hilfe der Methode der Charakteristiken verifizieren

§:ltg, T —R:t—¢(1),  ¢(to) = <o,
vilto, TI — R: t— v(t) = u(é(0), 1), V(o) = u(é (), to) = uo(&o),
V'(6) =& (D)0, u(E), 1) +0,u(é), t) =& (1) o, u(E(n), 1) +1,
) =0, te(t,T), Vi) =1, te(t,T),
{f(to):fo, {V(fo)zuo(fo),
x=¢(t) =<, u(x, 1) = v(t) = up(So) + t— o = up(x) + £ — fy, telt,T].
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Bei der folgenden Anfangsbedingung ist es hingegen nicht méglich, die Loésung zu be-

stimmen
{atu(x,r)=1, (x,5) R x (to, T),

u(xp, t) = up(t), telt,T].

(ix) Quasi-lineare Gleichung. Zur abschliefenden Illustration der Methode der Charakteri-
stiken ist eine in JUNGEL (2017) angefiihrte quasi-lineare partielle Differentialgleichung
erster Ordnung beziiglich der riumlichen und der zeitlichen Variablen ergidnzt; die Be-
zeichnungen sind entsprechend angepalf3t. Eine kurze Rechnung fiithrt auf eine explizite
Losungsdarstellung (Differentiation und Einsetzen der partiellen Differentialgleichung,
Orthogonalitdtsbedingungen fiithren auf gewohnliche Differentialgleichungen mit be-
kannten Losungen)

0,u(x, 1) = -0, ux, 1)+ (ux, t))z, (x, 1) eRx (tp, T),
{u(x, o) = up(x), xeR,
$iltg, TI — R:1— (1), ¢ (o) = So,
vilto, TI—R:t—v() =u(&(0),1),  v(to) = u(é(t), o) = uo(&o),
V(6) =& ()0, u(E), 1) +0,u(é@), 1) = (&' —1)0,u(é), 1)+ (v(t))z,
&M=1, te(t,T), V()= (v(D)’, tet, D),
{5(1‘0) =<0, {V(l‘o) = up(So),

() =<Co+t—1op, te(tp, T],
up(&o)
1—(¢—to) up(&o)’
x=%o+t—ty, So=x—(t—1p),
uo(x—(r—1tp))
1— (1 — 1) up(x— (£ — 1))

(L1 g _
(o~ m@y) =ttt vD)=

re [t()) T])

ulx,t) = (x, ) eRx [1y, T].

(x) Verweis. Fiir eine etwas allgemeinere Darstellung der Methode der Charakteristiken sei
auf JUNGEL (2017) verwiesen.>

3 Bemerkung. Fiir eine quasi-lineare partielle Differentialgleichung der Form
a(x, t,u(x, 1) d,ulx, 1) + b(x, t, u(x, ) 0 ulx, 1) — c(x, t, u(x, 1)) =0
mit auf einer Kurve T’  R? vorgegebenen Anfangswerten wiirde man folgenden Ansatz verwenden

(€0, T0) €T, u(éo, 7o) gegeben,
x=£&(s), &(so) =¢o, t=1(s), 7(so)="To, S€[$0,S],
v(s) =u(é(s),7()),  s€lso,Sl,
V() =¢&'(8)0,u(é(9),T(9) +T'(8)0,u(é(s),T(s),
&'(8)0,u(&(s),7()) +1'(5)0,u(E(s),7(s)) - V' (s) =0,
a(&(s),7(s), v(5)) 0, u(E(5),7(8)) + b(E($),7(5), v(8)) B, u(E(s),T(8)) — c(£(5),T(s), v(5)) =0,
&'(9)=alé),1(s),v(s),  T'()=b(¢(s),T(s),v(s), V() =c(E(5),7(9),v(9).
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Viskose Burgers—-Gleichung (e = 0.1, f(u) = ¢ W c= 0.5) Viskose Burgers—-Gleichung (e = 0.1, f(u) = ¢ W c= -0.5)

Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
—t=t0 —t=10
T —t=T 1 —t=T
0.8 1 0.8r
0.6 1 0.6
0.4r 1 0.4r
0.2 1 0.21
91 -0.5 0 0.5 1 91 -0.5 0 0.5 1

x
x

Abbildung 2.5: Eindimensionale viskose Burgers-Gleichungen. Numerische Approximation
mittels Lie-Trotter-Splitting-Verfahren und explizitem Euler-Verfahren; Realisierung mittels
FFT.

Regularisierte Gleichungen. Um den regularisierende Effekt von zusitzlichen Diffusions-
termen zu illustrieren, werden in Abbildungen 2.5-2.8 numerisch berechnete Losungen von
eindimensionalen viskosen Burgers-Gleichungen (wobei e >0und 0 # c € R)

0,u(x,t) =0, ulx, 0) +culx, )0 ulx, ), (x,1)eRx(%H,T),

u(x, fo) = up(x), xeR,

veranschaulicht; zum Vergleich sind aullerdem numerisch berechnete Ldsungen von
Diffusions-Advektions-Gleichungen der Form

0,u(x, 1) = €0, u(x,t) +coxulx, 1), (x1)eRx(t,T),
u(x, to) = up(x), xeR,

erganzt. Am deutlichsten zeigt sich das regularisierende Verhalten des zusitzlichen Laplace-
Operators fiir € = 107L; fiir ¢ = 107* ist bei bloRem Hinsehen kein Unterschied zwischen
den Losungen der nicht-viskosen und der entsprechenden viskosen Gleichungen, welche der
Klasse der parabolischen Gleichungen zuzuordnen sind, zu erkennen.

Verallgemeinerte Losungen. Wie zuvor erwidhnt, ist es beispielsweise in Hinblick auf rele-
vante Anwendungen mit der Ausbreitung von Stofwellen wiinschenswert, auch Funktionen
mit geringeren Regularitdtseigenschaften als verallgemeinerte Losungen von Erhaltungsglei-
chungen zuzulassen. Im Folgenden werden homogene lineare Advektionsgleichungen und

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir partielle Differentialgleichungen erster Ordnung in mehreren Raumva-
riablen.
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Viskose Burgers—-Gleichung (e = 0.001, f(u) = ¢ W c= 0.5) Viskose Burgers—Gleichung (e = 0.001, f(u) = ¢ W oc= -0.5)

Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
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X X
Viskose Burgers—Gleichung (e = 0.0001, f(u) = ¢ W c= 0.5) Viskose Burgers—-Gleichung (e = 0.0001, f(u) = ¢ W, c= -0.5)
Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
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Abbildung 2.6: Eindimensionale viskose Burgers-Gleichungen. Numerische Approximation
mittels Lie-Trotter-Splitting-Verfahren und explizitem Euler-Verfahren; Realisierung mittels
FFT.

spezielle Anfangsprofile mit isolierten Unstetigkeitsstellen betrachtet; zur Vereinfachung wird
der Fall einer Raumdimension untersucht.

(i) Lineare Advektionsgleichungen. Fir ug ¢ ¢ (R,R) und 0 # ¢ € R beschreiben die durch
u:Rx[ty, T — R: (x, 1) — up(x+c(r—1p))

definierten Funktionen Verschiebungen von Anfangsprofilen mit konstanten Geschwin-
digkeiten; aufgrund der fehlenden Regularitdtseigenschaften sind sie jedoch keine klas-
sischen Losungen der zugehorigen eindimensionalen homogenen linearen Advektions-
gleichungen

0,u(x,t) =co,u(x,1), (x,1) eRx (1, T),

u(x,0) = uy(x), xeR.
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Diffusions—Advektions-Gleichung (e = 0.1, f(u) = c u, ¢ = 0.5) Diffusions—Advektions-Gleichung (e = 0.1, f(u) = c u, ¢ = -0.5)

Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18 Numerische Lésung zur Anfangszeit t0 = 1 und Endzeit T = 1.18
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Abbildung 2.7: Eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichungen. Numerische Approxi-
mation mittels Lie-Trotter-Splitting-Verfahren und explizitem Euler-Verfahren; Realisierung
mittels FFT. Vergleich mit exakten Losungen von linearen Advektionsgleichungen.

Der Begriff der Integrallésung erdffnet die Moglichkeit, weiterhin kompakte Formulie-
rungen als partielle Differentialgleichungen zu niitzen.

(ii) Integrallosungen. Ausgehend von den angegebenen Anfangswertproblemen fiihrt die
Multiplikation der partiellen Differentialgleichungen mit hinreichend reguldren, anson-
sten beliebig wihlbaren Testfunktionen* sowie Integration beziiglich der rdumlichen
und zeitlichen Variablen auf

o,u(x,t)—co,u(x,1)=0, (x, ) eRx (8, T),

v:Rx[fp, T —R, f f(dtu(x,t)—cdxu(x,t))v(x,t)dxdt:O.
(10, T]JR

Die grundlegende Idee von Integrallésungen ist es, sowohl die rdumliche partielle Ab-
leitung als auch die zeitliche partielle Ableitung auf die Testfunktionen zu verschieben;

4 Bemerkung. Fiir eine Testfunktion wird iiblicherweise vorausgesetzt, daf sie beziiglich der rdumlichen Va-
riablen beliebig oft differenzierbar ist

veEETCQR) = [ €TQR);

meNsg

um das Auftreten von Randtermen zu vermeiden, fordert man im Allgemeinen auch, daf§ der Tréger eine kom-
pakte Menge bildet

vELT(QR) = {(p € € (Q,R) : supp(p) = {x € Q: (x) # 0} kompakt in Q}.

Im Zusammenhang mit Integrallésungen fiir Erhaltungsgleichungen werden zusétzliche Eigenschaften beziig-
lich der Zeitvariable bendotigt.
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Diffusions—Advektions—Gleichung (e = 0.001, f(u) = c u, ¢ = 0.5) Diffusions—Advektions-Gleichung (e = 0.001, f(u) = c u, ¢ = -0.5)
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Abbildung 2.8: Eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichungen. Numerische Approxi-
mation mittels Lie-Trotter-Splitting-Verfahren und explizitem Euler-Verfahren; Realisierung
mittels FFT. Vergleich mit exakten Losungen von linearen Advektionsgleichungen.

mittels partieller Integration und durch Einsetzen der Anfangsbedingung erhélt man

f oulx, ) vix, t)dt=u(x, ) v(x, T) — up(x) v(x, to) —f u(x, )0, v(x,t)dt,
lto,T) (%, T]

f o u(x, ) v(x,t)dx = u(x, ) v(x, t)‘OO —f u(x, 1o, v(x, ) dx.
R x=-oo JR
Da man in der vorliegenden Situation keine Informationen tiber die Randterme

ulx,Nvix, T), xeR, im wu(x,t)vix,t), telt, T],

|x]—o00

hat, ist es naheliegend, die Menge der Testfunktionen entsprechend einzuschrianken

Y = {(pe%l(le 10, T), ) (0, T) =0 fiiralle x € R, lim (x,1) =0 firalle r€ [t T]}.
X|—00
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(iii)

Dies erkldrt die Betrachtung der Integralgleichungen
f f u(x, 1) (0,v(x, 1) — co,v(x, 1)) dxde +f uy(x) v(x, tp) dx =0
o, T1 JR R

und die folgende Definition
ue LR x [fp, T],R) Integrallssung

= (Vve”//:f fu(x,t) (0,v(x, 1) - cov(x, 1) dxdt+fu0(x)v(x,t0) dx=0;
(6o, T) JR R

man beachte, dal$ klassische Losungen von Anfangswertproblemen fiir homogene linea-
re Advektionsgleichungen insbesondere Integrallosungen sind.

Heaviside-Funktion. Um zu zeigen, dall die Heaviside-Funktion mit einer Unstetigkeits-
stelle im Ursprung
1, x=0,

Upg:R—R: x— up(x) =
’ ’ {0, x<0,

auf Integrallésungen von homogenen linearen Advektionsgleichungen fiihrt

1, x+c(t—1y) =20,

u:[Rx[tO,T]—»IRZ:(x,t)—>u(X,t)=u0(x+C(t—t0)):{0 x+c(t—1y) <0
, —1lo g

ist die Giiltigkeit der Relation

Yve¥ : fu(x, 1) (0,v(x, 1) — co,v(x, 1)) dxdt+fu0(x) v(x, 1) dx =0
[to, T]1 IR R

nachzuweisen. Bei Einsetzen der Losungswerte vereinfachen sich die Integrale zu
I= f f u(x, 1) (0,v(x, 1) — co,v(x, 1) dxdt+f up(x) v(x, tp) dx
(o, T1 JR R

:f(atv(x, N —cov(x, 1) dx, t)+f v(x, tp) dx,
J [0,00)

wobei der Integrationsbereich durch
J={x, ) eRx[to, T1:x=—c(t— 1))} =1 U J2, J1=10,00) x [#p, T1,

gegeben ist. Fiir die Angabe von J, ist es zweckmiRig, positive und negative Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten und entsprechend die beiden Fille (verwende £y < T)

—cT<-cty, fallsc>0,
—ctp<—cT, fallsc<0,

zu unterscheiden, vgl. Abbildung 2.9. Fiir ¢ > 0 gilt die Gleichheit (in Hinblick auf Re-
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Integrationsbereich (c = 2) Integrationsbereich (c = 2)
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Abbildung 2.9: Integrationsbereiche fiir positive und negative Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten. Darstellungen in der (x, £)-Ebene und (¢, x)-Ebene.

lation x = —c (¢ — fy) betrachte affin-lineare Funktion g;(t) = —c(t — fp) mit g;(f) =0
und g1(T) = —c(T - &), inverse Funktion g»(x) = £y — %x erfillt go(—c(T —1p)) = T und
g2(0) = 1)

c>0: p={xn:xel-c(T-1)0l,fp- tx<t=<T}
={(x,0): t€lty, T1,—c(t—tp) < x < 0};

eine kurze Rechnung fiihrt auf das gewiinschte Ergebnis (Integration, Einsetzen der
Null-Randbedingungen an v fiir x — oo und ¢ = T, Vereinfachen, Substitution ¢ = - % x
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bzw. x = —c(t— ty))

I:f (6[v(x,t)—caxv(x,t))d(x,t)+f v(x, tp) dx
NuJ2 [0

,00)

:f f 0, v(x, t)dtdx+f f 0;v(x,t)dtdx
[0,00) J110,T1 [-c(T—10),0] J[fg— 1 x,T]

—cf f o, v(x,t) dxdt—cf f o, v(x, 1) dxdt+f v(x, ty) dx
[, T] J[0,00) [0, T] J[—c(t—1),0] [0,00)

:f (v(x, T) = v(x, 1p)) dx+f (v(x, T)-v(x, to—%x))dx
[0,00) [=¢(T—1),0]

—cf (Jim v(x,0)- 000, 1)) dt—cf (v, 0= v(- c(t-1), 1)) dt
(10, T] (70, T]

X—00

+ f v(x, ty) dx
[0,00)

:—f v(x,to—%x)dx+cf v(-c(t—1),t)de
[ ¢c(T-1),0] (40, T]

=0.
Ahnliche Uberlegungen zeigen die Behauptung fiir ¢ < 0. o

(iv) Bemerkung. Aufgrund der Linearitdt von homogenen Advektionsgleichungen kénnen
die Uberlegungen direkt auf Anfangsprofile, welche durch Linearkombinationen von
Heaviside-Funktionen mit verschiedenen Polen gegeben sind, erweitert werden.

(v) Nichtlineare Erhaltungsgleichungen. Im nichtlinearen Fall ist die Situation wesentlich
komplexer; zusédtzliche Informationen zu verallgemeinerten Losungen von nichtlinea-
ren Erhaltungsgleichungen, insbesondere zu eindimensionalen Burgers-Gleichungen,
sind beispielsweise unter

https://web.stanford.edu/class/math220a/handouts/conservation.pdf

zu finden.
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