Kompendium zur Lehrveranstaltung

Stochastik
Literatur, Aufgaben, Implementierung

Daniela Schiefeneder
Mechthild Thalhammer

Solution at t = 0 (First component) Solution at t = 3000 (First component)
Parameter: (01600800290086) Noise (0,0,0)

Solution at t = 3000 (First component) Solution at t = 3000 (First component)
Parameters (0.16,0.08,0.029,0.086), Noise (0.001,0.001,2) Parameters (0.16,0.08,0.029,0.086), Noise (0.001,0.001,0.5)

Leopold-Franzens Universitit Innsbruck

Sommersemester 2019






Inhaltsverzeichnis

Literatur

I Lehrpline, Kompetenzen, Aufgaben
Lehrpline
Kompetenzen

Aufgaben

II Mathematische Software R
Einfiihrung

Manual

11

19

59

61

69



ii



Literatur

Lehrbiicher

KARL BOSCH.
Elementare Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Vieweg, 2006.

KARL BOSCH.
Basiswissen Statistik.
Oldenbourg Wissenschaftsverlag, 2007.

MARTIN BULTMANN.
Mathematik und Statistik fiir Pharmazeuten.
Govi, 2012.

YARA DETERT, CHRISTA SOHL.
Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir Ahnungslose.
Hirzel, 2010.

LUuDWIG FAHRMEIR, CHRISTIAN HEUMANN, RITA KUNSTLER, IRIS PIGEOT, GERHARD TUTZ.
Statistik.
Springer, 2016.

ZAKHAR KABLUCHKO.
Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung. Mathematische Statistik.
https://www.uni-muenster.de/Stochastik/Arbeitsgruppen/Kabluchko/

MATTHIAS RUDOLE, WILTRUD KUHLISCH.
Biostatistik.
Addison-Wesley, 2008.

CHRISTEL WEISS.
Basiswissen Medizinische Statistik.
Springer, 2010.



Auffrischung Schulwissen

ERHARD CRAMER, JOHANNA NESLEHOVA.
Vorkurs Mathematik.
Springer, 2015.

MICHAEL HARRIS, GORDON TAYLOR, JACQUELYN TAYLOR.
Startwissen Mathematik und Statistik.
Springer, 2013.

GUIDO WALZ, FRANK ZEILFELDER, THOMAS RIESSINGER.
Briickenkurs Mathematik.
Springer, 2019.

Internetquellen

INTERNETQUELLEN LEHRPLAN, GRUNDKOMPETENZEN, AUFGABENPOOL
https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=10008568&FassungVom=2017-08-31
https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=20007451

https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=10008944

https://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Grundkompetenzenkatalog.pdf

https://aufgabenpool.srdp.at/srp_ahs/index.php?action=14

INTERNETQUELLEN MATHEMATISCHE SOFTWARE R
http://www.R-project.org

http://www.algebra.tuwien.ac.at/bioeng/Stat/Einfuehrung_in_R_SS2013.pdf
https://cran.r-project.org/doc/manuals/r-release/R-intro.pdf

INTERNETQUELLE ZITATE
http://www.stubig.com/Wissenschaft/Zitate.html



Teil 1

Lehrpline, Kompetenzen, Aufgaben






Lehrplane

Mittels des Rechtsinformationssystemes des Bundes findet man unter

Allgemeinbildende héhere Schule (AHS)

Fassung vom 31. August 2017

https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=10008568&FassungVom=2017-08-31

Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten (HTL)

Fassung vom 14. Februar 2019

https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=20007451

Handelsakademien und Handelsschulen (HAK)

Fassung vom 14. Februar 2019

https://www.ris.bka.gv.at/ GeltendeFassung.wxe?Abfrage=Bundesnormen&
Gesetzesnummer=10008944

die Lehrplédne verschiedener Schultypen; relevante Inhalte sind im Folgenden angegeben.



Lehrplidne (AHS)
Arbeiten mit Modellen, Statistik.

1. Klasse (1.4).

direkte Proportionalitdten erkennen (zB Warenmenge — Geld, Zeit — Weg), entsprechende
Fragestellungen finden und Berechnungen durchfiihren konnen, Modelle mit realen Ge-
gebenheiten vergleichen, grundlegende Uberlegungen zur Sinnhaftigkeit von Modellen fiir
die Praxis anstellen, Tabellen und graphische Darstellungen zum Erfassen von Datenmen-
gen verwenden konnen.

2. Klasse (2.4).

charakteristische Kennzeichen von indirekten und direkten Proportionalitdten an Beispie-
len angeben kénnen, einfache Fragestellungen dazu formulieren, sie graphisch darstellen
und l16sen konnen, Fragen zu sinnvollen Anwendungsbereichen fiir solche Proportionalita-
ten stellen, relative Hiaufigkeiten ermitteln kénnen, entsprechende graphische Darstellun-
gen lesen, anfertigen und kritisch betrachten konnen, Manipulationsmoglichkeiten erken-
nen.

3. Klasse (3.4).

lineare Wachstums- und Abnahmeprozesse mit verschiedenen Annahmen unter Zuhilfe-
nahme von elektronischen Rechenhilfsmitteln untersuchen kénnen (zB Zinssitze), funk-
tionale Abhédngigkeiten erkennen, formelméllig und graphisch darstellen, Untersuchen
und Darstellen von Datenmengen.

4. Klasse (4.4).

Wachstums- und Abnahmeprozesse mit verschiedenen Annahmen unter Zuhilfenahme
von elektronischen Rechenhilfsmitteln untersuchen kénnen, funktionale Abhidngigkeiten
untersuchen und darstellen, Untersuchen und Darstellen von Datenmengen unter Ver-
wendung statistischer Kennzahlen (zB Mittelwert, Median, Quartil, relative Haufigkeit,
Streudiagramm).

Stochastik.

6. Klasse.

Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik, Kennen
des Begriffes Zufallsversuch, Beschreiben von Ereignissen durch Mengen, Kennen der Pro-
blematik des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, Auffassen von Wahrscheinlichkeiten als relati-
ve Anteile, als relative Haufigkeiten und als subjektives Vertrauen, Berechnen von Wahr-
scheinlichkeiten aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten, Arbeiten mit der Multiplikations-
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und der Additionsregel, Kennen des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit, Arbeiten
mit dem Satz von Bayes.

7. Klasse.

Kennen der Begriffe diskrete Zufallsvariable und diskrete Verteilung, Kennen der Zusam-
menhédnge von relativen Haufigkeitsverteilungen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
von Mittelwert und Erwartungswert sowie von empirischer Varianz und Varianz, Arbeiten
mit diskreten Verteilungen (insbesondere mit der Binomialverteilung) in anwendungsori-
entierten Bereichen.

8. Klasse.

Kennen der Begriffe stetige Zufallsvariable und stetige Verteilung, Arbeiten mit der Normal-
verteilung in anwendungsorientierten Bereichen, Kennen und Interpretieren von statisti-
schen Hypothesentests und von Konfidenzintervallen



Lehrpline (HTL)

Kompetenzbereich Stochastik (Verschiedene Jahrginge).

Bildungs- und Lehraufgaben.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen Beispiele fiir Zufallsexperimente und Ereignisse an-
geben, die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignisse mit Hilfe der klassischen Definition fiir Wahr-
scheinlichkeiten nach Laplace bestimmen und die Additions- und Multiplikationsregel auf
einander ausschlieBende bzw. unabhédngige Ereignisse anwenden, konnen Zufallsexperi-
mente vom Typ ,Auswidhlen mit Zuriicklegen“ mit Hilfe der Binomialverteilung model-
lieren, kennen die Normalverteilung als Grundmodell der Beschreibung der Variation von
metrischen Variablen, konnen Werte der Verteilungsfunktion bestimmen und zu vorgege-
benen Verteilungsfunktionswerten die entsprechenden Quantile bestimmen, kénnen aus
Stichprobenwerten Héufigkeitsverteilungen tabellarisch und grafisch darstellen, kénnen
Lage- und Streuungsmalle bestimmen und interpretieren und ihre Auswahl argumentie-
ren, kennen die Methode der kleinsten Quadrate und kénnen aus vorgegebenen Punkten
einen passende Ausgleichsfunktion mittels Technologieeinsatz ermitteln, konnen mittels
Technologieeinsatz die Abhdngigkeit einer metrischen Zielvariablen von einer metrischen
Einflussvariablen durch eine Regressionsgerade oder einen passende Ausgleichsfunktion
darstellen und interpretieren.

Lehrstoff.

Eindimensionale Datenbeschreibung: Haufigkeitsverteilung, Lage- und Streuungsmalle,
Boxplot. Wahrscheinlichkeitsrechnung: Zufallsexperimente, Laplace-Wahrscheinlichkeit,
Additions- und Multiplikationssatz fiir einander ausschliefende bzw. unabhéngige Ereig-
nisse, bedingte Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Binomialverteilung,
Normalverteilung. Ausgleichsrechnung: Methode der kleinsten Quadrate, Ausgleichsfunk-
tionen. Beurteilende Statistik: Lineare Regression und Korrelation.

Bildungs- und Lehraufgaben.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen Schitzwerte fiir Verteilungsparameter bestimmen
und Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert einer normalverteilten Zufallsvariablen berech-
nen und interpretieren, konnen signifikante und nicht signifikante Testergebnisse interpre-
tieren.

Lehrstoff.

Beurteilende Statistik: Verteilung des Stichprobenmittels, zentraler Grenzwertsatz, Inter-
vallschédtzung; Prinzip des Alternativtests, T-Test.



Lehrpline (HAK)

Bereich Stochastik (Bildungs- und Lehraufgaben verschiedener Jahrginge).

Daten und Darstellung von Daten.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen die unterschiedlichen Datentypen (nominalskaliert,
ordinalskaliert, metrisch) beschreiben und erhobene Daten entsprechend zuordnen, Da-
ten erheben, Haufigkeitsverteilungen (absolute und relative Haufigkeiten) grafisch darstel-
len und interpretieren, die Auswahl einer bestimmten Darstellungsweise problembezogen
argumentieren.

Zentral- und Streumale.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen verschiedene Zentralmalle (arithmetisches Mittel,
Median, Modus, geometrisches Mittel) berechnen, interpretieren und ihre Verwendung un-
ter anderem in Bezug auf die verschiedenen Datentypen argumentieren, unterschiedliche
Streumalle (Standardabweichung und Varianz, Spannweite, Quartile) berechnen und in-
terpretieren, Median, Quartile und Spannweite in einem Boxplot darstellen und interpre-
tieren,

Korrelations- und Gini-Koeffizient.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen den Korrelationskoeffizienten nach Pearson berech-
nen und interpretieren, die Lorenzkurve und den Gini-Koeffizienten als Konzentrations-
mal nennen, die zugrundeliegende Idee erkldren, berechnen und die Ergebnisse im Kon-
text deuten.

Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen den klassischen und statistischen Wahrscheinlich-
keitsbegriff beschreiben, diesen verwenden und deuten, die Additions- und Multiplikati-
onsregel auf Ereignisse anwenden, die Ergebnisse interpretieren und damit argumentieren,
die Begriffe des Binomialkoeffizienten und der ,Fakultdt“ beschreiben, diese berechnen
und deuten.

Wahrscheinlichkeitsfunktion, Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktion.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen den Unterschied zwischen diskreten und kontinu-
ierlichen Zufallsvariablen, die Begriffe Wahrscheinlichkeits- bzw. Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion, Verteilungsfunktion sowie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung
erkldren, die Modelle der Binomial- und Normalverteilung erkldren, anwenden und inter-
pretieren, die Normalverteilung als Naherung der Binomialverteilung beschreiben und die
Binomialverteilung in die Normalverteilung tiberfiihren, die Auswirkung von Erwartungs-
wert und Standardabweichung auf die Normalverteilungskurve erkldaren und damit argu-
mentieren.



Korrelationskoeffizient.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen den Korrelationskoeffizienten nach Pearson berech-
nen und interpretieren.
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Kompetenzen

Fiir die standardisierte Reifepriifung in Mathematik wurden im Maturajahr 2018 die im Fol-
genden angegebenen Grundkompetenzen gefordert; relevante Inhalte finden sich in der Ru-
brik Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS). Als Quelle wurde

https://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Grundkompetenzenkatalog.pdf

verwendet.
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Grundkompetenzen fiir die schriftliche SRP in Mathematik (Maturajahr 2018)
Quelle: bifie, https://www.bifie.at/node/1442 (Stand 16.02.2016)

AG Inhaltsbereich Algebra und Geometrie

AG1 Grundbegriffe der Algebra

AG1.1 Wissen Uber die Zahlenmengen N, Z, @, R, C verstandig einsetzen kénnen

Wissen Uber algebraische Begriffe angemessen einsetzen kdnnen: Variable, Terme, Formeln,

AG1.2 .
G (Un-)Gleichungen, Gleichungssysteme; Aquivalenz, Umformungen, Lésbarkeit

Anmerkung: Bei den Zahlenmengen soll man die Mengenbezeichnungen und die Teilmengenbeziehungen
kennen, Elemente angeben sowie zuordnen kénnen und die reellen Zahlen als Grundlage kontinuierlicher
Modelle kennen. Zum Wissen Uiber die reellen Zahlen gehoért auch, dass es Zahlenbereiche gibt, die Gber R
hinausgehen.

Die algebraischen Begriffe soll man anhand von einfachen Beispielen beschreiben/erklaren und verstandig
verwenden kénnen.

AG 2 (Un-)Gleichungen und Gleichungssysteme
AG2.1 einfache Terme und Formeln aufstellen, umformen und im Kontext deuten kdnnen
AG 2.2 lineare Gleichungen aufstellen, interpretieren, umformen/lésen und die Losung im Kontext
) deuten kénnen
AG 2.3 quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/I6sen, tUber Losungsfalle Bescheid
) wissen, Losungen und Losungsfille (auch geometrisch) deuten kénnen
AG 2.4 lineare Ungleichungen aufstellen, interpretieren, umformen/I6sen, Losungen (auch geometrisch)
) deuten kénnen
AG 2.5 lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen, interpretieren, umformen/l6sen, Giber
) Losungsfalle Bescheid wissen, Lésungen und Losungsfélle (auch geometrisch) deuten kbnnen

Anmerkung: Einfache Terme kénnen auch Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, Sinus etc. beinhalten.

Mit dem Einsatz elektronischer Hilfsmittel kénnen auch komplexere Umformungen von Termen, Formeln
und Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen durchgefiihrt werden.

AG3 Vektoren

AG 3.1 | Vektoren als Zahlentupel verstandig einsetzen und im Kontext deuten kénnen

AG 3.2 | Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und verstandig einsetzen kénnen

Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit einem Skalar,
AG 3.3 | Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen verstandig einsetzen und (auch geometrisch)
deuten kénnen

Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R3 angeben kénnen; Geradengleichungen
AG34 interpretieren konnen; Lagebeziehungen (zwischen Geraden und zwischen Punkt und Gerade)
analysieren, Schnittpunkte ermitteln kénnen

AG 3.5 Normalvektoren in R? aufstellen, verstandig einsetzen und interpretieren kdnnen

Anmerkungen: Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in
entsprechenden Kontexten verstandig

einzusetzen. Punkte und Pfeile in der Ebene und im Raum miussen als geometrische Veranschaulichung
dieser algebraischen Objekte interpretiert werden kénnen.

Die geometrische Deutung der Skalarmultiplikation (in R? und R3) meint hier nur den Spezialfalla - b = 0.

Geraden sollen in Parameterform, in R? auch in parameterfreier Form, angegeben und interpretiert werden
kénnen.




AG4 Trigonometrie

Definitionen von sin, cos, tan im rechtwinkligen Dreieck kennen und zur Auflésung rechtwinkliger

AG4.1 Dreiecke einsetzen kdnnen

AG 4.2 Definitionen von sin, cos fiir Winkel groRRer als 90° kennen und einsetzen kénnen

Anmerkungen:

Die Kontexte beschranken sich auf einfache Falle in der Ebene und im Raum, komplexe (Vermessungs-)
Aufgaben sind hier nicht gemeint; Sinus- und Cosinussatz werden dabei nicht benétigt.

FA Inhaltsbereich Funktionale Abhdngigkeiten

FA1 Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

FA1.1 Flr gegebene Zusammenhange entscheiden kdnnen, ob man sie als Funktionen betrachten kann

FA 1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und den Funktionstyp zuordnen kénnen

Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler Zusammenhange wechseln

FA 1.3 ..
kdnnen
EA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im Kontext
' deuten kénnen
Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext deuten und zum Erstellen von
EA LS Funktionsgraphen einsetzen kdnnen: Monotonie, Monotoniewechsel (lokale Extrema),
) Wendepunkte, Periodizitdt, Achsensymmetrie, asymptotisches Verhalten, Schnittpunkte mit den
Achsen
EALG Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln und im Kontext

interpretieren kénnen

FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit verstandig arbeiten kénnen

Durch Gleichungen (Formeln) gegebene Funktionen mit mehreren Veranderlichen im Kontext

FA1.8 N , . ..
deuten konnen, Funktionswerte ermitteln konnen

Einen Uberblick (iber die wichtigsten Typen mathematischer Funktionen geben, ihre

FALS Eigenschaften vergleichen kénnen

Anmerkungen: Auf eine sichere Unterscheidung zwischen funktionalen und nichtfunktionalen
Zusammenhangen wird Wert gelegt, auf theoretisch bedeutsame Eigenschaften (z. B. Injektivitat,
Surjektivitdt, Umkehrbarkeit) wird aber nicht fokussiert. Im Vordergrund steht die Rolle von Funktionen als
Modelle und die verstandige Nutzung grundlegender Funktionstypen und deren Eigenschaften sowie der
verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen (auch f: A = B,x = f(x) ).

Die Bearbeitung von Funktionen mit mehreren Veranderlichen beschrankt sich auf die Interpretation der
Funktionsgleichung im jeweiligen Kontext sowie auf die Ermittlung von Funktionswerten.

Der Verlauf von Funktionen soll nicht nur mathematisch beschrieben, sondern auch im jeweiligen Kontext
gedeutet werden kdnnen.

FA 2 Lineare Funktion f(x) = k-x+d

Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene lineare
FA 2.1 Zusammenhange als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen diesen
Darstellungsformen wechseln kénnen

Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte(paare) sowie die Parameter

FA2.2 k und d ermitteln und im Kontext deuten kénnen

Die Wirkung der Parameter k und d kennen und die Parameter in unterschiedlichen Kontexten

FA2.3 deuten kénnen




Charakteristische Eigenschaften kennen und im Kontext deuten kénnen: f(x + 1) = f(x) + k;

FA2.4 fx2)—f(xq1) ’
————==k=[f(x]
2 1
FA 2.5 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer Funktion bewerten kénnen
FA 2.6 Direkte Proportionalitat als lineare Funktion vom Typ f(x) = kx beschreiben kénnen

Anmerkungen: Die Parameter k und d sollen sowohl fiir konkrete Werte als auch allgemein im jeweiligen
Kontext interpretiert werden

kénnen. Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Parameter und deren Anderung.

FA3 Potenzfunktion mit f(x) = a=x? + b, zeZ; f(x) = ax/?>+b
Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhéange
FA3.1 dieser Art als entsprechende Potenzfunktionen erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen
diesen Darstellungsformen wechseln kénnen
FA 3.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Potenzfunktionen Werte(paare) sowie die
' Parameter a und b ermitteln und im Kontext deuten kdnnen
FA3.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen
FA3.4 Indirekte Proportionalitat als Potenzfunktion vom Typ f(x) = a/x

(bzw. f(x) = a-x~1) beschreiben kénnen

1

Anmerkungen: Wurzelfunktionen bleiben auf den quadratischen Fall a - xz + b beschrankt.

FA 4 Polynomfunktion [Y1 a; - x! mitn € N]
FA4.1 typische Verldufe von Graphen in Abhangigkeit vom Grad der Polynomfunktion (er)kennen
EA 4.2 zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen von Zusammenhangen dieser Art wechseln
' konnen
aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen Funktionswerte, aus Tabellen
FA 4.3 und Graphen sowie aus einer quadratischen Funktionsgleichung Argumentwerte ermitteln
kénnen
EA 4.4 den Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der Null-, Extrem-

und Wendestellen wissen

Anmerkungen: Der Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der Null-,
Extrem- und Wendestellen sollte fiir beliebige n bekannt sein, konkrete Aufgabenstellungen beschranken
sich auf Polynomfunktionen mitn < 4.

Mithilfe elektronischer Hilfsmittel kénnen Argumentwerte auch fiir Polynomfunktionen hoheren Grades
ermittelt werden.

FA5 Exponentialfunktion f(x) = a-b* bzw. f(x) = a-e**, a, beR
Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene exponentielle
FAS5.1 Zusammenhange als Exponentialfunktion erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen diesen
Darstellungsformen wechseln kénnen
A 5.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen Werte(paare) ermitteln und
’ im Kontext deuten kénnen
FAG 3 Die Wirkung der Parameter a und b (bzw. e?*) kennen und die Parameter in unterschiedlichen
' Kontexten deuten kénnen
FAS.4 Charakteristische Eigenschaften f(x + 1) = b- f(x); (e*)’ = e* kennen und im Kontext
' deuten kénnen
FAS.S Die Begriffe ,,Halbwertszeit” und ,Verdoppelungszeit” kennen, die entsprechenden Werte

berechnen und im Kontext deuten kdnnen




FA 5.6 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Exponentialfunktion bewerten kénnen

Anmerkungen: Die Parameter a und b (bzw. e?) sollen sowohl fiir konkrete Werte als auch allgemein im
jeweiligen Kontext interpretiert werden kdnnen. Entsprechendes gilt fir die Wirkung der Parameter und
deren Anderung.

FA 6 Sinusfunktion, Cosinusfunkion

Grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhange der Art
FAG6.1 f(x) = a-sin(b - x), allgemeine Sinusfunktion erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen
diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

Aus Graphen und Gleichungen von allgemeinen Sinusfunktionen Werte(paare) ermitteln und im

FA 6.2
6 Kontext deuten konnen

FA 6.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen

FA 6.4 Periodizitat als charakteristische Eigenschaft kennen und im Kontext deuten kénnen

FA 6.5 Wissen, dass cos(x) = sin(x + m/2)

FA 6.6 Wissen, dass gilt: [sin(x)]* = cos(x), [cos(x)] = —sin(x)

Anmerkungen: Wahrend zur Auflésung von rechtwinkeligen Dreiecken Sinus, Cosinus und Tangens
verwendet werden, beschrankt sich die funktionale Betrachtung (weitgehend) auf die allgemeine
Sinusfunktion. Wesentlich dabei sind die Interpretation der Parameter (im Graphen wie auch in
entsprechenden Kontexten) sowie der Verlauf des Funktionsgraphen und die Periodizitat.

AN Inhaltsbereich Analysis

AN 1 AnderungsmaRe

Absolute und relative (prozentuelle) AnderungsmaRe unterscheiden und angemessen verwenden

AN1.1 ..
kénnen

Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differentialquotient
AN 1.2 (momentane Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen und
damit (verbal und auch in formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kénnen

Den Differenzen- und Differentialquotienten in verschiedenen Kontexten deuten und
AN 1.3 entsprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw. Differentialquotienten beschreiben
kénnen

Das systemdynamische Verhalten von GroRen durch Differenzengleichungen beschreiben bzw.

AN 1.4 diese im Kontext deuten kénnen

Anmerkungen: Der Fokus liegt auf dem Darstellen von Anderungen durch Differenzen von Funktionswerten,
durch prozentuelle Veranderungen, durch Differenzenquotienten und durch Differenzialquotienten, ganz
besonders aber auch auf der Interpretation dieser VeranderungsmaRe im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist auch die Berechnung von Differenzen- und
Differenzialquotienten beliebiger (differenzierbarer) Funktionen maoglich.

AN 2 Regeln fiir das Differenzieren

Einfache Regeln des Differenzierens kennen und anwenden kénnen: Potenzregel, Summenregel,

AN2.1 1 Regeln fir [k - f(O] und [f (k - ©)]"

AN 3 Ableitungsfunktion / Stammfunktion

AN 3.1 Den Begriff Ableitungsfunktion/Stammfunktion kennen




Den Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion und
AN 3.2 L . . i
Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung erkennen und beschreiben kénnen
Eigenschaften von Funktionen mithilfe der Ableitung(sfunktion) beschreiben knnen: Monotonie,
AN 3.3 . .
lokale Extrema, Links- und Rechtskrimmung, Wendestellen

Anmerkungen: Der Begriff der Ableitung(sfunktion) soll verstandig und zweckmaRig zur Beschreibung von
Funktionen eingesetzt werden.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist das Ableiten von Funktionen nicht durch die in den
Grundkompetenzen angefiihrten Differenziationsregeln eingeschrankt.

AN 4 Summation und Integral

Den Begriff des bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe von Produkten deuten und

AN 4.1 beschreiben kénnen

Einfache Regeln des Integrierens kennen und anwenden kdnnen: Potenzregel, Summenregel,

ANA2 ) rk F@oda, [f(k - x)dx

Das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende Sachverhalte

AN 4. . ..
3 durch Integrale beschreiben kénnen

Anmerkungen: Analog zum Differenzialquotienten liegt der Fokus beim bestimmten Integral auf der
Beschreibung entsprechender Sachverhalte durch bestimmte Integrale sowie vor allem auf der
angemessenen Interpretation des bestimmten Integrals im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist die Berechnung von bestimmten Integralen nicht durch die
in den Grundkompetenzen angefiihrten Integrationsregeln eingeschrankt.

WS Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik

WS 1 Beschreibende Statistik

Werte aus tabellarischen und elementaren grafischen Darstellungen ablesen (bzw.
WS 1.1 | zusammengesetzte Werte ermitteln) und im jeweiligen Kontext angemessen interpretieren
kénnen

Anmerkungen: (un-)geordnete Liste, Strichliste, Piktogramm, Saulen-, Balken-, Linien-, Stédngel-Blatt-,
Punktwolkendiagramm, Histogramm (als Spezialfall eines Sdulendiagrammes), Prozentstreifen,
Kastenschaubild (Boxplot)

Tabellen und einfache statistische Grafiken erstellen, zwischen Darstellungs-formen wechseln

WS 1.2 i
kénnen

Statistische Kennzahlen (absolute und relative Haufigkeiten; arithmetisches Mittel, Median,
WS 1.3 | Modus; Quartile; Spannweite, empirische Varianz/Standardabweichung) im jeweiligen Kontext
interpretieren kdnnen; die angefiihrten Kennzahlen fiir einfache Datensatze ermitteln kénnen

Definition und wichtige Eigenschaften des arithmetischen Mittels und des Medians angeben und
WS 1.4 | nutzen, Quartile ermitteln und interpretieren kénnen, die Entscheidung fiir die Verwendung
einer bestimmten Kennzahl begriinden kénnen

Anmerkungen: Wenn auch statistische Kennzahlen (fiir einfache Datensitze) ermittelt und elementare
statistische Grafiken erstellt werden sollen, liegt das Hauptaugenmerk auf verstandigen Interpretationen
von Grafiken (unter Beachtung von Manipulationen) und Kennzahlen. Speziell fiir das arithmetische Mittel
und den Median (auch als Quartile) miissen die wichtigsten Eigenschaften (definitorische Eigenschaften,
Datentyp-Vertraglichkeit, AusreiBerempfindlichkeit) gekannt und verstandig eingesetzt bzw. berlicksichtigt
werden. Beim arithmetischen Mittel sind allenfalls erforderliche Gewichtungen zu beachten (,,gewogenes
arithmetisches Mittel“) und zu nutzen (Bildung des arithmetischen Mittels aus arithmetischen Mitteln von
Teilmengen).




WS 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

WS 2.1 | Grundraum und Ereignisse in angemessenen Situationen verbal bzw. formal angeben kénnen

WS 2.2 | Relative Haufigkeit als Schatzwert von Wahrscheinlichkeit verwenden und anwenden kénnen
Wahrscheinlichkeit unter der Verwendung der Laplace-Annahme (Laplace-Wahrscheinlichkeit)

WS 2.3 | berechnen und interpretieren kénnen, Additionsregel und Multiplikationsregel anwenden und

interpretieren kénnen

Anmerkungen: Die Multiplikationsregel kann unter Verwendung der kombinatorischen Grundlagen und der
Anwendung der Laplace-Regel (auch) umgangen werden.

WS 2.4 | Binomialkoeffizient berechnen und interpretieren kdnnen

WS 3 Wabhrscheinlichkeitsverteilung(en)

WS 3.1 Die Begriffe Zufallsvariable, (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung, Erwartungs-wert und

) Standardabweichung verstandig deuten und einsetzen kénnen
Binomialverteilung als Modell einer diskreten Verteilung - Erwartungswert sowie
Varianz/Standardabweichung binomialverteilter ZufallsgroRen ermitteln konnen,

WS 3.2 . . . . . . i . ) .
Wahrscheinlichkeitsverteilung binomialverteilter ZufallsgroRen angeben kénnen, Arbeiten mit
der Binomialverteilung in anwendungsorientierten Bereichen

WS3.3 Situationen erkennen und beschreiben kénnen, in denen mit Binomialverteilung modelliert

) werden kann
WS 3.4 | Normalapproximation der Binomialverteilung interpretieren und anwenden kdnnen

Anmerkungen: Kennen und Anwenden der Faustregel, dass die Normalapproximation der
Binomialverteilung mit den Parametern n und p dann anzuwenden ist und gute Naherungswerte liefert,
wenn die Bedingung n - p - (1-p) = 9 erfillt ist. Die Anwendung der Stetigkeitskorrektur ist nicht
notwendig und daher fiir Berechnungen im Zuge von Priifungsbeispielen vernachlassigbar. Kennen des
Verlaufs der Dichtefunktion ¢ der Standardnormalverteilung mit Erwartungswert y und
Standardabweichung o. Arbeiten mit der Verteilungsfunktion & der Standardnormalverteilung und
korrektes Ablesen der entsprechenden Werte.

WS 4 SchlieBende Statistik/Beurteilende Statistik
Konfidenzintervalle (als Schatzung) fiir relative Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten
WS 4.1 interpretieren und verwenden kénnen, Berechnungen auf Basis der Binomialverteilung oder

einer durch die Normalverteilung approximierten Binomialverteilung durchfiihren und
interpretieren kdnnen
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Aufgaben

Ubungsklausuraufgaben fiir die standardisierte Reifepriifung in Mathematik sind auf der Ho-
mepage des Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung zu finden. Im Fol-
genden sind die im Aufgabenpool

https://aufgabenpool.srdp.at/srp_ahs/index.php?action=14

unter Wahrscheinlichkeit und Statistik (Beschreibende Statistik, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Beurteilende Statistik) aufgelisteten Typ-1 und Typ-2
Ubungsaufgaben fiir die zehnte bis zwolfte Schulstufe angegeben.

Typ-1-Aufgaben.

(1) Boxplot zeichnen (WS 1.3, 25)
Boxplots zuordnen (WS 1.2, 49)

(2) Kanguru (WS 1.1, 67)
Testergebnis (WS 1.2, 68)

(3) Geldausgaben (WS 1.3, 79)
Tagesumsdtze (WS 1.1, 112)

(4) Sdulendiagramm (WS 1.2, 124)
Mittelwert einfacher Datensitze (WS 1.3, 125)

(5) Brotverbrauch (WS 1.2, 126)
Datenreihe (WS 1.3, 127)

(6) Arithmetisches Mittel einer Datenreihe (WS 1.3, 128)
Eigenschaften des arithmetischen Mittels (WS 1.4, 140)

(7) Boxplot (WS 1.1, 159)
Geordnete Urliste (WS 1.3, 162)

(8) Nationalratswahl (WS 1.1, 228)
Sportwettbewerb (WS 1.3, 230)
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9)

(10)

11

(12

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

19)

(20)

21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Mittlere Punktezahl (WS 1.3, 229)
Monatsnettoeinkommen (WS 1.4, 231)

Kugelschreiber (WS 2.3, 51)
Wiirfelergebnisse (WS 2.2, 111)

FSME-Infektion (WS 2.3, 141)
Wiirfeln (WS 2.3, 144)

Laplace-Experiment (WS 2.3, 185)
Laplace-Wahrscheinlichkeit (WS 2.3, 186)

Reillnagel (WS 2.2, 233)
Reihenfolge (WS 2.3, 236)

Augensumme (WS 2.2, 232)
Binomialkoeffizient (WS 2.4, 290)

Ereignisse (WS 2.1, 304)
Schischule (WS 2.4, 307)

Ferienlager (WS 2.4, 306)
Schiilerinnenbefragung (WS 2.1, 305)

Wahrscheinlichkeitsverteilung (WS 3.1, 43)
Binomialverteilung (WS 3, 44)

Graphen einer Binomialverteilung (WS 3.2, 46)
Aufnahmetest (WS 3.3, 47)

Erwartungswert (WS 3.1, 148)
Binomialverteilung (WS 3.3, 152)

Kennzahlen der Binomialverteilung (WS 3.2, 188)
Schiilerarbeit (WS 3.4, 294)

Modellierung mit Binomialverteilung (WS 3.3, 293)
Flaschensortieranlage (WS 3.2, 292)

Benutzung des Autos (WS 3.4, 319)
Binomialverteilte Zufallsvariable (WS 3.2, 291)

Wahl (WS 4.1, 15)
Wihleranteil (WS 4.1, 239)

Konfidenzintervall (WS 4.1, 190)
Linkshidnder (WS 4.1, 308)

Essgewohnheiten (WS 4.1, 321)
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Typ-2-Aufgaben.

(1) Aufnahmetest (WS 2.3/3.2/3.3, 2)
(2) Section control (WS 1.1/1.3/3.1/3.2/3.3, 3)
(3) Mathematikschularbeiten (WS 2.2/3.1/3.3, 5)
(4) Arztliche Untersuchung an einer Schule (WS 2.2/3.1/3.2, 6)
(5) Glicksrad (WS 3.1,7)
(6) Zehnkampf (WS 2.3/3.2, 3)
(7) Bevolkerungsentwicklung (WS 1.1/1.2, 5)
(8) Schwarzfahren als Volkssport (WS 2.3/3.1/3.3, 14)
(9) Emissionen (WS 1.1, 17)
(10) Kartoffeln in Osterreich (WS 1.2/1.3, 24)
(11) Waldbewirtschaftung (WS 1.3, 27)
(12) Einkommensverteilung (WS 1.1/1.2, 31)

(13) Laufband (WS 1.3, 29)
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Bundesinstitut
-

bifie

Wien | Zentrum fur

Innovation & Qualittsentwicklung
Aufgabennummer: 1_025 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Konstruktionsformat Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Eine Tankstellenkette hat in den Shops von Filialen die Umsatzzahlen eines Tiefkiihlprodukts
jeweils Uber einen Zeitraum von 15 Wochen beobachtet und der GréBe nach festgehalten.

Umsatzzahlen |12|12 |12|12 |18|18|18|18|18|23|23|23|23|23|24

Aufgabenstellung:

Zeichnen Sie den entsprechenden Boxplot und tragen Sie die angegebenen Kennzahlen unter
der Grafik ein!

Minimum erstes Quartil Median drittes Quartil Maximum
m= Q= med = Q= M=

Bundesinstitut
-

Aufgabennummer: 1_049 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Zuordnungsformat Grundkompetenz: WS 1.2
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Eine Tankstellenkette hat in den Shops von Filialen die Umsatzzahlen eines Tiefkiihlproduktes
jeweils tber einen Zeitraum von 15 Wochen beobachtet und der GréBe nach festgehalten.

Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den angegebenen Boxplots die entsprechenden Filial-Umsatzzahlen zu!

Umsatz
Filile 1 12|12|12|12|13|15|17|17|17|20|20|24|24|24|24|

TERUERT RGBT ARNE

Umsatz
|F|Iiale2 |12|13|13|15|15|18|18|20|20|20|22|22|Z4|24|25|

TARWRRTRRANAANE

Umsatz
Filiale 3 |12|14|14|16|1E|17|18|18|18|22|22|23|23|23|Z4|

Umsatz
Filiale 4

12|16|18|18|18|18|19|24|24|24|24|24|24|24|24|

TARHBRT RGBT ADNE

Umsatz
Filiale 5

|12|IZ|12|1Z|18|18|18|18|18|23|23|23|23|23|Z4|

Umsatz

Filile 6 |12|14|14|16|1G|18|1B|20|20|20|20|20|24|24|24|

Boxplot zeichnen 2

Minimum erstes Quartil Median drittes Quartil Maximum
m=12 Q=12 med =18 Qs=23 M=24

Die Aufgabe gilt als richtig gelost, wenn der Boxplot korrekt eingezeichnet ist und alle Kenn-
zahlen korrekt angegeben sind.

Boxplots zuordnen 2

Umsatz
Filiale 1 12‘12|12‘12|13‘15|17|17‘17|20‘20|24‘24‘24|24‘

Filiale 2

ARG R RRTARNE

‘”’“sa'z |12‘13|13‘15|15‘1s|1a|2o‘20|2o‘22|22‘24‘24|2s‘

Umsatz
‘FiliaIeS|12‘14|14‘16|16‘17|18|18‘18|22‘22|23‘23‘23|24‘

TRRE BT R RT AR

Filiale 4

ARG R RRTARNE

Umsatz |12‘16|1B‘1B|1B‘1B|19|24‘24|24‘24|24‘24‘24|24‘

Umsatz
‘F“iales|12‘12|12‘12|1B‘1B|1B|1B‘1B|23‘23|23‘23‘23|24‘

Umsatz
Filiale 6

12‘14|14‘16|16‘18|18|20‘20|20‘20|20‘24‘24|24‘

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelst, wenn die vier Zuordnungen richtig erfolgt sind.




Bundesinstitut
-

~

Kénguru

bifie

Aufgabennummer: 1_067 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 1.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Die folgenden Grafiken enthalten Daten Uber die Teilnahme am Wettbewerb Kéanguru der Ma-
thematik in Osterreich seit 2005.

msudent:
6734% = Ecolier:
13801%

13501%

B Benjamin:
24618%

Quelle: http://kaenguru.diefenbach.at/

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die Anzahl der 6sterreichischen Volksschiler/innen (Teilnehmer/innen der
Kategorie Ecolier: 3. und 4. Schulstufe), die im Jahr 2010 tatsachlich gewertet wurden!

Bundesinstitut
-

13,801 % von 155072: 1565072 - 0,13801 = 21 401,49 = ca. 21400 Schiiler/innen

Werte aus dem Intervall [21 400; 21 402] sind als richtig zu werten.

o

Testergebnis

bifie

Aufgabennummer: 1_068 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6) Grundkompetenz: WS 1.2
keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich
Ein Test enthalt finf Aufgaben, die jeweils nur mit einem Punkt 10
(alles richtig) oder keinem Punkt (nicht alles richtig) bewertet wer- 9
den. Die nebenstehende Crafik zeigt das Ergebnis dieses Tests fur g
eine bestimmte Klasse. g7
Z 6
Aufgabenstellung: g s
5
4
Welches der folgenden Kastenschaubilder (Boxplots) stellt die Er- f; 37
gebnisse des Tests richtig dar? < f 1
04

Kreuzen Sie das zutreffende Kastenschaubild an!
012345

erzielte Punkte

) 1 2 3 4 5
[ T T

— |

) 1 2 3 4 5
) 1 2 3 4 5
Y T NP B |
) 1 2 3 4 5
Y S E E

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelést, wenn genau die eine zutreffende Antwortmaéglich-
keit angekreuzt ist.




Bundesinstitut
-

bifie

Aufgabennummer: 1_079 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Karin hat das arithmetische Mittel ihrer monatlichen Ausgaben im Zeitraum Janner bis
(einschlieBlich) Oktober mit € 25 errechnet. Im November gibt sie € 35 und im Dezember
€51 aus.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie das arithmetische Mittel fir die monatlichen Ausgaben in diesem Jahr!

Bundesinstitut
-

bifie

Aufgabennummer: 1_112 Prufungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 1.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Die Tagesumsétze (in €) eines Restaurants fir eine bestimmte Woche sind im folgenden
Diagramm angegeben:

Sonntag
Samstag

Freitag

Mittwoch

Dienstag
Montag

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie den durchschnittlichen Tagesumsatz fiir diese Woche!

Geldausgaben 2

25-10+35 + 51
12

%=

X=28

Die monatlichen Ausgaben betragen durchschnittlich € 28.

Es muss der Zahlenwert 28 korrekt angegeben sein.

Tagesumsatze 2

4800 +5400 + 4000 + 2600 + 2400 + 3800 + 3600

=3800

7

Der durchschnittliche Tagesumsatz betragt € 3.800.

Die Aufgabe ist nur dann als richtig zu werten, wenn alle Werte korrekt abgelesen wurden und
das Ergebnis richtig ist.




Aufgabennummer: 1_124

Bundesinstitut
-

oifie

Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Konstruktionsformat

Grundkompetenz: WS 1.2

S i !

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

Bei einer Umfrage werden die 480 Schiler/innen einer Schule befragt, mit welchem Verkehrs-
mittel sie zur Schule kommen. Die Antwortmaéglichkeiten waren ,6ffentliche Verkehrsmittel” (A),
,mit dem Auto / von den Eltern gebracht* (B) sowie ,mit dem Rad / zu FuB*“ (C). Folgendes
Kreisdiagramm zeigt die Ergebnisse:

Aufgabenstellung:

Vervollstéandigen Sie das folgende Séulendiagramm anhand der Werte aus dem obenstehen-
den Kreisdiagramm!

Die Losung gilt nur dann als richtig, wenn alle drei Saulen die richtige Hohe aufweisen.

Mittelwert einfacher Datensétze 2

oifie

250
200
150
100
50
0
A B C
* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2012 lizi (vgl. bifie.at/node/1807)
Bundesinstitut
[]
Aufgabennummer: 1_125 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich maéglich 0 erforderlich

Die unten stehende Tabelle bietet eine Ubersicht tiber die Zahl der Einbtirgerungen in Oster-
reich und in den jeweiligen Bundeslandern im Jahr 2010 nach Quartalen.

Ein Quartal fasst dabei jeweils den Zeitraum von drei Monaten zusammen. Das 1. Quartal ist
der Zeitraum von Jéanner bis Mérz, das 2. Quartal der Zeitraum von April bis Juni usw.

Bundesiand des Wohnortes
Oster-
Quartal
reich Burgen- - Nieder- Ober- Steier- Vorarl-
o | wamten | N Salzburg Tirol i Wien
o 1142 1 119 87 216 112 101 181 o 278
2 g)“"é"" 1605 80 120 217 254 148 106 138 125 357
3Quatal |y 55 4 119 187 231 % 121 122 61 580
2010
4 ol | 1856 53 13 28 204 158 102 183 184 521

Quelle: STATISTIK AUSTRIA
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden korrekten Berechnungsmaglichkeiten fir den Mittelwert der Einburge-
rungen im Bundesland Karnten pro Quartal im Jahr 2010 an!

m=(1142+ 1605+ 1532+ 1856):9

_ 211941134120
B 4

3|

m=119+120+ 119+ 113:4

M= (113+2-119+120) -3

Oo|lo|lo|jo|o

113+ 119+ 119 + 120

12 4

m=

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2012 publizierten Kompetenzcheck (vgl. https://www.bifie.at/node/1807) entnommen.

2-119+113+120

m= 7

M= (113+2-119+120)-3

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Antworten angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.




Bundesinstitut
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Brotverbrauch

oifie

Aufgabennummer: 1_126 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Konstruktionsformat Grundkompetenz: WS 1.2
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erfordertich

In einer Béckerei wurden Uber einen Zeitraum von 36 Wochen Aufzeichnungen Uiber den Tages-
bedarf einer Brotsorte an einem bestimmten Wochentag gemacht und in einer geordneten
Liste festgehalten:

232, 234, 235, 237, 237, 237, 239, 242, 242, 242, 243, 244, 244, 244, 244, 245, 245, 245,
245, 245, 246, 246, 246, 246, 247, 247, 248, 248, 249, 250, 250, 251, 253, 255, 258, 258
Aufgabenstellung:

Stellen Sie diese Daten in einem Boxplot dar!

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2012 lizi (vgl. bifie.at/node/1807)

Bundesinstitut
-

Die Lésung gilt nur dann als richtig, wenn alle flinf charakteristischen Werte (Minimum, Q1,
Median, Q3, Maximum) richtig eingezeichnet sind.

Datenreihe

oifie

Aufgabennummer: 1_127 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich maéglich erforderlich

Der arithmetische Mittelwert X der Datenreihe x, xz, ..., X10 ist X = 20. Die Standardabwei-
chung o der Datenreihe ist 0 = 5.

Die Datenreihe wird um die beiden Werte x11 = 19 und x:2 = 21 ergénzt.
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Das Maximum der neuen Datenreihe xi, ... , x12 ist groBer als das Maximum der O
urspriinglichen Datenreihe xi, ... , X1o.

Die Spannweite der neuen Datenreihe xi, ... , X1z ist um 2 gréBer als die O
Spannweite der urspriinglichen Datenreihe xi, ... , X1o.

Der Median der neuen Datenreihe xi, ..., Xi> stimmt immer mit dem Median der O
urspriinglichen Datenreihe x1, ... , x1o Uberein.

Die Standardabweichung der neuen Datenreihe xi, ... , X1z ist Kleiner als die O
Standardabweichung der urspriinglichen Datenreihe x, ... , X1o.

Der arithmetische Mittelwert der neuen Datenreihe xi, ... , Xs2 stimmt mit dem O
arithmetischen Mittelwert der urspriinglichen Datenreihe xi, ... , x10 Uberein.

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2012 publizi (vgl. bifie.at/node/1807)

Die Standardabweichung der neuen Datenreihe xi, ..., X2 ist kleiner als die
Standardabweichung der urspriinglichen Datenreihe xi, ... , X1o.

Der arithmetische Mittelwert der neuen Datenreihe xi, ... , X1 stimmt mit dem
arithmetischen Mittelwert der urspriinglichen Datenreihe xi, ... , 1o Uberein.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Aussagen angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.
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Aufgabennummer: 1_128 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: halboffenes Format Grundkompetenz: WS 1.3

keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

Fir das arithmetische Mittel einer Datenreihe xi, xa, ... , X2z gilt: X = 115.

Die Standardabweichung der Datenreihe ist s, = 12. Die Werte einer zweiten Datenreihe
Y1, Y, Yaa entstehen, indem man zu den Werten der ersten Datenreihe jeweils 8 addiert,
also y1 = x1 + 8, ¥ = X2 + 8 usw.

Aufgabenstellung:

Geben Sie den Mittelwert y und die Standardabweichung s, der zweiten Datenreihe an!

y=

Sy =

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2012 lizi (vgl.

bifie.at/node/1807)

Bundesinstitlﬁ

Aufgabennummer: 1_140 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.4

keine Hilfsmittel [ gewonnte Hifsmittel [ besondere Technologie
erforderlich maéglich erforderlich

Gegeben ist das arithmetische Mittel X von Messwerten.
Aufgabenstellung:

Welche der folgenden Eigenschaften treffen fir das arithmetische Mittel zu?
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Antworten an!

Das arithmetische Mittel teilt die geordnete Liste
der Messwerte immer in eine untere und eine obe- ]
re Teilliste mit jeweils gleich vielen Messwerten.

Das arithmetische Mittel kann durch AusreiBer

stark beeinflusst werden. o
Das arithmetische Mittel kann fiir alle Arten von O
Daten sinnvoll berechnet werden.

Das arithmetische Mittel ist immer gleich einem O

der Messwerte.

Multipliziert man das arithmetische Mittel mit der
Anzahl der Messwerte, so erhalt man immer die [m]
Summe aller Messwerte.

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2013 lizi (vgl. bifie.

o

Arithmetisches Mittel einer Datenreihe

y=123

sy=12

Die Lésung gilt nur dann als richtig, wenn beide Werte richtig angegeben sind.

o

Eigenschaften des arithmetischen Mittels

Das arithmetische Mittel kann durch AusreiBer
stark beeinflusst werden.

Multipliziert man das arithmetische Mittel mit der
Anzahl der Messwerte, so erhalt man immer die
Summe aller Messwerte.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Antworten angekreuzt sind und beide
Kreuze richtig gesetzt sind.
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Aufgabennummer: 1_159 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.1

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel
erforderlich a

O besondere Technologie
moglich

erforderlich

Die Nettogehélter von 44 Angestellten einer Firmenabteilung werden durch folgendes Kasten-
schaubild (Boxplot) dargestellt:

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Antworten an!

22 Angestellte verdienen mehr als € 2.400. O
Drei Viertel der Angestellten verdienen € 2.100 oder mehr. O
Ein Viertel aller Angestellten verdient € 1.400 oder weniger. O
Es gibt Angestellte, die mehr als € 3.300 verdienen. ]
Das Nettogehalt der Halfte aller Angestellten liegt im Bereich o
[€ 1.400; € 2.100].

* Diese Aufgabe wurde der im Mai 2013 publizi (vgl. https: bifie.

Bundesinstitlﬁ

Aufgabennummer: 1_162 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.3

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel
erforderlich i

[ besondere Technologie
méglich

erforderlich

9 Kinder wurden dahingehend befragt, wie viele Stunden sie am Wochenende fernsehen. Die
nachstehende Tabelle gibt ihre Antworten wieder.

Kind Fernsehstunden

Fritz 2

Susi

Michael

Martin

Angelika

Paula

Max

Hubert

o|lo|lolo|slo|lw|n

Lisa

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Der Median wirde sich erhéhen, wenn Fritz um eine

. m}
Stunde mehr fernsehen wiirde.
Der Median ist kleiner als das arithmetische Mittel der O
Fernsehstunden.
Die Spannweite der Fernsehstunden betragt 3. ]
Das arithmetische Mittel wiirde sich erhéhen, wenn Lisa O
anstelle von 8 Stunden 10 Stunden fernsehen wiirde.
Der Modus ist 8. [m]

* Diese Aufgabe wurde der im Mai 2013 publizi (vgl. https: bifi.

Boxplot 2

Ein Viertel aller Angestellten verdient € 1.400 oder weniger.

Das Nettogehalt der Halfte aller Angestellten liegt im Bereich
[€ 1.400; € 2.100].

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Antworten angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.

Geordnete Urliste 2

Der Median ist kleiner als das arithmetische Mittel der
Fernsehstunden.

Das arithmetische Mittel wiirde sich erhdhen, wenn Lisa
anstelle von 8 Stunden 10 Stunden fernsehen wiirde.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Aussagen angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.
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Aufgabennummer: 1_228 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.1
keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich méglich erforderlich

In der folgenden Abbildung sind die Ergebnisse der Nationalratswahl 2006 (linksstehende Bal-
ken) und der Nationalratswahl 2008 (rechtsstehende Balken) dargestellt. Alle Prozentsétze be-
ziehen sich auf die Anzahl der gtiltigen abgegebenen Stimmen, die 2006 und 2008 ungefahr
gleich war.

Aufgabenstellung:

Uberpriifen Sie anhand der Abbildung die folgenden Aussagen und kreuzen Sie die beiden
zutreffenden Aussagen an!

Das BZO hat seinen Stimmenanteil von 2006 auf 2008 um o
mehr als 100 % gesteigert.
Die GRUNEN erreichten 2006 weniger Stimmenanteile als

[m]
2008.
Der Stimmenanteil der OVP hat von 2006 auf 2008 um fast ein o
Viertel abgenommen.
Die Anzahl der erreichten Stimmen fur die SPO hat von 2006 o
auf 2008 um 6 % abgenommen.
Das BZO hat von 2006 auf 2008 deutlich mehr Stimmen da- o
zugewonnen als die FPO.

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_230 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

150 Grazer und 170 Wiener Schuler/innen nahmen an einem Sportwettbewerb teil. Der Ver-
gleich der Listen der Hochsprungergebnisse ergibt fir beide Schilergruppen das gleiche
arithmetische Mittel von 1,05 m sowie eine empirische Standardabweichung fiir die Grazer von
0,22 m und fiir die Wiener von 0,3 m.

Aufgabenstellung:

Entscheiden Sie, welche Aussagen aus den gegebenen Daten geschlossen werden kénnen,
und kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Sprunghdhen der Grazer Schiler/innen weichen
vom arithmetischen Mittel nicht so stark ab wie die [m]
Hohen der Wiener Schiiler/innen.

Das arithmetische Mittel représentiert die Leistungen O
der Grazer Schiiler/innen besser als die der Wiener.

Die Standardabweichung der Grazer ist aufgrund der O
geringeren Teilnehmerzahl kleiner als die der Wiener.

Von den Sprunghdhen (gemessen in m) der Wiener O
liegt kein Wert auBerhalb des Intervalls [0,45; 1,65].

Beide Listen haben den gleichen Median. [m}

Nationalratswahl

Das BZO hat seinen Stimmenanteil von 2006 auf 2008 um
mehr als 100 % gesteigert.

Die GRUNEN erreichten 2006 weniger Stimmenanteile als
2008.

Der Stimmenanteil der OVP hat von 2006 auf 2008 um fast ein
Viertel abgenommen.

Die Anzahl der erreichten Stimmen fiir die SPO hat von 2006
auf 2008 um 6 % abgenommen.

Das BZO hat von 2006 auf 2008 deutlich mehr Stimmen da-
zugewonnen als die FPO.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau die beiden richtigen Antworten/Aussagen ange-
kreuzt wurden.

Sportwettbewerb

o

Die Sprunghéhen der Grazer Schiler/innen weichen
vom arithmetischen Mittel nicht so stark ab wie die
Hohen der Wiener Schiler/innen.

Das arithmetische Mittel représentiert die Leistungen
der Grazer Schler/innen besser als die der Wiener.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Aussagen angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.
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Mittlere Punktezahl 2

Aufgabennummer: 1_229 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offen Grundkompetenz: WS 1.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erfordertich

Ein Test enthalt finf Aufgaben, die jeweils nur mit einem Punkt
(alles richtig) oder keinem Punkt (nicht alles richtig) bewertet
werden.

Die nebenstehende Grafik zeigt das Ergebnis dieses Tests flr
eine bestimmte Klasse.

Anzahl der Schiller/innen

012345
erzielte Punkte

Aufgabenstellung:

Wie viele Punkte hat die Hélfte aller Schiiler/innen bei diesem Test mindestens erreicht?
Geben Sie an, welchen Mittelwert Sie zur Beantwortung dieser Frage heranziehen, und be-
rechnen Sie diesen!

Bundesinstitut
[

bifie

Bidungsforschung, Innovation & Entwicklung
wesens

des osterreichischen Schul

Der Median (Zentralwert) ist hier anzugeben. Er betrégt 4.

Die Aufgabe gilt als richtig gelost, wenn der Begriff Median oder Zentralwert und der korrekte
Zahlenwert angegeben wurden.

Monatsnettoeinkommen 2

Aufgabennummer: 1_231 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offen Grundkompetenz: WS 1.4
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich ‘ O mogich U erforderlich

Die nachstehende Tabelle zeigt Daten zum Monatsnettoeinkommen unselbstandig Erwerbs-
tatiger in Osterreich (im Jahresdurchschnitt 2010) in Abhangigkeit vom Alter.

Quelle: Statistik Austria

Aufgabenstellung:

Wie viel Euro verdienen genau 25 % der 30- bis 39-Jahrigen mindestens?

Quartile
Unselbstandig o | I oo
Merkmale o [ 25%  [50% Median)]|  75%
[ intooo ] [ verdienen weniger oder gleichviel als _ EUR
Insgesamt
Insgesamt') 34079 18728 6650 1.188,0 1.707,0 2.303,0 31220
Alter (in Jahren)
1519 Jahre 735 7994 2990 5310 7300 10200 13150
20-29 Jahre 705,1 14870 598,0 11140 1.506,0 18430 21750
30-39 Jahre 803,1 18857 7700 12520 17780 2.306,0 29970
40-49 Jahre 10204 2.086,1 863,0 13380 18920 25560 34420
50-59 Jahre 6328 22050 893,0 13940 19770 27790 37100
60+ Jahre 730 21447 258,0 4200 1.681,0 32540 4.808,0

Geben Sie an, welche statistische Kennzahl Sie zur Beantwortung dieser Frage benétigen, und
ermitteln Sie die entsprechende Verdienstuntergrenze!

3. Quartil: EUR 2.306

Die Aufgabe ist als richtig geldst zu werten, wenn die Kennzahl und ihr Zahlenwert korrekt an-
gegeben sind.
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Aufgabennummer: 1_051 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Zuordnungsformat Grundkompetenz: WS 2.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderiich méglich O erforderich

Ein Kugelschreiber besteht aus zwei Bauteilen, der Mine (M) und dem Geh&use mit dem Me-
chanismus (G). Bei der Qualitatskontrolle werden die Kugelschreiber einzeln entnommen und
auf ihre Funktionstlichtigkeit hin getestet. Ein Kugelschreiber gilt als defekt, wenn mindestens
ein Bauteil fehlerhaft ist.

Im nachstehenden Baumdiagramm sind alle méglichen Félle fir defekte und nicht defekte Ku-
gelschreiber aufgelistet.

0,05 0,95
M defekt
0,08 0,92
| G defekt | | Gisto. k. |

Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den Ereignissen E;, Es, Es bzw. E: die entsprechende Wahrscheinlichkeit ps, pz, ps,
Pa, ps oder ps zu!

E: Eine Mine ist defekt und das Ge-

hause ist in Ordnung. A | p;=095-0,92

E: Ein Kugelschreiber ist defekt. B | p,=0,05-0,08+0,95-0,08
Es: Hochstens ein Teil ist defekt. C | p,=0,05+0,92
E.: Ein Kugelschreiber ist nicht defekt. D | p,=0,05+0,95-0,08

£ | p,=0,050,92

F | p,=1-0,05-0,08

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_111 Prufungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Lickentext Grundkompetenz: WS 2.2
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderiich méglich O erforderiich

Zwei Spielwirfel (6 Seiten, beschriftet mit 1 bis 6 Augen) werden geworfen und die Augen-
summe wird ermittelt.

Aufgabenstellung:

Ergénzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile
s0, dass eine mathematisch korrekte Aussage entsteht!

Die Wahrscheinlichkeit, das Ereignis ,Augensumme 6“ zu wiirfeln, ist 0] Wahrschein-
lichkeit, das Ereignis ,Augensumme 9* zu wirfeln, weil @ .
0] @
gréBer als die o 6 Kleiner als 9 ist und das Ereignis ,Augen- O

summe 6" somit seltener eintritt

Kleiner als die ] die Wahrscheinlichkeit beide Male 3—56 betragt [m}

es nur vier Moglichkeiten gibt, die Augen-
gleich der O summe ,9“ zu wirfeln, aber finf Moglich- ]
keiten, die Augensumme ,6“ zu wiirfeln

Kugelschreiber 2

E;: Eine Mine ist defekt und das Ge- _ A
h&use ist in Ordnung. E A | p=095092
E: Ein Kugelschreiber ist defekt. D B | p,=0,05-0,08+0,95-0,08
Es: Hichstens ein Teil ist defekt. F C | p,=0,05+0,92
Eq: Ein Kugelschreiber ist nicht defekt. | A D | p,=0,05+0,95-0,08

£ | p,=0,050,92

F | ps=1-0,05-0,08

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig geldst, wenn die vier Zuordnungen richtig erfolgt sind.

o

Wiirfelergebnisse

bifie

© @

gréBer als die

es nur vier Moglichkeiten gibt, die Augen-
summe ,9“ zu wiirfeln, aber finf Méglich-
keiten, die Augensumme ,6" zu wirfeln

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig geldst, wenn fir beide Licken jeweils die zutreffende Ant-
wortmdglichkeit angekreuzt ist.
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Aufgabennummer: 1_141 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erfordertich

Infizierte Zecken kénnen durch einen Stich das FSME-Virus (Frihsommer-Meningo-
enzephalitis) auf den Menschen tibertragen. In einem Risikogebiet sind etwa 3 % der
Zecken FSME-infiziert. Die FSME-Schutzimpfung schiitzt mit einer Wahrscheinlichkeit von
98 % vor einer FSME-Erkrankung.

Aufgabenstellung:

Eine geimpfte Person wird in diesem Risikogebiet von einer Zecke gestochen. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass diese Person durch den Zeckenstich an FSME erkrankt!

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2013

(vgl. https: bifie.

Bundesinstitut
-

Aufgabennummer: 1_144 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

oifie

Aufgabenformat: Zuordnungsformat Grundkompetenz: WS 2.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erfordertich

Ein idealer sechsseitiger Wrfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 wird einmal geworfen.
Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den Fragestellungen in der linken Spalte die passenden Wahrscheinlichkeiten
in der rechten Spalte zu!

Fragestellung Wabhrscheinlichkeit
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass 1
eine gerade Zahl gewdurfelt wird? 3
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass 1_
eine Zahl gréBer als 4 gewdrfelt wird? 6
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass 1
eine Zahl Kleiner als 2 gewirfelt wird. 2
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Zahl gréBer als 1 und kleiner als 6 1
gewdrfelt wird?
5
6
2
3

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2013 lizi (vgl. https:// bifie.

FSME-Infektion 2

0,08 - 0,02 = 0,0006

Die Wahrscheinlichkeit einer Erkrankung betrégt 0,06 %.

Die Angabe der Wahrscheinlichkeit als Dezimalzahl oder als Bruch reicht aus.

Wiirfeln 2

Fragestellung Wahrscheinlichkeit
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass l
eine gerade Zahl gewdirfelt wird? 3
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass l
eine Zahl gréBer als 4 gewdrfelt wird? 6
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass l
eine Zahl kleiner als 2 gewdrfelt wird. 2
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Zahl gréBer als 1 und kleiner als 6 1
gewdirfelt wird?
5
6
2
3

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn alle vier Buchstaben richtig zugeordnet sind.
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Aufgabennummer: 1_185 Priufungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (2 aus 5) Grundkompetenz: WS 2.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

In einer Schachtel befinden sich rote, blaue und gelbe Wachsmalstifte. Ein Stift wird zuféllig ent-
nommen, dessen Farbe notiert und der Stift danach zurtickgelegt. Dann wird das Experiment
wiederholt.

Beobachtet wird, wie oft bei zweimaligem Ziehen ein gelber Stift entnommen wurde. Die Werte
der Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl x der gezogenen gelben Stifte.

Die nachstehende Tabelle stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X dar.

X PX =x)
4

0 5
B

1 3

2 1

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen gelben Stift zu ziehen, ist g.

Die Wahrscheinlichkeit, hochstens einen gelben Stift zu ziehen, ist 4§.

Die Wahrscheinlichkeit, nur rote oder blaue Stifte zu ziehen, ist g.

Die Wahrscheinlichkeit, keinen oder einen gelben Stift zu ziehen, ist g.

o|lo|o|o|O

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein gelber Stift gezogen wird, ist
gréBer als 10 %.

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_186 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 2.3

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich i o

moglich erforderlich

In einer Schachtel befinden sich ein roter, ein blauer und ein gelber Wachsmalstift. Ein Stift wird
zufallig entnommen, dessen Farbe notiert und der Stift danach zuriickgelegt. Dann wird das
Experiment wiederholt.

Aufgabenstellung:

Beobachtet wird, wie oft bei zweimaligem Ziehen ein gelber Stift entnommen wurde. Die Werte
der Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl der gezogenen gelben Stifte.

Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

PX=0)>Px=1) | O
PX=2)=3 [m]
P(X£2)=§ O
P(X>o)=g O
P(X<3)=1 O

Laplace-Experiment 2

Die Wahrscheinlichkeit, nur rote oder blaue Stifte zu ziehen, ist g.

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein gelber Stift gezogen wird, ist
groBer als 10 %.

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau zwei Aussagen angekreuzt sind und beide Kreuze
richtig gesetzt sind.

Laplace-Wahrscheinlichkeit 2
PX=2)=1
P(X > 0) = g
PX<3) =1

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau drei Aussagen angekreuzt sind und alle Kreuze
richtig gesetzt sind.
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Aufgabennummer: 1_233 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.2

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie

erforderlich O mégich O erforderlich

Wenn man einen ReiBnagel fallen lasst, bleibt dieser auf eine der beiden dargestellten Arten
liegen.

1 A

Aufgabenstellung:

Beschreiben Sie eine Methode, wie man die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Falle heraus-
finden kann!

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_236 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: halboffenes Format Grundkompetenz: WS 2.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
O erforderlich moglich O erforderlich

Fur eine Abfolge von fiinf verschiedenen Bildern gibt es nur eine richtige Reihung. Diese Bilder
werden gemischt und, ohne sie anzusehen, in einer Reihe aufgelegt.

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P (in %) dafir, dass die richtige Reihenfolge erscheint!

P= %

ReiBnagel 2

Der ReiBnagel wird eine bestimmte Anzahl (n-mal) fallen gelassen und man notiert, wie oft er
auf welche Art zu liegen kommt.

Wenn er ki-mal bzw. k.-mal auf eine bestimmte Art zu liegen kommt, dann sind die relativen
Haufigkeiten % und % Néaherungswerte fur die gesuchten Wahrscheinlichkeiten.

Je ofter der ReiBnagel fallen gelassen wird, desto zuverlassiger ist der ermittelte Naherungwert.

Die Aufgabe gilt bei einer sinngemas richtigen Erklarung als korrekt gelost.

Reihenfolge 2

Losungsintervall: [0,8 %; 0,84 %] bzw. [0,008; 0,0084]

Die Aufgabe ist als richtig geldst zu werten, wenn ein Wert aus dem Losungsintervall angege-
ben ist.




Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_232 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.2

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Zwei herkdmmliche Spielwtrfel werden geworfen und die Augensumme wird ermittelt.
Aufgabenstellung:

Untersuchen Sie, welches der Ereignisse ,Augensumme 6“ oder ,Augensumme 9“ wahr-
scheinlicher ist, und begriinden Sie Ihre Aussage!

Bundesinstitut
[

Aufgabennummer: 1_290 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format

Grundkompetenz: WS 2.4

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Betrachtet wird der Binomialkoeffizient (2)9) mit x € N.
Aufgabenstellung:

Geben Sie alle Werte fir x € N an, fur die der gegebene Binomialkoeffizient den Wert 1 an-
nimmt!

* aus der Modellschularbeit Mathematik (AHS) Dezember 2014

~

Augensumme

Augensumme 6:  (1;5), (2;4), (3;3), (4;2), (5;1) = 5 Maglichkeiten
Augensumme 9:  (3; 6), (4; 5), (5; 4), (6; 3) = 4 Méglichkeiten

4+Augensumme 6 ist wahrscheinlicher.
oder:  p(Augensumme 6) = a%
p(Augensumme 9) = %

% > % = ,Augensumme 6" ist wahrscheinlicher.

Die Aufgabe ist korrekt geldst, wenn das richtige Ergebnis angegeben und dieses korrekt ar-
gumentiert wurde.

Binomialkoeffizient

o

x1=0
X9 =20

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn beide richtigen Werte angegeben sind.
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Aufgabennummer: 1_304 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich 0 mégich D erforderlich

In einer Schachtel befinden sich 3 rote Kugeln,
20 grine Kugeln und
47 blaue Kugeln.

Die Kugeln sind — abgesehen von ihrer Farbe — nicht unterscheidbar.
Es werden nacheinander 3 Kugeln nach dem Zufallsprinzip entnommen, wobei diese nach
jedem Zug wieder zurtickgelegt werden.

Aufgabenstellung:
Der Grundraum dieses Zufallsexperiments ist die Menge aller moglichen Farbtripel (x; y; z).
X, y und z nehmen dabei die Buchstaben r, g oder b — entsprechend der Farbe der Kugeln — an.

Fur das Ereignis E gilt: Es werden keine blauen Kugeln gezogen.
Geben Sie alle Elemente des Ereignisses E an!

E={ }

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_307 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.4

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Einer Schischule stehen in einer Woche neun Schilehrer/innen zur Verfigung. Fir die in dieser
Woche geplanten Schikurse werden aber nur sechs Schilehrer/innen benétigt.

Aufgabenstellung:

Geben Sie die Bedeutung des Ausdrucks (g) in diesem Zusammenhang an!

Ereignisse 2

E={(rrni(rrg)(rg (g rr)(9.9.0:(g.r9)(rg 9:(99 9}

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn die Ereignismenge richtig angegeben ist.

Schischule 2

Dieser Ausdruck gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, sechs Schilehrer/innen fir die Schikurse
— unabhéangig von der Zuordnung zur jeweiligen Gruppe — auszuwahlen.

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn die Interpretation (sinngeméaB) der Loésungserwartung
entspricht.
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Aufgabennummer: 1_306 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 2.4

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich

mégiich erforderlich

Aus einer Gruppe von Jugendlichen (14 Madchen und 10 Burschen) sollen Betreuer/innen fur
ein Ferienlager ausgewéhlt werden.

Aufgabenstellung:

Interpretieren Sie den Wert des Ausdrucks (224) im gegebenen Kontext!

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_305 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6) Grundkompetenz: WS 2.1
keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

In einer Schule wird unter den Madchen eine Umfrage durchgefiihrt. Dazu werden pro Klasse
zwei Schulerinnen zufallig fur ein Interview ausgewéhlit. Eva und Sonja gehen in die 1A.
Fur das Ereignis E; gilt: Eva und Sonja werden fir das Interview ausgewahit.

Aufgabenstellung:
Welche der nachstehenden Aussagen beschreibt das Gegenereignis E>? (Das Gegenereignis

E; enthélt diejenigen Elemente des Grundraums, die nicht Elemente von E; sind.)
Kreuzen Sie die zutreffende Aussage an!

Nur Eva wird ausgewahit.

Keines der beiden Madchen wird ausgewahlt.

Mindestens eines der beiden Madchen wird ausgewahit.

Nur Sonja wird ausgewahit.

Héchstens eines der beiden Médchen wird ausgewahit.

ojo|o|o|O0|O

Genau eines der beiden Médchen wird ausgewahit.

Ferienlager 2

(24
2
abhéangig von der Reihenfolge der Auswahl und vom Geschlecht.

) gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, zwei Jugendliche dieser Gruppe auszuwahlen, un-

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn die Interpretation des Binomialkoeffizienten sinnge-
maB dem der Losungserwartung entspricht.

Schiilerinnenbefragung 2

Héchstens eines der beiden Madchen wird ausgewahit.

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn ausschlieBlich die laut Lésungserwartung richtige
Antwortmdéglichkeit angekreuzt ist.
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

Innovation & Qualittsentwicklung
Aufgabennummer: 1_043 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 3.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Gustav kommt in der Nacht nach Hause und muss im Dunkeln die Hausttre aufsperren. An
seinem ringférmigen Schitisselbund hangen funf gleiche Schlisseltypen, von denen nur einer
sperrt. Er beginnt die Schltssel zufallig und nacheinander zu probieren. Die Zufallsvariable X
gibt die Anzahl k der Schlissel an, die er probiert, bis die Tur gedffnet ist.

Aufgabenstellung:

Ergéanzen Sie in der Tabelle die fehlenden Wahrscheinlichkeiten und ermitteln Sie den Erwar-
tungswert E(X) dieser Zufallsvariablen X!

PX = K)

Gleichwahrscheinlichkeit liegt vor, weil:

k 1 2 3 4 5
PX = k) 1 411 481 1 |4321_ 11482111
5 54 5 543 5 [5432 5|542321 5
Erwartungswert:

E(X):( le2-lea -+4»%+5<‘g):3

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelost, wenn die Tabelle korrekt ausgeflillt und der Erwar-
tungswert richtig berechnet ist.

Binomialverteilung

EX) =
Bundesinstitut
] f
wien\IZemn!mg
Inr & Qualitatsentwicklung
Aufgabennummer: 1_044 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6) Grundkompetenz: WS 3
keine Hilfsmittel = gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit n = 25 und p = 0,15.

Es soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, sodass die Zufallsvariable X hdchstens den
Wert 2 annimmt.

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie den zutreffenden Term an!

(%) 0152 085%

0,85% + (25) 0,15'- 0,852‘+(225)<0,152~0.8523

(215) 015" - 0,85% + (225) -0,15%- 0,857

1- (25) -0,15%- 0,852

[08525 ( ) o,15‘~0,8524+(225)-0,152»0,8523]

ojo|o|o0|0|0O

(25‘) -0,85 - 0,15%

(%) 0152 085”

0,855 + (25) 0,15'- 0,852‘+(225)-0,15240.8523

(25) 0,15'-0,85% + (225) -0,152-0,85%

) 0,15? - 0,85%

-3
[08525 ( ) 0,15*-0,852‘+(225)-0,152~0,8523]
):

( 5) . 0,852+ 0,15

o

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelést, wenn genau die eine zutreffende Antwortmdéglich-
keit angekreuzt ist.
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Aufgabennummer: 1_046 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6) Grundkompetenz: WS 3.2
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich mégiich 0 erforderlich

In den untenstehenden Grafiken sind Binomialverteilungen dargestellt.
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie diejenige Grafik an, die einer Binomialverteilung mit n = 20 und p = 0,9 zuzuord-
nen ist!

04]Pix=k) 0.4TPxk)
03 03
02 02
o1 ” ” o1 ” ” H
L0 H 1 k. 1 ,| I ,| lo k.
0 2 4 6 & f0 12 14 16 18 20 G 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
04fpix=0) 0.4fpixi)
03 03
02 02
allllly. I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20
0.4Tp(x=k) 04fPok)
03 03
02 02
) 1l
0 L# M| H N H [a k.
G 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 G 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Die Lésung gilt nur dann als richtig, wenn genau die eine zutreffende Antwortmdglichkeit ange-
kreuzt ist.

Aufnahmetest

0.41P(X=k) 0.4{P(X=k)
03 0.3
02 [m] 02 a
01 ” 01 ” |
” | " 1 ks 1 I | ” I lo k.
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
04pxk) 043Pk
0.3 03-
02 a 02 [m]
Ll |
Al Al
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.47P(x=k) 0.4]Px=k)
03 0.3
02 m) 02 a
Ml ,| ” | ” I . K ol K
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Aufgabennummer: 1_047 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 3.3
I;(refi‘r;l% ;I:g:\inel ?&%ﬁzﬁte Hilfsmittel O 2;2?3;%:; Technologie

Eine Universitat fihrt einen Aufnahmetest durch. Dabei werden zehn Multiple-Choice-Fragen ge-

stellt, wobei jede Frage vier Antwortmdglichkeiten hat. Nur eine davon ist richtig.
In den letzten Jahren wurden durchschnittlich 40 Bewerber/innen aufgenommen. Dabei traten

etwa 95 % der angemeldeten Kandidatinnen und Kandidaten tatsachlich zum Aufnahmetest an.

Heuer treten 122 Bewerber/innen zu diesem Aufnahmetest an.
Nehmen Sie an, dass Kandidat K alle Antworten véllig zuféllig ankreuzt.
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Die Anzahl der angemeldeten Kandidatinnen und Kandidaten, die tat-
sachlich zum Aufnahmetest erscheinen, ist binomialverteilt mit n = 122 O
und p = 0,40.

Die Anzahl der richtig beantworteten Fragen des Aufnahmetests des
Kandidaten K ist binomialverteilt mit n = 10 und p = 0,25.

Die durchschnittliche Anzahl der richtig beantworteten Fragen aller ange-
tretenen Kandidatinnen und Kandidaten ist binomialverteilt mit n = 122 ]

und p = 0,40.

Die Anzahl der zufallig ankreuzenden Kandidatinnen und Kandidaten, die o
aufgenommen werden, ist binomialverteilt mit n = 40 und p = 0,25.

Die Anzahl der falsch beantworteten Fragen des Aufnahmetests des o

Kandidaten K ist binomialverteilt mit n = 10 und p = 0,75.

Die Anzahl der angemeldeten Kandidatinnen und Kandidaten, die tat-
séchlich zum Aufnahmetest erscheinen, ist binomialverteilt mit n = 122
und p = 0,40.

Die Anzahl der richtig beantworteten Fragen des Aufnahmetests des
Kandidaten K ist binomialverteilt mit n = 10 und p = 0,25.

Die durchschnittliche Anzahl der richtig beantworteten Fragen aller ange-
tretenen Kandidatinnen und Kandidaten ist binomialverteilt mit n = 122
und p = 0,40.

Die Anzahl der zufallig ankreuzenden Kandidatinnen und Kandidaten, die
aufgenommen werden, ist binomialverteilt mit n = 40 und p = 0,25.

Die Anzahl der falsch beantworteten Fragen des Aufnahmetests des
Kandidaten K ist binomialverteilt mit n = 10 und p = 0,75.

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelést, wenn genau die beiden zutreffenden Aussagen
angekreuzt sind.
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Aufgabennummer: 1_148 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Erwartungshorizont

oifie

Aufgabenformat: halboffenes Format Grundkompetenz: WS 3.1

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderiich méglich O erforderiich

In der nachstehenden Tabelle ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer di 1 Zufalls-

variablen X dargestellt.

amitie (1,2,8,4) | 1 | 2 | 3| 4

P(X = a) 01[03|05]01

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X) der Zufallsvariablen X!

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn der Wert richtig angegeben ist.

Binomialverteilung

oifie

EX) =
* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2013 publizi (vgl. https: bifie.
Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_152 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 3.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderiich méglich O erfordertich

Einige der unten angefiihrten Situationen kénnen mit einer Binomialverteilung modelliert werden.
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie diejenige(n) Situation(en) an, bei der/denen die Zufallsvariable X binomialverteilt ist!

Aus einer Urne mit vier blauen, zwei griinen und drei weiBen
Kugeln werden drei Kugeln mit Zuriicklegen gezogen. m]
(X = Anzahl der griinen Kugeln)

In einer Gruppe mit 25 Kindern sind sieben Linkshander. Es
werden drei Kinder zufallig ausgewahit. O
(X = Anzahl der Linkshander)

In einem U-Bahn-Waggon sitzen 35 Personen. Vier haben kei-
nen Fahrschein. Drei werden kontrolliert. O
(X = Anzahl der Personen ohne Fahrschein)

Bei einem Multiple-Choice-Test sind pro Aufgabe drei von fiinf
Wahiméglichkeiten richtig. Die Antworten werden nach dem
Zufallsprinzip angekreuzt. Sieben Aufgaben werden gestellt.
(X = Anzahl der richtig gel6sten Aufgaben).

Die Wahrscheinlichkeit fir die Geburt eines Madchens liegt bei
52 %. Eine Familie hat drei Kinder. O
(X = Anzahl der Médchen)

* Diese Aufgabe wurde dem im Oktober 2013 lizi (vgl. https:// bifie.

Aus einer Urne mit vier blauen, zwei griinen und drei weiBen
Kugeln werden drei Kugeln mit Zurlicklegen gezogen.
(X = Anzahl der grlinen Kugeln)

Bei einem Multiple-Choice-Test sind pro Aufgabe drei von funf
Wahlméglichkeiten richtig. Die Antworten werden nach dem
Zufallsprinzip angekreuzt. Sieben Aufgaben werden gestellt.
(X = Anzahl der richtig geldsten Aufgaben).

Die Wahrscheinlichkeit fir die Geburt eines Méadchens liegt bei
52 %. Eine Familie hat drei Kinder.
(X = Anzahl der Méadchen)

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn genau drei Aussagen angekreuzt sind und alle Kreuze
richtig gesetzt sind.
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Aufgabennummer: 1_188 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Kennzahlen der Binominalverteilung

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 3.2

O keine Hilfsmittel

hnte Hilfsmittel
L gewol
erforderlich

O besondere Technologie
méglich

erforderlich

Auf einer Sortieranlage werden Flaschen von einem Scanner untersucht und es wird die Art
des Kunststoffes ermittelt. 95 % der Flaschen werden richtig erkannt und in die bereitgestellten
Behélter einsortiert.

Die Werte der Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl der falschen Entscheidungen bei
einem Stichprobenumfang von 500 Stiick. Verwenden Sie die Binomialverteilung als Modell.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung fiir die Zufallsvariable X!

Bundesinstitut
[

bifie

Bidungsforschung, Innovation & Entwicklung
jwesens

des osterreichischen Schul

Aufgabennummer: 1_294 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

H=n-p=500-0,05=25

o= |n-p-(1-p)=4500-0,05 - 0,95 =4,8734

Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelést, wenn beide Werte richtig berechnet sind und oim
Loésungsintervall [4,8; 4,9] liegt.

Schilerarbeit

Aufgabenformat: Liickentext Grundkompetenz: WS 3.4

keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich moglich erforderlich

Die Spinde einer Schule werden mit Vorhangeschiéssern gesichert, die im Eigentum der Schi-
ler/innen stehen. Erfahrungsgeméan miissen 5 % aller Spindschisser innerhalb eines Jahres
aufgebrochen werden, weil die Schilssel verloren wurden. Ein Schiler berechnet die Wahr-
scheinlichkeit, dass innerhalb eines Jahres von 200 Schléssern mindestens zwélf aufgebro-
chen werden mussen. Die nachstehenden Aufzeichnungen zeigen seine Vorgehensweise.

P(x24a2) .. QML-.\S izy. (LM“L“? do Coge- Usic m sl B
f= Ao gos = Ao
& Vo vo5 085 ~ 308 > 3
2.t LB L o
- - = = o

¢ (0,-'3) = 0,637
> R(x>242) ¥4 - 06318 T 0O 3124

> 2. = 3%

Aufgabenstellung:

Ergénzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile
s0, dass eine korrekte Aussage entsteht!

Bei der Anzahl der Schidsser, die aufgebrochen werden mussen, handelt es sich um
eine @ , und @ .

® @

der Schiiler rechnet mit der Normal-

gleichverteilte Zufallsvariable o verteilung, obwohl es nicht zuléssig ist

der Schiler verwechselt den Mittelwert
mit dem Erwartungswert, also ist die O
Aufgabe deshalb nicht richtig geldst

binomialverteilte Zufallsvariable | CJ

der Schiiler rechnet zuldssigerweise

normalverteilte Zufallsvariable O mit der Normalverteilung

binomialverteilte Zufallsvariable

der Schiiler rechnet zulassigerweise
mit der Normalverteilung

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn fir jede der beiden Licken ausschlieBlich der laut
Lésungserwartung richtige Satzteil angekreuzt ist.
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Aufgabennummer: 1_293 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 3.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich O msgich O erforderlich

Gegeben sind fiinf Situationen, bei denen nach einer Wahrscheinlichkeit gefragt wird.
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie diejenige(n) Situation(en) an, die mithilfe der Binomialverteilung modelliert werden
kann/kénnen!

In der Kantine eines Betriebes essen 80 Personen. Am Montag werden ein
vegetarisches Gericht und drei weitere Meniis angeboten. ErfahrungsgemaB
wahlt jede vierte Person das vegetarische Gericht. Es werden 20 vegetarische | [J
Gerichte vorbereitet.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese nicht ausreichen?

Bei einer Lieferung von 20 Smartphones sind flinf defekt. Es werden nach-
einander drei Gerate entnommen, getestet und nicht zurtickgelegt. O
Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind mindestens zwei davon defekt?

In einer Klasse miissen die Schiller/innen bei der Uberpriifung der Bildungs-
standards auf einem anonymen Fragebogen ihr Geschlecht (m, w) ankreuzen.
In der Klasse sind 16 Schiilerinnen und 12 Schiiler. Finf Personen haben auf m}
dem Fragebogen das Geschlecht nicht angekreuzt. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit befinden sich drei Schiiler unter den fiinf Personen?

Ein GroBhéandler erhélt eine Lieferung von 2 000 Smartphones, von denen
erfahrungsgemaB 5 % defekt sind. o
Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich 80 bis 90 defekte Geréate in der
Lieferung?

In einer Klinik werden 500 kranke Personen mit einem bestimmten Medika-
ment behandelt. Die Wahrscheinlichkeit, dass schwere Nebenwirkungen auf-
treten, betragt 0,001. [m}
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei mehr als zwei Personen schwere
Nebenwirkungen auftreten?

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_292 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 3.2

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Auf einer Sortieranlage werden 500 Flaschen von einem Scanner untersucht — es wird die Art
des Kunststoffes ermittelt. p % der Flaschen werden richtig erkannt und in die bereitgestellten
Behélter einsortiert. Die Werte der binomialverteilten Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl k
der falschen Entscheidungen beim vorgegebenen Stichprobenumfang.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie mithilfe der gegebenen Tabelle die Wahrscheinlichkeit P(22 < X < 27) und mar-
kieren Sie diese in der Grafik.

P(X=K)
011{70 k [P(X=k)
o4 10 | 0.0003
. 11 | 0.0007
20.0015
0.09 0.0029
4 | 0.0053
0.08 T 0.009
16 | 0.0144
007 - M 17 | 0.021
L 18] 0.030!
M 19 | 0.040¢
006 L 20 | 0.05
21 0.06
0.05 22 [0.07
0.077
0.04 4 | 0.0814
0.0816
0.03 26 | 0.0785
271 0.0725
002 128 10.0644 |
29 | 0.0552
001 30 | 0.0456
k
274 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54

Modellierung mit Binomialverteilung 2

In der Kantine eines Betriebes essen 80 Personen. Am Montag werden ein
vegetarisches Gericht und drei weitere MenUs angeboten. Erfahrungsgeman
wahlt jede vierte Person das vegetarische Gericht. Es werden 20 vegetarische
Gerichte vorbereitet.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese nicht ausreichen?

Ein GroBhéandler erhalt eine Lieferung von 2 000 Smartphones, von denen
erfahrungsgeméB 5 % defekt sind.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich 80 bis 90 defekte Geréte in der
Lieferung?

In einer Klinik werden 500 kranke Personen mit einem bestimmten Medika-
ment behandelt. Die Wahrscheinlichkeit, dass schwere Nebenwirkungen auf-
treten, betragt 0,001.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei mehr als zwei Personen schwere
Nebenwirkungen auftreten?

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn ausschlieBlich alle laut Losungserwartung richtigen
Antwortméglichkeiten angekreuzt sind.

Flaschensortieranlage 2

P22 < X <27)=0,0778 + 0,0814 + 0,0816 + 0,0785 + 0,0725 = 0,3918 ~ 39,2 %

0.11{P=)

k.
2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn die Wahrscheinlichkeit richtig berechnet und in der
Grafik gekennzeichnet ist.
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Aufgabennummer: 1_319 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 3.4

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie

erforderiich méglich O erforderlich

Einer Verdffentlichung der Statistik Austria kann man entnehmen, dass von den
Uber 15-Jahrigen Osterreicherinnen und Osterreichern ca. 38,6 % taglich das Auto benutzen
(als Lenker/in oder als Mitfahrer/in).

Quelle: Statistik Austria (Hrsg.) (2013). L i L 2011. isse des Mil Wien: Statistik
Austria. S. 95.

Aufgabenstellung:
Es werden 500 Uber 15-jahrige Osterreicher/innen zuféllig ausgewahit.
Geben Sie fur die Anzahl derjenigen Personen, die taglich das Auto (als Lenker/in oder als

Mitfahrer/in) benutzen, naherungsweise ein um den Erwartungswert symmetrisches Intervall mit
95%iger Wahrscheinlichkeit an!
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Aufgabennummer: 1_291 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 3.2

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich
Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit n = 8 und p = 0,25.
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X) | 0,1001 | 0,2670 | 0,3115 | 0,2076 | 0,0865 | 0,0231 | 0,0038 | 0,0004 | 0,00002

W ist der Erwartungswert, o die Standardabweichung der Verteilung.
Aufgabenstellung:
Berechnen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit!

Plu-o0 <X < u+0)=

Benutzung des Autos 2

Die binomialverteilte Zufallsvariable X gibt die Anzahl der tber 15-Jéhrigen an, die taglich das
Auto benutzen.

n =500
p=0,386 => 1-p=0,614

Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung:
=193

0=4/500-0,386-0,614 ~ 10,886

2-®(z)-1=D(z) =0,95 = z~1,96

Xip=xZ-0 = x1~171; x, =216 = [171;215]

Ein Punkt fir die Angabe eines symmetrischen Losungsintervalls laut Losungserwartung.
Toleranzintervall fur die untere Grenze: [170; 173]
Toleranzintervall fir die obere Grenze: [213; 216]

Binomialverteilte Zufallsvariable 2

H=n-p=8-025=2

o= Ju-(1-p)=122

Plu-0 < X < i+ 0)=P(1<X<8) =PX=1)+P(X=2)+P(X=3)=
=0,2670 + 0,3115 + 0,2076 = 0,7861 = 78,61 %

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn die Wahrscheinlichkeit richtig berechnet wurde.
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Aufgabennummer: 1_015 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Bei einer Befragung von 2 000 zuféllig ausgewahlten wahlberechtigten Personen geben 14 %
an, dass sie bei der nachsten Wahl fir die Partei ,Alternatives Leben” stimmen werden. Auf-
grund dieses Ergebnisses gibt ein Meinungsforschungsinstitut an, dass die Partei mit 12 % bis
16 % der Stimmen rechnen kann.

Aufgabenstellung:

Mit welcher Sicherheit kann man diese Behauptung aufstellen?

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_ 239 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
O erforderlich moglich O erforderlich

Bei einer Stichprobe von n = 500 Personen gaben 120 Personen an, sie wirden die Partei A
wahlen.

Aufgabenstellung:

Geben Sie das 95-%-Konfidenzintervall KI fir den Wahleranteil der Partei A an!

Kl =

Wahl 2

Konfidenzintervall: [0,12; 0,16]
L= n-p=2000-0,14 =280

o= [n-p-(1-p) =155

0,16 -2 000 = 320
320=280 +z- 15,5 — 2= 2,58 — O(z) = 0,995
2-0@)-1=0,99

Die Behauptung kann mit 99%iger Sicherheit aufgestellt werden.

Die Aufgabe gilt als richtig geldst, wenn der korrekte Prozentwert angegeben ist.

Wahleranteil 2

Kl =[0,208; 0,277] bzw. KI = 0,24 ¥ 0,037

Lésungsintervall fur die untere Grenze: [0,20; 0,21]
Loésungsintervall fiir die obere Grenze: [0,27; 0,28]

Die Aufgabe ist richtig geldst, wenn ein dem Losungsintervall entsprechendes Konfidenzinter-
vall angegeben ist.
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Aufgabennummer: 1_190 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Zuordnungsformat Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich
Von einer Stichprobe sind jeweils der Stichprobenumfang n und die relative Haufigkeit h eines
beobachteten Merkmals gegeben.
Aufgabenstellung:
Ordnen Sie jeder Stichprobe das richtige Konfidenzintervall fir das vorgegebene Konfidenz-
niveau y (Sicherheitsniveau) zu!
n=1000
h= 0,3 028 B;Ci 032
p=029 | _' =0.31
/= 0,60 1 h=03 P2
n=1000 032 034 T 036 038 04
h=08 . 0.38
py=0.32 _ p,=0.
=095 1 h=035 2
n =500
o5 0% 3 Te [ 0k 05
h=03 -
=036 h=04 7044
y=0,99
n=1000
h 4 024 026 028 03 032 034 036 038
=0 p,=025 o3 p,=0.35
y=0,50
026 028 03 032 034 036
Py=0-27 h=03 =033
036 038 042 044
p,=0.39 p,=0.41
Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 1_308 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich O erforderlich

Bei einer Umfrage in einem Bezirk werden 500 Personen befragt, ob sie Linkshénder sind.
Als Ergebnis der Befragung wird das 95-%-Konfidenzintervall [0,09; 0,15] fir den Anteil der
Linkshénder in der Bezirkszeitung bekanntgegeben.

Aufgabenstellung:

Welche der nachstehenden Aussagen kodnnen Sie aufgrund dieses Ergebnisses tatigen?
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Ungefahr 60 Personen haben angegeben, Linkshander zu sein.

Hatte man 10000 Personen befragt, wére das 95-%-Konfidenz-
intervall schméler geworden.

Das Konfidenzintervall ware breiter, wenn der Anteil der Links-
hander in der Umfrage kleiner gewesen wére.

Der Anteil der Linkshénder im gesamten Bezirk liegt jedenfalls
zwischen 9 % und 15 %.

Das entsprechende 99-%-Konfidenzintervall ist breiter als das
95-%-Konfidenzintervall.

o|ojo|o|o

Konfidenzintervall 2

n=1000
_—
028 3 032
h=03 PR A,
)= 0,60 ;=029 g3  Py=031
n:1000 032 034 T 0.36 0.38 04
H
h=03 .
/=095 py=0.32 =035 p,=038
n =500
o5 0% 0% o 0w 0w o
h=03 -
p=0.36 h=l04 py=0.44
y=0,99
n=1000
heoa 024 026 028 03 032 03 036 038
= p;=025 =03 p,=0.35
y=0,50
026 028 0 032 034 036
py=027 ho03 p,=0.33
036 038 o4 042 0.4
1
pe039  N=04  poos

Ein Punkt ist nur dann zu geben, wenn alle vier Buchstaben richtig zugeordnet sind.

Linkshander 2
Ungefahr 60 Personen haben angegeben, Linkshander zu sein.
Hétte man 10000 Personen befragt, wére das 95-%-Konfidenz-
intervall schméler geworden.
Das entsprechende 99-%-Konfidenzintervall ist breiter als das
95-%-Konfidenzintervall.

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn ausschlieBlich alle laut Lésungserwartung richtigen
Antwortméglichkeiten angekreuzt sind.
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Aufgabennummer: 1_321 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: offen Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich D erforderlich

Um die Essgewohnheiten von Jugendlichen zu untersuchen, wurden 400 Jugendliche eines
Bezirks zuféllig ausgewahlt und befragt.

Dabei gaben 240 der befragten Jugendlichen an, téglich zu frihstiicken.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie aufgrund des in der Umfrage erhobenen Stichprobenergebnisses ein
99-%-Konfidenzintervall fur den tatséchlichen (relativen) Anteil p derjenigen Jugendlichen
dieses Bezirks, die taglich frihstlicken!

Essgewohnheiten 2

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Jugendlichen, die taglich friihstticken, an.
240
h=75=06

2. 0(z)-1=Dz) = 0,99 = z~2,58

p1.2=0,6+258- = p;=0,536; p, ~ 0,664

99-%-Konfidenzintervall: [0,536; 0,664] bzw. 0,6 + 0,064

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn das Konfidenzintervall richtig berechnet wurde.

Toleranzintervall fur die untere Grenze: [0,53; 0,54]
Toleranzintervall fur die obere Grenze: [0,66; 0,67]
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Aufgabennummer: 2_002 Prufungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.3, WS 3.2, WS 3.3

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich

moglich erforderlich

Eine Universitat fiihrt fur die angemeldeten Bewerber/innen einen Aufnahmetest durch. Dabei
werden zehn Multiple-Choice-Fragen gestellt, wobei jede Frage vier Antwortmoglichkeiten hat.
Nur eine davon ist richtig. Wer mindestens acht Fragen richtig beantwortet, wird sicher aufge-
nommen. Wer alle zehn Fragen richtig beantwortet, erhalt zuséatzlich ein Leistungsstipendium.
Die Ersteller/innen dieses Tests geben die Wahrscheinlichkeit, bei zufalligem Ankreuzen aller
Fragen aufgenommen zu werden, mit 0,04158 % an. Nehmen Sie an, dass Kandidat K alle
Antworten voéllig zuféllig ankreuzt.

Aufgabenstellung:

a) Nennen Sie zwei Griinde, warum die Anzahl der richtig beantworteten Fragen unter den
vorliegenden Angaben binomialverteilt ist!
Geben Sie einen méglichen Grund an, warum in der Realitat das Modell der Binomialver-
teilung hier eigentlich nicht anwendbar ist!

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass Kandidat K nicht aufgenommen wird!
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat K ein Leistungsstipendium erhait!

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 2_003 Prifungsteil: Typ1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 1.1, WS 1.3, WS 3.1, WS 3.2, WS 3.3

O keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich i

moglich erforderlich

Der Begriff Section Control (Abschnittskontrolle) bezeichnet ein System zur Uberwachung von
Tempolimits im StraBenverkehr, bei dem nicht die Geschwindigkeit an einem bestimmten
Punkt gemessen wird, sondern die Durchschnittsgeschwindigkeit tber eine langere Strecke.
Dies geschieht mithilfe von zwei Uberkopfkontrollpunkten, die mit Kameras ausgestattet sind.
Das Fahrzeug wird sowohl beim ersten als auch beim zweiten Kontrollpunkt fotografiert.

Die zulassige Hochstgeschwindigkeit bei einer bestimmten Abschnittskontrolle betragt

100 km/h. Da die Polizei eine Toleranz kleiner 3 km/h gewéhrt, 16st die Section Control bei
103 km/h aus. Lenker/innen von Fahrzeugen, die dieses Limit erreichen oder Uiberschreiten,
machen sich strafbar und werden im Folgenden als ,Tempostinder” bezeichnet.

Eine Stichprobe der Durchschnittsgeschwindigkeiten von zehn Fahrzeugen ist in der nachfol-
genden Tabelle aufgelistet und im abgebildeten Boxplot dargestellt.

vin
km/h

88‘113‘93‘98‘121‘98‘90‘98‘105‘129‘

88 90 92 94 96 98 100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120 122 124 126 128 130

Aufnahmetest

a)

b)

Dieser Aufgabenteil ist durch sinngemaBes Angeben von mindestens zwei der vier ange-
flhrten Grinde richtig gelost:

Die Anzahl der richtig beantworteten Fragen ist unter den vorliegenden Angaben binomial-
verteilt, weil

= es nur die beiden Ausgéange ,richtig beantwortet und ,falsch beantwortet” gibt
= das Experiment unabhangig mit n = 10 Mal wiederholt wird

= die Erfolgswahrscheinlichkeit dabei konstant bleibt

= es sich dabei um ein ,Bernoulli-Experiment* handelt

Der zweite Aufgabenteil ist korrekt gelost, wenn ein Grund (sinngemaB) angefiihrt wird, z. B.:

= Eine Bewerberin/ein Bewerber, die/der sich flr ein Studium interessiert, wird sicher
nicht beim Aufnahmetest zufallig ankreuzen.

= Sobald Kandidat K auch nur eine Antwortmaglichkeit einer Frage ausschlieBen kann,
waére die Voraussetzung fir die Binomialverteilung verletzt. Genau aus diesem Grund
wird die Universitat mit zehn Multiple-Choice-Fragen nicht das Auslangen finden, da
die Erfolgswahrscheinlichkeit fir kompetenzbasiertes Antworten sicher wesentlich
hoher ist als 0,25.

= Die Unabhangigkeit der Wiederholung des Zufallsexperiments ist sicher dadurch ver-
letzt, dass die einzelnen Kandidatinnen und Kandidaten aufgrund ihrer Vorbildung
unterschiedliche Erfolgswahrscheinlichkeiten fir die Beantwortung der einzelnen
Fragen aufweisen. Somit kann unter diesen Voraussetzungen niemals von einer un-
abhangigen Wiederholung mit Zahlen der Anzahl der Erfolge im Sinne eines Bernoulli-
Experiments gesprochen werden.

Es sind auch weitere eigenstéandige Losungen denkbar.
Fur die Losung ist keine Binomialverteilung nétig, da das gesuchte Ereignis das Gegener-
eignis zur ,Aufnahme” darstellt. Somit betragt die (von den Testautorinnen und Testauto-
ren) angegebene Wahrscheinlichkeit:

P(Ablehnung) = 1 — P(Aufnahme) = 1 — 0,0004158 = 0,9995842
Die Ablehnung des Kandidaten K ist somit praktisch sicher.
Auch hier ist keine Binomialverteilung nétig, da ein Zufallsexperiment mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit von 0,25 zehnmal unabhangig wiederholt wird, wobei bei jeder Wieder-

holung ein ,Erfolg” eintritt.

Die Wahrscheinlichkeit betragt somit P(Leistungsstipendium) = 0,25 = 0.

Section Control

Aufgabenstellung:

a)

b)

Bestimmen Sie den arithmetischen Mittelwert X und die empirische Standardabweichung s
der Durchschnittsgeschwindigkeiten in der Stichprobe!

Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) zur Standardabweichung an!

Die Standardabweichung ist ein MaB fir die
Streuung um den arithmetischen Mittelwert.

Die Standardabweichung ist immer ca. ein Zehntel
des arithmetischen Mittelwerts.

Die Varianz ist die quadrierte Standardabweichung. [}

Im Intervall [X - s; X + s] der obigen Stichprobe liegen O
ca. 60 % bis 80 % der Werte.
Die Standardabweichung ist der arithmetische O
Mittelwert der Abweichungen von X.

Bestimmen Sie aus dem Boxplot (Kastenschaubild) der Stichprobe den Median sowie das
obere und untere Quartill Geben Sie an, welche zwei StreumaBe aus dem Boxplot ables-
bar sind! Bestimmen Sie auch deren Werte!

Die Erfahrung zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein zuféllig ausgewéhltes Fahrzeug mit
einer Durchschnittsgeschwindigkeit von mindestens 103 km/h zu erfassen, 14 % betrégt.
Berechnen Sie den Erwartungswert 1/ und die Standardabweichung o der Tempostinder
unter fiinfzig zufallig ausgewéhlten Fahrzeuglenkern! Berechnen Sie, wie groB die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass die Anzahl der Tempostinder unter flinfzig Fahrzeuglenkern inner-
halb der einfachen Standardabweichung um den Erwartungswert, d. h. im Intervall
[u—-0o; u+ o] liegt!




Section Control

Die Standardabweichung ist ein MaB fur die
Streuung um den arithmetischen Mittelwert.

Die Standardabweichung ist immer ca. ein Zehntel
des arithmetischen Mittelwerts.

Die Varianz ist die quadrierte Standardabweichung.

Im Intervall [x —s; X + s] der obigen Stichprobe liegen
ca. 60 % bis 80 % der Werte.

Die Standardabweichung ist der arithmetische
Mittelwert der Abweichungen von X.

b) Daten aus dem Boxplot: Median ... 98 km/h; unteres Quartil ... 93 km/h;
oberes Quartil ... 113 km/h; Spannweite ... 41 km/h;
Quartilsabstand ... 20 km/h

c) Losung mittels Binomialverteilung
U=n-p=50-0,14=7
p) =245

o=

Pu-oc<X<pu+0)=PG<X<9)=
=P(X=5)+PX=6)+PX=7)+P(X=8+P(X=9)=
=0,1286 + 0,1570 + 0,1606 + 0,1406 + 0,1068 = 0,6936 = 69,36 %
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Aufgabennummer: 2_005 Prifungsteil:  Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.2, WS 3.1, WS 3.3

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
erforderlich

moglich erforderlich

Wenn in der Oberstufe in einem Semester hochstens zwei Mathematikschularbeiten vorgese-
hen sind, muss jede versaumte Schularbeit nachgeholt werden.

Ein Mathematiklehrer hat auf Basis seiner langjahrigen Erfahrung die untenstehende Tabelle
erstellt. Dabei beschreibt h(n) die relative Haufigkeit, dass bei einer Schularbeit insgesamt

n Schiiler/innen fehlen.

n | o [ 1] 2] 8 4
[ h) | 015 | 015 [ 02 [ 03 | o1 [ 005 | 003 [ 002 [ 0 |

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie an, mit wie vielen Fehlenden der Mathematiklehrer im Durchschnitt bei jeder
Schularbeit rechnen muss!

Lasst sich aus dem errechneten Durchschnittswert mit Sicherheit behaupten, dass bei
jeder Mathematikschularbeit mindestens eine Schulerin/ein Schiiler fehit? Begriinden
Sie Ihre Antwort!

b) Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Es kann nie passieren, dass acht Schiler/innen bei einer Schularbeit fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Mathematikschularbeit niemand fehlt, ist
gleich groB wie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schlerin/ein Schiler fehlt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass drei Schiiler/innen bei einer Mathematikschularbeit
fehlen, ist groBer als die Wahrscheinlichkeit, dass héchstens zwei oder min- O
destens vier Schiller/innen fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schularbeit nachgeholt werden muss, weil O
mindestens eine Schilerin/ein Schuler fehlt, betragt 85 %.
Im Durchschnitt muss eine von vier Schularbeiten pro Jahr nicht nachgeholt O
werden.

Mathematikschularbeiten Mathematikschularbeiten 3

In einer bestimmten Klasse werden im kommenden Schuljahr vier Schularbeiten (zwei
pro Semester) geschrieben.

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die Anzahl der
Mathematikschularbeiten dieser Klasse, die aufgrund fehlender Schiiler/innen nachge-
holt werden mussen, berechnet werden kann!

a) Im Durchschnitt muss der Mathematiklehrer mit 2,42 Fehlenden rechnen.

Eine auf ganze Zahlen gerundete Antwort ist nicht korrekt, da der Erwartungswert nur
statistische Aussagekraft hat und somit die Rundung die Aussage verandert.

Daraus lasst sich aber nicht mit Sicherheit behaupten, dass bei jeder Mathematik-
schularbeit jemand fehlt, da es sich dabei um eine statistische KenngréBe handelt, die
keine konkrete Aussage Uber die einzelne Schularbeit erlaubt.

Eine Schiilerantwort, die darauf abzielt, dass es entsprechend der empirischen Haufig-
keitsverteilung mit 15%iger Haufigkeit zu keinem Fehlen kommt, ist als nicht korrekt zu
bewerten, da in der Aufgabenstellung verlangt wird, den Erwartungswert zu interpretieren.

Es kann nie passieren, dass acht Schiler/innen bei einer Schularbeit fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Mathematikschularbeit niemand fehlt, ist
gleich groB wie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schiilerin/ein Schiler fehlt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass drei Schler/innen bei einer Mathematikschularbeit
fehlen, ist groBer als die Wahrscheinlichkeit, dass héchstens zwei oder min-
destens vier Schiiler/innen fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schularbeit nachgeholt werden muss, weil
mindestens eine Schiilerin/ein Schiler fehlt, betragt 85 %.

Im Durchschnitt muss eine von vier Schularbeiten pro Jahr nicht nachgeholt
werden.

P(X:k):(i) -0,85%-0,15** mit k=0,1, ..., 4
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Aufgabennummer: 2_006 Prufungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.2, WS 3.1, WS 3.2

O keine Hilfsmittel
erforderlich

gewohnte Hilfsmittel

O besondere Technologie
moglich

erforderlich

Eine Schularztin hat die Untersuchung der Oberstufenschtiler/innen einer Schule abgeschlossen.
Die Auswertung der Ergebnisse ist in den nachstehenden Abbildungen grafisch dargestellt.

Madchen Burschen

KorpergroBe

iiber 175 cm
14%

Gewicht

Rauchverhalten

Raucher

Arztliche Untersuchung an einer Schule 3

Arztliche Untersuchung an einer Schule 2

a) X ... Anzahl der Raucherinnen aus allen 5. Klassen

X ... Binomialverteilung mit n = 40, p = 0,42

P(X<2)=PX=0)+P(X=1)+PX=2)=

= (400> -0,42°-0,58% + (410) .0,42' - 0,58% + (420) 0422 - 0,56%

Da in der Angabe nur statistische Aussagen gemacht werden, aufgrund derer nicht mit
Sicherheit behauptet werden kann, ob es mehr als eine Raucherin/einen Raucher in den
5. Klassen gibt, missen alle Schiler/innen untersucht werden, um mit Sicherheit eine
Raucherin/einen Raucher in der 5. Klasse zu finden.

=

In allen 5. Klassen zusammen gibt es 23 Burschen. Der Prozentsatz der Burschen mit
einer KérpergréBe von Uber 175 cm betrégt 34 %.

Somit driickt der berechnete Wert y =n - p = 23 - 0,34 = 7,82 die Anzahl der zu erwar-
tenden Burschen in den 5. Klassen mit einer KérpergréBe von (iber 175 cm aus.

Wesentlich fiir die Richtigkeit der Antwort sind:

- sinngemaBe Formulierung fir ,Erwartungswert®
— Burschen aus 5. Klassen mit tUber 175 cm KorpergréBe

Eine Rundung auf 8 ist in diesem Zusammenhang als falsch zu werten, da es sich bei p
nur um einen statistischen Kennwert und nicht um einen realen Ausgang eines Zufalls-
experiments handelt.

Da die Daten fiir die gesamte Oberstufe ausgewertet sind und Schuler/innen wahrend
der Oberstufe noch wachsen, werden voraussichtlich weniger so groBe Schiiler in den
5. Klassen zu finden sein. Somit ist der errechnete Erwartungswert nicht aussagekréftig
bzw. sinnvoll.

Wesentlich fir die Richtigkeit der Antwort ist die sinngemaBe Darstellung einer der fol-
genden Interpretationen:

— Die unabhéngige Wiederholung (im Sinne des Bernoulli-Experiments) ist nicht gegeben.
— Die verwendete Wahrscheinlichkeit (Uber 175 cm KérpergréBe) bzw. relative Haufig-
keit ist auf die beobachtete Eigenschaft (Bursch aus 5. Klassen) nicht anzuwenden.

Die Burschen/Jugendlichen wachsen im Laufe der Oberstufe, daher ist die relative Hau-
figkeit auf diese Gruppe nur eingeschrankt tUbertragbar.

Von den einzelnen Klassen wurde dabei folgende Schileranzahl erfasst:

Klasse 5A 5B 6A 6B A 7B 8A 8B
weiblich 18 22 20 16 16 15 12 18
mannlich 14 9 7 9 10 1M 13 8
gesamt 32 31 27 25 26 26 25 26

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie auf Basis der erhobenen Daten einen Term zur Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit fur folgendes Ereignis an, wobei angenommen wird, dass die angegebe-
nen Prozentsatze unabhangig von der Schulstufe sind:

4In den 5. Klassen gibt es héchstens 2 Raucherinnen.”

In dieser Schule wurden die Schler/innen nicht nach Klassen geordnet untersucht,
sondern jede/r entschied selbst, wann sie/er zur Schularztin ging (zuféllige Reihenfolge
angenommen).

Wie viele Schiiler/innen musste die Schularztin untersuchen, um mit absoluter Sicher-
heit mindestens eine Raucherin/einen Raucher aus den 5. Klassen zu finden, wenn sie
weiB, dass es in den 5. Klassen mindestens eine/n davon gibt?

=

Auf Basis der oben angeftihrten Daten wurde fur die Burschen eines Jahrgangs der fol-
gende statistische Kennwert ermittelt:

u=n-p=23-034=7,82
Was driickt dieser Kennwert aus? Interpretieren Sie diesen Kennwert im gegebenen
Zusammenhang und nutzen Sie dabei sowohl die grafische Abbildung der Untersu-

chungsergebnisse als auch die tabellarische Ubersicht tiber die Klassenschtilerzahlen.

Ist der so errechnete Kennwert aussagekraftig? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Bundes institut
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Aufgabennummer: 2_007 Prifungsteil:  Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: FA 1.4, WS 3.1

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich ogli

maglich erforderlich

Auf einem Jahrmarkt werden nach dem Drehen eines Gliicksrades € 0, € 1, € 2 oder € 4 aus-
bezahlt. Jedes Mal, bevor das Rad gedreht wird, ist eine Spielgebuihr e (in €) zu entrichten.
Der Spielbetreiber hat fir mathematisch Interessierte den Graphen einer sogenannten kumula-
tiven Verteilungsfunktion £ mit F(x) = P(X < x) angegeben. Die Zufallsvariable X gibt dabei die
GroBe des auszuzahlenden Betrags an. Aus der Abbildung lassen sich die Wahrscheinlichkei-
ten flir die einzelnen Auszahlungsbetrage ermitteln, wobei die Variable x angibt, welche Werte
die Zufallsvariable X annimmt, d. h. wie groB die einzelnen auszuzahlenden Betrage sind.

Bei diesem Spiel sind sie, wie oben angegeben, €0, € 1, € 2 oder € 4.

Y

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie mithilfe der Graphik die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariab-
len X und tragen Sie die entsprechenden Werte in der nachstehenden Tabelle ein!

Auszahlungsbetrag x in € 0 1 2 4
PX=x)

Begriinden Sie, warum die Funktion F monoton steigend ist und warum das Maximum
von F immer 1 sein muss!




2 Glicksrad
b) Der Erwartungswert von X betragt bei diesem Spiel € 1,50, d. h., im Mittel betragt der
auszuzahlende Betrag € 1,50.
Versetzen Sie sich in die Lage des Spielbetreibers. Wie groB wéhlen Sie den Betrag der
Spielgebiihr e pro Drehung mindestens, wenn Sie die GréBe des Erwartungswerts von a) | Auszahlungsbetrag x in € 0 1 2 4

X kennen? Geben Sie eine Begriindung flir Ihre Wahl an!

Die Zufallsvariable Y gibt die Hohe des (tatséchlichen) Gewinns aus der Sicht der Spie-
lerin/des Spielers an.

Welche Werte y wird der Gewinn in Abhéngigkeit von e bei den bekannten Auszah-
lungsbetragen € 0, € 1, € 2 oder € 4 annehmen?

Vervollstandigen Sie die Tabelle und geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y
an!

Gewinny in €

P(Y=y)

Bundesinstitut
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Aufgabennummer: 2_FT003 Prifungsteil: Typ1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.3, FA 1.5, FA 1.8, WS 2.3, WS 3.2

gewohnte Hilfsmittel
moglich

besondere Technologie

O keine Hilfsmittel
(teilweise) erforderlich

erforderlich

Die ,Kénigsdisziplin“ der Leichtathletik ist bei den Mannern der Zehnkampf. Dabei erhélt jeder
Athlet in jeder der 10 Disziplinen Punkte, die fir jede Disziplin nach einer eigenen Formel er-
rechnet werden. Fur den Weitsprung gilt die Formel P = 0,14354 - (x — 220)"“. Dabei ist x die
Sprungweite in cm und P die Punktezahl (auf Ganze gerundet).

Im Bewerb sind 3 Spriinge erlaubt. Gewertet wird der weiteste fehlerfreie Sprung. Als Fehiver-
such gilt in erster Linie das Ubertreten beim Absprungbalken. Dies passiert in ca. 1 von 20 Ver-
suchen. Der Weltrekord im Weitsprung liegt bei 895 cm.

Der Weltrekord im Zehnkampf wurde von Roman Sebrle 2001 beim Leichtathletikmeeting in
Gotzis aufgestellt und liegt bei 9026 Punkten. Seine Weitsprungleistung betrug dabei 811 cm.

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie, wie viele Punkte Roman Sebrle mehr erhalten hatte, wenn er die Weltre-
kordweite gesprungen wére!

Begriinden Sie mit der Formel, warum erst Spriinge ab 220 cm einen Punktwert ergeben!

b) Eine Sprungleistungssteigerung um 84 cm bringt nicht von jedem Ausgangswert den glei-
chen durchschnittlichen Punktezuwachs (in Punkten/cm). Zeigen Sie das fiir die Intervalle
[500 cm; 584 cm] und [811 cm; 895 cm] durch Rechnung!

Begriinden Sie mithilfe der untenstehenden Graphik, warum ein absolut gleicher Weiten-
zuwachs fir gréBere Ausgangswerte mehr Punkte bringt als fir kleinere Ausgangswerte!

Punkte
1600

A Sprungweite
om  200cm 400cm  600cm 800cm 1000cm 1200cm 1400cm 1600cm 1800cm 2000 cm

PX =x) 0,2 0,3 0,4 0,1

Eine kumulierte Verteilungsfunktion entsteht durch Summenbildung der Einzelwahr-
scheinlichkeiten. Da die Einzelwahrscheinlichkeiten definitionsgemaB immer gréBer oder
gleich 0 sein mussen, ist die Funktion F monoton steigend. Das Maximum muss 1 sein,
da die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung 1
ergeben muss.

b) e muss groBer als € 1,50 sein, da der Spielbetreiber auf lange Sicht einen Gewinn und
keinen Verlust erzielen méchte, der sich aus e — 1,5 > 0 errechnet.

Gewinn y in € O0-e 1-e 2-e 4-e

P(Y=y) 0,2 0,3 0,4 0,1

Zehnkampf

0

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Athlet die Weitsprungpunkte bei seinem
Zehnkampf ohne Fehlversuch erhalt!

Durch bessere Trainingsmethoden kann dieser Wahrscheinlichkeitswert erhéht werden,
indem die Fehlerquote von 1 : 20 gesenkt wird, etwa auf 1 : n.

Wenn unter n Spriingen nur ein Fehlversuch dabei ist, ergibt sich eine Erfolgsquote von %
Begriinden Sie damit, warum die oben genannte Wahrscheinlichkeit nie 1 sein kann!




Zehnkampf

a)

b)

)

f(895) ~ 1312
f(811) =~ 1089
Er hétte um 223 Punkte mehr erzielt.

Die Basis (der Radikand) wird erst ab 220 cm = null. (oder eine sinngeméBe Formulierung)

1(584) - (500) 1(895) -fi811)
o450 2% “eesent

im ersten Intervall: ca. 2,02 Punkte/cm
im zweiten Intervall: ca. 2,65 Punkte/cm

Begriindung: f ist streng monoton wachsend und steigt im zweiten Intervall schneller.
(Jede sinngeméaB formulierte Antwort ist richtig.)

X ... Anzahl der Fehlversuche
1

PX=0)=..=(2)°~ 0857

d. h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 85,7 %

Begriindung: Da der Zahler immer kleiner als der Nenner ist, ist % < 1. Daher muss auch
die 3. Potenz < 1 sein.

Oder:

Sobald die Wahrscheinlichkeit flr einen Fehlversuch gréBer als O ist, muss die Wahr-
scheinlichkeit, dass 3 Spriinge ohne Fehlversuch gelingen, kleiner als 1 sein.
(SinngemaBe Argumentationen méglich!)

Bundes nstitut
=

bifie

Wien | Zentrum fur
Innovation & Qualitatsentwickiung

Aufgabennummer: 2_FT005 Prifungsteil:  Typ1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.1, FA2.2, FA5.2, FA5.3, FA5.6, WS 1.1, WS 1.2

0O keine Hilfsmittel
erforderlich

gewohnte Hilfsmittel
moglich

besondere Technologie

(teilweise) erforderlich

Bevolkerungsentwicklung

Die Weltbevélkerung ist in den vergangenen Jahrhunderten unterschiedlich stark gewachsen.
Fur die weitere Entwicklung bis zum Ende dieses Jahrhunderts gibt es unterschiedliche Prognosen.
Abbildung 1 zeigt die Bevolkerungsentwicklung in den vergangenen 3 000 Jahren.

Abbildung 2 zeigt die Bevolkerungsentwicklung von 1750 bis 2000.

Abbildung 3 zeigt die Bevolkerungsentwicklung von 1950 bis 2010.

Die untenstehende Tabelle zeigt die Bevolkerungsentwicklung nach Kontinenten und Subkonti-
nenten von 1900 bis 2000.

Bevolkerungsentwicklung Das Wachstum der Weltbevélkerung 1750 bis 2000 [in Mio.]

Bncieaung in o
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Bevolkerungswachstum pro Jahr in %

Quetie: 198,525

o Abbildung 2
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Entwickung der Weltbevokerung von 1950 bis 2010
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Abbildung 1

i .
Abbildung 3
Jahr Afrika Asien Europa | Lateinamerika | Nordamerika | Ozeanien
1900 133 925 430 74 82 6
1950 227 1403 547 167 172 13
1975 419 2379 676 323 242 21
2000 819 3698 727 521 319 31
Bevolkerungsentwicklung 3

Aufgabenstellung:

a)

b)

)

d)

Ermitteln Sie anhand der Abbildungen, um wie viele Menschen die Weltbevélkerung von
1600 bis 1800 zugenommen hat!

Nennen Sie zwei Zeitraume, in denen die Weltbevélkerung mindestens 100 Jahre lang ab-
genommen hat, und begriinden Sie lhre Antwort!

Die Weltbevélkerung hat von 1930 bis 1980 annahernd exponentiell zugenommen.
Berechnen Sie unter dieser Annahme flir diesen Zeitraum die jahrliche Wachstumsrate auf
Zehntelprozent genau!

Begriinden Sie anhand der jahrlichen Wachstumsraten aus Abbildung 3, warum die Ent-
wicklung der Weltbevélkerung von 1950 bis 2010 nicht durch eine Exponentialfunktion be-
schrieben werden kann!

Bei konstanter Zunahme der Bevolkerungszahl ab 2010 wird fiir das Jahr 2050 eine Be-
volkerungszahl von 10,4 Milliarden prognostiziert.

Berechnen Sie, von welcher jahrlichen Zunahme bei dieser Prognose ausgegangen wird!
Geben Sie die jahrliche Zunahme in Millionen Menschen an!

Angenommen, die absoluten Zahlen der Bevolkerungsentwicklung der Kontinente und
Subkontinente im Zeitraum von 1900 bis 2000 werden in einem S&ulendiagramm mit
linearer Skalierung dargestellt.

Begriinden Sie, warum die starke Bevolkerungszunahme in Ozeanien von 1900 bis 2000
in einem solchen Diagramm nicht erkennbar ist!

Gegeben sind funf Aussagen zur Bevélkerungsentwicklung nach Kontinenten und Sub-
kontinenten von 1900 bis 2000.
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Die Bevolkerung Asiens hat sich im 20. Jahrhundert ann&hernd
vervierfacht.

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts lebten in Lateinamerika mehr
Menschen als in Nordamerika.

Im Zeitraum von 1975 bis 2000 war die relative Bevolkerungszu-
nahme in Afrika am gréBten.

In Europa war die Bevélkerungszunahme von 1975 bis 2000 ge-
ringer als von 1950 bis 1975.

1950 lebten in Europa und Amerika zusammen bereits mehr als
eine Milliarde Menschen.

o|o|ojo|o

a) Zunahme von 1600 bis 1800: ca. 500 Milionen Menschen
Die Weltbevolkerung hat mindestens 100 Jahre lang abgenommen in [250 v. Chr.; 50 v. Chr.]
(bzw. [-250; -50]) und [1400; 1500], da in diesen Zeitintervallen das jahrliche Bevolke-
rungswachstum in % negativ ist.

b) Nt =No-a'
45=2-a"°
a~ 1,016, d. h. Zunahme um 1,6 % pro Jahr

c) Bei einer exponentiellen Zunahme ist die jahrliche Wachstumsrate konstant. Abbildung 3
zeigt, dass diese Voraussetzung im Zeitraum von 1950 bis 2010 nicht erfllt ist.

Konstante jahrliche Zunahme von 2010 bis 2050:
104282 _ 0,0875 Milliarden = 87,5 Milionen

d) Da die Bevélkerungszahl Ozeaniens von 1900 bis 2000 jeweils weniger als 1 % der
Bevolkerungszahl Asiens betrug, sind die entsprechenden Saulen fiir Ozeanien sehr
niedrig (Hohe fast null).

Daher ist die Verfunffachung der Bevolkerungszahl Ozeaniens nicht erkennbar.

Die Bevélkerung Asiens hat sich im 20. Jahrhundert anndhernd
vervierfacht.

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts lebten in Lateinamerika mehr
Menschen als in Nordamerika.

Im Zeitraum von 1975 bis 2000 war die relative Bevolkerungszu-
nahme in Afrika am gréBten.

In Europa war die Bevélkerungszunahme von 1975 bis 2000 ge-
ringer als von 1950 bis 1975.

1950 lebten in Europa und Amerika zusammen bereits mehr als

eine Milliarde Menschen.
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b) Es wird angenommen, dass bei den durchgeflihrten Kontrollen nur 1 % aller funf Millionen

SChWaerah ren aIS VO|kSSport Personen, die keinen Fahrschein mithaben, entdeckt werden. Man weiB, dass 10 % dieser

funf Millionen Personen eine Zeitkarte besitzen, die sie aber nicht bei sich haben, und da-

Aufgabennummer: 2_014 ‘ Prifungsteil: Typ1 O Typ 2 her nicht als Schwarzfahrer/innen gelten. Wird eine Schwarzfahrerin/ein Schwarzfahrer er-
wischt, muss sie/er zusétzlich zum Fahrpreis von € 2 noch € 65 Strafe zahlen. Gehen Sie
Grundkompetenzen: AG 2.2, FA 1.7, FA5.2, WS 2.3, WS 3.1, WS 3.3 davon aus, dass im Durchschnitt die nicht erwischten Schwarzfahrer/innen jeweils entgan-

gene Einnahmen eines Einzelfahrscheins von € 2 verursachen.

O keine Hilfsmittel

erforderlich

Berechnen Sie den in einem Jahr durch die Schwarzfahrer/innen entstandenen finanziellen

gewohnte Hilfsmittel O besondere Technologie
moglich erforderlich

Verlust fiir die Grazer Linien!
Im Jahr 2010 wurden in den Graz-Linien exakt 36 449

Das BuBgeld musste wesentlich erhoht werden, um eine Kostendeckung zu erreichen.
Schwarzfahrer und Schwarzfahrerinnen auf frischer Tat

Ermitteln Sie den neuen Betrag flir ein kostendeckendes BuBgeld!

ertappt. Schwarzfahren

«Ihren Fahrschein, bitte!" - diese freundliche, aber be- erhoht den c) Die Anzahl der entdeckten Schwarzfahrer/innen nahm gegeniiber 2009 um 300 ab und
stimmte Aufforde'ru.ng tre/b.t Schwarzfahrern .regelmaBlg Adrenalinspiegel betrug 2010 nur mehr 36 449. Man geht davon aus, dass durch verstarkte Kontrollen eine
den AngstschweiB ins Gesicht. Zu Recht, heiBt es dann : weitere Abnahme der Anzahl an Schwarzfahrerinnen/Schwarzfahrern erreicht werden
doch 65 Euro Strafe zahlen. Mehr als 800 000 Fahrschein- kann.

kontrollen wurden im Vorjahr in den Grazer Bus- und Stra- e et . . X . "

Benbahnlinien durchgefiihrt. 36 449 Personen waren Beschreiben Sie diese Abnahme beginnend mit dem Jahr 2009 sowohl als lineares als auch
Schwarzfahrer. Gegentiber 2009 ist das ein leichtes Minus von 300 Beanstandungen. Fiir die als exponentielles Modell!

Graz-Linien ist das ein Beweis fiir den Erfolg der strengen Kontrollen. Fir den Vorstand der Geben Sie jeweils einen Funktionsterm an, der die Anzahl S der Schwarzfahrer/innen nach
Graz-Linien steht darum eines fest: ,Wir werden im Interesse unserer zahlenden Fahrgéste t Jahren, ausgehend von dem Jahr 2009, beschreibt!

auch 2011 die Kontrollen im gleichen AusmaB fortsetzen.“ Denn den Graz-Linien entgehen
durch den Volkssport Schwarzfahren jedes Jahr Millionen. Rechnet man die Quote der bei den
Kontrollen ertappten Schwarzfahrer (ca. 5 %) auf die Gesamtzahl der beférderten Personen
hoch (ca. 100 Mio. pro Jahr), dann werden aus 36 449 schnell finf Millionen, die aufs Ticket
pfeifen ... (Quelle: Meine Woche Graz, April 2011, adaptiert)

Berechnen Sie die Anzahl der Schwarzfahrer/innen nach 10 Jahren, also im Jahr 2019, mit
beiden Modellen! Welche Schlussfolgerungen Uber die beiden Modelle ziehen Sie aus dem
Ergebnis?

In diesem Zeitungsartikel wird der Begriff Schwarzfahrer fir Personen, die ohne gtiltigen Fahr-
schein angetroffen werden, verwendet. Fahrgaste, die ihre Zeitkarte (z. B. Wochenkarte, Schu-
lerfreifahrtsausweis) nicht bei sich haben, gelten nicht als Schwarzfahrer/innen.

Nach Angaben der Graz-Linien betragt der Anteil der Schwarzfahrer/innen etwa 5 %.

Zwei Kontrolleure steigen an der Haltestelle Jakominiplatz in einen Wagen der StraBenbahnlinie 5
und kontrollieren alle 25 Fahrgéste. An der Haltestelle Hauptplatz steigen sie in einen Wagen
der Linie 3 um, in dem sie alle 18 Fahrgéste kontrollieren.

Aufgabenstellung:

a) Es soll die Wahrscheinlichkeit ps berechnet werden, dass die Kontrolleure mindestens eine
Schwarzfahrerin/einen Schwarzfahrer ermitteln, aber erst in der Linie 3 auf diese Person
treffen. Geben Sie einen geeigneten Term an, mit dem diese Wahrscheinlichkeit p; ermittelt
werden kann, und berechnen Sie diese!

Es sei p,die Wahrscheinlichkeit, bereits im Wagen der Linie 5 auf mindestens eine Schwarz-
fahrerin/einen Schwarzfahrer zu treffen. Begriinden Sie, warum p. gréBer als ps sein muss,
ohne p, zu berechnen!

Bundesinstitut
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Méglicher Losungsweg Emissionen

a) p:=095%-(1-0,95")=~0,1672 Aufgabennummer: 2_017 Prifungsteil:  Typ 1 O Typ 2

Mogliche Argumentationen: Grundkompetenzen: AN 1.1, WS 1.1, AN 1.3, FA 1.9
+ Die Wahrscheinlichkeit p: ist héchstens die Wahrscheinlichkeit, unter 18 Personen min-

degtens 1 Sghwarzfahrer/in zu finden. Die Wahrscheinlichkeit p>, bergwts im Wagen .der l;?g%:l\ifs:mel ‘ %edvéﬁmte Hifismitte ‘ :refzeggﬁ;iTechno\ogle
Linie 5 auf mindestens 1 Schwarzfahrer/in zu treffen, ist gréBer als die Wahrscheinlich-
keit ps, da die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Kontrollierten eher 1 Schwarzfahrer/in anzu- Laut Immissionsschutzgesetz — Luft (IG-L) gilt auf manchen Autobahnabschnitten in Osterreich
treffen, gréBer ist als unter 18 Kontrollierten. fiir PKW eine Tempo-100-Beschrankung, wenn die Grenzwerte flir bestimmte Luftschadstoffe
« Die Wahrscheinlichkeit p; ist héchstens die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Personen keine Uberschritten werden. Fir LKW gilt ein generelles Tempolimit von 80 km/h.
Schwarzfahrerin/keinen Schwarzfahrer zu finden. Diese ist kleiner als 0,5. Die Wahr- ) o o ) X X
scheinlichkeit p- ist die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Personen mindestens 1 Schwarz- Abbildung 1 zeigt vier Messwerte fur die freigesetzte Menge von Stickoxiden (NO,) bei unter-
fahrer/in zu treffen. p. ist groBer als 0,5, also pz > pr. schiedlichen Fahrgeschwindigkeiten (in km/h) flir einen durchschnittlichen PKW. Die freigesetz-

te NOx-Menge wird in Gramm pro gefahrenem Kilometer angegeben. Die Abhéngigkeit von
b) Der zu erwartende Verlust wird wie folgt berechnet: Fahrgeschwmdlgkelt und NOX—Auss.toB wurde durch eine Funktion A modelliert, deren Graph
ebenfalls in Abbildung 1 dargestellt ist.
10 % der Fahrgéste ohne Fahrschein besitzen eine Zeitkarte, daraus folgt, dass 90 % von
den 99 % Schwarzfahrer/innen sind. Abbildung 2 zeigt den Anteil der Verkehrsmittel (PKW, LKW, sonstige) am Verkehrsaufkommen

V=(-0,99-09-2+0,01-0,9 - 65) - 5000000 = (~0,891 - 2 + 0,009 - 65) - 5000000 ~ und am AusstoB (= Emission) von Stickoxiden und Feinstaub (PM 10) im Unterinntal in Tirol.
-1,197 - 5000 000 = € -5.985.000

42| Ain ghm
Soll der Verlust V = 0 sein, dann gilt: 0 =-0,891 -2 + 0,009 - B — B = € 198. " // ol
Das BuBgeld B miisste auf € 198 erhoht werden. u; / 80%
70%
o8
©) lineare Abnahme: S(t) = 36 749 — 300 - t o7 bl
exponentielle Abnahme: S(t) = 36 749 - (36 449/36 749)' 08, //A 40% o
0s
Bei linearer Abnahme sind es nach 10 Jahren noch 33 749, bei exponentieller Abnahme 04 /,// :: - ©
33857 Personen. Der Unterschied ist gering und beide Modelle sind fur diesen Zeitraum 03— 10%
gleich gut. 02
o1 Verkehr NOx. PM10
vinkmh
“leo & 7 0 o ag o 20 58 o o e o
Abbildung 1 Abbildung 2

Quele: http://www.tirol.gv.at/themen/verkehr/verkehrsplanung/
verkehrsprojekte/tempo100

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie anhand der Messwerte in Abbildung 1, um wie viele Prozent der Stickoxid-
AusstoB eines PKW abnimmt, wenn statt der sonst erlaubten 130 km/h nur mit einer Ge-
schwindigkeit von 100 km/h gefahren werden darf!

Ist der Stickoxid-AusstoB eines PKW direkt proportional zur Fahrgeschwindigkeit? Be-
griinden Sie lhre Antwort anhand des Graphen der Modellfunktion A in Abbildung 1.

* Diese Aufgabe wurde dem unter https://www.bifie.at/node/1976 Dokument Typ- ben entnommen.




Emissionen

Emissionen

b) Verursachen im Tiroler Unterinntal die Verkehrsmittel mit dem gréBten Anteil am Verkehrs-
aufkommen auch die meisten Stickoxid- bzw. Feinstaub-Emissionen? Begriinden Sie Ihre
Antwort!

Geschwindigkeitsmessungen auf der Autobahn A12 im Tiroler Unterinntal haben gezeigt,
dass die Geschwindigkeitslimits von mehr als 90 % der Verkehrsteilnehmer/innen einge-
halten werden und weniger als 1 % der Verkehrsteilnehmer/innen die Geschwindigkeitsli-
mits um mehr als 10 % Uberschreiten. Die Geschwindigkeitsiiberschreitungen kénnen da-
her fur die folgende Fragestellung vernachlassigt werden.

Begriinden Sie, welche der beiden MaBnahmen (A oder B) wirkungsvoller ist, wenn ent-
lang der A12 die Stickoxid-Emissionen weiter reduziert werden sollten! Durch MaBnah-
me A eventuell anfallende zusétzliche Emissionen durch die Bahn werden vernachlassigt.

A eine Verlagerung der Hélfte des Gutertransports durch LKW auf die Schiene
(d. h. Transport der LKW mit der Bahn)
B ein Tempolimit von 80 km/h fir PKW und LKW

Entnehmen Sie die fir die Begriindung benétigten Werte den Abbildungen 1 und 2 und
fiihren Sie diese an!

c) Ermitteln Sie rechnerisch anhand von Abbildung 1 das Ergebnis des Ausdrucks
A(160) - A(100) ) ;
—————— auf vier Dezimalstellen genau!

Interpretieren Sie das Ergebnis dieses Ausdrucks im Hinblick auf die NO,-Emissionen!

d) Zur Modellierung der in Abbildung 1 dargesteliten Abhangigkeit des NO,-AusstoBes A von
der Fahrgeschwindigkeit v kommen unterschiedliche Funktionstypen in Frage.

Welche Funktionstypen kénnen zur Modellierung der Funktion A verwendet worden sein?
Kreuzen Sie die beiden geeigneten Funktionsgleichungen an!

Av)=a-v+bmita>0,b>0

Av)=a-v?+bmita<0,b>0

AV)=a-V’+b-v+cmita>0,c>0,b € R

Av)=a-b'mita>0,b>1

Oo|/ojo|o|o

Av)=a-b'mita>0,b<1

Begriinden Sie, warum die drei restlichen Funktionsgleichungen fiir die Modellierung von A
in Abbildung 1 nicht geeignet sind!

Maglicher Losungsweg

Emissionen

a) Richtige Berechnung der Abnahme der NO,-Emissionen: % ~0,67.

Der Stickoxid-AusstoB nimmt um ungefahr 33 % ab.
Alle Ergebnisse im Intervall [30 %; 35 %] sind als richtig zu werten.

Auch die Antwort, dass die Emissionen bei einer Reduktion der Geschwindigkeit auf
100 km/h nur mehr 67 % des Wertes bei 130 km/h betragen, ist als richtig zu werten (L6-
sungsintervall, falls die noch vorhandenen Emissionen angegeben werden: [65 %; 70 %]).

Zudem muss eine Begriindung angegeben sein, dass A nicht direkt proportional zu v ist,
z. B.: Der Stickoxid-AusstoB ist nicht direkt proportional zur Fahrgeschwindigkeit, weil der
Graph von A nicht linear veriduft.

Auch andere, aus der Abbildung ableitbare Formulierungen wie z. B. Nicht direkt proporti-
onal, weil sich die Emissionen mehr als verdoppeln, wenn die Geschwindigkeit verdoppelt
wird, aufgrund derer eine direkte Proportionalitdt ausgeschlossen werden kann, sind als
richtig zu werten.

b) Die Antwort ist als richtig zu werten, wenn sinngemaB begriindet ist, dass PKW zwar den
groBten Anteil an den Feinstaub-Emissionen besitzen, bei den Stickoxid-Emissionen aber
die LKW die Hauptverursacher sind, z. B.: Im Tiroler Unterinntal haben PKW mit 76 % den
gréBten Anteil am Verkehrsaufkommen. Sie verursachen mit 60 % zwar den gréBten Anteil
der Feinstaub-Emissionen, aber nur 35 % der Stickoxid-Emissionen.

Anmerkung: Die Zahlenwerte missen nicht angeflihrt sein.

Zudem muss eine schitissige Begriindung angegeben werden, dass MaBnahme A wir-
kungsvoller fur eine Stickoxid-Reduktion ist, z. B.: LKW verursachen 54 % der NOx-
Emissionen im StraBenverkehr, obwohl ihr Anteil am Verkehrsaufkommen nur 16 % be-
tragt. Eine Reduktion des LKW-Verkehrs auf die Hélfte wirde die NO,-Emissionen um
ca. 27 % reduzieren.
PKW haben zwar einen Anteil von 76 % am Verkehrsaufkommen, sind aber nur fiir 35 %
der NO.-Emissionen verantwortlich. Durch eine Reduktion des Tempolimits von 130 km/h
auf 80 km/h kénnten laut Abbildung 1 maximal die Hélfte dieser Emissionen, also etwa
17 %, vermieden werden. Eine Verlagerung der Hélfte des LKW-Verkehrs auf die Schiene
waére daher die wirkungsvollere MalBnahme zur Reduktion der NOx-Emissionen.
Anmerkung: Auch eine Begriindung mit gerundeten relativen Anteilen (drei Viertel etc.) ist
als richtig zu werten.
c) Richtige Berechnung des Differenzenquotienten: M{)A”Om _105°08 0,0092, wobei
Ergebnisse aus dem Intervall [0,0088; 0,0095] als richtig zu werten sind. Die Angabe der
Einheit ist nicht erforderlich.

Zudem muss der Differenzenquotient richtig interpretiert werden, z. B.: Wenn die Ge-
schwindigkeit von 100 km/h auf 160 km/h erhdht wird, betrdgt die mittlere Zunahme der
NO,-Emissionen 0,0092 g/km pro km/h.

Auch analoge Formulierungen wie z. B. mittlere Anderungsrate des Stickoxid-AusstoBes
sind als richtig zu werten. Das Geschwindigkeitsintervall [100 km/h; 160 km/h] muss in der
Interpretation in irgendeiner Form vorkommen.

d) Es mussen die beiden zutreffenden Aussagen angekreuzt sein.

Av)=a-v?+b-v+cmita>0,c>0,b e R

Av)=a-b'mita>0,b>1

Zudem mussen drei sinngemaB richtige Begrindungen angegeben sein, warum die restli-
chen Funktionsgleichungen fiir die Modellierung nicht geeignet sind, z. B.:

Der Graph von A(v) = a - v + b ist linear und daher nicht geeignet.

Der Graph von A(v) = a - v? + b mit a < 0, b > 0 ist eine nach unten gedffnete Parabel und
daher nicht geeignet.

Der Graph von A(v) =a - b* mit a > 0, b < 1 ist fallend und daher nicht geeignet.

Bundesinstitut
=

Bidungsforschung, innovation & Entwicklung
des sterreichischen Schulwesens

Kartoffeln in Osterreich

Aufgabennummer: 2_024 Prifungsteil:  Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: a) AN 1.1 b) AN 1.3, FA2.2 ¢)WS 1.2, WS 1.3 d)WS 1.1

keine Hilfsmittel
erforderlich

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
moglich erforderlich

|

Die Kartoffel ist weltweit eines der wichtigsten Nahrungsmittel.

Die nachstehende Grafik zeigt die Entwicklung der Kartoffelerzeugung in Osterreich vom
Jahr 2000 bis zum Jahr 2011.

Kartoffelerzeugung

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Jahr

In der nachstehenden Abbildung werden Kartoffelexporte und -importe fir den gleichen Zeit-
raum einander gegenUibergestellt.
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Kartoffeln in Osterreich

Kartoffeln in Osterreich

Aufgabenstellung:

a) Entnehmen Sie der entsprechenden Graphik, zwischen welchen (aufeinanderfolgenden)
Jahren die absolute Zunahme (in Tonnen) und die relative Zunahme (in Prozent) der Erzeu-
gung im Vergleich zum Vorjahr jeweils am gréBten warl Geben Sie die entsprechenden
Werte an!

Im vorliegenden Fall fand die gréBte relative Zunahme der Erzeugung in einem anderen
Zeitintervall statt als die gréBte absolute Zunahme.
Geben Sie eine mathematische Begriindung an, warum die gréBte relative Zunahme und
die groBte absolute Zunahme einer GroBe oder eines Prozesses nicht im gleichen Zeit-
intervall stattfinden missen!

b) Berechnen und interpretieren Sie den Ausdruck M, wobei Ean die Exportmenge in

einem Kalenderjahr angibt! Geben Sie bei der Interpretation auch die entsprechende
Einheit an.

Die Exportentwicklung von 2000 bis 2011 soll durch eine lineare Funktion f approximiert
werden, wobei die Variable t die Anzahl der seit 2000 vergangenen Jahre sein soll. Die
Funktionswerte fur die Jahre 2000 und 2011 sollen dabei mit den in der Graphik angefiihr-
ten Werten Ubereinstimmen. Geben Sie eine Gleichung dieser Funktion f an!

c) Stellen Sie in der nachstehenden Abbildung die Differenz ,Export minus Import“ der Men-
gen an Kartoffeln fur die Jahre 2003 bis 2009 in einem Saulendiagramm dar!

Saldo Export — Import

60

40

20

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

Saldo in 1000 Tonnen
o

Jahr

Berechnen Sie das arithmetische Mittel dieser Differenzen fiir die genannten Jahre!

d)

Ein Index ist eine statistische Kennziffer, um die Entwicklung von GréBen im Zeitverlauf dar-
zustellen. Oft wird der Ausgangswert mit dem Basiswert 100 versehen. Ein Index von 120
bedeutet beispielsweise, dass eine GroBe seit dem Basiszeitpunkt um 20 % gestiegen ist.

Die nachstehende Graphik zeigt die Entwicklung der in Osterreich verzehrten Kartoffel-
menge (Nahrungsverbrauch) bezogen auf das Jahr 2000.

Nahrungsverbrauch

110,0
108,0
106,0
104,0
102,0
100,0
98,0
96,0
94,0

= Nahrungsverbrauch

® Nahrungsverbrauch pro Kopf

Index bezogen auf das Jahr 2000

2000 2002 2004 2006 2008 2010

Jahr

Geben Sie jeweils ein Jahr an, in dem die Einwohnerzahl in Osterreich héher bzw. niedriger
war als im Jahr 2000! Begrtinden Sie lhre Antwort!

Zeichnen Sie in die nachstehende Graphik zwei mogliche Saulen fur ein Jahr, in dem der
absolute Nahrungsverbrauch niedriger und die Bevdlkerungszahl héher war als im
Jahr 2000!

Nahrungsverbrauch

200,0 -
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140,0
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Index bezogen auf das Jahr 2000
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Kartoffeln in Osterreich

Kartoffeln in Osterreich

Méoglicher Losungsy

a) absolute Zunahme zwischen 2003 und 2004: 133000 Tonnen
absolute Zunahme zwischen 2010 und 2011: 144 000 Tonnen
Die groBte absolute Zunahme war im Zeitintervall von 2010 bis 2011.
relative Zunahme zwischen 2003 und 2004: 23,75 %
Loésungsintervall in Prozent: [23; 24]
relative Zunahme zwischen 2010 und 2011: ca. 21,43 %
Lésungsintervall in Prozent: [21; 22]
Die groBte relative Zunahme war zwischen 2003 und 2004.

Da fiir die Berechnung der relativen Zunahme einer GréBe auch der Bezugswert entschei-
dend ist, mussen gréBte absolute Zunahme und gréBte relative Zunahme einer GréBe oder
eines Prozesses nicht im gleichen Zeitintervall stattfinden. Aquivalente Formulierungen sind
ebenfalls als richtig zu werten.

b) @ =~ 12000 Tonnen pro Jahr

Die durchschnittliche Zunahme des Osterreichischen Kartoffelexports betragt
ca. 12000 Tonnen pro Jahr.

Loésungsintervall: [12000; 12 100]

Die richtige Einheit muss in der Interpretation vorhanden sein.

fmit f(t) = 75000 + 12000t oder f(t) =75+ 12-t oder f(t) =% ‘t+75

Jede jahrliche Zunahme aus dem oben angefiihrten Lésungsintervall muss akzeptiert werden.

<)

Saldo Export-Import
60

40

20

2005 2008

Saldo in 1000 Tonnen
=)

Jahr

d

Genauigkeit der Saulenldngen: Toleranzbereich + 5000 Tonnen

arithmetisches Mittel: -17

—53-17+20-32-45+17-10
—_—=
Losungsintervall: bei Berechnung in 1000 Tonnen: [-18; —16]; bei Berechnung in Tonnen:
[-18000; -16000]

— niedrigere Einwohnerzahl (als im Jahr 2000) in den Jahren: 2002 (prozentuelle Verande-
rung des Nahrungsverbrauchs kleiner als jene des Nahrungsverbrauchs pro Kopf)

— hohere Einwohnerzahl (als im Jahr 2000) in den Jahren: 2004, 2006, 2008 und 2010
(prozentuelle Veranderung des Nahrungsverbrauchs gréBer als jene des Nahrungsver-
brauchs pro Kopf)

Die Angabe eines Jahres ist hier ausreichend.

Die Saule fur den gesamten Nahrungsverbrauch muss niedriger sein als die Saule flr
100 % im Jahr 2000. Die Saule fur den Nahrungsverbrauch pro Kopf muss bei einer stei-
genden Bevélkerungszahl niedriger als die Saule flr den gesamten Nahrungsverbrauch
sein.
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b) Der Holzbestand eines 20 ha groBen Fichtenwaldes wird in einem Zeitraum von 15 Jahren
jahrlich jeweils am Ende des Jahres (nachdem der jéhrliche Zuwachs abgeschlossen ist)
um 10 m?3 pro Hektar (also um 200 md) verringert.

Aufgabennummer: 2_027 Prufungsteil: Typ 1 O Typ 2

Ermitteln Sie den Holzbestand des Fichtenwaldes nach Ablauf von 15 Jahren!

Grundkompetenzen: AG 2.1, FA 4.1, FA4.3, FA5.1, FA5.6, AN 1.1, AN 1.4, WS 1.3
Geben Sie an, ob bei dieser Art der Bewirtschaftung der Holzbestand des Fichtenwaldes

besondere Technologie trotz Schldgerung exponentiell zunimmt, und begriinden Sie Ihre Entscheidung!
erforderlich

O keine Hilfsmittel O gewohnte Hilfsmittel
erforderlich moglich

) o ) a ) R c) Ermitteln Sie fur den Zeitraum 2003 bis 2011 die empirische Standardabweichung des
Der Holzbestand eines durchschnittlichen Fichtenwaldes in Osterreich betragt 350 m? pro Hektar

Waldflache. Pro Jahr ist mit einem durchschnittlichen Zuwachs von 3,3 % zu rechnen. Bei einer Holzpreises entsprechend der Formel 0 =
nachhaltigen Bewirtschaftung, wie sie in Osterreich vorgeschrieben ist, soll der Holzbestand des . i . N y "
Waldes gleich bleiben oder leicht zunehmen. Dabei werden mit x; die Beobachtungswerte und mit X das arithmetische Mittel der Be-

. . . - . . obachtungswerte bezeichnet. Lesen Sie die dazu notwendigen Daten aus der Grafik ab!
Der nachstehenden Grafik kann die Entwicklung des Holzpreises bei Fichtenholz im Zeitraum von

1995 bis 2011 entnommen werden. Begriinden Sie anhand der Grafik, warum die empirische Standardabweichung des

Holzpreises fir den Zeitraum 1998 bis 2004 kleiner ist als die empirische Standardabwei-

Holzpreis bei Fichtenholz in €/m? chung fiir den Zeitraum 2005 bis 2011!
€/m*
- d) Die Entwicklung des Holzpreises soll fir den Zeitraum von 2009 bis 2011 durch eine Funk-
§2 tion Pmit Pt)=a-t* +b-t+c mita,b,c € R und a # 0 modelliert werden. Der
st f Holzpreis P(t) wird in €/m? angegeben, die Zeitrechnung beginnt mit dem Jahr 2009 und
8 / erfolgt in der Einheit ,Jahre*.
3
rr—= //\ AN 1 Fuhren Sie die Modellierung auf Basis der Daten fiir die Jahre 2009, 2010 und 2011 durch
) \ * = A 1’ und begriinden Sie, warum der Parameter a negativ sein muss!
o \ — —"
66 -
ul a Ermitteln Sie eine Prognose fiir den in der Grafik nicht angegebenen Holzpreis flir das Jahr
) 2012 mithilfe dieser Modellfunktion!
56
54
= e) Bestimmen Sie fir den Zeitraum von 1995 bis 2011 die absoluten Holzpreisdnderungen
1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2020 2012 aufeinanderfolgender Jahre!
Jahr
Dx "//bfw.ac. web?dok=9430 [21.06.2016]. Geben Sie dasjenige Intervall [Jahr 1; Jahr 2] an, in dem sich der Holzpreis prozentuell am

starksten &ndert!

Aufgabenstellung:

a) Bestimmen Sie das maximale Holzvolumen (in m%ha), das bei einer nachhaltigen Bewirt-
schaftung pro Jahr geschlégert werden darf!

Berechnen Sie, um wie viel Prozent der Holzbestand eines durchschnittlichen Fichtenwal-
des innerhalb von 10 Jahren zunimmt, unter der Annahme, dass keinerlei Schlagerungen
vorgenommen werden, alle anderen genannten Rahmenbedingungen jedoch unverandert
bleiben!

‘Waldbewirtschaftung 3 Waldbewirtschaftung

d) Pt)=-7-1+26-t+70
Holzpreis in €/m?
a) 350-0,033=11,55 y=-7x2426x+70
Jahrlich durfen bei einer nachhaltigen Bewirtschaftung maximal 11,55 m3ha Holz ge- 1:: Ri=1
schlagert werden. 80 "
o
1,033 ~ 1,384 50
Unter der Annahme, dass keine Schldagerungen erfolgen, nimmt der Holzbestand innerhalb 40
von zehn Jahren um ca. 38,4 % zu. s
10
b) Jahr Holzbestand in m3 o
0 05 1 15 2 25
[¢) 7000 Jahre ab 2009
1 7 031
2 7 063,023 Der Wert des Parameters a muss negativ sein, weil der Graph der Modellfunktion eine
3 7 096,102759 nach unten gedffnete Parabel ist.
4 7130,27415
5 7165,573197 Prognosewert fiir das Jahr 2012:
6 7202,037112 P(3) =85 €/m?
7 7 239,704337
8 7 278,61458 e) Jahr Holzpreis in €/m3 | absolute Anderungen | prozentuelle Anderungen
9 7 318,808861 1995 76
10 7 360,329554 1996 64 -12 -15,79
11 7 403,220429 1997 73 9 14,06
12 7 447,526703 1998 78 5 6,85
13 7 493,295085 1999 79 1 1,28
14 7 540,573822 2000 73 -6 -7,59
15 7 589,412759 2001 73 ) 0
2002 74 1 1,37
Wenn der Holzbestand eines 20 ha groBen Fichtenwaldes jahrlich jeweils am Ende des 2003 66 -8 -10,81
Jahres um 10 m@ pro Hektar verringert wird, betrégt er nach Ablauf von 15 Jahren 2004 68 2 3,03
ca.7589,41 m?. 2005 69 1 1,47
Bei dieser Art der Bewirtschaftung nimmt der Holzbestand nicht exponentiell zu, da das gggs ;: Z) 1061 4
jahrliche prozentuelle Wachstum nicht konstant ist.
2008 69 -7 -9,21
©) Die empirische Standardabweichung betragt ca. 9,91 €/ma. 2009 70 1 1,45
2010 89 19 27,14
Im Zeitraum von 1998 bis 2004 ist die empirische Standardabweichung des Holzpreises 2011 94 5 5,62
Kleiner als im Zeitraum von 2005 bis 2011, da die Schwankungen der Werte des Holzprei-
ses im Zeitraum von 1998 bis 2004 geringer sind. Im Zeitraum [2009; 2010] andert sich der Holzpreis prozentuell am stéarksten.




B M B Einkommensverteilung
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Der Flacheninhalt des rechtwinkeligen Dreiecks wird mit A bezeichnet. Der Graph der Lorenz-
Kurve f schlieBt mit den beiden Katheten des rechtwinkeligen Dreiecks eine Flache mit Inhalt B
ein. Setzt man den Inhalt der Fldche zwischen der Lorenz-Kurve f und der Geraden h mit der
Aufgabennummer: 2_031 Prifungsteil: Typ 1 O Typ2 ® Dreiecksflache A in Bezug, erhélt man den Gini-Ungleichheitskoeffizienten GUK = ==, eine
Zahl zwischen null und eins. Je kleiner der GUK ist, desto gleichméBiger ist das Gesamtein-
kommen auf die Bevolkerung verteilt.

Finkommensverteilung

Grundkompetenzen: AG 2.4, AN 4.2, AN 4.3, FA 1.4, FA 1.7, FA3.2, FA4.1,FA5.6, WS 1.1, WS 1.2

Der Statistiker Max Lorenz beschrieb bereits im Jahr 1905 statistische Verteilungen mithilfe
der nach ihm benannten Lorenz-Kurve. Eine Lorenz-Kurve f kann z. B. zur Beschreibung der
Einkommensverteilung in einem Staat herangezogen werden. Je ausgepragter ihr ,Bauch* ist,
desto groBer ist der Einkommensunterschied zwischen niedrigem und hohem Einkommen.
Die Lorenz-Kurve der Einkommensverteilung eines Staates, in dem alle Personen bis auf eine
Person nichts verdienen und diese eine Person alles bekommt, wird in der nachstehenden
Grafik durch die punktierten Linien (Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks) dargestellt. Das

In der nachstehenden Grafik ist die Einkommensverteilung in Osterreich in Prozent der gesam-
ten Bruttobeziige im Jahre 2006 dargestellt. Daraus ist z. B. abzulesen, dass jene 20 % der
Bevolkerung mit den niedrigsten Bruttoeinkommen nur 2,2 % des Gesamtbruttoeinkommens
erhalten haben.

g —in % der g Bruttobeziige 2006

8

andere Extrem ist ein Staat, in dem alle Personen gleich viel verdienen. In diesem Fall wird die m
Lorenz-Kurve zu einer Geraden h, welche durch die strichlierte Linie dargestellt ist. Zwischen 20 % der )
. . . . Arbeitnehmer mit

den beiden Extremen verlauft die Lorenz-Kurve f eines Staates. niedrigstem Einkommen
bis

Jeder Punkt P = (x|f(x)) auf der Kurve f steht fiir folgende Aussage: ,Die einkommens-

schwachsten x % aller Haushalte beziehen f(x) % des Gesamteinkommens.* m
20 % der
Arbeitnehmer mit

R héchstem Einkommen
Die Lorenz-Kurven

Einkommensverteilung

in der Bevblkerung Grafik: © APA, Quelle: APA/Sozialbericht &
Quelle: http: i i _Eir h he
[04.05.2017]
Einkommensverteilung 3 Einkommensverteilung
Aufgabenstellung: ¢) Um politische MaBnahmen abschatzen zu kénnen, werden verschiedene Szenarien
entworfen. So soll beispielsweise fiir die Bruttoeinkommen langfristig eine Lorenz-Kurve
a) Zeichnen Sie die Lorenz-Kurve fir die Einkommensverteilung der Bruttobeziige in Oster- angestrebt werden, die durch die Funktion g mit der Funktionsgleichung
reich im Jahr 2006 in der nachstehenden Grafik als Streckenzug ein! g(x)=0,245 - x* + 0,6 - x* + 0,155 - x beschrieben werden kann.
Einkommensanteil (relativ)
1 P Geben Sie eine Gleichung an, mit der der GUK flrr die angestrebte Einkommensverteilung
09 . S berechnet werden kann, und ermittein Sie diesen GUK!
5 .
L,
0,8 ., ‘ Geben Sie mithilfe konkreter Zahlenwerte an, wie sich in diesem Fall die Einkommensver-
L teilung der ,20 % der Arbeitnehmer/innen mit den niedrigsten Bruttoeinkommen* und die
07 '/ Einkommensverteilung der ,20 % der Arbeitnehmer/innen mit den hdchsten Bruttoeinkom-
0,6 + /' + men* im Vergleich zu den Bruttobeziigen im Jahr 2006 in Osterreich andern wiirden!
h,e"
0,5 ',' d)  Fr das Jahr 2007 kann die Einkommensverteilung fiir Osterreich mit einem GUK von 0,26
04 s beschrieben werden.
! L Datenquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Liste_der_L%C3%Adnder_nach_Einkommensverteilung [04.05.2017).
03 R
/' Angenommen, die Lorenz-Kurve fir die Einkommensverteilung kann fir ein bestimmtes
02 ',' Land, das eine ausgeglichenere Einkommensverteilung als Osterreich aufweisen soll,
0.1 . durch eine Potenzfunktion h mit h(x) =a - x*+b mit a, b,z € R beschrieben werden.
"' Einkommensgruppe (Anteil relativ)
0 Geben Sie an, welche Werte die Parameter a und b haben mussen, und begriinden Sie
0 0,2 0,4 0,6 08 1 Ihre Wahi!
arm Mittelstand reich '
Geben Sie eine Ungleichung an, die flr das Jahr 2007 einen Zusammenhang zwischen
Berechnen Sie mithilfe des eingezeichneten Streckenzuges den GUK fir die Bruttobezlige dem GUK von Osterreich und dem GUK von demjenigen Land, das eine ausgeglichenere
in Osterreich fiir das Jahr 2006! Einkommensverteilung als Osterreich aufweisen soll, beschreibt! Ermitteln Sie fiir diesen
Fall einen moglichen Wert flr den Exponenten z mitz > 1!
b) Die Verteilung der Bruttoeinkommen in Osterreich im Jahre 2006 soll durch eine Polynom-
funktion p so modelliert werden, dass alle Daten, die aus dem Kreisdiagramm aus der
Einleitung abgelesen werden kénnen, mit Funktionswerten dieser Polynomfunktion tber-
einstimmen.
Begriinden Sie, welchen Grad die Polynomfunktion p bei konkreter Berechnung (maximal)
hat!
Begriinden Sie, warum eine Exponentialfunktion e mit e(x) =a - b* (a, b € R") nicht fur
die Modellierung einer Lorenz-Kurve geeignet ist!




teilung 5

Einkommensverteilung

a) Einkommensanteil (relativ)

Einkommensgruppe (Anteil relativ)

0,6 08 1
ich

Der Inhalt der Flache zwischen dem Polygonzug f und der Strecke h betragt 0,208
Flacheneinheiten (die Ermittlung des Flacheninhalts zwischen der waagrechten Achse und
dem Streckenzug kann z.B. aus zwei Dreiecksfldchen und drei Trapezflachen erfolgen).

0,208
> GUK=55g°

=0,416

b) Aus den Daten des Kreisdiagramms ergeben sich (fir die Argumente x = 0, x = 0,2,
x=0,4,x=0,6, x=0,8, x = 1) sechs Funktionswerte von p und somit sechs ,Bedingun-
gen* fur die Koeffizienten der Funktionsgleichung. Eine Polynomfunktion fiinften Grades
hat sechs Koeffizienten und ist daher geeignet.
(Anmerkung: Bei ,besonderer” Lage der Punkte kann auch ein Grad kleiner als finf ausrei-
chend sein.)

Jede Lorenz-Kurve verlauft durch den Punkt (0]0). Da eine Exponentialfunktion e mit
e(x)=a-b*(a, b € R") nicht durch den Koordinatenursprung verlautt, ist sie nicht fur die
Modellierung geeignet.

BMB

Bundesministerium
fur Bildung

Aufgabennummer: 2_029 Prifungsteil: Typ 1 O Typ2 ®

Grundkompetenzen: AG 2.1, AN 1.3, AN 3.2, AN 3.3, AN 4.2, FA 1.4, FA1.7, FA2.6, WS 1.3

Ein Laufband ist ein Sportgerat, auf dem verschiedene Lauftrainingsprogramme absolviert wer-
den kénnen.

Bei einem individuell erstellten, 30-min(tigen Trainingsprogramm &ndert sich die Laufbandge-
schwindigkeit alle zwei Minuten. Die von der Zeit t (in min) abhéngigen Laufbandgeschwindig-
keiten (in km/h) sind Funktionswerte an bestimmten Stellen der Funktion f mit

fit) = 0,0008 - 2~ 0,05 - 2 + 1,1 - t + 5.

Die Laufbandgeschwindigkeit wahrend der ersten beiden Minuten entspricht dem Funktions-
wert f(0), die Geschwindigkeit in den beiden darauffolgenden Minuten dem Wert £(2) usw. Fur
die Berechnungen wird vereinfacht angenommen, dass sich die Laufbandgeschwindigkeit
innerhalb sehr kurzer Zeit andert.

Die nachstehende Abbildung zeigt modellhaft die Entwicklung der Laufbandgeschwindigkeit
in den ersten zehn Minuten des Trainings, wobei v(f) die Geschwindigkeit des Laufbands zum
Zeitpunkt ¢ angibt. Das Training beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0.

VD), f(t) in knvh

tin min
o 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie einen Ausdruck an, mit dem das arithmetische Mittel der Laufbandgeschwin-
digkeiten wahrend des 30-minUtigen Trainingsprogramms berechnet werden kann, und
ermitteln Sie diesen Wert!

Begriinden Sie, warum das arithmetische Mittel der Laufbandgeschwindigkeiten der mitt-
leren Geschwindigkeit v wahrend des 30-minttigen Trainingsprogramms entspricht!
Berechnen Sie unter Verwendung der mittleren Geschwindigkeit v die wahrend des 30-mi-
nitigen Trainingsprogramms bewéltigte Strecke!

c)

d

(0.245¢ + 0,6¢% + 0,155x) dx

.
o5
GUK = 05

=0,3225

9(0,2) ~ 0,057
(0,8) ~ 0,633

Der Einkommensanteil der ,20 % mit den niedrigsten Bruttoeinkommen* wiirde
(um ca. 3,5 Prozentpunkte) von 2,2 % auf ca. 5,7 % steigen.

Der Einkommensanteil der ,20 % mit den hdchsten Bruttoeinkommen® wiirde
(um ca. 10 Prozentpunkte) von 46,7 % auf 36,7 % sinken.

b =0, da der Graph durch den Punkt (0|0) verlaufen muss
a =1, da der Graph durch den Punkt (1[1) verlaufen muss
05~ [xax
— 55 <0,26

.63
Z€ (1' 37)

Laufband

b)

c)

d

Geben Sie die minimale und die maximale Geschwindigkeit des Laufbands wahrend des
30-minttigen Trainingsprogramms an!

Vo= km/h

Vo = km/h

Begriinden Sie, warum zu den Zeitpunkten ¢ undt_, zu denen die minimale bzw. die
maximale Geschwindigkeit des Laufbands in dem 30-min(itigen Trainingsprogramm er-
reicht wird, f'(t,,) = 0 und £t ) # O gil!

Geben Sie den Wert von v/(1) an und interpretieren Sie diesen Wert (mit Angabe der Ein-
heit) im gegebenen Kontext!

V(1) =

Beschreiben Sie anhand des Graphen in der Einleitung, wie der Graph der Ableitungsfunk-
tion v/ im Intervall [0; 30] verlaufen misste!

Die in den ersten zehn Trainingsminuten zurlickgelegte Weglénge kann naherungsweise
10

mit dem Integral % A ft)dt berechnet werden.

Berechnen Sie diesen Naherungswert und erlautern Sie die Bedeutung des Faktors 61_0!

Geben Sie die absolute Abweichung des berechneten Naherungswertes von der tatsach-
lich zurlickgelegten Weglange wahrend der ersten zehn Minuten in Metern an!




Laufband

Laufband

Maoglicher Losungsweg

a)

b)

V=g (10 +12)+14) + ... + 1(28)) ~ 11,57

1
15
Das arithmetische Mittel der Laufbandgeschwindigkeiten betrégt 11,57 km/h.

Das arithmetische Mittel entspricht der mittleren Geschwindigkeit wahrend des 30-mindti-

gen Trainingsprogramms, weil die Geschwindigkeiten v(0), ..., v(28) in gleich langen
Zeitintervallen (2 min) jeweils konstant sind.

zurlickgelegte Weglange: 0,5 h - 11,67 km/h = 5,785 km

V.. =5km/h
v, = 14,16 km/h

t ,undt _ sind keine lokalen Extremstellen der Funktion f, weshalb die 1. Ableitung von f
an diesen Stellen nicht null ist.

v()=0

Mégliche Interpretationen:

Die Beschleunigung (momentane Geschwindigkeitsénderung) des Laufbands nach
1 Minute betragt O m/s?.

oder:

Das Laufband (die Lauferin/der Laufer) bewegt sich wahrend der ersten 2 Minuten mit
konstanter Geschwindigkeit, d.h., seine Beschleunigung ist zum Zeitpunkt t = 1 min gleich
null.

Der Graph von v wiirde auf der 1. Achse verlaufen und nur zu den Zeitpunkten der Ge-
schwindigkeitsanderungen (t = 2, t = 4, t = 6, ...) sehr hohe Werte annehmen.

e) Unter bestimmten Voraussetzungen ist der Energiebedarf einer Person bei einem Lauftrai-
ning direkt proportional zur Masse der Person (in kg) und zur zurlickgelegten Weglange (in
km).

Die nachstehende Tabelle zeigt den Energiebedarf (in kcal) einer 80 kg schweren Person
bei einem Lauftraining in Abhangigkeit von der Dauer t des Trainings. Die Person l&uft mit
einer konstanten Geschwindigkeit von 10 km/h .
[t=15min [t=80min [t=45min [t=60min |
Energiebedarf in kcal [104 | 388 | 582 [ 776 |
Zeigen Sie anhand der Tabellenwerte die direkte Proportionalitat des Energiebedarfs
zur zurlickgelegten Wegstrecke und berechnen Sie den Proportionalitétsfaktor k!
Beim Lauftraining wird die Geschwindigkeit hdufig als ,Tempo* in min/km umschrieben.
Berechnen Sie firr die unten angefiihrten Geschwindigkeiten unter Verwendung des
Proportionalitatsfaktors k flr eine 90 kg schwere Person jeweils das Tempo und den
Energiebedarf (in kcal) fur die angegebene Zeitdauer!
Geschwindigkeit Tempo Energiebedarf Energiebedarf
in km/h in min/km in 15 min in 30 min
7,5 8
10
12

Laufband

& o[t =150
60 Jo o
zurlickgelegte Weglange: ca. 1,51 km
Mégliche Begriindungen:

Der Faktor 1 ist erforderlich, um die Geschwindigkeiten von km/h in km/min umzurech-
nen, da die Zeiten (Intervallgrenzen) in Minuten gegeben sind (1 h = 60 min).

oder:

Der Faktor 1 ist erforderlich, um die pro Stunde zuriickgelegten Wegstrecken auf die pro
Minute zurlickgelegten Wegstrecken umzurechnen.

Flr die tatsachlich zurtickgelegte Weglénge gilt:

% - (fl0) + f(2) + f(4) + f(6) + f(8)) ~ 1,388 km

= Der Naherungswert flir die Weglange weicht um ca. 118 m vom exakten Wert ab.

e) 194=k-80-25
k=097

Bei der doppelten/dreifachen/vierfachen Laufzeit wird die doppelte/dreifache/vierfache
Strecke zurlickgelegt und auch der Energiebedarf ist doppelt/dreimal/viermal so groB.

Geschwindigkeit Tempo Energiebedarf Energiebedarf
in km/h in min/km in 15 min in 30 min
75 8 163,7 327,4
10 6 218,25 436,5
12 5 261,9 523,8
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Einfiihrung

Zur statistischen Darstellung und Analyse von Daten wird die frei verfiigbare mathematische
Software R verwendet, siehe dazu

The R Project for Statistical Computing
http://www.R-project.org

Einen ersten Uberblick iiber grundlegende Befehle und die Eingabe von Daten bekommt man
mittels der im Folgenden angegebenen

Einfiihrung in R
http://www.algebra.tuwien.ac.at/bioeng/Stat/Einfuehrung_in_R_SS2013.pdf
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EinfUhrung in R

1. Alilgemeines

e Der Download erfolgt Gber die homepage www.r-project.org

e Mit Datei...neues Skript wird der R-Editor gedffnet. Hier kdnnen Befehle eingegeben und
abgespeichert werden. Mit copy und paste kénnen Befehle in die R-Konsole transferiert und
ausgefuhrt werden.

e Das # - Zeichen ermoglicht es, Kommentare zu den Befehlen einzugeben. Zeichen, die hinter
dem #-Zeichen stehen, werden von R ignoriert.

e R unterscheidet zwischen GroR- und Kleinschreibung.

o Mit,? Befehl* wird eine Hilfefunktion in einem eigenen Fenster gedffnet. Beispielsweise 6ffnet
?mean ein Informationsfenster zur Berechnung des Mittelwertes.

2. Rechnen mit R

Mit R kénnen Rechenoperationen durch direkte Eingabe durchgeflihrt werden.
Beispiel

>(3*(5+7)74) /3
[1] 20736

Die vorangestellte [1] bezeichnet die Zeilennummer des Outputs und dient vor allem bei einem
mehrzeiligen Output der Ubersicht.

Tabelle 1. Ubersicht (iber verschiedene mathematische Funktionen in R

R-Code Erklérung Beispiel

sqgrt (%) Wurzel ziehen sqrt (4)

abs (x) Absolutwert von x abs (-5)

log (%) Logarithmus zur Basis e von x log (3)

logl0 (x) Logarithmus zur Basis 10 von x | 10g10 (3)
factorial (x) x! factorial (4)
choose (n, x) Binomialkoeffizient n!/(x! (n-x)!) | choose (6,2)

3. Zuweisen von Variablen

Um ein Ergebnis in R abzuspeichern, muss man ihm eine Variable zuordnen, dies geschieht mit
dem Zuweisungspfeil (<-). Auf der linken Seite des Pfeiles steht der Variablenname, auf der
rechten Seite ein Ausdruck. Weist man einer Variable einen Ausdruck zu, so wird das Ergebnis
unter diesem Variablennamen abgespeichert, das Ergebnis selbst wird aber nicht angezeigt. Um
das Ergebnis zu sehen, muss man den Variablennamen (+ Return-Taste) eingeben.

Beispiel

> x<-3*5
> X
[1] 15

> y<-4+3
>y



[11 7
>x -y
[1] 8

4. Dateneingabe
4.1. Vektoren

Vektoren konnen mit der Funktion ¢( ) definiert werden. Die einzelnen Elemente des Vektors
werden dabei durch einen Beistrich getrennt.

Beispiel

)

14

> c(3,5,2,
2

6,9
[1] 3 5 6 9

Arithmetische Zahlenfolgen kénnen als Vektoren auch auf folgende Weise erzeugt werden:

> c(1:10)

[11] 12345678910

> seq(l, 5, by=0.5)

[1] 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.55.0

Wiederholen sich die Elemente eines Vektors in regelmafigen Abstanden, kann man den Vektor
mit der Funktion rep (') erzeugen.

> rep(c(1l:4) ,times=2)

[1] 12341234

> rep(c(l:4) ,each=2)

[1] 11223344

> rep(seq(l,4,by=0.5) ,each=2)

[1] 1.0 1.0 1.5 1.5 2.0 2.0 2.5 2.5 3.0 3.03.53.54.04.0

Mochte man nur bestimmte Elemente eines Vektors wiedergeben, so schreibt man den Vektor
mit den Indices der betreffenden Elemente in eckigen Klammern:

> v<-c(1,-4,3,9,-5)
> v[c(2,4)]
[1] -4 9

4.1.1. Datentypen

In R werden Vektoren automatisch einem bestimmten Datentyp zugeordnet bzw. kann der
Datentyp eines Vektors nachtraglich in einen anderen Datentyp umgewandelt werden. Die
Abfrage, um welchen Datentyp es sich handelt, erfolgt mit einem vorangestellten ,is.“ (z.B.
is.numeric). Mit vorangestelltem ,as.“ kann man den Datentyp eines Vektors andern (z.B.
as.numeric). Tabelle 2 gibt einen Uberblick tber die verschiedenen Datentypen.

Tabelle 2. Datentypen in R

Datentyp R-Funktionen
numerisch as.numetric, is.numeric
ganze Zahlen (integer) as.integer, is.integer
Gleitkommazahlen (double) | as.double, is.double
Zeichenfolge (character) as.character, is.character
Faktor as.factor, is.factor




Beispiel

> Wert<-23.5

> is.numeric (Wert)
[1] TRUE

> is.character (Wert)
[1] FALSE

> Farbe<-c("blau","rot","rot", "gelb")
> Farbe

[1] "blau" "rot" "rot" '"gelb"

> is.character (Farbe)

[1] TRUE

> Farbe.factor<-as.factor (Farbe)

> Farbe.factor

[1] blau rot rot gelb

Levels: blau gelb rot

4.2. Matrizen

Mit den Funktionen rbind () und cbind ( ) kann man Vektoren aneinanderreihen. rbind (row bind)
ordnet die Vektoren zeilenweise, cbind (column bind) spaltenweise an.

> vl<-c(1:3)

> v2<-c(4:6)

> rbind(vl,v2)
[,11 [,2] [,3]

vl 1 2 3

v2 4 5 6

> cbind (vl,v2)

vl v2
1,1 1 4
[2,1] 2 5
[3,1] 3 6

Mit der Funktion matrix ( ) kdnnen Matrizen erstellt werden. Das Argument ncol gibt dabei die
Anzahl der Spalten, das Argument nrow die Anzahl der Zeilen an, die die Matrix enthalten soll.

> matrix(c(1l:6) ,ncol=2,nrow=3)

[,11 [,2]

[1,] 1 4
[2,] 2 5
[3,] 3 6

In der Default-Einstellung werden die Elemente spaltenweise in die Matrix geschrieben. Méchte
man, dass die Dateneingabe reihenweise erfolgt, so muss das Argument byrow=TRUE (oder
kirzer: byrow=T) angegeben werden.

> matrix(c(1l:6) ,ncol=2,nrow=3,byrow=T)
[,1]1 [,2]

[1,] 1 2

[2,] 3 4

[3,] 5 6



Ein einzelnes Element kann ahnlich wie bei den Vektoren durch den in eckigen Klammern
gesetzten Zeilen- und Spaltenindex angesprochen werden.

> m<-cbind(l:4,seq(5,11,by=2))
> m

[,11 [,2]
[1,1 1 5
[2,] 2 7
[3,1 3 9
[4,] 4 11
> m[3,2]
[1] 9
> m[3,]
[1] 3 9
> m[,2]
[1] 57 9 11
> m[c(2,4),2]
[1] 7 11

Elemente einer Matrix kdnnen nur aus einem Datentyp bestehen. Flgt man beispielsweise einer
Matrix mit numerischen Elementen ein Character-Element hinzu, so werden alle Elemente in
Character umgewandelt.

matrix(c(1l:5,"abc"), ncol=2, nrow=3)
[,1]1 [,2]

[1,] "1" "4"

[2,] "2" "5"

[3,] "3" "abc"

4.3. Dataframe

Bei Matrizen kénnen nur Vektoren desselben Datentyps zusammengeflihrt werden. Im
Gegensatz dazu, kdnnen Dataframes Vektoren mit unterschiedlichen Datentypen enthalten.

Im folgenden Beispiel soll ein Datensatz erstellt werden, der die Variablen ,Patientennummer®,
,Geschlecht® und ,Messwert® enthalt. Im Datensatz sollen Messwerte von insgesamt 20
Patienten (10 Manner, 10 Frauen) enthalten sein.

> PatNr<-c(1:20)
> PatNr
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Der Variable ,Geschlecht* werden die Werte 1 flr ,mannlich“ und 2 fir ,weiblich® zugeordnet.
Alternativ kann man die Variable auch als Character-Variable eingeben oder den numerischen
Vektor nachtraglich in einen Faktor umwandeln. Mit dem Argument /abels konnen die
Faktorstufen benannt werden.

> Geschlecht<-rep(c(1,2), each=10)

> Geschlecht

[1]11111111112222222222

> Geschlecht <- factor (Geschlecht,labels=c("mannlich", "weiblich"))

> Geschlecht
[1] m&nnlich mé&nnlich mdnnlich mannlich mannlich mdnnlich mdnnlich mdnnlich
[9] ma&nnlich madnnlich weiblich weiblich weiblich weiblich weiblich weiblich
[17] weiblich weiblich weiblich weiblich

Levels: mannlich weiblich



Fur das Beispiel werden als Messwerte Zufallszahlen verwendet. Dazu werden mit der Funktion
rmmorm () 20 Zufallswerte aus einer normalverteilten Population mit Mittelwert 5 und
Standardabweichung 2 generiert. Mit der Funktion round (') werden die Werte anschlieRend auf 2
Nachkommastellen gerundet.

> Messwertl<-rnorm(20,5,2)

> Messwertl<-round (Messwertl, 2)

> Messwertl

[1] 2.59 5.55 7.17 0.31 5.86 6.01 3.85 3.91 3.87 3.22 4.05 3.00 3.45 5.13 6.92
[16] 4.78 3.98 3.18 3.33 9.83

SchlielYlich erstellen wir ein Dataframe und weisen ihm den Namen ,daten’ zu.

> daten<-data. frame (PatNr,Geschlecht, Messwertl)

4.3.1. Aufrufen des Datensatzes

Um sich das Dataframe anschauen zu kénnen, geben wir entweder ,daten' + Return-Taste ein
bzw. wird mit dem Befehl fix( ) ein Dateneditor gedffnet.

> fix(daten)

Um weitere Befehle in R ausfiihren zu kénnen, muss der Dateneditor wieder geschlossen
werden.

Mit der Funktion head( ) werden die ersten sechs Zeilen des Datensatzes angezeigt.

> head(daten)
PatNr Geschlecht Messwertl

1 1 mannlich 2.59
2 2 mannlich 5.55
3 3 mannlich 7.17
4 4 mannlich 0.31
5 5 mannlich 5.86
6 6 mannlich 6.01

Die Funktion names( ) gibt die Variablennamen des Dataframes aus.

> names (daten)
[1] "PatNr" "Geschlecht" "Messwertl"

Die Datenstruktur kann man sich mit dem Befehl str( ) anzeigen lassen.

>str (daten)
'data.frame': 20 obs. of 3 variables:

$ PatNr: int 1 2 345 6 7 8 9 10

$ Geschlecht: Factor w/2 levels "mannlich","weiblich": 1 111111111

$ Messwertl : num 2.59 5.55 7.17 0.31 5.86 6.01 3.85 3.91 3.87 3.22
Aus der Datenausgabe kann man herauslesen, dass es sich um ein Dataframe handelt, das aus
20 Beobachtungen und 3 Variablen besteht. Weiters werden die einzelnen Variablennamen mit

einem vorangestellten $-Zeichen aufgelistet und der Datentyp, sowie die ersten Werte jeder
einzelnen Variablen angefihrt.



4.3.2. Aufrufen und Hinzufiigen von Variablen
Variablen eines Dataframes kénnen mit dem ,$'-Symbol aufgerufen werden.

> daten$PatNr
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Moéchte man einem bereits bestehenden Dataframe eine weitere Variable hinzufligen, so vergibt
man einen neuen Variablennamen und weist ihm einen Vektor zu.

> daten$Messwert2<-round (rnorm(20,15,4) ,2)

Die neue Variable ist ausschliellich im Dataframe ,daten‘ abgespeichert. Gibt man nur den
Variablennamen ein, ohne den Namen des Dataframes sowie das ,$'-Zeichen voranzustellen, so
erscheint eine Fehlermeldung.

> Messwert2
Error: object Messwert2 not found

> daten$Messwert2
[1] 10.17 16.11 19.34 5.62 16.72 17.02 12.70 12.81 12.74 11.44 13.09 11.01
[13] 11.89 15.26 18.84 14.56 12.96 11.36 11.65 24.66

Mit Variablen eines Dataframes kann man auch Rechenoperationen durchflihren.

> daten$Differenz<-daten$Messwert2-daten$Messwertl

> daten$Differenz

[1] 7.58 10.56 12.17 5.31 10.86 11.01 8.85 8.90 8.87 8.22 9.04 8.01
[13] 8.44 10.13 11.92 9.78 8.98 8.18 8.32 14.83

Der Befehl attach ( ) macht die Variablen eines Dataframes global verfiigbar. Die Eingabe daten$
entfallt dadurch, es reicht den Variablennamen einzugeben. Mit detach ( ) werden die Variablen
wieder geldscht.

5. Datenimport und -export

5.1. Pfadname

Mit der Funktion getwd (') kann der aktuelle Pfadname abgerufen werden.

> getwd()
"C:/users/student/Documents"

Mit der Funktion setwd( ) kann der Pfadname geandert werden. Der Pfadname wird dabei unter
Anfuhrungszeichen angefuhrt.

In Windows wird im Pfadnamen ein einfacher Backslash ,\“ verwendet. In R missen die
Pfadnamen jedoch entweder mit einem Schragstrich "/" oder einem doppelten Backslash "\\"
angegeben werden, sonst kommt es zu einer Fehlermeldung.

> setwd("C:/users/student/Desktop") oder
> setwd("C:\\users\\student\\Desktop")



5.2. Daten exportieren

Mit write.table kdnnen Daten aus R z.B. als .csv oder .txt-File exportiert werden.

> write.table(daten, "daten.csv",sep=";",row.names=F,na="", append=F)

Das Dataframe ,daten’ wird nun als .csv-Datei mit dem Namen ,daten.csv” im angegebenen Pfad
abgespeichert.

Das Argument sep=";" gibt an, dass die Spalten im File durch ein Semikolon getrennt werden
sollen.

Wird das Argument row.names auf FALSE gesetzt (row.names=F), so wird die Ausgabe von
Zeilennamen im File unterdrickt.

Mit na kann man festlegen, wie fehlende Werte im File angezeigt werden sollen (im vorliegenden
Beispiel als Leerzelle).

Moéchte man die Daten als Textfile abspeichern, so wird als Trennzeichen der Tabulator
angegeben (sep="\t*).

Setzt man das Argument append auf FALSE (append = F) und die Datei ,daten.csv* existiert
bereits im angegebenen Pfad, so wird sie Uberschrieben. Wird das Argument append auf TRUE
(append=T) gesetzt, so werden die Daten an die bereits bestehende Datei angehangt.

5.3. Daten importieren
Der Datenimport erfolgt mit dem Befehl read.table ( ).

> daten_importiert<-read.table("daten.csv",6sep=";", dec="." header=T)

Als erstes Argument wird das File, das eingelesen werden soll, unter Anflhrungszeichen
angefuhrt. Sofern nicht anders spezifiziert, wird das File im aktuellen Pfad gesucht.

Das Argument sep="“gibt an, dass die Spalten im File durch ein Semikolon getrennt sind.

Mit dec kann angegeben werden, ob das Komma im einzulesenden File mit einem Punkt oder
einem Beistrich dargestellt wird.

Ist das Argument header auf TRUE (header=T) gesetzt, so werden die Eintrage der ersten Zeile

des Files als Variablennamen in R verwendet.

6. Diskrete und Stetige Verteilungen

Die nachstehende Tabelle gibt eine Ubersicht (iber die verschiedenen Verteilungen. Fir jede
Verteilung stehen in R vier verschiedene Funktionen zur Verfugung.

1) Die Wahrscheinlichkeits-/Dichtefunktion (d), z.B. dnorm (4),
2) die Verteilungsfunktion (p), z.B. pnorm (4),

3) die Inverse Verteilung (q), z.B. gnorm (0.975), sowie

4) Zufallszahlen (r), z.B. rnorm(5)

Tabelle 3. R-Funktionen fur diskrete und stetige Verteilungen

R-Code Verteilung Parameter
binom Binomialverteilung n, p

hyper Hypergeometrische Verteilung | m, n, k

pois Poissonverteilung Lambda

norm Normalverteilung Mittelwert, SD
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Preface

This introduction to R is derived from an original set of notes describing the S and S-PLuUS
environments written in 1990-2 by Bill Venables and David M. Smith when at the University
of Adelaide. We have made a number of small changes to reflect differences between the R and
S programs, and expanded some of the material.

We would like to extend warm thanks to Bill Venables (and David Smith) for granting
permission to distribute this modified version of the notes in this way, and for being a supporter
of R from way back.

Comments and corrections are always welcome. Please address email correspondence to
R-core@R-project.org.

Suggestions to the reader

Most R novices will start with the introductory session in Appendix A. This should give some
familiarity with the style of R sessions and more importantly some instant feedback on what
actually happens.

Many users will come to R mainly for its graphical facilities. See Chapter 12 [Graphics],
page 63, which can be read at almost any time and need not wait until all the preceding sections
have been digested.



1 Introduction and preliminaries

1.1 The R environment

R is an integrated suite of software facilities for data manipulation, calculation and graphical
display. Among other things it has

e an effective data handling and storage facility,
e a suite of operators for calculations on arrays, in particular matrices,
e a large, coherent, integrated collection of intermediate tools for data analysis,

e graphical facilities for data analysis and display either directly at the computer or on hard-
copy, and

e a well developed, simple and effective programming language (called ‘S’) which includes
conditionals, loops, user defined recursive functions and input and output facilities. (Indeed
most of the system supplied functions are themselves written in the S language.)

The term “environment” is intended to characterize it as a fully planned and coherent system,
rather than an incremental accretion of very specific and inflexible tools, as is frequently the
case with other data analysis software.

R is very much a vehicle for newly developing methods of interactive data analysis. It has
developed rapidly, and has been extended by a large collection of packages. However, most
programs written in R are essentially ephemeral, written for a single piece of data analysis.

1.2 Related software and documentation

R can be regarded as an implementation of the S language which was developed at Bell Labora-
tories by Rick Becker, John Chambers and Allan Wilks, and also forms the basis of the S-PLUS
systems.

The evolution of the S language is characterized by four books by John Chambers and
coauthors. For R, the basic reference is The New S Language: A Programming Environment
for Data Analysis and Graphics by Richard A. Becker, John M. Chambers and Allan R. Wilks.
The new features of the 1991 release of S are covered in Statistical Models in S edited by John
M. Chambers and Trevor J. Hastie. The formal methods and classes of the methods package are
based on those described in Programming with Data by John M. Chambers. See Appendix F
[References|, page 99, for precise references.

There are now a number of books which describe how to use R for data analysis and statistics,
and documentation for S/S-PLUS can typically be used with R, keeping the differences between
the S implementations in mind. See Section “What documentation exists for R?” in The R
statistical system FAQ.

1.3 R and statistics

Our introduction to the R environment did not mention statistics, yet many people use R as a
statistics system. We prefer to think of it of an environment within which many classical and
modern statistical techniques have been implemented. A few of these are built into the base R
environment, but many are supplied as packages. There are about 25 packages supplied with
R (called “standard” and “recommended” packages) and many more are available through the
CRAN family of Internet sites (via https://CRAN.R-project.org) and elsewhere. More details
on packages are given later (see Chapter 13 [Packages], page 77).

Most classical statistics and much of the latest methodology is available for use with R, but
users may need to be prepared to do a little work to find it.
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There is an important difference in philosophy between S (and hence R) and the other
main statistical systems. In S a statistical analysis is normally done as a series of steps, with
intermediate results being stored in objects. Thus whereas SAS and SPSS will give copious
output from a regression or discriminant analysis, R will give minimal output and store the
results in a fit object for subsequent interrogation by further R functions.

1.4 R and the window system

The most convenient way to use R is at a graphics workstation running a windowing system.
This guide is aimed at users who have this facility. In particular we will occasionally refer to
the use of R on an X window system although the vast bulk of what is said applies generally to
any implementation of the R environment.

Most users will find it necessary to interact directly with the operating system on their
computer from time to time. In this guide, we mainly discuss interaction with the operating
system on UNIX machines. If you are running R under Windows or macOS you will need to
make some small adjustments.

Setting up a workstation to take full advantage of the customizable features of R is a straight-
forward if somewhat tedious procedure, and will not be considered further here. Users in diffi-
culty should seek local expert help.

1.5 Using R interactively

When you use the R program it issues a prompt when it expects input commands. The default
prompt is *>’, which on UNIX might be the same as the shell prompt, and so it may appear that
nothing is happening. However, as we shall see, it is easy to change to a different R prompt if
you wish. We will assume that the UNIX shell prompt is ‘$’.

In using R under UNIX the suggested procedure for the first occasion is as follows:

1. Create a separate sub-directory, say work, to hold data files on which you will use R for
this problem. This will be the working directory whenever you use R for this particular
problem.

$ mkdir work
$ cd work

2. Start the R program with the command
$ R
3. At this point R commands may be issued (see later).
4. To quit the R program the command is
> q0
At this point you will be asked whether you want to save the data from your R session. On
some systems this will bring up a dialog box, and on others you will receive a text prompt
to which you can respond yes, no or cancel (a single letter abbreviation will do) to save
the data before quitting, quit without saving, or return to the R session. Data which is
saved will be available in future R sessions.
Further R sessions are simple.
1. Make work the working directory and start the program as before:
$ cd work
$ R
2. Use the R program, terminating with the q() command at the end of the session.
To use R under Windows the procedure to follow is basically the same. Create a folder as

the working directory, and set that in the Start In field in your R shortcut. Then launch R by
double clicking on the icon.
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1.6 An introductory session

Readers wishing to get a feel for R at a computer before proceeding are strongly advised to work
through the introductory session given in Appendix A [A sample session], page 82.

1.7 Getting help with functions and features

R has an inbuilt help facility similar to the man facility of UNIX. To get more information on
any specific named function, for example solve, the command is
> help(solve)
An alternative is
> 7solve
For a feature specified by special characters, the argument must be enclosed in double or single
quotes, making it a “character string”: This is also necessary for a few words with syntactic
meaning including if, for and function.
> help("[[")
Either form of quote mark may be used to escape the other, as in the string "It’s
important". Our convention is to use double quote marks for preference.
On most R installations help is available in HTML format by running
> help.start()
which will launch a Web browser that allows the help pages to be browsed with hyperlinks. On
UNIX, subsequent help requests are sent to the HTML-based help system. The ‘Search Engine
and Keywords’ link in the page loaded by help.start () is particularly useful as it is contains

a high-level concept list which searches though available functions. It can be a great way to get
your bearings quickly and to understand the breadth of what R has to offer.

The help.search command (alternatively 7?) allows searching for help in various ways. For
example,
> ?7solve
Try 7help.search for details and more examples.
The examples on a help topic can normally be run by
> example(topic)
Windows versions of R have other optional help systems: use
> 7help

for further details.

1.8 R commands, case sensitivity, etc.

Technically R is an expresston language with a very simple syntax. It is case sensitive as are most
UNIX based packages, so A and a are different symbols and would refer to different variables.
The set of symbols which can be used in R names depends on the operating system and country
within which R is being run (technically on the locale in use). Normally all alphanumeric
symbols are allowed' (and in some countries this includes accented letters) plus ‘.” and ‘_’, with
the restriction that a name must start with ‘.’ or a letter, and if it starts with ‘.’ the second
character must not be a digit. Names are effectively unlimited in length.

Elementary commands consist of either ezpressions or assignments. If an expression is given
as a command, it is evaluated, printed (unless specifically made invisible), and the value is lost.
An assignment also evaluates an expression and passes the value to a variable but the result is
not automatically printed.

L For portable R code (including that to be used in R packages) only A—Za—z0-9 should be used.
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Commands are separated either by a semi-colon (‘;’), or by a newline. Elementary commands
can be grouped together into one compound expression by braces (‘{’ and ‘}’). Comments can
be put almost? anywhere, starting with a hashmark (‘#’), everything to the end of the line is a
comment.

If a command is not complete at the end of a line, R will give a different prompt, by default

+

on second and subsequent lines and continue to read input until the command is syntactically
complete. This prompt may be changed by the user. We will generally omit the continuation
prompt and indicate continuation by simple indenting.

Command lines entered at the console are limited® to about 4095 bytes (not characters).

1.9 Recall and correction of previous commands

Under many versions of UNIX and on Windows, R provides a mechanism for recalling and re-
executing previous commands. The vertical arrow keys on the keyboard can be used to scroll
forward and backward through a command history. Once a command is located in this way, the
cursor can be moved within the command using the horizontal arrow keys, and characters can
be removed with the DEL key or added with the other keys. More details are provided later: see
Appendix C [The command-line editor], page 92.

The recall and editing capabilities under UNIX are highly customizable. You can find out
how to do this by reading the manual entry for the readline library.

Alternatively, the Emacs text editor provides more general support mechanisms (via ESS,
Emacs Speaks Statistics) for working interactively with R. See Section “R and Emacs” in The
R statistical system FAQ.

1.10 Executing commands from or diverting output to a file
If commands? are stored in an external file, say commands.R in the working directory work, they
may be executed at any time in an R session with the command
> source("commands.R")
For Windows Source is also available on the File menu. The function sink,
> sink("record.lis")
will divert all subsequent output from the console to an external file, record.lis. The command
> sink()

restores it to the console once again.

1.11 Data permanency and removing objects
The entities that R creates and manipulates are known as objects. These may be variables, arrays
of numbers, character strings, functions, or more general structures built from such components.

During an R session, objects are created and stored by name (we discuss this process in the
next section). The R command

> objects()

(alternatively, 1s () ) can be used to display the names of (most of) the objects which are currently
stored within R. The collection of objects currently stored is called the workspace.

2
3

not inside strings, nor within the argument list of a function definition

some of the consoles will not allow you to enter more, and amongst those which do some will silently discard
the excess and some will use it as the start of the next line.

of unlimited length.



To remove objects the function rm is available:
> rm(x, y, z, ink, junk, temp, foo, bar)

All objects created during an R session can be stored permanently in a file for use in future
R sessions. At the end of each R session you are given the opportunity to save all the currently
available objects. If you indicate that you want to do this, the objects are written to a file called
.RData’ in the current directory, and the command lines used in the session are saved to a file
called .Rhistory.

When R is started at later time from the same directory it reloads the workspace from this
file. At the same time the associated commands history is reloaded.

It is recommended that you should use separate working directories for analyses conducted
with R. It is quite common for objects with names x and y to be created during an analysis.
Names like this are often meaningful in the context of a single analysis, but it can be quite
hard to decide what they might be when the several analyses have been conducted in the same
directory.

5 The leading “dot” in this file name makes it invisible in normal file listings in UNIX, and in default GUI file
listings on macOS and Windows.



2 Simple manipulations; numbers and vectors

2.1 Vectors and assignment

R operates on named data structures. The simplest such structure is the numeric vector, which
is a single entity consisting of an ordered collection of numbers. To set up a vector named x,
say, consisting of five numbers, namely 10.4, 5.6, 3.1, 6.4 and 21.7, use the R command

> x <- ¢(10.4, 5.6, 3.1, 6.4, 21.7)

This is an assignment statement using the function c() which in this context can take an
arbitrary number of vector arguments and whose value is a vector got by concatenating its
arguments end to end.!

A number occurring by itself in an expression is taken as a vector of length one.

Notice that the assignment operator (‘<-’), which consists of the two characters ‘<’ (“less
than”) and ‘=’ (“minus”) occurring strictly side-by-side and it ‘points’ to the object receiving
the value of the expression. In most contexts the ‘=" operator can be used as an alternative.

Assignment can also be made using the function assign(). An equivalent way of making
the same assignment as above is with:

> assign("x", c(10.4, 5.6, 3.1, 6.4, 21.7))
The usual operator, <-, can be thought of as a syntactic short-cut to this.

Assignments can also be made in the other direction, using the obvious change in the assign-
ment operator. So the same assignment could be made using

> ¢(10.4, 5.6, 3.1, 6.4, 21.7) -> x

If an expression is used as a complete command, the value is printed and lost?. So now if we
were to use the command

> 1/x

the reciprocals of the five values would be printed at the terminal (and the value of x, of course,
unchanged).

The further assignment
>y <- c(x, 0, x)

would create a vector y with 11 entries consisting of two copies of x with a zero in the middle
place.

2.2 Vector arithmetic

Vectors can be used in arithmetic expressions, in which case the operations are performed element
by element. Vectors occurring in the same expression need not all be of the same length. If
they are not, the value of the expression is a vector with the same length as the longest vector
which occurs in the expression. Shorter vectors in the expression are recycled as often as need be
(perhaps fractionally) until they match the length of the longest vector. In particular a constant
is simply repeated. So with the above assignments the command

> v <-2xx +y +1

generates a new vector v of length 11 constructed by adding together, element by element, 2*x
repeated 2.2 times, y repeated just once, and 1 repeated 11 times.

1 With other than vector types of argument, such as 1ist mode arguments, the action of c() is rather different.
See Section 6.2.1 [Concatenating lists], page 27.

2 Actually, it is still available as .Last.value before any other statements are executed.
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The elementary arithmetic operators are the usual +, -, *, / and ~ for raising to a power. In
addition all of the common arithmetic functions are available. log, exp, sin, cos, tan, sqrt,
and so on, all have their usual meaning. max and min select the largest and smallest elements of a
vector respectively. range is a function whose value is a vector of length two, namely ¢ (min(x),
max (x)). length(x) is the number of elements in x, sum(x) gives the total of the elements in
x, and prod(x) their product.

Two statistical functions are mean(x) which calculates the sample mean, which is the same
as sum(x) /length(x), and var(x) which gives
sum( (x-mean(x)) ~2)/(length(x)-1)
or sample variance. If the argument to var() is an n-by-p matrix the value is a p-by-p sample
covariance matrix got by regarding the rows as independent p-variate sample vectors.

sort (x) returns a vector of the same size as x with the elements arranged in increasing order;
however there are other more flexible sorting facilities available (see order() or sort.list()
which produce a permutation to do the sorting).

Note that max and min select the largest and smallest values in their arguments, even if they
are given several vectors. The parallel maximum and minimum functions pmax and pmin return
a vector (of length equal to their longest argument) that contains in each element the largest
(smallest) element in that position in any of the input vectors.

For most purposes the user will not be concerned if the “numbers” in a numeric vector
are integers, reals or even complex. Internally calculations are done as double precision real
numbers, or double precision complex numbers if the input data are complex.

To work with complex numbers, supply an explicit complex part. Thus

sqrt (-17)
will give NaN and a warning, but
sqrt (-17+01)

will do the computations as complex numbers.

2.3 Generating regular sequences

R has a number of facilities for generating commonly used sequences of numbers. For example
1:30 is the vector c(1, 2, ..., 29, 30). The colon operator has high priority within an ex-
pression, so, for example 2%1:15 is the vector c(2, 4, ..., 28, 30). Put n <- 10 and compare
the sequences 1:n-1 and 1: (n-1).

The construction 30:1 may be used to generate a sequence backwards.

The function seq() is a more general facility for generating sequences. It has five arguments,
only some of which may be specified in any one call. The first two arguments, if given, specify
the beginning and end of the sequence, and if these are the only two arguments given the result
is the same as the colon operator. That is seq(2,10) is the same vector as 2:10.

Arguments to seq(), and to many other R functions, can also be given in named form, in
which case the order in which they appear is irrelevant. The first two arguments may be named
from=value and to=value; thus seq(1,30), seq(from=1, to=30) and seq(to=30, from=1)
are all the same as 1:30. The next two arguments to seq() may be named by=value and
length=value, which specify a step size and a length for the sequence respectively. If neither
of these is given, the default by=1 is assumed.

For example

> seq(-5, 5, by=.2) -> s3
generates in s3 the vector c(-5.0, -4.8, -4.6, ..., 4.6, 4.8, 5.0). Similarly
> s4 <- seq(length=51, from=-5, by=.2)
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generates the same vector in s4.
The fifth argument may be named along=vector, which is normally used as the only argu-
ment to create the sequence 1, 2, ..., length(vector), or the empty sequence if the vector
is empty (as it can be).
A related function is rep () which can be used for replicating an object in various complicated
ways. The simplest form is
> sb <- rep(x, times=5)

which will put five copies of x end-to-end in s5. Another useful version is
> s6 <- rep(x, each=5)

which repeats each element of x five times before moving on to the next.

2.4 Logical vectors

As well as numerical vectors, R allows manipulation of logical quantities. The elements of a
logical vector can have the values TRUE, FALSE, and NA (for “not available”, see below). The
first two are often abbreviated as T and F, respectively. Note however that T and F are just
variables which are set to TRUE and FALSE by default, but are not reserved words and hence can
be overwritten by the user. Hence, you should always use TRUE and FALSE.

Logical vectors are generated by conditions. For example
> temp <- x > 13

sets temp as a vector of the same length as x with values FALSE corresponding to elements of x
where the condition is not met and TRUE where it is.

The logical operators are <, <=, >, >=, == for exact equality and != for inequality. In addition
if c1 and c2 are logical expressions, then c1 & c2 is their intersection ( “and”), c1 | c2 is their
union ( “or”), and !c1 is the negation of c1.

Logical vectors may be used in ordinary arithmetic, in which case they are coerced into
numeric vectors, FALSE becoming 0 and TRUE becoming 1. However there are situations where
logical vectors and their coerced numeric counterparts are not equivalent, for example see the
next subsection.

2.5 Missing values

In some cases the components of a vector may not be completely known. When an element
or value is “not available” or a “missing value” in the statistical sense, a place within a vector
may be reserved for it by assigning it the special value NA. In general any operation on an NA
becomes an NA. The motivation for this rule is simply that if the specification of an operation
is incomplete, the result cannot be known and hence is not available.

The function is.na(x) gives a logical vector of the same size as x with value TRUE if and
only if the corresponding element in x is NA.

>z <- ¢c(1:3,NA); ind <- is.na(z)

Notice that the logical expression x == NA is quite different from is.na(x) since NA is not
really a value but a marker for a quantity that is not available. Thus x == NA is a vector of the
same length as x all of whose values are NA as the logical expression itself is incomplete and
hence undecidable.

Note that there is a second kind of “missing” values which are produced by numerical com-
putation, the so-called Not a Number, NaN, values. Examples are

> 0/0
or
> Inf - Inf
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which both give NaN since the result cannot be defined sensibly.

In summary, is.na(xx) is TRUE both for NA and NaN values. To differentiate these,
is.nan(xx) is only TRUE for NaNs.

Missing values are sometimes printed as <NA> when character vectors are printed without
quotes.

2.6 Character vectors

Character quantities and character vectors are used frequently in R, for example as plot labels.
Where needed they are denoted by a sequence of characters delimited by the double quote
character, e.g., "x-values", "New iteration results".

Character strings are entered using either matching double (") or single (’) quotes, but are
printed using double quotes (or sometimes without quotes). They use C-style escape sequences,
using \ as the escape character, so \\ is entered and printed as \\, and inside double quotes "
is entered as \". Other useful escape sequences are \n, newline, \t, tab and \b, backspace—see
?Quotes for a full list.

Character vectors may be concatenated into a vector by the c() function; examples of their
use will emerge frequently.

The paste () function takes an arbitrary number of arguments and concatenates them one by
one into character strings. Any numbers given among the arguments are coerced into character
strings in the evident way, that is, in the same way they would be if they were printed. The
arguments are by default separated in the result by a single blank character, but this can be
changed by the named argument, sep=string, which changes it to string, possibly empty.

For example

> labs <- paste(c("X","Y"), 1:10, sep="")
makes labs into the character vector
C("Xl", ||Y2ll, IIX3||’ IIY4II’ IIX5", ||Y6ll’ ||x7ll’ "Y8ll’ IIX9II, llYlOII)

Note particularly that recycling of short lists takes place here too; thus c("X", "Y") is

repeated 5 times to match the sequence 1:10.3

2.7 Index vectors; selecting and modifying subsets of a data set

Subsets of the elements of a vector may be selected by appending to the name of the vector an
index vector in square brackets. More generally any expression that evaluates to a vector may
have subsets of its elements similarly selected by appending an index vector in square brackets
immediately after the expression.

Such index vectors can be any of four distinct types.

1. A logical vector. In this case the index vector is recycled to the same length as the vector
from which elements are to be selected. Values corresponding to TRUE in the index vector
are selected and those corresponding to FALSE are omitted. For example

>y <= x['is.na(x)]
creates (or re-creates) an object y which will contain the non-missing values of x, in the
same order. Note that if x has missing values, y will be shorter than x. Also

> (x+1) [('is.na(x)) & x>0] -> z

creates an object z and places in it the values of the vector x+1 for which the corresponding
value in x was both non-missing and positive.

3 paste(..., collapse=ss) joins the arguments into a single character string putting ss in between, e.g., ss
<= "|". There are more tools for character manipulation, see the help for sub and substring.
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2. A vector of positive integral quantities. In this case the values in the index vector must lie
in the set {1, 2, ..., length(x)}. The corresponding elements of the vector are selected and
concatenated, in that order, in the result. The index vector can be of any length and the
result is of the same length as the index vector. For example x [6] is the sixth component
of x and

> x[1:10]
selects the first 10 elements of x (assuming length(x) is not less than 10). Also

> c("x","y") [rep(c(1,2,2,1), times=4)]
(an admittedly unlikely thing to do) produces a character vector of length 16 consisting of
"x", "y", "y", "x" repeated four times.

3. A vector of negative integral quantities. Such an index vector specifies the values to be
excluded rather than included. Thus

>y <= x[-(1:5)]
gives y all but the first five elements of x.

4. A vector of character strings. This possibility only applies where an object has a names
attribute to identify its components. In this case a sub-vector of the names vector may be
used in the same way as the positive integral labels in item 2 further above.

> fruit <- c(5, 10, 1, 20)
> names(fruit) <- c("orange", "banana", "apple", "peach")
> lunch <- fruit[c("apple","orange")]
The advantage is that alphanumeric names are often easier to remember than numeric

indices. This option is particularly useful in connection with data frames, as we shall see
later.

An indexed expression can also appear on the receiving end of an assignment, in which case
the assignment operation is performed only on those elements of the vector. The expression
must be of the form vector[index_vector] as having an arbitrary expression in place of the
vector name does not make much sense here.

For example
> x[is.na(x)] <- 0
replaces any missing values in x by zeros and
> yly < 0] <= -yly < 0]
has the same effect as
>y <- abs(y)

2.8 Other types of objects

Vectors are the most important type of object in R, but there are several others which we will
meet more formally in later sections.

e matrices or more generally arrays are multi-dimensional generalizations of vectors. In fact,
they are vectors that can be indexed by two or more indices and will be printed in special
ways. See Chapter 5 [Arrays and matrices], page 18.

e factors provide compact ways to handle categorical data. See Chapter 4 [Factors], page 16.

e [ists are a general form of vector in which the various elements need not be of the same
type, and are often themselves vectors or lists. Lists provide a convenient way to return the
results of a statistical computation. See Section 6.1 [Lists|, page 26.

e data frames are matrix-like structures, in which the columns can be of different types. Think
of data frames as ‘data matrices’ with one row per observational unit but with (possibly)
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both numerical and categorical variables. Many experiments are best described by data
frames: the treatments are categorical but the response is numeric. See Section 6.3 [Data
frames], page 27.

e functions are themselves objects in R which can be stored in the project’s workspace. This
provides a simple and convenient way to extend R. See Chapter 10 [Writing your own
functions|, page 42.
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3 Objects, their modes and attributes

3.1 Intrinsic attributes: mode and length

The entities R operates on are technically known as objects. Examples are vectors of numeric
(real) or complex values, vectors of logical values and vectors of character strings. These are
known as “atomic” structures since their components are all of the same type, or mode, namely
numerict, complex, logical, character and raw.

Vectors must have their values all of the same mode. Thus any given vector must be un-
ambiguously either logical, numeric, complex, character or raw. (The only apparent exception
to this rule is the special “value” listed as NA for quantities not available, but in fact there are
several types of NA). Note that a vector can be empty and still have a mode. For example
the empty character string vector is listed as character(0) and the empty numeric vector as
numeric(0).

R also operates on objects called lists, which are of mode list. These are ordered sequences
of objects which individually can be of any mode. lists are known as “recursive” rather than
atomic structures since their components can themselves be lists in their own right.

The other recursive structures are those of mode function and expression. Functions are
the objects that form part of the R system along with similar user written functions, which we
discuss in some detail later. Expressions as objects form an advanced part of R which will not
be discussed in this guide, except indirectly when we discuss formulae used with modeling in R.

By the mode of an object we mean the basic type of its fundamental constituents. This is a
special case of a “property” of an object. Another property of every object is its length. The
functions mode (object) and length(object) can be used to find out the mode and length of
any defined structure?.

Further properties of an object are usually provided by attributes(object), see Section 3.3
[Getting and setting attributes|, page 14. Because of this, mode and length are also called
“intrinsic attributes” of an object.

For example, if z is a complex vector of length 100, then in an expression mode(z) is the
character string "complex" and length(z) is 100.

R caters for changes of mode almost anywhere it could be considered sensible to do so, (and
a few where it might not be). For example with

>z <-0:9
we could put
> digits <- as.character(z)

after which digits is the character vector c("0", "1", "2", ..., "9"). A further coercion, or
change of mode, reconstructs the numerical vector again:

> d <- as.integer(digits)

Now d and z are the same.? There is a large collection of functions of the form as.something()
for either coercion from one mode to another, or for investing an object with some other attribute
it may not already possess. The reader should consult the different help files to become familiar
with them.

L numeric mode is actually an amalgam of two distinct modes, namely integer and double precision, as explained

in the manual.

2 Note however that length(object) does not always contain intrinsic useful information, e.g., when object is
a function.

3 In general, coercion from numeric to character and back again will not be exactly reversible, because of
roundoff errors in the character representation.
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3.2 Changing the length of an object

An “empty” object may still have a mode. For example
> e <- numeric()
makes e an empty vector structure of mode numeric. Similarly character () is a empty character
vector, and so on. Once an object of any size has been created, new components may be added
to it simply by giving it an index value outside its previous range. Thus
> e[3] <- 17
now makes e a vector of length 3, (the first two components of which are at this point both NA).
This applies to any structure at all, provided the mode of the additional component(s) agrees
with the mode of the object in the first place.
This automatic adjustment of lengths of an object is used often, for example in the scan()
function for input. (see Section 7.2 [The scan() function], page 31.)
Conversely to truncate the size of an object requires only an assignment to do so. Hence if
alpha is an object of length 10, then
> alpha <- alpha[2 * 1:5]
makes it an object of length 5 consisting of just the former components with even index. (The
old indices are not retained, of course.) We can then retain just the first three values by
> length(alpha) <- 3

and vectors can be extended (by missing values) in the same way.

3.3 Getting and setting attributes

The function attributes(object) returns a list of all the non-intrinsic attributes currently
defined for that object. The function attr(object, name) can be used to select a specific
attribute. These functions are rarely used, except in rather special circumstances when some
new attribute is being created for some particular purpose, for example to associate a creation
date or an operator with an R object. The concept, however, is very important.

Some care should be exercised when assigning or deleting attributes since they are an integral
part of the object system used in R.
When it is used on the left hand side of an assignment it can be used either to associate a
new attribute with object or to change an existing one. For example
> attr(z, "dim") <- ¢(10,10)

allows R to treat z as if it were a 10-by-10 matrix.

3.4 The class of an object

All objects in R have a class, reported by the function class. For simple vectors this is just the
mode, for example "numeric", "logical", "character" or "list", but "matrix", "array",
"factor" and "data.frame" are other possible values.

A special attribute known as the class of the object is used to allow for an object-oriented
style* of programming in R. For example if an object has class "data.frame", it will be printed
in a certain way, the plot() function will display it graphically in a certain way, and other
so-called generic functions such as summary () will react to it as an argument in a way sensitive
to its class.

To remove temporarily the effects of class, use the function unclass (). For example if winter
has the class "data.frame" then

> winter

4 A different style using ‘formal’ or ‘S4’ classes is provided in package methods.
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will print it in data frame form, which is rather like a matrix, whereas

> unclass(winter)
will print it as an ordinary list. Only in rather special situations do you need to use this facility,
but one is when you are learning to come to terms with the idea of class and generic functions.

Generic functions and classes will be discussed further in Section 10.9 [Object orientation],
page 48, but only briefly.
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4 Ordered and unordered factors

A factor is a vector object used to specify a discrete classification (grouping) of the components
of other vectors of the same length. R provides both ordered and unordered factors. While the
“real” application of factors is with model formulae (see Section 11.1.1 [Contrasts], page 53), we
here look at a specific example.

4.1 A specific example

Suppose, for example, we have a sample of 30 tax accountants from all the states and territories
of Australia’ and their individual state of origin is specified by a character vector of state
mnemonics as

> state <- C("taS" s Ilsall s llqldll s llnSWII s llnSWII R "Ilt" s "Wa" R llwall s
qudll s "ViC" s "nSW" s "ViC" s llqldll R llqldll s llsa" s "taS" s
"Sa" s llntll s llwall s "ViC" s llqldll s llnswll s llnswll s Ilwall s
"Sa" s llactll , "nSW“ s llvicll s "ViC" s llactll)

Notice that in the case of a character vector, “sorted” means sorted in alphabetical order.
A factor is similarly created using the factor () function:

> statef <- factor(state)
The print () function handles factors slightly differently from other objects:

> statef

[1] tas sa qld nsw nsw nt wa wa qld vic nsw vic gld qld sa
[16] tas sa nt wa vic qld nsw nsw wa sa act nsw vic vic act
Levels: act nsw nt qld sa tas vic wa

To find out the levels of a factor the function levels() can be used.

> levels(statef)
[1] llactll ||nsw" ||ntll "qldll "Sa" "taS" llViC" ||wa||

4.2 The function tapply() and ragged arrays
To continue the previous example, suppose we have the incomes of the same tax accountants in
another vector (in suitably large units of money)

> incomes <- c(60, 49, 40, 61, 64, 60, 59, 54, 62, 69, 70, 42, 56,
61, 61, 61, 58, 51, 48, 65, 49, 49, 41, 48, 52, 46,
59, 46, 58, 43)

To calculate the sample mean income for each state we can now use the special function
tapply O:
> incmeans <- tapply(incomes, statef, mean)
giving a means vector with the components labelled by the levels

act nsw nt qld sa tas vic wa
44.500 57.333 55.500 53.600 55.000 60.500 56.000 52.250

The function tapply () is used to apply a function, here mean (), to each group of components
of the first argument, here incomes, defined by the levels of the second component, here statef?,

1 Readers should note that there are eight states and territories in Australia, namely the Australian Capital
Territory, New South Wales, the Northern Territory, Queensland, South Australia, Tasmania, Victoria and
Western Australia.

2 Note that tapply () also works in this case when its second argument is not a factor, e.g., ‘tapply(incomes,
state)’, and this is true for quite a few other functions, since arguments are coerced to factors when necessary
(using as.factor()).
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as if they were separate vector structures. The result is a structure of the same length as the
levels attribute of the factor containing the results. The reader should consult the help document
for more details.

Suppose further we needed to calculate the standard errors of the state income means. To do
this we need to write an R function to calculate the standard error for any given vector. Since
there is an builtin function var() to calculate the sample variance, such a function is a very
simple one liner, specified by the assignment:

> stdError <- function(x) sqrt(var(x)/length(x))

(Writing functions will be considered later in Chapter 10 [Writing your own functions|, page 42.
Note that R’s a builtin function sd () is something different.) After this assignment, the standard
errors are calculated by

> incster <- tapply(incomes, statef, stdError)
and the values calculated are then

> incster
act nsw nt qld sa tas vic wa
1.5 4.3102 4.5 4.1061 2.7386 0.5 5.244 2.6575

As an exercise you may care to find the usual 95% confidence limits for the state mean
incomes. To do this you could use tapply() once more with the length() function to find
the sample sizes, and the qt () function to find the percentage points of the appropriate t-
distributions. (You could also investigate R’s facilities for ¢-tests.)

The function tapply() can also be used to handle more complicated indexing of a vector
by multiple categories. For example, we might wish to split the tax accountants by both state
and sex. However in this simple instance (just one factor) what happens can be thought of as
follows. The values in the vector are collected into groups corresponding to the distinct entries
in the factor. The function is then applied to each of these groups individually. The value is a
vector of function results, labelled by the levels attribute of the factor.

The combination of a vector and a labelling factor is an example of what is sometimes called
a ragged array, since the subclass sizes are possibly irregular. When the subclass sizes are all
the same the indexing may be done implicitly and much more efficiently, as we see in the next
section.

4.3 Ordered factors

The levels of factors are stored in alphabetical order, or in the order they were specified to
factor if they were specified explicitly.

Sometimes the levels will have a natural ordering that we want to record and want our
statistical analysis to make use of. The ordered() function creates such ordered factors but
is otherwise identical to factor. For most purposes the only difference between ordered and
unordered factors is that the former are printed showing the ordering of the levels, but the
contrasts generated for them in fitting linear models are different.
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5 Arrays and matrices

5.1 Arrays

An array can be considered as a multiply subscripted collection of data entries, for example
numeric. R allows simple facilities for creating and handling arrays, and in particular the
special case of matrices.

A dimension vector is a vector of non-negative integers. If its length is k then the array is
k-dimensional, e.g. a matrix is a 2-dimensional array. The dimensions are indexed from one up
to the values given in the dimension vector.

A vector can be used by R as an array only if it has a dimension vector as its dim attribute.
Suppose, for example, z is a vector of 1500 elements. The assignment

> dim(z) <- ¢(3,5,100)
gives it the dim attribute that allows it to be treated as a 3 by 5 by 100 array.

Other functions such as matrix() and array() are available for simpler and more natural
looking assignments, as we shall see in Section 5.4 [The array() function], page 20.

The values in the data vector give the values in the array in the same order as they would
occur in FORTRAN, that is “column major order,” with the first subscript moving fastest and
the last subscript slowest.

For example if the dimension vector for an array, say a, is c(3,4,2) then there are 3 x 4 x
2 = 24 entries in a and the data vector holds them in the order al1,1,1], al[2,1,1], ...,
al2,4,2], al[3,4,2].

Arrays can be one-dimensional: such arrays are usually treated in the same way as vectors
(including when printing), but the exceptions can cause confusion.

5.2 Array indexing. Subsections of an array

Individual elements of an array may be referenced by giving the name of the array followed by
the subscripts in square brackets, separated by commas.

More generally, subsections of an array may be specified by giving a sequence of index vectors
in place of subscripts; however if any index position is given an empty index vector, then the full
range of that subscript is taken.

Continuing the previous example, a[2,,] is a 4 X 2 array with dimension vector c(4,2) and
data vector containing the values

c(al2,1,1], al2,2,1], al2,3,1], al2,4,1],
al2,1,2], al2,2,2], al2,3,2], al2,4,2])

in that order. al,,] stands for the entire array, which is the same as omitting the subscripts
entirely and using a alone.

For any array, say Z, the dimension vector may be referenced explicitly as dim(Z) (on either
side of an assignment).

Also, if an array name is given with just one subscript or index vector, then the corresponding
values of the data vector only are used; in this case the dimension vector is ignored. This is not
the case, however, if the single index is not a vector but itself an array, as we next discuss.
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5.3 Index matrices

As well as an index vector in any subscript position, a matrix may be used with a single index
matriz in order either to assign a vector of quantities to an irregular collection of elements in
the array, or to extract an irregular collection as a vector.

A matrix example makes the process clear. In the case of a doubly indexed array, an index
matrix may be given consisting of two columns and as many rows as desired. The entries in the
index matrix are the row and column indices for the doubly indexed array. Suppose for example
we have a 4 by 5 array X and we wish to do the following:

e Extract elements X[1,3], X[2,2] and X[3,1] as a vector structure, and
e Replace these entries in the array X by zeroes.

In this case we need a 3 by 2 subscript array, as in the following example.
> x <- array(1:20, dim=c(4,5)) # Generate a 4 by 5 array.
> X
[,11 [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] 1 5 9 13 17

[2,] 2 6 10 14 18

[3,] 3 7 11 15 19

[4,] 4 8 12 16 20

> i <- array(c(1:3,3:1), dim=c(3,2))

> i # iis a 3 by 2 index array.
[,11 [,2]

[1,] 1 3

[2,] 2 2

[3,] 3 1

> x[i] # Extract those elements

[1] 963

> x[i] <- 0 # Replace those elements by zeros.
> x

(,11 [,21 [,31 [,4]1 [,5]
[1,] 1 5 0 13 17

[2,] 2 0O 10 14 18
[3,] 0 7 11 15 19
[4,] 4 8 12 16 20
>

Negative indices are not allowed in index matrices. NA and zero values are allowed: rows in the

index matrix containing a zero are ignored, and rows containing an NA produce an NA in the
result.

As a less trivial example, suppose we wish to generate an (unreduced) design matrix for a
block design defined by factors blocks (b levels) and varieties (v levels). Further suppose
there are n plots in the experiment. We could proceed as follows:

> Xb <- matrix(0, n, b)
Xv <- matrix(0, n, v)
ib <- cbind(1:n, blocks)
iv <- cbind(1:n, varieties)
Xbl[ib] <- 1
> Xv[iv] <- 1
> X <- cbind(Xb, Xv)

To construct the incidence matrix, N say, we could use
> N <- crossprod(Xb, Xv)

vV V V V
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However a simpler direct way of producing this matrix is to use table():
> N <- table(blocks, varieties)

Index matrices must be numerical: any other form of matrix (e.g. a logical or character
matrix) supplied as a matrix is treated as an indexing vector.

5.4 The array() function

As well as giving a vector structure a dim attribute, arrays can be constructed from vectors by
the array function, which has the form

> Z <- array(data_vector, dim_vector)
For example, if the vector h contains 24 or fewer, numbers then the command
> Z <- array(h, dim=c(3,4,2))

would use h to set up 3 by 4 by 2 array in Z. If the size of h is exactly 24 the result is the same
as

> Z <- h ; dim(Z) <- c(3,4,2)

However if h is shorter than 24, its values are recycled from the beginning again to make it
up to size 24 (see Section 5.4.1 [The recycling rule|, page 20) but dim(h) <- c(3,4,2) would
signal an error about mismatching length. As an extreme but common example

> Z <- array(0, c(3,4,2))
makes Z an array of all zeros.

At this point dim(Z) stands for the dimension vector c(3,4,2), and Z[1:24] stands for the
data vector as it was in h, and Z[] with an empty subscript or Z with no subscript stands for
the entire array as an array.

Arrays may be used in arithmetic expressions and the result is an array formed by element-
by-element operations on the data vector. The dim attributes of operands generally need to be
the same, and this becomes the dimension vector of the result. So if A, B and C are all similar
arrays, then

>D <- 2%AxB + C + 1

makes D a similar array with its data vector being the result of the given element-by-element
operations. However the precise rule concerning mixed array and vector calculations has to be
considered a little more carefully.

5.4.1 Mixed vector and array arithmetic. The recycling rule

The precise rule affecting element by element mixed calculations with vectors and arrays is
somewhat quirky and hard to find in the references. From experience we have found the following
to be a reliable guide.

e The expression is scanned from left to right.

e Any short vector operands are extended by recycling their values until they match the size
of any other operands.

e As long as short vectors and arrays only are encountered, the arrays must all have the same
dim attribute or an error results.

e Any vector operand longer than a matrix or array operand generates an error.

e If array structures are present and no error or coercion to vector has been precipitated, the
result is an array structure with the common dim attribute of its array operands.
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5.5 The outer product of two arrays

An important operation on arrays is the outer product. If a and b are two numeric arrays,
their outer product is an array whose dimension vector is obtained by concatenating their two
dimension vectors (order is important), and whose data vector is got by forming all possible
products of elements of the data vector of a with those of b. The outer product is formed by
the special operator %o%:

> ab <- a %o% b
An alternative is
> ab <- outer(a, b, "x")

The multiplication function can be replaced by an arbitrary function of two variables. For
example if we wished to evaluate the function f(x;y) = cos(y)/(1 + x?) over a regular grid of
values with z- and y-coordinates defined by the R vectors x and y respectively, we could proceed
as follows:

> f <- function(x, y) cos(y)/(1 + x°2)
> z <- outer(x, y, f)

In particular the outer product of two ordinary vectors is a doubly subscripted array (that
is a matrix, of rank at most 1). Notice that the outer product operator is of course non-
commutative. Defining your own R functions will be considered further in Chapter 10 [Writing
your own functions|, page 42.

An example: Determinants of 2 by 2 single-digit matrices

As an artificial but cute example, consider the determinants of 2 by 2 matrices [a, b; ¢, d] where
each entry is a non-negative integer in the range 0,1,...,9, that is a digit.

The problem is to find the determinants, ad — be, of all possible matrices of this form and
represent the frequency with which each value occurs as a high density plot. This amounts to
finding the probability distribution of the determinant if each digit is chosen independently and
uniformly at random.

A neat way of doing this uses the outer () function twice:

> d <- outer(0:9, 0:9)
> fr <- table(outer(d, 4, "-"))
> plot(fr, xlab="Determinant", ylab="Frequency")

Notice that plot() here uses a histogram like plot method, because it “sees” that fr is of
class "table". The “obvious” way of doing this problem with for loops, to be discussed in
Chapter 9 [Loops and conditional execution], page 40, is so inefficient as to be impractical.

It is also perhaps surprising that about 1 in 20 such matrices is singular.

5.6 Generalized transpose of an array

The function aperm(a, perm) may be used to permute an array, a. The argument perm must be
a permutation of the integers {1,...,k}, where k is the number of subscripts in a. The result of
the function is an array of the same size as a but with old dimension given by perm[j] becoming
the new j-th dimension. The easiest way to think of this operation is as a generalization of
transposition for matrices. Indeed if A is a matrix, (that is, a doubly subscripted array) then B
given by

> B <- aperm(A, c(2,1))

is just the transpose of A. For this special case a simpler function t () is available, so we could
have used B <- t(A).
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5.7 Matrix facilities

As noted above, a matrix is just an array with two subscripts. However it is such an important
special case it needs a separate discussion. R contains many operators and functions that are
available only for matrices. For example t (X) is the matrix transpose function, as noted above.
The functions nrow(A) and ncol(A) give the number of rows and columns in the matrix A
respectively.

5.7.1 Matrix multiplication

The operator %*% is used for matrix multiplication. An n by 1 or 1 by n matrix may of course
be used as an n-vector if in the context such is appropriate. Conversely, vectors which occur in
matrix multiplication expressions are automatically promoted either to row or column vectors,
whichever is multiplicatively coherent, if possible, (although this is not always unambiguously
possible, as we see later).

If, for example, A and B are square matrices of the same size, then
>A xB
is the matrix of element by element products and
> A %*}% B
is the matrix product. If x is a vector, then
> x %*%h A Y ox
is a quadratic form.!

The function crossprod() forms “crossproducts”, meaning that crossprod(X, y) is the
same as t (X) %*% y but the operation is more efficient. If the second argument to crossprod()
is omitted it is taken to be the same as the first.

The meaning of diag() depends on its argument. diag(v), where v is a vector, gives a
diagonal matrix with elements of the vector as the diagonal entries. On the other hand diag(M),
where M is a matrix, gives the vector of main diagonal entries of M. This is the same convention
as that used for diag() in MATLAB. Also, somewhat confusingly, if k is a single numeric value
then diag(k) is the k by k identity matrix!

5.7.2 Linear equations and inversion
Solving linear equations is the inverse of matrix multiplication. When after
>b <= A Y¥ x
only A and b are given, the vector x is the solution of that linear equation system. In R,
> solve(A,b)
solves the system, returning x (up to some accuracy loss). Note that in linear algebra, formally
x = A~'b where A~! denotes the inverse of A, which can be computed by
solve(A)
but rarely is needed. Numerically, it is both inefficient and potentially unstable to compute x
<- solve(A) %*% b instead of solve(A,b).

The quadratic form xTA~'x which is used in multivariate computations, should be computed
by something like? x %*% solve(A,x), rather than computing the inverse of A.

I Note that x %*% x is ambiguous, as it could mean either xI'x or xxT7 where x is the column form. In such
cases the smaller matrix seems implicitly to be the interpretation adopted, so the scalar x7'x is in this case
the result. The matrix xx* may be calculated either by cbind(x) %*% x or x %*% rbind(x) since the result of
rbind () or cbind() is always a matrix. However, the best way to compute x” x or xx~ is crossprod(x) or x
%o% x respectively.

Even better would be to form a matrix square root B with A = BBT and find the squared length of the
solution of By = = , perhaps using the Cholesky or eigen decomposition of A.
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5.7.3 Eigenvalues and eigenvectors

The function eigen(Sm) calculates the eigenvalues and eigenvectors of a symmetric matrix
Sm. The result of this function is a list of two components named values and vectors. The
assignment

> ev <- eigen(Sm)
will assign this list to ev. Then ev$val is the vector of eigenvalues of Sm and ev$vec is the
matrix of corresponding eigenvectors. Had we only needed the eigenvalues we could have used
the assignment:

> evals <- eigen(Sm)$values
evals now holds the vector of eigenvalues and the second component is discarded. If the
expression

> eigen(Sm)
is used by itself as a command the two components are printed, with their names. For large

matrices it is better to avoid computing the eigenvectors if they are not needed by using the
expression

> evals <- eigen(Sm, only.values = TRUE)$values

5.7.4 Singular value decomposition and determinants

The function svd(M) takes an arbitrary matrix argument, M, and calculates the singular value
decomposition of M. This consists of a matrix of orthonormal columns U with the same column
space as M, a second matrix of orthonormal columns V whose column space is the row space
of M and a diagonal matrix of positive entries D such that M = U %*% D %% t(V). D is actually
returned as a vector of the diagonal elements. The result of svd(M) is actually a list of three
components named d, u and v, with evident meanings.

If M is in fact square, then, it is not hard to see that
> absdetM <- prod(svd(M)$d)
calculates the absolute value of the determinant of M. If this calculation were needed often with
a variety of matrices it could be defined as an R function
> absdet <- function(M) prod(svd(M)$d)
after which we could use absdet () as just another R function. As a further trivial but potentially
useful example, you might like to consider writing a function, say tr(), to calculate the trace
of a square matrix. [Hint: You will not need to use an explicit loop. Look again at the diag()
function.]
R has a builtin function det to calculate a determinant, including the sign, and another,
determinant, to give the sign and modulus (optionally on log scale),

5.7.5 Least squares fitting and the QR decomposition

The function 1sfit() returns a list giving results of a least squares fitting procedure. An
assignment such as
> ans <- 1sfit(X, y)
gives the results of a least squares fit where y is the vector of observations and X is the design
matrix. See the help facility for more details, and also for the follow-up function 1s.diag() for,
among other things, regression diagnostics. Note that a grand mean term is automatically in-
cluded and need not be included explicitly as a column of X. Further note that you almost always
will prefer using 1m(.) (see Section 11.2 [Linear models|, page 54) to 1sfit() for regression
modelling.
Another closely related function is qr () and its allies. Consider the following assignments

> Xplus <- qr(X)
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> b <- gr.coef (Xplus, y)
> fit <- qr.fitted(Xplus, y)
> res <- gr.resid(Xplus, y)

These compute the orthogonal projection of y onto the range of X in fit, the projection onto
the orthogonal complement in res and the coefficient vector for the projection in b, that is, b is
essentially the result of the MATLAB ‘backslash’ operator.

It is not assumed that X has full column rank. Redundancies will be discovered and removed
as they are found.

This alternative is the older, low-level way to perform least squares calculations. Although
still useful in some contexts, it would now generally be replaced by the statistical models features,
as will be discussed in Chapter 11 [Statistical models in R], page 51.

5.8 Forming partitioned matrices, cbind() and rbind()

As we have already seen informally, matrices can be built up from other vectors and matrices
by the functions cbind() and rbind (). Roughly cbind () forms matrices by binding together
matrices horizontally, or column-wise, and rbind () vertically, or row-wise.

In the assignment
> X <- cbind(arg_1, arg_2, arg_ 3, ...)

the arguments to cbind() must be either vectors of any length, or matrices with the same
column size, that is the same number of rows. The result is a matrix with the concatenated
arguments arg_1, arg_2, ... forming the columns.

If some of the arguments to cbind () are vectors they may be shorter than the column size
of any matrices present, in which case they are cyclically extended to match the matrix column
size (or the length of the longest vector if no matrices are given).

The function rbind() does the corresponding operation for rows. In this case any vector
argument, possibly cyclically extended, are of course taken as row vectors.

Suppose X1 and X2 have the same number of rows. To combine these by columns into a
matrix X, together with an initial column of 1s we can use

> X <- cbind(1, X1, X2)

The result of rbind() or cbind() always has matrix status. Hence cbind(x) and rbind(x)
are possibly the simplest ways explicitly to allow the vector x to be treated as a column or row
matrix respectively.

5.9 The concatenation function, c(), with arrays

It should be noted that whereas cbind() and rbind() are concatenation functions that respect
dim attributes, the basic c() function does not, but rather clears numeric objects of all dim and
dimnames attributes. This is occasionally useful in its own right.

The official way to coerce an array back to a simple vector object is to use as.vector ()
> vec <- as.vector(X)

However a similar result can be achieved by using c() with just one argument, simply for
this side-effect:

> vec <- c(X)

There are slight differences between the two, but ultimately the choice between them is
largely a matter of style (with the former being preferable).
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5.10 Frequency tables from factors

Recall that a factor defines a partition into groups. Similarly a pair of factors defines a two
way cross classification, and so on. The function table() allows frequency tables to be calcu-
lated from equal length factors. If there are k factor arguments, the result is a k-way array of
frequencies.

Suppose, for example, that statef is a factor giving the state code for each entry in a data
vector. The assignment
> statefr <- table(statef)
gives in statefr a table of frequencies of each state in the sample. The frequencies are ordered
and labelled by the levels attribute of the factor. This simple case is equivalent to, but more
convenient than,
> statefr <- tapply(statef, statef, length)
Further suppose that incomef is a factor giving a suitably defined “income class” for each
entry in the data vector, for example with the cut () function:
> factor(cut(incomes, breaks = 35+10%(0:7))) —-> incomef
Then to calculate a two-way table of frequencies:

> table(incomef,statef)
statef
incomef act nsw nt qld sa tas vic wa
(35,45] 1 1 0 1 0 0 1 0
(45,55] 1 1 1 1 2 0 1 3
(55,65] 0 3 1 3 2 2 2 1
(65,751 0 1 0 O O O 1 O

Extension to higher-way frequency tables is immediate.
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6 Lists and data frames

6.1 Lists
An R list is an object consisting of an ordered collection of objects known as its components.

There is no particular need for the components to be of the same mode or type, and, for
example, a list could consist of a numeric vector, a logical value, a matrix, a complex vector, a
character array, a function, and so on. Here is a simple example of how to make a list:

> Lst <- list(name="Fred", wife="Mary", no.children=3,
child.ages=c(4,7,9))

Components are always numbered and may always be referred to as such. Thus if Lst is
the name of a list with four components, these may be individually referred to as Lst[[1]],
Lst[[2]], Lst[[3]] and Lst[[4]]. If further, Lst[[4]] is a vector subscripted array then
Lst [[41] [1] is its first entry.

If Lst is a list, then the function length(Lst) gives the number of (top level) components
it has.

Components of lists may also be named, and in this case the component may be referred to
either by giving the component name as a character string in place of the number in double
square brackets, or, more conveniently, by giving an expression of the form

> name$component_name
for the same thing.

This is a very useful convention as it makes it easier to get the right component if you forget
the number.

So in the simple example given above:

Lst$name is the same as Lst [[1]] and is the string "Fred",
Lst$wife is the same as Lst [[2]] and is the string "Mary",
Lst$child.ages[1] is the same as Lst [[4]] [1] and is the number 4.

Additionally, one can also use the names of the list components in double square brackets,
i.e., Lst[["name"]] is the same as Lst$name. This is especially useful, when the name of the
component to be extracted is stored in another variable as in

> x <- "name"; Lst[[x]]

It is very important to distinguish Lst[[1]] from Lst[1]. ‘[[...]]’ is the operator used
to select a single element, whereas ‘[...]’" is a general subscripting operator. Thus the former
is the first object in the list Lst, and if it is a named list the name is not included. The latter
is a sublist of the list Lst consisting of the first entry only. If it is a named list, the names are
transferred to the sublist.

The names of components may be abbreviated down to the minimum number of letters needed
to identify them uniquely. Thus Lst$coefficients may be minimally specified as Lst$coe and
Lst$covariance as Lst$cov.

The vector of names is in fact simply an attribute of the list like any other and may be handled
as such. Other structures besides lists may, of course, similarly be given a names attribute also.



Chapter 6: Lists and data frames 27

6.2 Constructing and modifying lists
New lists may be formed from existing objects by the function 1list(). An assignment of the
form

> Lst <- list(name_1=object_1, ..., name_m=object_m)

sets up a list Lst of m components using object_1, . .., object_m for the components and giving
them names as specified by the argument names, (which can be freely chosen). If these names
are omitted, the components are numbered only. The components used to form the list are
copied when forming the new list and the originals are not affected.

Lists, like any subscripted object, can be extended by specifying additional components. For
example

> Lst[5] <- list(matrix=Mat)

6.2.1 Concatenating lists

When the concatenation function c() is given list arguments, the result is an object of mode
list also, whose components are those of the argument lists joined together in sequence.
> list.ABC <- c(list.A, list.B, 1list.C)

Recall that with vector objects as arguments the concatenation function similarly joined
together all arguments into a single vector structure. In this case all other attributes, such as
dim attributes, are discarded.

6.3 Data frames
A data frame is a list with class "data.frame". There are restrictions on lists that may be made
into data frames, namely

e The components must be vectors (numeric, character, or logical), factors, numeric matrices,
lists, or other data frames.

e Matrices, lists, and data frames provide as many variables to the new data frame as they
have columns, elements, or variables, respectively.

e Numeric vectors, logicals and factors are included as is, and by default! character vectors
are coerced to be factors, whose levels are the unique values appearing in the vector.

e Vector structures appearing as variables of the data frame must all have the same length,
and matrix structures must all have the same row size.

A data frame may for many purposes be regarded as a matrix with columns possibly of
differing modes and attributes. It may be displayed in matrix form, and its rows and columns
extracted using matrix indexing conventions.

6.3.1 Making data frames

Objects satisfying the restrictions placed on the columns (components) of a data frame may be
used to form one using the function data.frame:

> accountants <- data.frame(home=statef, loot=incomes, shot=incomef)

A list whose components conform to the restrictions of a data frame may be coerced into a
data frame using the function as.data.frame()

The simplest way to construct a data frame from scratch is to use the read.table () function
to read an entire data frame from an external file. This is discussed further in Chapter 7 [Reading
data from files], page 30.

L Conversion of character columns to factors is overridden using the stringsAsFactors argument to the
data.frame() function.
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6.3.2 attach() and detach()

The $ notation, such as accountants$home, for list components is not always very convenient.
A useful facility would be somehow to make the components of a list or data frame temporarily
visible as variables under their component name, without the need to quote the list name
explicitly each time.

The attach() function takes a ‘database’ such as a list or data frame as its argument. Thus
suppose lentils is a data frame with three variables lentils$u, lentils$v, lentils$w. The
attach

> attach(lentils)
places the data frame in the search path at position 2, and provided there are no variables u, v
or w in position 1, u, v and w are available as variables from the data frame in their own right.
At this point an assignment such as

> u <- vtw
does not replace the component u of the data frame, but rather masks it with another variable
u in the working directory at position 1 on the search path. To make a permanent change to
the data frame itself, the simplest way is to resort once again to the $ notation:

> lentils$u <- v+w

However the new value of component u is not visible until the data frame is detached and
attached again.

To detach a data frame, use the function

> detach()

More precisely, this statement detaches from the search path the entity currently at
position 2. Thus in the present context the variables u, v and w would be no longer visible,
except under the list notation as lentils$u and so on. Entities at positions greater than 2
on the search path can be detached by giving their number to detach, but it is much safer to
always use a name, for example by detach(lentils) or detach("lentils")

Note: In R lists and data frames can only be attached at position 2 or above, and
what is attached is a copy of the original object. You can alter the attached values
via assign, but the original list or data frame is unchanged.

6.3.3 Working with data frames
A useful convention that allows you to work with many different problems comfortably together
in the same working directory is

e gather together all variables for any well defined and separate problem in a data frame
under a suitably informative name;

e when working with a problem attach the appropriate data frame at position 2, and use the
working directory at level 1 for operational quantities and temporary variables;

e before leaving a problem, add any variables you wish to keep for future reference to the
data frame using the $ form of assignment, and then detach(Q);

e finally remove all unwanted variables from the working directory and keep it as clean of
left-over temporary variables as possible.

In this way it is quite simple to work with many problems in the same directory, all of which
have variables named x, y and z, for example.

6.3.4 Attaching arbitrary lists

attach() is a generic function that allows not only directories and data frames to be attached
to the search path, but other classes of object as well. In particular any object of mode "1list"
may be attached in the same way:
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> attach(any.old.list)

Anything that has been attached can be detached by detach, by position number or, prefer-
ably, by name.

6.3.5 Managing the search path
The function search shows the current search path and so is a very useful way to keep track of
which data frames and lists (and packages) have been attached and detached. Initially it gives
> search()
[1] ".GlobalEnv"  "Autoloads" "package:base"
where .GlobalEnv is the workspace.?
After lentils is attached we have
> search()
(1] ".GlobalEnv" "lentils" "Autoloads" "package:base"
> 1s(2)
[1] "u" "y" w"
and as we see 1s (or objects) can be used to examine the contents of any position on the search
path.
Finally, we detach the data frame and confirm it has been removed from the search path.

> detach("lentils")
> search()
[1] ".GlobalEnv"  "Autoloads" "package:base"

2 See the on-line help for autoload for the meaning of the second term.
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7 Reading data from files

Large data objects will usually be read as values from external files rather than entered during
an R session at the keyboard. R input facilities are simple and their requirements are fairly
strict and even rather inflexible. There is a clear presumption by the designers of R that you
will be able to modify your input files using other tools, such as file editors or Perl' to fit in
with the requirements of R. Generally this is very simple.

If variables are to be held mainly in data frames, as we strongly suggest they should be, an
entire data frame can be read directly with the read.table() function. There is also a more
primitive input function, scan(), that can be called directly.

For more details on importing data into R and also exporting data, see the R Data Im-
port/Export manual.

7.1 The read.table() function

To read an entire data frame directly, the external file will normally have a special form.
e The first line of the file should have a name for each variable in the data frame.
e Each additional line of the file has as its first item a row label and the values for each
variable.

If the file has one fewer item in its first line than in its second, this arrangement is presumed
to be in force. So the first few lines of a file to be read as a data frame might look as follows.

s A
Input file form with names and row labels:
Price Floor Area  Rooms Age Cent.heat
01 52.00 111.0 830 5 6.2 no
02 54.75 128.0 710 5 7.5 no
03 57.50 101.0 1000 5 4.2 no
04 57.50 131.0 690 6 8.8 no
05 59.75 93.0 900 5 1.9 yes
L . )

By default numeric items (except row labels) are read as numeric variables and non-numeric
variables, such as Cent.heat in the example, as factors. This can be changed if necessary.

The function read.table() can then be used to read the data frame directly
> HousePrice <- read.table("houses.data")

Often you will want to omit including the row labels directly and use the default labels. In
this case the file may omit the row label column as in the following.

. B
Input file form without row labels:
Price Floor Area  Rooms Age Cent.heat
52.00 111.0 830 5 6.2 no
54.75 128.0 710 5 7.5 no
57.50 101.0 1000 5 4.2 no
57.50 131.0 690 6 8.8 no
59.75 93.0 900 5 1.9 yes
L ce )

L Under UNIX, the utilities sed orawk can be used.
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The data frame may then be read as
> HousePrice <- read.table("houses.data", header=TRUE)

where the header=TRUE option specifies that the first line is a line of headings, and hence, by
implication from the form of the file, that no explicit row labels are given.

7.2 The scan() function

Suppose the data vectors are of equal length and are to be read in parallel. Further suppose
that there are three vectors, the first of mode character and the remaining two of mode numeric,
and the file is input.dat. The first step is to use scan() to read in the three vectors as a list,
as follows

> inp <- scan("input.dat", list("",0,0))
The second argument is a dummy list structure that establishes the mode of the three vectors

to be read. The result, held in inp, is a list whose components are the three vectors read in. To
separate the data items into three separate vectors, use assignments like

> label <- inp[[1]]; x <- inp[[2]]; y <- inp[[3]]
More conveniently, the dummy list can have named components, in which case the names
can be used to access the vectors read in. For example
> inp <- scan("input.dat", list(id="", x=0, y=0))
If you wish to access the variables separately they may either be re-assigned to variables in
the working frame:
> label <- inp$id; x <- inp$x; y <- inp$y
or the list may be attached at position 2 of the search path (see Section 6.3.4 [Attaching arbitrary
lists], page 28).
If the second argument is a single value and not a list, a single vector is read in, all components
of which must be of the same mode as the dummy value.
> X <- matrix(scan("light.dat", 0), ncol=5, byrow=TRUE)
There are more elaborate input facilities available and these are detailed in the manuals.

7.3 Accessing builtin datasets

Around 100 datasets are supplied with R (in package datasets), and others are available in
packages (including the recommended packages supplied with R). To see the list of datasets
currently available use

data()

All the datasets supplied with R are available directly by name. However, many packages still
use the obsolete convention in which data was also used to load datasets into R, for example

data(infert)

and this can still be used with the standard packages (as in this example). In most cases this
will load an R object of the same name. However, in a few cases it loads several objects, so see
the on-line help for the object to see what to expect.

7.3.1 Loading data from other R packages

To access data from a particular package, use the package argument, for example

data(package="rpart")
data(Puromycin, package="datasets")

If a package has been attached by library, its datasets are automatically included in the
search.

User-contributed packages can be a rich source of datasets.
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7.4 Editing data

When invoked on a data frame or matrix, edit brings up a separate spreadsheet-like environment
for editing. This is useful for making small changes once a data set has been read. The command

> xnew <- edit(xold)

will allow you to edit your data set xold, and on completion the changed object is assigned
to xnew. If you want to alter the original dataset xold, the simplest way is to use fix(xo0ld),
which is equivalent to xold <- edit(xo0ld).

Use
> xnew <- edit(data.frame())

to enter new data via the spreadsheet interface.
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8 Probability distributions

8.1 R as a set of statistical tables

One convenient use of R is to provide a comprehensive set of statistical tables. Functions are
provided to evaluate the cumulative distribution function P(X < z), the probability density
function and the quantile function (given ¢, the smallest x such that P(X < z) > ¢), and to
simulate from the distribution.

Distribution R name additional arguments
beta beta shapel, shape2, ncp
binomial binom size, prob

Cauchy cauchy location, scale
chi-squared chisq df, ncp

exponential exp rate

F f df1, df2, ncp
gamma gamma shape, scale
geometric geom prob

hypergeometric hyper m, n, k

log-normal lnorm meanlog, sdlog
logistic logis location, scale
negative binomial nbinom size, prob

normal norm mean, sd

Poisson pois lambda

signed rank signrank n

Student’s t t df, ncp

uniform unif min, max

Weibull weibull shape, scale
Wilcoxon wilcox m, n

Prefix the name given here by ‘d’ for the density, ‘p’ for the CDF, ‘q’ for the quantile function
and ‘r’ for simulation (random deviates). The first argument is x for dxxx, q for pxxx, p for
gxxx and n for rxxx (except for rhyper, rsignrank and rwilcox, for which it is nn). In not
quite all cases is the non-centrality parameter ncp currently available: see the on-line help for
details.

The pxxx and gxxx functions all have logical arguments lower.tail and log.p and the
dxxx ones have log. This allows, e.g., getting the cumulative (or “integrated”) hazard function,
H(t) = —log(1 — F(1)), by

- pxxx(t, ..., lower.tail = FALSE, log.p = TRUE)
or more accurate log-likelihoods (by dxxx(..., log = TRUE)), directly.

In addition there are functions ptukey and qtukey for the distribution of the studentized
range of samples from a normal distribution, and dmultinom and rmultinom for the multinomial
distribution. Further distributions are available in contributed packages, notably SuppDists
(https://CRAN.R-project.org/package=SuppDists).

Here are some examples

\4

## 2-tailed p-value for t distribution

2+pt (-2.43, df = 13)

## upper 1% point for an F(2, 7) distribution
qf(0.01, 2, 7, lower.tail = FALSE)

See the on-line help on RNG for how random-number generation is done in R.

vV V V
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8.2 Examining the distribution of a set of data

Given a (univariate) set of data we can examine its distribution in a large number of ways. The
simplest is to examine the numbers. Two slightly different summaries are given by summary and

fivenum and a display of the numbers by stem (a “stem and leaf” plot).

> attach(faithful)
> summary (eruptions)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1.600 2.163 4.000 3.488 4.454 5.100
> fivenum(eruptions)
[1] 1.6000 2.1585 4.0000 4.4585 5.1000
> stem(eruptions)

The decimal point is 1 digit(s) to the left of the |

16 | 070355555588

18 | 000022233333335577777777888822335777888
20 | 00002223378800035778

22 | 0002335578023578

24 | 00228

26 | 23

28 | 080

30 | 7

32 | 2337

34 | 250077

36 | 0000823577

38 | 2333335582225577

40 | 0000003357788888002233555577778

42 | 03335555778800233333555577778

44 | 02222335557780000000023333357778888
46 | 0000233357700000023578

48 | 00000022335800333

50 | 0370

A stem-and-leaf plot is like a histogram, and R has a function hist to plot histograms.

> hist(eruptions)

## make the bins smaller, make a plot of density

> hist(eruptions, seq(1.6, 5.2, 0.2), prob=TRUE)
> lines(density(eruptions, bw=0.1))

> rug(eruptions) # show the actual data points

More elegant density plots can be made by density, and we added a line produced by
density in this example. The bandwidth bw was chosen by trial-and-error as the default gives
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too much smoothing (it usually does for “interesting” densities). (Better automated methods of
bandwidth choice are available, and in this example bw = "SJ" gives a good result.)

Histogram of eruptions
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We can plot the empirical cumulative distribution function by using the function ecdf.
> plot(ecdf (eruptions), do.points=FALSE, verticals=TRUE)

This distribution is obviously far from any standard distribution. How about the right-hand
mode, say eruptions of longer than 3 minutes? Let us fit a normal distribution and overlay the
fitted CDF.

> long <- eruptions[eruptions > 3]

> plot(ecdf(long), do.points=FALSE, verticals=TRUE)

> x <- seq(3, 5.4, 0.01)

> lines(x, pnorm(x, mean=mean(long), sd=sqrt(var(long))), 1lty=3)

ecdf(long)

Quantile-quantile (Q-Q) plots can help us examine this more carefully.

par(pty="s" # arrange for a square figure region
qgqnorm(long); qgline(long)
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which shows a reasonable fit but a shorter right tail than one would expect from a normal
distribution. Let us compare this with some simulated data from a t distribution

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

X <- rt(250, df = 5)

qqnorm(x); qqline(x)
which will usually (if it is a random sample) show longer tails than expected for a normal. We
can make a Q-Q plot against the generating distribution by

qgplot (gt (ppoints(250), df = 5), x, xlab = "Q-Q plot for t dsn")

qqline(x)

Finally, we might want a more formal test of agreement with normality (or not). R provides

the Shapiro-Wilk test

> shapiro.test(long)
Shapiro-Wilk normality test

data: long
W = 0.9793, p-value = 0.01052

and the Kolmogorov-Smirnov test

> ks.test(long, "pnorm", mean = mean(long), sd = sqrt(var(long)))
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: long

D = 0.0661, p-value = 0.4284

alternative hypothesis: two.sided
(Note that the distribution theory is not valid here as we have estimated the parameters of the
normal distribution from the same sample.)

8.3 One- and two-sample tests

So far we have compared a single sample to a normal distribution. A much more common
operation is to compare aspects of two samples. Note that in R, all “classical” tests including
the ones used below are in package stats which is normally loaded.

Consider the following sets of data on the latent heat of the fusion of ice (cal/gm) from Rice
(1995, p.490)
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Method A: 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97
80.05 80.03 80.02 80.00 80.02
Method B: 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

Boxplots provide a simple graphical comparison of the two samples.

A <- scan()
79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97
80.05 80.03 80.02 80.00 80.02

B <- scan()
80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

boxplot (A, B)

which indicates that the first group tends to give higher results than the second.

79.96 79.98 80.00 80.02 80.04

79.94

To test for the equality of the means of the two examples, we can use an unpaired t-test by

> t.test(A, B)
Welch Two Sample t-test

data: A and B
t = 3.2499, df = 12.027, p-value = 0.00694
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.01385526 0.07018320
sample estimates:
mean of x mean of y
80.02077 79.97875

which does indicate a significant difference, assuming normality. By default the R function does
not assume equality of variances in the two samples (in contrast to the similar S-PLUS t.test
function). We can use the F test to test for equality in the variances, provided that the two
samples are from normal populations.

> var.test(A, B)

F test to compare two variances
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data: A and B
F = 0.5837, num df = 12, denom df = 7, p-value = 0.3938
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.1251097 2.1052687
sample estimates:
ratio of variances
0.5837405

which shows no evidence of a significant difference, and so we can use the classical t-test that
assumes equality of the variances.

> t.test(A, B, var.equal=TRUE)
Two Sample t-test

data: A and B
t = 3.4722, df = 19, p-value = 0.002551
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.01669058 0.06734788
sample estimates:
mean of x mean of y
80.02077 79.97875

All these tests assume normality of the two samples. The two-sample Wilcoxon (or Mann-
Whitney) test only assumes a common continuous distribution under the null hypothesis.
> wilcox.test(A, B)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: A and B
W = 89, p-value = 0.007497
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Warning message:

Cannot compute exact p-value with ties in: wilcox.test(A, B)
Note the warning: there are several ties in each sample, which suggests strongly that these data
are from a discrete distribution (probably due to rounding).

There are several ways to compare graphically the two samples. We have already seen a pair

of boxplots. The following

> plot(ecdf(A), do.points=FALSE, verticals=TRUE, xlim=range(A, B))

> plot(ecdf(B), do.points=FALSE, verticals=TRUE, add=TRUE)
will show the two empirical CDFs, and qgplot will perform a Q-Q plot of the two samples. The

Kolmogorov-Smirnov test is of the maximal vertical distance between the two ecdf’s, assuming
a common continuous distribution:

> ks.test(A, B)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: A and B

D = 0.5962, p-value = 0.05919
alternative hypothesis: two-sided
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9 Grouping, loops and conditional execution

9.1 Grouped expressions

R is an expression language in the sense that its only command type is a function or expression
which returns a result. Even an assignment is an expression whose result is the value assigned,
and it may be used wherever any expression may be used; in particular multiple assignments
are possible.

Commands may be grouped together in braces, {expr_1; ...; expr_m}, in which case the
value of the group is the result of the last expression in the group evaluated. Since such a group
is also an expression it may, for example, be itself included in parentheses and used as part of
an even larger expression, and so on.

9.2 Control statements

9.2.1 Conditional execution: if statements

The language has available a conditional construction of the form
> if (expr_1) expr_2 else expr_3

where expr_1 must evaluate to a single logical value and the result of the entire expression is
then evident.

The “short-circuit” operators && and || are often used as part of the condition in an if
statement. Whereas & and | apply element-wise to vectors, && and | | apply to vectors of length
one, and only evaluate their second argument if necessary.

There is a vectorized version of the if/else construct, the ifelse function. This has the
form ifelse(condition, a, b) and returns a vector of the same length as condition, with
elements a[i] if condition[i] is true, otherwise b[i] (where a and b are recycled as necessary).

9.2.2 Repetitive execution: for loops, repeat and while

There is also a for loop construction which has the form

> for (name in expr_1) expr_2
where name is the loop variable. expr_1 is a vector expression, (often a sequence like 1:20), and
expr_2 is often a grouped expression with its sub-expressions written in terms of the dummy
name. expr_2 is repeatedly evaluated as name ranges through the values in the vector result of
expr_1.

As an example, suppose ind is a vector of class indicators and we wish to produce separate
plots of y versus x within classes. One possibility here is to use coplot(),! which will produce
an array of plots corresponding to each level of the factor. Another way to do this, now putting
all plots on the one display, is as follows:

> xc <- split(x, ind)
> yc <- split(y, ind)
> for (i in 1:length(yc)) {
plot(xc[[il], yc[[ill)
abline(1sfit(xc[[il], yc[[il1))
}

(Note the function split() which produces a list of vectors obtained by splitting a larger
vector according to the classes specified by a factor. This is a useful function, mostly used in
connection with boxplots. See the help facility for further details.)

1 %o be discussed later, or use xyplot from package lattice (https://CRAN.R-project.org/package=lattice).
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Warning: for () loops are used in R code much less often than in compiled languages.
Code that takes a ‘whole object’ view is likely to be both clearer and faster in R.

Other looping facilities include the
> repeat expr
statement and the
> while (condition) expr
statement.

The break statement can be used to terminate any loop, possibly abnormally. This is the
only way to terminate repeat loops.

The next statement can be used to discontinue one particular cycle and skip to the “next”.

Control statements are most often used in connection with functions which are discussed in
Chapter 10 [Writing your own functions], page 42, and where more examples will emerge.
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10 Writing your own functions

As we have seen informally along the way, the R language allows the user to create objects of
mode function. These are true R functions that are stored in a special internal form and may be
used in further expressions and so on. In the process, the language gains enormously in power,
convenience and elegance, and learning to write useful functions is one of the main ways to make
your use of R comfortable and productive.

It should be emphasized that most of the functions supplied as part of the R system, such
as mean(), var(), postscript () and so on, are themselves written in R and thus do not differ
materially from user written functions.

A function is defined by an assignment of the form
> name <- function(arg_1, arg 2, ...) expression

The expression is an R expression, (usually a grouped expression), that uses the arguments,
arg_i, to calculate a value. The value of the expression is the value returned for the function.

A call to the function then usually takes the form name(expr_1, expr_2, ...) and may
occur anywhere a function call is legitimate.

10.1 Simple examples

As a first example, consider a function to calculate the two sample t-statistic, showing “all the
steps”. This is an artificial example, of course, since there are other, simpler ways of achieving
the same end.

The function is defined as follows:

> twosam <- function(yl, y2) {
nl <- length(yl); n2 <- length(y2)
ybl <- mean(yl);  yb2 <- mean(y2)
sl <- var(yl); s2 <- var(y2)
s <- ((n1-1)*s1 + (n2-1)*s2)/(nl+n2-2)
tst <- (ybl - yb2)/sqrt(s*(1/n1l + 1/n2))
tst

}

With this function defined, you could perform two sample ¢-tests using a call such as
> tstat <- twosam(data$male, data$female); tstat

As a second example, consider a function to emulate directly the MATLAB backslash com-
mand, which returns the coefficients of the orthogonal projection of the vector y onto the column
space of the matrix, X. (This is ordinarily called the least squares estimate of the regression
coefficients.) This would ordinarily be done with the qr() function; however this is sometimes
a bit tricky to use directly and it pays to have a simple function such as the following to use it
safely.

Thus given a n by 1 vector y and an n by p matrix X then X y is defined as (X7 X)~ X7y,
where (X7 X)~ is a generalized inverse of X'X.

> bslash <- function(X, y) {
X <- qrX)
qr.coef (X, y)
}
After this object is created it may be used in statements such as
> regcoeff <- bslash(Xmat, yvar)

and so on.
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The classical R function 1sfit() does this job quite well, and more!. It in turn uses the
functions qr () and qr.coef () in the slightly counterintuitive way above to do this part of the
calculation. Hence there is probably some value in having just this part isolated in a simple to
use function if it is going to be in frequent use. If so, we may wish to make it a matrix binary
operator for even more convenient use.

10.2 Defining new binary operators
Had we given the bslash() function a different name, namely one of the form
%anything?,
it could have been used as a binary operator in expressions rather than in function form. Suppose,
for example, we choose ! for the internal character. The function definition would then start as
> "4 <= function(X, y) { ... }

(Note the use of quote marks.) The function could then be used as X %!% y. (The backslash
symbol itself is not a convenient choice as it presents special problems in this context.)

The matrix multiplication operator, %*%, and the outer product matrix operator %o% are
other examples of binary operators defined in this way.

10.3 Named arguments and defaults

As first noted in Section 2.3 [Generating regular sequences|, page 8, if arguments to called
functions are given in the “name=object” form, they may be given in any order. Furthermore
the argument sequence may begin in the unnamed, positional form, and specify named arguments
after the positional arguments.

Thus if there is a function funl defined by

> funl <- function(data, data.frame, graph, limit) {
[function body omitted|
}

then the function may be invoked in several ways, for example

> ans <- funl(d, df, TRUE, 20)
> ans <- funi(d, df, graph=TRUE, limit=20)
> ans <- funl(data=d, 1imit=20, graph=TRUE, data.frame=df)

are all equivalent.

In many cases arguments can be given commonly appropriate default values, in which case
they may be omitted altogether from the call when the defaults are appropriate. For example,
if funl were defined as

> funl <- function(data, data.frame, graph=TRUE, 1imit=20) { ... }
it could be called as

> ans <- funl(d, df)
which is now equivalent to the three cases above, or as

> ans <- funl(d, df, limit=10)
which changes one of the defaults.

It is important to note that defaults may be arbitrary expressions, even involving other
arguments to the same function; they are not restricted to be constants as in our simple example
here.

1 See also the methods described in Chapter 11 [Statistical models in R], page 51
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10.4 The ‘...’ argument

Another frequent requirement is to allow one function to pass on argument settings to another.
For example many graphics functions use the function par () and functions like plot () allow the
user to pass on graphical parameters to par () to control the graphical output. (See Section 12.4.1
[The par() function], page 68, for more details on the par() function.) This can be done by
including an extra argument, literally ‘. ..’, of the function, which may then be passed on. An
outline example is given below.

funl <- function(data, data.frame, graph=TRUE, limit=20, ...) {
[omitted statements]

if (graph)
par(pch="x"  ...)
[more omissions]
}
Less frequently, a function will need to refer to components of ‘...’. The expression
list(...) evaluates all such arguments and returns them in a named list, while ..1, ..2,

etc. evaluate them one at a time, with ‘. .n’ returning the n’th unmatched argument.

10.5 Assignments within functions

Note that any ordinary assignments done within the function are local and temporary and are
lost after exit from the function. Thus the assignment X <- qr(X) does not affect the value of
the argument in the calling program.

To understand completely the rules governing the scope of R assignments the reader needs
to be familiar with the notion of an evaluation frame. This is a somewhat advanced, though
hardly difficult, topic and is not covered further here.

If global and permanent assignments are intended within a function, then either the “su-
perassignment” operator, <<- or the function assign() can be used. See the help document for
details. S-PLUS users should be aware that <<- has different semantics in R. These are discussed
further in Section 10.7 [Scope|, page 46.

10.6 More advanced examples

10.6.1 Efficiency factors in block designs

As a more complete, if a little pedestrian, example of a function, consider finding the effi-
ciency factors for a block design. (Some aspects of this problem have already been discussed in
Section 5.3 [Index matrices|, page 19.)

A block design is defined by two factors, say blocks (b levels) and varieties (v levels). If R
and K are the v by v and b by b replications and block size matrices, respectively, and N is the
b by v incidence matrix, then the efficiency factors are defined as the eigenvalues of the matrix

E=1I1,—RY*NTKINRY?=1,— AT A,

where A = K~'2NR~'/2. One way to write the function is given below.
> bdeff <- function(blocks, varieties) {

blocks <- as.factor(blocks) # minor safety move
b <- length(levels(blocks))

varieties <- as.factor(varieties) # minor safety move
v <- length(levels(varieties))

K <- as.vector(table(blocks)) # remove dim attr

R <- as.vector(table(varieties)) # remove dim attr
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N <- table(blocks, varieties)
A <= 1/sqrt(X) * N * rep(1/sqrt(R), rep(b, v))
sv <- svd(4)
list(eff=1 - sv$d~2, blockcv=sv$u, varietycv=svv)
}
It is numerically slightly better to work with the singular value decomposition on this occasion
rather than the eigenvalue routines.

The result of the function is a list giving not only the efficiency factors as the first component,
but also the block and variety canonical contrasts, since sometimes these give additional useful
qualitative information.

10.6.2 Dropping all names in a printed array

For printing purposes with large matrices or arrays, it is often useful to print them in close block
form without the array names or numbers. Removing the dimnames attribute will not achieve
this effect, but rather the array must be given a dimnames attribute consisting of empty strings.
For example to print a matrix, X

> temp <- X

> dimnames (temp) <- list(rep("", nrow(X)), rep("", ncol(X)))

> temp; rm(temp)

This can be much more conveniently done using a function, no.dimnames (), shown below,

as a “wrap around” to achieve the same result. It also illustrates how some effective and useful
user functions can be quite short.

no.dimnames <- function(a) {
## Remove all dimension names from an array for compact printing.
d <- 1listQ)
1<-0
for(i in dim(a)) {
dlf[l <- 1 + 1]] <= rep("", i)
}
dimnames(a) <- d
a

}
With this function defined, an array may be printed in close format using
> no.dimnames (X)

This is particularly useful for large integer arrays, where patterns are the real interest rather
than the values.

10.6.3 Recursive numerical integration

Functions may be recursive, and may themselves define functions within themselves. Note,
however, that such functions, or indeed variables, are not inherited by called functions in higher
evaluation frames as they would be if they were on the search path.

The example below shows a naive way of performing one-dimensional numerical integration.
The integrand is evaluated at the end points of the range and in the middle. If the one-panel
trapezium rule answer is close enough to the two panel, then the latter is returned as the value.
Otherwise the same process is recursively applied to each panel. The result is an adaptive
integration process that concentrates function evaluations in regions where the integrand is
farthest from linear. There is, however, a heavy overhead, and the function is only competitive
with other algorithms when the integrand is both smooth and very difficult to evaluate.

The example is also given partly as a little puzzle in R programming.
area <- function(f, a, b, eps = 1.0e-06, lim = 10) {
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funl <- function(f, a, b, fa, fb, a0, eps, lim, fun) {
## function ‘funl’ is only visible inside ‘area’
d <- (a +b)/2
h<- (b-a)/4
fd <- £(d)
al <- h * (fa + £d)
a2 <- h x (fd + fb)
if (abs(a0 - al - a2) < eps || lim == 0)
return(al + a2)
else {
return(fun(f, a, d, fa, fd, al, eps, lim - 1, fun) +
fun(f, 4, b, fd, fb, a2, eps, lim - 1, fun))

}
}
fa <- f(a)
fb <- f(b)

a0 <- ((fa + fb) * (b - a))/2
funi(f, a, b, fa, fb, a0, eps, 1lim, funl)
}

10.7 Scope

The discussion in this section is somewhat more technical than in other parts of this document.
However, it details one of the major differences between S-PLUS and R.

The symbols which occur in the body of a function can be divided into three classes; formal
parameters, local variables and free variables. The formal parameters of a function are those
occurring in the argument list of the function. Their values are determined by the process of
binding the actual function arguments to the formal parameters. Local variables are those whose
values are determined by the evaluation of expressions in the body of the functions. Variables
which are not formal parameters or local variables are called free variables. Free variables become
local variables if they are assigned to. Consider the following function definition.

f <- function(x) {
y <- 2%x
print(x)
print(y)
print(z)

}

In this function, x is a formal parameter, y is a local variable and z is a free variable.

In R the free variable bindings are resolved by first looking in the environment in which the
function was created. This is called lexical scope. First we define a function called cube.

cube <- function(n) {
sq <- function() n*n
n*sq()

}

The variable n in the function sq is not an argument to that function. Therefore it is a free
variable and the scoping rules must be used to ascertain the value that is to be associated with
it. Under static scope (S-PLuS) the value is that associated with a global variable named n.
Under lexical scope (R) it is the parameter to the function cube since that is the active binding
for the variable n at the time the function sq was defined. The difference between evaluation
in R and evaluation in S-PLUS is that S-PLUS looks for a global variable called n while R first
looks for a variable called n in the environment created when cube was invoked.
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## first evaluation in S

S> cube(2)

Error in sq(): Object "n" not found

Dumped

S>n <- 3

S> cube(2)

[1] 18

## then the same function evaluated in R

R> cube(2)

[1] 8

Lexical scope can also be used to give functions mutable state. In the following example

we show how R can be used to mimic a bank account. A functioning bank account needs to
have a balance or total, a function for making withdrawals, a function for making deposits and
a function for stating the current balance. We achieve this by creating the three functions
within account and then returning a list containing them. When account is invoked it takes
a numerical argument total and returns a list containing the three functions. Because these
functions are defined in an environment which contains total, they will have access to its value.

The special assignment operator, <<-, is used to change the value associated with total.
This operator looks back in enclosing environments for an environment that contains the symbol
total and when it finds such an environment it replaces the value, in that environment, with
the value of right hand side. If the global or top-level environment is reached without finding
the symbol total then that variable is created and assigned to there. For most users <<- creates
a global variable and assigns the value of the right hand side to it?>. Only when <<- has been
used in a function that was returned as the value of another function will the special behavior
described here occur.

open.account <- function(total) {
list(
deposit = function(amount) {
if (amount <= 0)
stop("Deposits must be positive!\n")
total <<- total + amount
cat (amount, "deposited. Your balance is", total, "\n\n")
},
withdraw = function(amount) {
if (amount > total)
stop("You don’t have that much money!\n")
total <<- total - amount
cat(amount, "withdrawn. Your balance is", total, "\n\n")
1,
balance = function() {
cat("Your balance is", total, "\n\n")
}
)
}

ross <- open.account(100)
robert <- open.account(200)

ross$withdraw(30)

2 In some sense this mimics the behavior in S-PLUS since in S-PLUS this operator always creates or assigns to
a global variable.
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ross$balance()
robert$balance()

ross$deposit (50)
ross$balance()
ross$withdraw(500)

10.8 Customizing the environment

Users can customize their environment in several different ways. There is a site initialization
file and every directory can have its own special initialization file. Finally, the special functions
.First and .Last can be used.

The location of the site initialization file is taken from the value of the R_PROFILE environment
variable. If that variable is unset, the file Rprofile.site in the R home subdirectory etc is used.
This file should contain the commands that you want to execute every time R is started under
your system. A second, personal, profile file named .Rprofile® can be placed in any directory. If
R is invoked in that directory then that file will be sourced. This file gives individual users control
over their workspace and allows for different startup procedures in different working directories.
If no .Rprofile file is found in the startup directory, then R looks for a .Rprofile file in the
user’s home directory and uses that (if it exists). If the environment variable R_PROFILE_USER
is set, the file it points to is used instead of the .Rprofile files.

Any function named .First() in either of the two profile files or in the .RData image has
a special status. It is automatically performed at the beginning of an R session and may be
used to initialize the environment. For example, the definition in the example below alters the
prompt to $ and sets up various other useful things that can then be taken for granted in the
rest of the session.

Thus, the sequence in which files are executed is, Rprofile.site, the user profile, .RData
and then .First(). A definition in later files will mask definitions in earlier files.

> .First <- function() {

options(prompt="$ ", continue="+\t") # $ is the prompt
options(digits=5, length=999) # custom numbers and printout
x110) # for graphics

par(pch = "+") # plotting character

source(file.path(Sys.getenv("HOME"), "R", "mystuff.R"))
# my personal functions
library(MASS) # attach a package
}

Similarly a function .Last (), if defined, is (normally) executed at the very end of the session.
An example is given below.
> .Last <- function() {
graphics.off () # a small safety measure.
cat(paste(date(),"\nAdios\n")) # Is it time for lunch?
}

10.9 Classes, generic functions and object orientation

The class of an object determines how it will be treated by what are known as generic functions.
Put the other way round, a generic function performs a task or action on its arguments specific
to the class of the argument itself. If the argument lacks any class attribute, or has a class

3 S0 it is hidden under UNIX.
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not catered for specifically by the generic function in question, there is always a default action
provided.

An example makes things clearer. The class mechanism offers the user the facility of designing
and writing generic functions for special purposes. Among the other generic functions are plot ()
for displaying objects graphically, summary() for summarizing analyses of various types, and
anova() for comparing statistical models.

The number of generic functions that can treat a class in a specific way can be quite large.
For example, the functions that can accommodate in some fashion objects of class "data.frame"
include

[ [[<- any as.matrix
[<- mean plot  summary

A currently complete list can be got by using the methods () function:
> methods(class="data.frame")

Conversely the number of classes a generic function can handle can also be quite large
For example the plot() function has a default method and variants for objects of classes
"data.frame", "density", "factor", and more. A complete list can be got again by using
the methods () function:

> methods(plot)
For many generic functions the function body is quite short, for example

> coef
function (object, ...)
UseMethod("coef")

The presence of UseMethod indicates this is a generic function. To see what methods are available
we can use methods ()

> methods(coef)
[1] coef.aov* coef .Arimax coef.defaultx* coef.listofx*
[5] coef.nls* coef.summary.nls*

Non-visible functions are asterisked

In this example there are six methods, none of which can be seen by typing its name. We can
read these by either of

> getAnywhere("coef.aov")

A single object matching ’coef.aov’ was found

It was found in the following places
registered S3 method for coef from namespace stats
namespace:stats

with value

function (object, ...)

{
z <- object$coef
z['is.na(z)]

}

> getS3method("coef", "aov")
function (object, ...)
{
z <- object$coef
z['is.na(z)]
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A function named gen.cl will be invoked by the generic gen for class c1, so do not name
functions in this style unless they are intended to be methods.

The reader is referred to the R Language Definition for a more complete discussion of this
mechanism.
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11 Statistical models in R

This section presumes the reader has some familiarity with statistical methodology, in particular
with regression analysis and the analysis of variance. Later we make some rather more ambitious
presumptions, namely that something is known about generalized linear models and nonlinear
regression.

The requirements for fitting statistical models are sufficiently well defined to make it possible
to construct general tools that apply in a broad spectrum of problems.

R provides an interlocking suite of facilities that make fitting statistical models very simple.
As we mention in the introduction, the basic output is minimal, and one needs to ask for the
details by calling extractor functions.

11.1 Defining statistical models; formulae

The template for a statistical model is a linear regression model with independent, homoscedastic
errors

P
yi=> Bz +e,  e~NID0,6%), i=1,...,n
j=0
In matrix terms this would be written

y=XB+e

where the gy is the response vector, X is the model matriz or design matriz and has columns
Zo,%1,...,Ty, the determining variables. Very often z, will be a column of ones defining an
intercept term.

Examples
Before giving a formal specification, a few examples may usefully set the picture.

Suppose y, x, x0, x1, x2, ... are numeric variables, X is a matrix and A, B, C, ... are factors.
The following formulae on the left side below specify statistical models as described on the right.

y©x
y ~ 1 +x Both imply the same simple linear regression model of y on z. The first has an

implicit intercept term, and the second an explicit one.

y~0+x
y~-1+x
y “x -1 Simple linear regression of y on x through the origin (that is, without an intercept

term).

log(y) ~ x1 +x2
Multiple regression of the transformed variable, log(y), on z1 and z2 (with an
implicit intercept term).

y ~ poly(x,2)

y T l+x+I(x"2)
Polynomial regression of y on x of degree 2. The first form uses orthogonal polyno-
mials, and the second uses explicit powers, as basis.

y ~ X + poly(x,2)
Multiple regression y with model matrix consisting of the matrix X as well as
polynomial terms in x to degree 2.
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y~A Single classification analysis of variance model of y, with classes determined by A.

y ~ A +x Single classification analysis of covariance model of y, with classes determined by
A, and with covariate x.

y ~ AxB

y " A+B+A:B

y “ B%ink A

y ~ A/B Two factor non-additive model of y on A and B. The first two specify the same
crossed classification and the second two specify the same nested classification. In
abstract terms all four specify the same model subspace.

y~ (A+B+C)"2

y 7 AxBxC - A:B:C
Three factor experiment but with a model containing main effects and two factor
interactions only. Both formulae specify the same model.

y T Axx

y =~ A/x

y A/(1+x)-1
Separate simple linear regression models of y on x within the levels of A, with
different codings. The last form produces explicit estimates of as many different
intercepts and slopes as there are levels in A.

y ~ A*B + Error (C)
An experiment with two treatment factors, A and B, and error strata determined
by factor C. For example a split plot experiment, with whole plots (and hence also
subplots), determined by factor C.

The operator ~ is used to define a model formula in R. The form, for an ordinary linear

model, is
response ~ op_1 term_1 op_2 term_2 op_3 term_3 ...
where

response is a vector or matrix, (or expression evaluating to a vector or matrix) defining the
response variable(s).

op-i is an operator, either + or -, implying the inclusion or exclusion of a term in the
model, (the first is optional).
term_i is either
e a vector or matrix expression, or 1,
e a factor, or
e a formula expression consisting of factors, vectors or matrices connected by
formula operators.

In all cases each term defines a collection of columns either to be added to or
removed from the model matrix. A 1 stands for an intercept column and is by
default included in the model matrix unless explicitly removed.

The formula operators are similar in effect to the Wilkinson and Rogers notation used by
such programs as Glim and Genstat. One inevitable change is that the operator ‘.’ becomes ‘:’
since the period is a valid name character in R.

The notation is summarized below (based on Chambers & Hastie, 1992, p.29):
Y M Y is modeled as M.
M_1+M_2 Include M_1 and M_2.
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M_1-M_2 Include M_1 leaving out terms of M_2.

M_1 : M_2 The tensor product of M_1 and M_2. If both terms are factors, then the “subclasses”
factor.

M_1 %in’% M_2
Similar to M_1:M_2, but with a different coding.

M1xM2 M1+M2+M1:M 2
M_1/M2 M1+M_2Y%in) M_1.
M"n All terms in M together with “interactions” up to order n

INGL)) Insulate M. Inside M all operators have their normal arithmetic meaning, and that
term appears in the model matrix.

Note that inside the parentheses that usually enclose function arguments all operators have
their normal arithmetic meaning. The function I() is an identity function used to allow terms
in model formulae to be defined using arithmetic operators.

Note particularly that the model formulae specify the columns of the model matriz, the
specification of the parameters being implicit. This is not the case in other contexts, for example
in specifying nonlinear models.

11.1.1 Contrasts

We need at least some idea how the model formulae specify the columns of the model matrix.
This is easy if we have continuous variables, as each provides one column of the model matrix
(and the intercept will provide a column of ones if included in the model).

What about a k-level factor A? The answer differs for unordered and ordered factors. For
unordered factors k — 1 columns are generated for the indicators of the second, ..., kth levels
of the factor. (Thus the implicit parameterization is to contrast the response at each level with
that at the first.) For ordered factors the k — 1 columns are the orthogonal polynomials on
1,...,k, omitting the constant term.

Although the answer is already complicated, it is not the whole story. First, if the intercept
is omitted in a model that contains a factor term, the first such term is encoded into k£ columns
giving the indicators for all the levels. Second, the whole behavior can be changed by the
options setting for contrasts. The default setting in R is

options(contrasts = c("contr.treatment", "contr.poly"))

The main reason for mentioning this is that R and S have different defaults for unordered factors,
S using Helmert contrasts. So if you need to compare your results to those of a textbook or
paper which used S-PLuUS, you will need to set

options(contrasts = c("contr.helmert", "contr.poly"))

This is a deliberate difference, as treatment contrasts (R’s default) are thought easier for new-
comers to interpret.

We have still not finished, as the contrast scheme to be used can be set for each term in the
model using the functions contrasts and C.

We have not yet considered interaction terms: these generate the products of the columns
introduced for their component terms.

Although the details are complicated, model formulae in R will normally generate the models
that an expert statistician would expect, provided that marginality is preserved. Fitting, for
example, a model with an interaction but not the corresponding main effects will in general lead
to surprising results, and is for experts only.
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11.2 Linear models
The basic function for fitting ordinary multiple models is 1m(), and a streamlined version of the
call is as follows:
> fitted.model <- 1lm(formula, data = data.frame)
For example
> fm2 <- Im(y 7 x1 + x2, data = production)
would fit a multiple regression model of y on z1 and x2 (with implicit intercept term).

The important (but technically optional) parameter data = production specifies that any
variables needed to construct the model should come first from the production data frame.
This is the case regardless of whether data frame production has been attached on the search
path or not.

11.3 Generic functions for extracting model information

The value of 1m() is a fitted model object; technically a list of results of class "1m". Information
about the fitted model can then be displayed, extracted, plotted and so on by using generic
functions that orient themselves to objects of class "1m". These include

add1 deviance  formula predict step
alias  dropl kappa print summary
anova  effects labels proj vcov
coef family plot residuals

A brief description of the most commonly used ones is given below.

anova(object_1, object_2)
Compare a submodel with an outer model and produce an analysis of variance table.

coef (object)
Extract the regression coefficient (matrix).

Long form: coefficients(object).

deviance(object)
Residual sum of squares, weighted if appropriate.

formula(object)
Extract the model formula.

plot(object)
Produce four plots, showing residuals, fitted values and some diagnostics.

predict(object, newdata=data.frame)
The data frame supplied must have variables specified with the same labels as the
original. The value is a vector or matrix of predicted values corresponding to the
determining variable values in data.frame.

print(object)
Print a concise version of the object. Most often used implicitly.

residuals(object)
Extract the (matrix of) residuals, weighted as appropriate.

Short form: resid(object).
step(object)
Select a suitable model by adding or dropping terms and preserving hierarchies. The

model with the smallest value of AIC (Akaike’s An Information Criterion) discovered
in the stepwise search is returned.



Chapter 11: Statistical models in R 55

summary (object)
Print a comprehensive summary of the results of the regression analysis.

vcov(object)
Returns the variance-covariance matrix of the main parameters of a fitted model
object.

11.4 Analysis of variance and model comparison

The model fitting function aov(formula, data=data.frame) operates at the simplest level in
a very similar way to the function 1m(), and most of the generic functions listed in the table in
Section 11.3 [Generic functions for extracting model information], page 54, apply.

It should be noted that in addition aov() allows an analysis of models with multiple error
strata such as split plot experiments, or balanced incomplete block designs with recovery of
inter-block information. The model formula

response ~ mean.formula + Error(strata.formula)
specifies a multi-stratum experiment with error strata defined by the strata.formula. In the
simplest case, strata.formula is simply a factor, when it defines a two strata experiment, namely
between and within the levels of the factor.

For example, with all determining variables factors, a model formula such as that in:

> fm <- aov(yield ~ v + n*px*k + Error(farms/blocks), data=farm.data)

would typically be used to describe an experiment with mean model v + n*p*k and three error
strata, namely “between farms”, “within farms, between blocks” and “within blocks”.

11.4.1 ANOVA tables

Note also that the analysis of variance table (or tables) are for a sequence of fitted models.
The sums of squares shown are the decrease in the residual sums of squares resulting from an
inclusion of that term in the model at that place in the sequence. Hence only for orthogonal
experiments will the order of inclusion be inconsequential.

For multistratum experiments the procedure is first to project the response onto the error
strata, again in sequence, and to fit the mean model to each projection. For further details, see
Chambers & Hastie (1992).

A more flexible alternative to the default full ANOVA table is to compare two or more models
directly using the anova() function.

> anova(fitted.model.1, fitted.model.2, ...)

The display is then an ANOVA table showing the differences between the fitted models when

fitted in sequence. The fitted models being compared would usually be an hierarchical sequence,

of course. This does not give different information to the default, but rather makes it easier to
comprehend and control.

11.5 Updating fitted models

The update () function is largely a convenience function that allows a model to be fitted that
differs from one previously fitted usually by just a few additional or removed terms. Its form is

> new.model <- update(old.model, new.formula)

In the new.formula the special name consisting of a period, ‘.’, only, can be used to stand
for “the corresponding part of the old model formula”. For example,

> fm05 <- Im(y ~ x1 + x2 + x3 + x4 + x5, data = production)
> fm6 <- update(fm05, . ~ . + x6)
> smf6 <- update(fm6, sqrt(.) ~ .)
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would fit a five variate multiple regression with variables (presumably) from the data frame
production, fit an additional model including a sixth regressor variable, and fit a variant on
the model where the response had a square root transform applied.

Note especially that if the data= argument is specified on the original call to the model
fitting function, this information is passed on through the fitted model object to update () and
its allies.

The name ‘.’ can also be used in other contexts, but with slightly different meaning. For
example

> fmfull <- 1lm(y ~ . , data = production)

would fit a model with response y and regressor variables all other variables in the data frame
production.

Other functions for exploring incremental sequences of models are add1(), dropl1() and
step(). The names of these give a good clue to their purpose, but for full details see the on-line
help.

11.6 Generalized linear models

Generalized linear modeling is a development of linear models to accommodate both non-normal
response distributions and transformations to linearity in a clean and straightforward way. A
generalized linear model may be described in terms of the following sequence of assumptions:

e There is a response, y, of interest and stimulus variables x;, -, ..., whose values influence
the distribution of the response.

e The stimulus variables influence the distribution of y through a single linear function, only.
This linear function is called the linear predictor, and is usually written

N = Bixy + Boxo + -+ + Bpxy,

hence z; has no influence on the distribution of y if and only if 5, = 0.

e The distribution of ¥ is of the form

Fr (@i 1, 0) = exp ‘;‘ A =7 W)} + 7 9)

where ¢ is a scale parameter (possibly known), and is constant for all observations, A
represents a prior weight, assumed known but possibly varying with the observations, and
w is the mean of y. So it is assumed that the distribution of y is determined by its mean
and possibly a scale parameter as well.

e The mean, yu, is a smooth invertible function of the linear predictor:

and this inverse function, (), is called the link function.

These assumptions are loose enough to encompass a wide class of models useful in statistical
practice, but tight enough to allow the development of a unified methodology of estimation and
inference, at least approximately. The reader is referred to any of the current reference works
on the subject for full details, such as McCullagh & Nelder (1989) or Dobson (1990).
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11.6.1 Families

The class of generalized linear models handled by facilities supplied in R includes gaussian,
binomial, poisson, inverse gaussian and gamma response distributions and also quasi-likelihood
models where the response distribution is not explicitly specified. In the latter case the variance
function must be specified as a function of the mean, but in other cases this function is implied
by the response distribution.

Each response distribution admits a variety of link functions to connect the mean with the
linear predictor. Those automatically available are shown in the following table:

Family name Link functions

binomial logit, probit, log, cloglog

gaussian identity, log, inverse

Gamma identity, inverse, log

inverse.gaussian 1/mu~2, identity, inverse, log

poisson identity, log, sqrt

quasi logit, probit, cloglog, identity, inverse,

log, 1/mu”2, sqrt
The combination of a response distribution, a link function and various other pieces of infor-

mation that are needed to carry out the modeling exercise is called the family of the generalized
linear model.

11.6.2 The glm() function

Since the distribution of the response depends on the stimulus variables through a single linear
function only, the same mechanism as was used for linear models can still be used to specify the
linear part of a generalized model. The family has to be specified in a different way.

The R function to fit a generalized linear model is glm() which uses the form
> fitted.model <- glm(formula, family=family.generator, data=data.frame)

The only new feature is the family.generator, which is the instrument by which the family is
described. It is the name of a function that generates a list of functions and expressions that
together define and control the model and estimation process. Although this may seem a little
complicated at first sight, its use is quite simple.

The names of the standard, supplied family generators are given under “Family Name” in
the table in Section 11.6.1 [Families|, page 57. Where there is a choice of links, the name of the
link may also be supplied with the family name, in parentheses as a parameter. In the case of
the quasi family, the variance function may also be specified in this way.

Some examples make the process clear.

The gaussian family
A call such as

> fm <- glm(y ~ x1 + x2, family = gaussian, data = sales)
achieves the same result as

> fm <- lm(y ~ x1+x2, data=sales)
but much less efficiently. Note how the gaussian family is not automatically provided with a
choice of links, so no parameter is allowed. If a problem requires a gaussian family with a
nonstandard link, this can usually be achieved through the quasi family, as we shall see later.
The binomial family

Consider a small, artificial example, from Silvey (1970).
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On the Aegean island of Kalythos the male inhabitants suffer from a congenital eye disease,
the effects of which become more marked with increasing age. Samples of islander males of
various ages were tested for blindness and the results recorded. The data is shown below:

Age: 20 35 45 55 70
No. tested: 50 50 50 50 50
No. blind: 6 17 26 37 44

The problem we consider is to fit both logistic and probit models to this data, and to estimate
for each model the LD50, that is the age at which the chance of blindness for a male inhabitant
is 50%.

If y is the number of blind at age « and n the number tested, both models have the form

Yy~ B(TL, F(BO + ﬁlx))

where for the probit case, F'(z) = ®(z) is the standard normal distribution function, and in the
logit case (the default), F'(z) = e*/(1 + €*). In both cases the LD50 is

LD50 = B, /B,

that is, the point at which the argument of the distribution function is zero.
The first step is to set the data up as a data frame

> kalythos <- data.frame(x = ¢(20,35,45,55,70), n = rep(50,5),
y = c(6,17,26,37,44))

To fit a binomial model using glm() there are three possibilities for the response:
e If the response is a vector it is assumed to hold binary data, and so must be a 0/1 vector.

e If the response is a two-column matriz it is assumed that the first column holds the number
of successes for the trial and the second holds the number of failures.

e If the response is a factor, its first level is taken as failure (0) and all other levels as ‘success’
(1).
Here we need the second of these conventions, so we add a matrix to our data frame:
> kalythos$¥Ymat <- cbind(kalythos$y, kalythos$n - kalythos$y)

To fit the models we use

binomial (link=probit), data = kalythos)
binomial, data = kalythos)

> fmp <- glm(Ymat ~ x, family
> fml <- glm(Ymat ~ x, family

Since the logit link is the default the parameter may be omitted on the second call. To see
the results of each fit we could use

> summary (fmp)
> summary (fml)

Both models fit (all too) well. To find the LD50 estimate we can use a simple function:

> 1d50 <- function(b) -b[1]/b[2]
> 1dp <- 1d50(coef (fmp)); 1dl <- 1d50(coef (fml)); c(1ldp, 1dl)

The actual estimates from this data are 43.663 years and 43.601 years respectively.

Poisson models

With the Poisson family the default link is the log, and in practice the major use of this family
is to fit surrogate Poisson log-linear models to frequency data, whose actual distribution is often
multinomial. This is a large and important subject we will not discuss further here. It even
forms a major part of the use of non-gaussian generalized models overall.
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Occasionally genuinely Poisson data arises in practice and in the past it was often analyzed
as gaussian data after either a log or a square-root transformation. As a graceful alternative to
the latter, a Poisson generalized linear model may be fitted as in the following example:

> fmod <- glm(y ~ A + B + x, family = poisson(link=sqrt),
data = worm.counts)

Quasi-likelihood models

For all families the variance of the response will depend on the mean and will have the scale
parameter as a multiplier. The form of dependence of the variance on the mean is a characteristic
of the response distribution; for example for the poisson distribution Var[y] = .

For quasi-likelihood estimation and inference the precise response distribution is not specified,
but rather only a link function and the form of the variance function as it depends on the
mean. Since quasi-likelihood estimation uses formally identical techniques to those for the
gaussian distribution, this family provides a way of fitting gaussian models with non-standard
link functions or variance functions, incidentally.

For example, consider fitting the non-linear regression

0121
V= zy — 0, e
which may be written alternatively as
= +
y=——=—+e
prx1 + Bata

where x1 = z3/21, x93 = —1/z1, 1 = 1/60; and By = 05/0;. Supposing a suitable data frame to
be set up we could fit this non-linear regression as

> nlfit <- glm(y ~ x1 + x2 - 1,
family = quasi(link=inverse, variance=constant),
data = biochem)

The reader is referred to the manual and the help document for further information, as
needed.

11.7 Nonlinear least squares and maximum likelihood models

Certain forms of nonlinear model can be fitted by Generalized Linear Models (glm()). But in the
majority of cases we have to approach the nonlinear curve fitting problem as one of nonlinear
optimization. R’s nonlinear optimization routines are optim(), nlm() and nlminb(), which
provide the functionality (and more) of S-PLUS’s ms() and nlminb(). We seek the parameter
values that minimize some index of lack-of-fit, and they do this by trying out various parameter
values iteratively. Unlike linear regression for example, there is no guarantee that the procedure
will converge on satisfactory estimates. All the methods require initial guesses about what
parameter values to try, and convergence may depend critically upon the quality of the starting
values.

11.7.1 Least squares

One way to fit a nonlinear model is by minimizing the sum of the squared errors (SSE) or
residuals. This method makes sense if the observed errors could have plausibly arisen from a
normal distribution.

Here is an example from Bates & Watts (1988), page 51. The data are:
> x <- ¢(0.02, 0.02, 0.06, 0.06, 0.11, 0.11, 0.22, 0.22, 0.56, 0.56,
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1.10, 1.10)
>y <- c(76, 47, 97, 107, 123, 139, 159, 152, 191, 201, 207, 200)

The fit criterion to be minimized is:
> fn <- function(p) sum((y - (p[1] * x)/(p[2] + x))"2)

In order to do the fit we need initial estimates of the parameters. One way to find sensible
starting values is to plot the data, guess some parameter values, and superimpose the model
curve using those values.

> plot(x, y)

> xfit <- seq(.02, 1.1, .05)

> yfit <- 200 * xfit/(0.1 + xfit)
> lines(spline(xfit, yfit))

We could do better, but these starting values of 200 and 0.1 seem adequate. Now do the fit:
> out <- nlm(fn, p = c(200, 0.1), hessian = TRUE)

After the fitting, out$minimum is the SSE, and out$estimate are the least squares estimates
of the parameters. To obtain the approximate standard errors (SE) of the estimates we do:

> sqrt(diag(2*out$minimum/ (length(y) - 2) * solve(out$hessian)))

The 2 which is subtracted in the line above represents the number of parameters. A 95%
confidence interval would be the parameter estimate + 1.96 SE. We can superimpose the least
squares fit on a new plot:

> plot(x, y)

> xfit <- seq(.02, 1.1, .05)

> yfit <- 212.68384222 * xfit/(0.06412146 + xfit)
> lines(spline(xfit, yfit))

The standard package stats provides much more extensive facilities for fitting non-linear
models by least squares. The model we have just fitted is the Michaelis-Menten model, so we
can use

> df <- data.frame(x=x, y=y)
> fit <- nls(y ~ SSmicmen(x, Vm, K), df)
> fit
Nonlinear regression model

model: y ~ SSmicmen(x, Vm, K)

data: df
Vm K

212.68370711  0.06412123

residual sum-of-squares: 1195.449
> summary(fit)

Formula: y ~ SSmicmen(x, Vm, K)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
Vm 2.127e+02 6.947e+00 30.615 3.24e-11
K 6.412e-02 8.281e-03 7.743 1.57e-05

Residual standard error: 10.93 on 10 degrees of freedom
Correlation of Parameter Estimates:

Vm
K 0.7651
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11.7.2 Maximum likelihood

Maximum likelihood is a method of nonlinear model fitting that applies even if the errors are
not normal. The method finds the parameter values which maximize the log likelihood, or
equivalently which minimize the negative log-likelihood. Here is an example from Dobson (1990),
pp- 108-111. This example fits a logistic model to dose-response data, which clearly could also
be fit by glm(). The data are:

> x <= ¢(1.6907, 1.7242, 1.7552, 1.7842, 1.8113,
1.8369, 1.8610, 1.8839)

>y <= c(6, 13, 18, 28, 52, 53, 61, 60)

> n <- c(59, 60, 62, 56, 63, 59, 62, 60)

The negative log-likelihood to minimize is:
> fn <- function(p)
sum( - (y*(p[1]+p[2]*x) - n*log(l+exp(p[1]+p[2]*x))
+ log(choose(n, y)) ))
We pick sensible starting values and do the fit:
> out <- nlm(fn, p = c(-50,20), hessian = TRUE)

After the fitting, out$minimum is the negative log-likelihood, and out$estimate are the maxi-
mum likelihood estimates of the parameters. To obtain the approximate SEs of the estimates
we do:

> sqrt(diag(solve(out$hessian)))
A 95% confidence interval would be the parameter estimate £ 1.96 SE.

11.8 Some non-standard models

We conclude this chapter with just a brief mention of some of the other facilities available in R
for special regression and data analysis problems.

e Mixed models. The recommended nlme (https://CRAN.R-project.org/package=nlme)
package provides functions 1me () and nlme () for linear and non-linear mixed-effects models,
that is linear and non-linear regressions in which some of the coefficients correspond to
random effects. These functions make heavy use of formulae to specify the models.

e Local approximating regressions. The loess() function fits a nonparametric regression by
using a locally weighted regression. Such regressions are useful for highlighting a trend in
messy data or for data reduction to give some insight into a large data set.

Function loess is in the standard package stats, together with code for projection pursuit
regression.

e Robust regression. There are several functions available for fitting regression models in a
way resistant to the influence of extreme outliers in the data. Function 1gs in the recom-
mended package MASS (https://CRAN.R-project.org/package=MASS) provides state-
of-art algorithms for highly-resistant fits. Less resistant but statistically more efficient
methods are available in packages, for example function rlm in package MASS (https://
CRAN.R-project.org/package=MASS).

e Additive models. This technique aims to construct a regression function from smooth addi-
tive functions of the determining variables, usually one for each determining variable. Func-
tions avas and ace in package acepack (https://CRAN.R-project.org/package=acepack)
and functions bruto and mars in package mda (https: // CRAN . R-project . org/
package=mda) provide some examples of these techniques in user-contributed packages to
R. An extension is Generalized Additive Models, implemented in user-contributed pack-
ages gam (https://CRAN.R-project . org/package=gam) and mgcv (https://CRAN.
R-project.org/package=mgcv).
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o Tree-based models. Rather than seek an explicit global linear model for prediction or
interpretation, tree-based models seek to bifurcate the data, recursively, at critical points
of the determining variables in order to partition the data ultimately into groups that are
as homogeneous as possible within, and as heterogeneous as possible between. The results
often lead to insights that other data analysis methods tend not to yield.

Models are again specified in the ordinary linear model form. The model fitting function is
tree (), but many other generic functions such as plot() and text () are well adapted to
displaying the results of a tree-based model fit in a graphical way.

Tree models are available in R wia the user-contributed packages rpart (https: //
CRAN . R-project . org/ package=rpart) and tree (https://CRAN.R-project . org/
package=tree).
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12 Graphical procedures

Graphical facilities are an important and extremely versatile component of the R environment.
It is possible to use the facilities to display a wide variety of statistical graphs and also to build
entirely new types of graph.

The graphics facilities can be used in both interactive and batch modes, but in most cases,
interactive use is more productive. Interactive use is also easy because at startup time R initiates
a graphics device driver which opens a special graphics window for the display of interactive
graphics. Although this is done automatically, it may useful to know that the command used is
X11 () under UNIX, windows () under Windows and quartz() under macOS. A new device can
always be opened by dev.new().

Once the device driver is running, R plotting commands can be used to produce a variety of
graphical displays and to create entirely new kinds of display.

Plotting commands are divided into three basic groups:

e High-level plotting functions create a new plot on the graphics device, possibly with axes,
labels, titles and so on.

e Low-level plotting functions add more information to an existing plot, such as extra points,
lines and labels.

e Interactive graphics functions allow you interactively add information to, or extract infor-
mation from, an existing plot, using a pointing device such as a mouse.

In addition, R maintains a list of graphical parameters which can be manipulated to customize
your plots.

This manual only describes what are known as ‘base’ graphics. A separate graphics sub-
system in package grid coexists with base — it is more powerful but harder to use. There is a
recommended package lattice (https://CRAN.R-project.org/package=1lattice) which builds
on grid and provides ways to produce multi-panel plots akin to those in the Trellis system in S.

12.1 High-level plotting commands

High-level plotting functions are designed to generate a complete plot of the data passed as ar-
guments to the function. Where appropriate, axes, labels and titles are automatically generated
(unless you request otherwise.) High-level plotting commands always start a new plot, erasing
the current plot if necessary.

12.1.1 The plot() function

One of the most frequently used plotting functions in R is the plot () function. This is a generic
function: the type of plot produced is dependent on the type or class of the first argument.

plot(x, y)

plot(xy) If x and y are vectors, plot(x, y) produces a scatterplot of y against x. The same
effect can be produced by supplying one argument (second form) as either a list
containing two elements x and y or a two-column matrix.

plot(x) If x is a time series, this produces a time-series plot. If x is a numeric vector, it
produces a plot of the values in the vector against their index in the vector. If x
is a complex vector, it produces a plot of imaginary versus real parts of the vector
elements.

plot (£)

plot (£, y)
f is a factor object, y is a numeric vector. The first form generates a bar plot of f;
the second form produces boxplots of y for each level of f.
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plot (df)

plot(” expr)

plot(y = expr)
df is a data frame, y is any object, expr is a list of object names separated by ‘+’
(e.g., a + b + ¢). The first two forms produce distributional plots of the variables in
a data frame (first form) or of a number of named objects (second form). The third
form plots y against every object named in expr.

12.1.2 Displaying multivariate data

R provides two very useful functions for representing multivariate data. If X is a numeric matrix
or data frame, the command

> pairs(X)

produces a pairwise scatterplot matrix of the variables defined by the columns of X, that is,
every column of X is plotted against every other column of X and the resulting n(n — 1) plots
are arranged in a matrix with plot scales constant over the rows and columns of the matrix.

When three or four variables are involved a coplot may be more enlightening. If a and b are
numeric vectors and c is a numeric vector or factor object (all of the same length), then the
command

> coplot(a ~ b | ¢)

produces a number of scatterplots of a against b for given values of c. If ¢ is a factor, this
simply means that a is plotted against b for every level of c. When c is numeric, it is divided
into a number of conditioning intervals and for each interval a is plotted against b for values of ¢
within the interval. The number and position of intervals can be controlled with given.values=
argument to coplot ()—the function co.intervals() is useful for selecting intervals. You can
also use two given variables with a command like

> coplot(a " b | ¢ + 4d)
which produces scatterplots of a against b for every joint conditioning interval of ¢ and d.

The coplot() and pairs() function both take an argument panel= which can be used to
customize the type of plot which appears in each panel. The default is points() to produce a
scatterplot but by supplying some other low-level graphics function of two vectors x and y as
the value of panel= you can produce any type of plot you wish. An example panel function
useful for coplots is panel.smooth().

12.1.3 Display graphics

Other high-level graphics functions produce different types of plots. Some examples are:

qqnorm(x)

gqqline(x)

qgplot(x, y)
Distribution-comparison plots. The first form plots the numeric vector x against the
expected Normal order scores (a normal scores plot) and the second adds a straight
line to such a plot by drawing a line through the distribution and data quartiles.
The third form plots the quantiles of x against those of y to compare their respective
distributions.

hist(x)

hist(x, nclass=n)

hist(x, breaks=b, ...)

Produces a histogram of the numeric vector x. A sensible number of classes is
usually chosen, but a recommendation can be given with the nclass= argument.
Alternatively, the breakpoints can be specified exactly with the breaks= argument.
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If the probability=TRUE argument is given, the bars represent relative frequencies
divided by bin width instead of counts.

dotchart(x, ...)
Constructs a dotchart of the data in x. In a dotchart the y-axis gives a labelling
of the data in x and the z-axis gives its value. For example it allows easy visual
selection of all data entries with values lying in specified ranges.

image(x, y, z, ...)

contour(x, y, z, ...)

persp(x, y, z, ...)
Plots of three variables. The image plot draws a grid of rectangles using different
colours to represent the value of z, the contour plot draws contour lines to represent
the value of z, and the persp plot draws a 3D surface.

12.1.4 Arguments to high-level plotting functions

There are a number of arguments which may be passed to high-level graphics functions, as
follows:

add=TRUE Forces the function to act as a low-level graphics function, superimposing the plot
on the current plot (some functions only).

axes=FALSE
Suppresses generation of axes—useful for adding your own custom axes with the
axis () function. The default, axes=TRUE, means include axes.

lOg="X"

log="y"
log="xy" Causes the z, y or both axes to be logarithmic. This will work for many, but not
all, types of plot.

type= The type= argument controls the type of plot produced, as follows:
type="p" Plot individual points (the default)
type="1" Plot lines
type="b" Plot points connected by lines (both)
type="0" Plot points overlaid by lines
type="h" Plot vertical lines from points to the zero axis (high-density)

type="s"
type="S" Step-function plots. In the first form, the top of the vertical defines the
point; in the second, the bottom.

type="n" No plotting at all. However axes are still drawn (by default) and the
coordinate system is set up according to the data. Ideal for creating
plots with subsequent low-level graphics functions.

xlab=string

ylab=string
Axis labels for the x and y axes. Use these arguments to change the default labels,
usually the names of the objects used in the call to the high-level plotting function.

main=string

Figure title, placed at the top of the plot in a large font.
sub=string

Sub-title, placed just below the x-axis in a smaller font.
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12.2 Low-level plotting commands

Sometimes the high-level plotting functions don’t produce exactly the kind of plot you desire.
In this case, low-level plotting commands can be used to add extra information (such as points,
lines or text) to the current plot.

Some of the more useful low-level plotting functions are:

points(x, y)

lines(x, y)
Adds points or connected lines to the current plot. plot()’s type= argument can
also be passed to these functions (and defaults to "p" for points() and "1" for
lines().)

text(x, y, labels, ...)
Add text to a plot at points given by x, y. Normally labels is an integer or
character vector in which case labels[i] is plotted at point (x[i], y[i]). The
default is 1:1length(x).

Note: This function is often used in the sequence
> plot(x, y, type="n"); text(x, y, names)

The graphics parameter type="n" suppresses the points but sets up the axes, and
the text () function supplies special characters, as specified by the character vector
names for the points.

abline(a, b)

abline (h=y)

abline (v=x)

abline(lm.obj)
Adds a line of slope b and intercept a to the current plot. h=y may be used to
specify y-coordinates for the heights of horizontal lines to go across a plot, and
v=x similarly for the x-coordinates for vertical lines. Also Im.obj may be list with a
coefficients component of length 2 (such as the result of model-fitting functions,)
which are taken as an intercept and slope, in that order.

polygon(x, y, ...)
Draws a polygon defined by the ordered vertices in (x, y) and (optionally) shade it
in with hatch lines, or fill it if the graphics device allows the filling of figures.

legend(x, y, legend, ...)
Adds a legend to the current plot at the specified position. Plotting characters, line
styles, colors etc., are identified with the labels in the character vector legend. At
least one other argument v (a vector the same length as legend) with the corre-
sponding values of the plotting unit must also be given, as follows:

legend( , fill=v)
Colors for filled boxes

legend( , col=v)
Colors in which points or lines will be drawn

legend( , lty=v)
Line styles

legend( , lwd=v)
Line widths

legend( , pch=v)
Plotting characters (character vector)
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title(main, sub)
Adds a title main to the top of the current plot in a large font and (optionally) a
sub-title sub at the bottom in a smaller font.

axis(side, ...)
Adds an axis to the current plot on the side given by the first argument (1 to 4,
counting clockwise from the bottom.) Other arguments control the positioning of
the axis within or beside the plot, and tick positions and labels. Useful for adding
custom axes after calling plot () with the axes=FALSE argument.

Low-level plotting functions usually require some positioning information (e.g., = and y co-
ordinates) to determine where to place the new plot elements. Coordinates are given in terms of
user coordinates which are defined by the previous high-level graphics command and are chosen
based on the supplied data.

Where x and y arguments are required, it is also sufficient to supply a single argument being
a list with elements named x and y. Similarly a matrix with two columns is also valid input.
In this way functions such as locator () (see below) may be used to specify positions on a plot
interactively.

12.2.1 Mathematical annotation

In some cases, it is useful to add mathematical symbols and formulae to a plot. This can be
achieved in R by specifying an ezpression rather than a character string in any one of text,
mtext, axis, or title. For example, the following code draws the formula for the Binomial
probability function:

> text(x, y, expression(paste(bgroup("(", atop(n, x), ")"), p°x, q"{n-x})))
More information, including a full listing of the features available can obtained from within
R using the commands:

> help(plotmath)
> example(plotmath)
> demo (plotmath)

12.2.2 Hershey vector fonts

It is possible to specify Hershey vector fonts for rendering text when using the text and contour
functions. There are three reasons for using the Hershey fonts:

e Hershey fonts can produce better output, especially on a computer screen, for rotated
and/or small text.

e Hershey fonts provide certain symbols that may not be available in the standard fonts. In
particular, there are zodiac signs, cartographic symbols and astronomical symbols.

e Hershey fonts provide cyrillic and japanese (Kana and Kanji) characters.

More information, including tables of Hershey characters can be obtained from within R
using the commands:

> help(Hershey)
> demo (Hershey)
> help(Japanese)
> demo (Japanese)

12.3 Interacting with graphics

R also provides functions which allow users to extract or add information to a plot using a
mouse. The simplest of these is the locator () function:
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locator(n, type)
Waits for the user to select locations on the current plot using the left mouse button.
This continues until n (default 512) points have been selected, or another mouse
button is pressed. The type argument allows for plotting at the selected points and
has the same effect as for high-level graphics commands; the default is no plotting.
locator () returns the locations of the points selected as a list with two components
x and y.

locator () is usually called with no arguments. It is particularly useful for interactively
selecting positions for graphic elements such as legends or labels when it is difficult to calculate
in advance where the graphic should be placed. For example, to place some informative text
near an outlying point, the command

> text(locator(1l), "Outlier", adj=0)

may be useful. (locator() will be ignored if the current device, such as postscript does not
support interactive pointing.)

identify(x, y, labels)
Allow the user to highlight any of the points defined by x and y (using the left mouse
button) by plotting the corresponding component of labels nearby (or the index
number of the point if 1abels is absent). Returns the indices of the selected points
when another button is pressed.

Sometimes we want to identify particular points on a plot, rather than their positions. For
example, we may wish the user to select some observation of interest from a graphical display
and then manipulate that observation in some way. Given a number of (x,y) coordinates in two
numeric vectors x and y, we could use the identify() function as follows:

> plot(x, y)
> identify(x, y)

The identify () functions performs no plotting itself, but simply allows the user to move
the mouse pointer and click the left mouse button near a point. If there is a point near the
mouse pointer it will be marked with its index number (that is, its position in the x/y vectors)
plotted nearby. Alternatively, you could use some informative string (such as a case name) as a
highlight by using the labels argument to identify (), or disable marking altogether with the
plot = FALSE argument. When the process is terminated (see above), identify() returns the
indices of the selected points; you can use these indices to extract the selected points from the
original vectors x and y.

12.4 Using graphics parameters

When creating graphics, particularly for presentation or publication purposes, R’s defaults do
not always produce exactly that which is required. You can, however, customize almost every
aspect of the display using graphics parameters. R maintains a list of a large number of graphics
parameters which control things such as line style, colors, figure arrangement and text justifica-
tion among many others. Every graphics parameter has a name (such as ‘col’, which controls
colors,) and a value (a color number, for example.)

A separate list of graphics parameters is maintained for each active device, and each device has
a default set of parameters when initialized. Graphics parameters can be set in two ways: either
permanently, affecting all graphics functions which access the current device; or temporarily,
affecting only a single graphics function call.

12.4.1 Permanent changes: The par() function

The par () function is used to access and modify the list of graphics parameters for the current
graphics device.
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par) Without arguments, returns a list of all graphics parameters and their values for
the current device.

par(c("col", "lty"))
With a character vector argument, returns only the named graphics parameters
(again, as a list.)

par(col=4, 1ty=2)
With named arguments (or a single list argument), sets the values of the named
graphics parameters, and returns the original values of the parameters as a list.

Setting graphics parameters with the par() function changes the value of the parameters
permanently, in the sense that all future calls to graphics functions (on the current device) will
be affected by the new value. You can think of setting graphics parameters in this way as
setting “default” values for the parameters, which will be used by all graphics functions unless
an alternative value is given.

Note that calls to par() always affect the global values of graphics parameters, even when
par() is called from within a function. This is often undesirable behavior—usually we want to
set some graphics parameters, do some plotting, and then restore the original values so as not
to affect the user’s R session. You can restore the initial values by saving the result of par()
when making changes, and restoring the initial values when plotting is complete.

> oldpar <- par(col=4, 1ty=2)
... plotting commands . ..
> par(oldpar)
To save and restore all settable! graphical parameters use
> oldpar <- par(no.readonly=TRUE)
... plotting commands . . .
> par(oldpar)

12.4.2 Temporary changes: Arguments to graphics functions

Graphics parameters may also be passed to (almost) any graphics function as named arguments.
This has the same effect as passing the arguments to the par () function, except that the changes
only last for the duration of the function call. For example:

> plot(x, y, pch="+")
produces a scatterplot using a plus sign as the plotting character, without changing the default
plotting character for future plots.

Unfortunately, this is not implemented entirely consistently and it is sometimes necessary to
set and reset graphics parameters using par ().

12.5 Graphics parameters list

The following sections detail many of the commonly-used graphical parameters. The R help
documentation for the par () function provides a more concise summary; this is provided as a
somewhat more detailed alternative.

Graphics parameters will be presented in the following form:

name=value
A description of the parameter’s effect. name is the name of the parameter, that
is, the argument name to use in calls to par() or a graphics function. value is a
typical value you might use when setting the parameter.

Note that axes is not a graphics parameter but an argument to a few plot methods: see
xaxt and yaxt.

1 Some graphics parameters such as the size of the current device are for information only.
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12.5.1 Graphical elements

R plots are made up of points, lines, text and polygons (filled regions.) Graphical parameters
exist which control how these graphical elements are drawn, as follows:

pCh="+"

pch=4

1ty=2

lwd=2

col=2

col.axis
col.lab
col.main
col.sub

font=2

font.axis
font.lab
font.main
font.sub

adj=-0.1

cex=1.5

Character to be used for plotting points. The default varies with graphics drivers,
but it is usually ‘o’. Plotted points tend to appear slightly above or below the
appropriate position unless you use "." as the plotting character, which produces
centered points.

When pch is given as an integer between 0 and 25 inclusive, a specialized plotting
symbol is produced. To see what the symbols are, use the command

> legend(locator(1l), as.character(0:25), pch = 0:25)

Those from 21 to 25 may appear to duplicate earlier symbols, but can be coloured
in different ways: see the help on points and its examples.

In addition, pch can be a character or a number in the range 32:255 representing
a character in the current font.

Line types. Alternative line styles are not supported on all graphics devices (and
vary on those that do) but line type 1 is always a solid line, line type 0 is always invis-
ible, and line types 2 and onwards are dotted or dashed lines, or some combination
of both.

Line widths. Desired width of lines, in multiples of the “standard” line width.
Affects axis lines as well as lines drawn with 1lines(), etc. Not all devices support
this, and some have restrictions on the widths that can be used.

Colors to be used for points, lines, text, filled regions and images. A number from
the current palette (see ?palette) or a named colour.

The color to be used for axis annotation, x and y labels, main and sub-titles, re-
spectively.

An integer which specifies which font to use for text. If possible, device drivers
arrange so that 1 corresponds to plain text, 2 to bold face, 3 to italic, 4 to bold
italic and 5 to a symbol font (which include Greek letters).

The font to be used for axis annotation, x and y labels, main and sub-titles, respec-
tively.

Justification of text relative to the plotting position. 0 means left justify, 1 means
right justify and 0.5 means to center horizontally about the plotting position. The
actual value is the proportion of text that appears to the left of the plotting position,
so a value of -0.1 leaves a gap of 10% of the text width between the text and the
plotting position.

Character expansion. The value is the desired size of text characters (including
plotting characters) relative to the default text size.
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cex.axis

cex.lab

cex.main

cex.sub  The character expansion to be used for axis annotation, x and y labels, main and
sub-titles, respectively.

12.5.2 Axes and tick marks

Many of R’s high-level plots have axes, and you can construct axes yourself with the low-level
axis () graphics function. Axes have three main components: the azis line (line style controlled
by the 1ty graphics parameter), the tick marks (which mark off unit divisions along the axis
line) and the tick labels (which mark the units.) These components can be customized with the
following graphics parameters.

lab=c(5, 7, 12)
The first two numbers are the desired number of tick intervals on the x and y axes
respectively. The third number is the desired length of axis labels, in characters
(including the decimal point.) Choosing a too-small value for this parameter may
result in all tick labels being rounded to the same number!

las=1 Orientation of axis labels. 0 means always parallel to axis, 1 means always horizon-
tal, and 2 means always perpendicular to the axis.

mgp=c(3, 1, 0)
Positions of axis components. The first component is the distance from the axis
label to the axis position, in text lines. The second component is the distance to
the tick labels, and the final component is the distance from the axis position to the
axis line (usually zero). Positive numbers measure outside the plot region, negative
numbers inside.

tck=0.01 Length of tick marks, as a fraction of the size of the plotting region. When tck
is small (less than 0.5) the tick marks on the z and y axes are forced to be the
same size. A value of 1 gives grid lines. Negative values give tick marks outside the
plotting region. Use tck=0.01 and mgp=c(1,-1.5,0) for internal tick marks.

xaxs="r"

yaxs="i" Axis styles for the = and y axes, respectively. With styles "i" (internal) and "r"
(the default) tick marks always fall within the range of the data, however style "r"
leaves a small amount of space at the edges. (S has other styles not implemented in
R.)

12.5.3 Figure margins

A single plot in R is known as a figure and comprises a plot region surrounded by margins
(possibly containing axis labels, titles, etc.) and (usually) bounded by the axes themselves.
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A typical figure is

______________________

Plot region

mai[2]

Graphics parameters controlling figure layout include:

mai=c(1, 0.5, 0.5, 0)
Widths of the bottom, left, top and right margins, respectively, measured in inches.

mar=c(4, 2, 2, 1)
Similar to mai, except the measurement unit is text lines.

mar and mai are equivalent in the sense that setting one changes the value of the other. The
default values chosen for this parameter are often too large; the right-hand margin is rarely
needed, and neither is the top margin if no title is being used. The bottom and left margins
must be large enough to accommodate the axis and tick labels. Furthermore, the default is
chosen without regard to the size of the device surface: for example, using the postscript()
driver with the height=4 argument will result in a plot which is about 50% margin unless mar
or mai are set explicitly. When multiple figures are in use (see below) the margins are reduced,
however this may not be enough when many figures share the same page.
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12.5.4 Multiple figure environment

R allows you to create an n by m array of figures on a single page. Each figure has its own
margins, and the array of figures is optionally surrounded by an outer margin, as shown in the
following figure.

oma[3]

omi[4]
mfg=c(3,2,3,2)

omi[1]
mfrow=c(3,2)

The graphical parameters relating to multiple figures are as follows:

mfcol=c(3, 2)

mfrow=c(2, 4)
Set the size of a multiple figure array. The first value is the number of rows; the
second is the number of columns. The only difference between these two parameters
is that setting mfcol causes figures to be filled by column; mfrow fills by rows.

The layout in the Figure could have been created by setting mfrow=c(3,2); the
figure shows the page after four plots have been drawn.

Setting either of these can reduce the base size of symbols and text (controlled by
par ("cex") and the pointsize of the device). In a layout with exactly two rows and
columns the base size is reduced by a factor of 0.83: if there are three or more of
either rows or columns, the reduction factor is 0.66.

mfg=c(2, 2, 3, 2)
Position of the current figure in a multiple figure environment. The first two numbers
are the row and column of the current figure; the last two are the number of rows
and columns in the multiple figure array. Set this parameter to jump between figures
in the array. You can even use different values for the last two numbers than the
true values for unequally-sized figures on the same page.

fig=c(4, 9, 1, 4)/10
Position of the current figure on the page. Values are the positions of the left, right,
bottom and top edges respectively, as a percentage of the page measured from the
bottom left corner. The example value would be for a figure in the bottom right of
the page. Set this parameter for arbitrary positioning of figures within a page. If
you want to add a figure to a current page, use new=TRUE as well (unlike S).

oma=c(2, 0, 3, 0)

omi=c(0, 0, 0.8, 0)
Size of outer margins. Like mar and mai, the first measures in text lines and the
second in inches, starting with the bottom margin and working clockwise.
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Outer margins are particularly useful for page-wise titles, etc. Text can be added to the outer
margins with the mtext () function with argument outer=TRUE. There are no outer margins by
default, however, so you must create them explicitly using oma or omi.

More complicated arrangements of multiple figures can be produced by the split.screen()
and layout() functions, as well as by the grid and lattice (https://CRAN.R-project.org/
package=lattice) packages.

12.6 Device drivers

R can generate graphics (of varying levels of quality) on almost any type of display or printing
device. Before this can begin, however, R needs to be informed what type of device it is dealing
with. This is done by starting a device driver. The purpose of a device driver is to convert
graphical instructions from R (“draw a line,” for example) into a form that the particular device
can understand.

Device drivers are started by calling a device driver function. There is one such function
for every device driver: type help(Devices) for a list of them all. For example, issuing the
command

> postscript()

causes all future graphics output to be sent to the printer in PostScript format. Some commonly-
used device drivers are:

X110 For use with the X11 window system on Unix-alikes

windows ()
For use on Windows

quartz() For use on macOS

postscript ()

For printing on PostScript printers, or creating PostScript graphics files.
pdf O Produces a PDF file, which can also be included into PDF files.
png ) Produces a bitmap PNG file. (Not always available: see its help page.)

jpegO Produces a bitmap JPEG file, best used for image plots. (Not always available: see
its help page.)

When you have finished with a device, be sure to terminate the device driver by issuing the
command

> dev.off()
This ensures that the device finishes cleanly; for example in the case of hardcopy devices

this ensures that every page is completed and has been sent to the printer. (This will happen
automatically at the normal end of a session.)

12.6.1 PostScript diagrams for typeset documents

By passing the file argument to the postscript() device driver function, you may store the
graphics in PostScript format in a file of your choice. The plot will be in landscape orientation
unless the horizontal=FALSE argument is given, and you can control the size of the graphic with
the width and height arguments (the plot will be scaled as appropriate to fit these dimensions.)
For example, the command

> postscript("file.ps", horizontal=FALSE, height=5, pointsize=10)

will produce a file containing PostScript code for a figure five inches high, perhaps for inclusion
in a document. It is important to note that if the file named in the command already exists,
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it will be overwritten. This is the case even if the file was only created earlier in the same R
session.

Many usages of PostScript output will be to incorporate the figure in another document. This
works best when encapsulated PostScript is produced: R always produces conformant output,
but only marks the output as such when the onefile=FALSE argument is supplied. This unusual
notation stems from S-compatibility: it really means that the output will be a single page (which
is part of the EPSF specification). Thus to produce a plot for inclusion use something like

> postscript("plotl.eps", horizontal=FALSE, onefile=FALSE,
height=8, width=6, pointsize=10)

12.6.2 Multiple graphics devices

In advanced use of R it is often useful to have several graphics devices in use at the same time.
Of course only one graphics device can accept graphics commands at any one time, and this is
known as the current device. When multiple devices are open, they form a numbered sequence
with names giving the kind of device at any position.

The main commands used for operating with multiple devices, and their meanings are as
follows:

X110 [UNIX]

windows ()
win.printer()
win.metafile()

[Windows]
quartz() [macOS]

postscript ()
pdf O

png O
jpegO)
tiff ()

bitmap()
Each new call to a device driver function opens a new graphics device, thus extending
by one the device list. This device becomes the current device, to which graphics
output will be sent.

dev.list()
Returns the number and name of all active devices. The device at position 1 on the
list is always the null device which does not accept graphics commands at all.

dev.next ()

dev.prev()
Returns the number and name of the graphics device next to, or previous to the
current device, respectively.

dev.set (which=k)
Can be used to change the current graphics device to the one at position k of the
device list. Returns the number and label of the device.

dev.off (k)
Terminate the graphics device at point k of the device list. For some devices, such as
postscript devices, this will either print the file immediately or correctly complete
the file for later printing, depending on how the device was initiated.
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dev.copy(device, ..., which=k)

dev.print(device, ..., which=k)
Make a copy of the device k. Here device is a device function, such as postscript,
with extra arguments, if needed, specified by ‘...’. dev.print is similar, but the
copied device is immediately closed, so that end actions, such as printing hardcopies,

are immediately performed.

graphics.off ()
Terminate all graphics devices on the list, except the null device.

12.7 Dynamic graphics

R does not have builtin capabilities for dynamic or interactive graphics, e.g. rotating point
clouds or to “brushing” (interactively highlighting) points. However, extensive dynamic graphics
facilities are available in the system GGobi by Swayne, Cook and Buja available from
http://www.ggobi.org/

and these can be accessed from R via the package rggobi (https://CRAN.R-project.org/
package=rggobi), described at http://www.ggobi.org/rggobi.

Also, package rgl (https://CRAN.R-project.org/package=rgl) provides ways to interact
with 3D plots, for example of surfaces.
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13 Packages

All R functions and datasets are stored in packages. Only when a package is loaded are its
contents available. This is done both for efficiency (the full list would take more memory and
would take longer to search than a subset), and to aid package developers, who are protected
from name clashes with other code. The process of developing packages is described in Section
“Creating R packages” in Writing R Extensions. Here, we will describe them from a user’s point
of view.

To see which packages are installed at your site, issue the command
> library()

with no arguments. To load a particular package (e.g., the boot (https://CRAN.R-project.
org/package=boot) package containing functions from Davison & Hinkley (1997)), use a com-
mand like

> library(boot)

Users connected to the Internet can use the install.packages() and update.packages()
functions (available through the Packages menu in the Windows and macOS GUISs, see Section
“Installing packages” in R Installation and Administration) to install and update packages.

To see which packages are currently loaded, use
> search()

to display the search list. Some packages may be loaded but not available on the search list (see
Section 13.3 [Namespaces|, page 78): these will be included in the list given by

> loadedNamespaces ()
To see a list of all available help topics in an installed package, use
> help.start()

to start the HTML help system, and then navigate to the package listing in the Reference
section.

13.1 Standard packages

The standard (or base) packages are considered part of the R source code. They contain the
basic functions that allow R to work, and the datasets and standard statistical and graphical
functions that are described in this manual. They should be automatically available in any R
installation. See Section “R, packages” in R FAQ, for a complete list.

13.2 Contributed packages and CRAN

There are thousands of contributed packages for R, written by many different authors. Some
of these packages implement specialized statistical methods, others give access to data or hard-
ware, and others are designed to complement textbooks. Some (the recommended packages) are
distributed with every binary distribution of R. Most are available for download from CRAN
(https://CRAN.R-project.org/ and its mirrors) and other repositories such as Bioconductor
(https://www.bioconductor.org/). and Omegahat (http://www.omegahat.net/). The
R FAQ contains a list of CRAN packages current at the time of release, but the collection of
available packages changes very frequently.
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13.3 Namespaces

Packages have namespaces, which do three things: they allow the package writer to hide functions
and data that are meant only for internal use, they prevent functions from breaking when a user
(or other package writer) picks a name that clashes with one in the package, and they provide
a way to refer to an object within a particular package.

For example, t () is the transpose function in R, but users might define their own function
named t. Namespaces prevent the user’s definition from taking precedence, and breaking every
function that tries to transpose a matrix.

There are two operators that work with namespaces. The double-colon operator :: selects
definitions from a particular namespace. In the example above, the transpose function will
always be available as base: :t, because it is defined in the base package. Only functions that
are exported from the package can be retrieved in this way.

The triple-colon operator ::: may be seen in a few places in R code: it acts like the
double-colon operator but also allows access to hidden objects. Users are more likely to use
the getAnywhere () function, which searches multiple packages.

Packages are often inter-dependent, and loading one may cause others to be automatically
loaded. The colon operators described above will also cause automatic loading of the associated
package. When packages with namespaces are loaded automatically they are not added to the
search list.
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14 OS facilities

R has quite extensive facilities to access the OS under which it is running: this allows it to be
used as a scripting language and that ability is much used by R itself, for example to install
packages.

Because R’s own scripts need to work across all platforms, considerable effort has gone into
make the scripting facilities as platform-independent as is feasible.

14.1 Files and directories

There are many functions to manipulate files and directories. Here are pointers to some of the
more commonly used ones.

To create an (empty) file or directory, use file.create or dir.create. (These are the
analogues of the POSIX utilities touch and mkdir.) For temporary files and directories in the
R session directory see tempfile.

Files can be removed by either file.remove or unlink: the latter can remove directory
trees.

For directory listings use list.files (also available as dir) or list.dirs. These can select
files using a regular expression: to select by wildcards use Sys.glob.

Many types of information on a filepath (including for example if it is a file or directory) can
be found by file.info.

There are several ways to find out if a file ‘exists’ (a file can exist on the filesystem and not
be visible to the current user). There are functions file.exists, file.access and file_test
with various versions of this test: file_test is a version of the POSIX test command for those
familiar with shell scripting.

Function file.copy is the R analogue of the POSIX command cp.

Choosing files can be done interactively by file.choose: the Windows port has the more
versatile functions choose.files and choose.dir and there are similar functions in the tcltk
package: tk_choose.files and tk_choose.dir.

Functions file.show and file.edit will display and edit one or more files in a way appro-
priate to the R port, using the facilities of a console (such as RGui on Windows or R.app on
macOS) if one is in use.

There is some support for links in the filesystem: see functions file.link and Sys.readlink.

14.2 Filepaths

With a few exceptions, R relies on the underlying OS functions to manipulate filepaths. Some
aspects of this are allowed to depend on the OS, and do, even down to the version of the OS.
There are POSIX standards for how OSes should interpret filepaths and many R users assume
POSIX compliance: but Windows does not claim to be compliant and other OSes may be less
than completely compliant.

The following are some issues which have been encountered with filepaths.

e POSIX filesystems are case-sensitive, so foo.png and Foo.PNG are different files. However,
the defaults on Windows and macOS are to be case-insensitive, and FAT filesystems (com-
monly used on removable storage) are not normally case-sensitive (and all filepaths may be
mapped to lower case).

e Almost all the Windows’” OS services support the use of slash or backslash as the filepath
separator, and R converts the known exceptions to the form required by Windows.
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e The behaviour of filepaths with a trailing slash is OS-dependent. Such paths are not valid
on Windows and should not be expected to work. POSIX-2008 requires such paths to
match only directories, but earlier versions allowed them to also match files. So they are
best avoided.

e Multiple slashes in filepaths such as /abc//def are valid on POSIX filesystems and treated
as if there was only one slash. They are usually accepted by Windows’ OS functions.
However, leading double slashes may have a different meaning.

e Windows’ UNC filepaths (such as \\server\diri\dir2\file and
\\7\UNC\server\diri\dir2\file) are not supported, but they may work in
some R functions. POSIX filesystems are allowed to treat a leading double slash specially.

e Windows allows filepaths containing drives and relative to the current directory on a drive,
e.g. d:foo/bar refers to d:/a/b/c/foo/bar if the current directory on drive d: is /a/b/c.
It is intended that these work, but the use of absolute paths is safer.

Functions basename and dirname select parts of a file path: the recommended way to as-
semble a file path from components is file.path. Function pathexpand does ‘tilde expansion’,
substituting values for home directories (the current user’s, and perhaps those of other users).

On filesystems with links, a single file can be referred to by many filepaths. Function
normalizePath will find a canonical filepath.

Windows has the concepts of short (‘8.3”) and long file names: normalizePath will return an
absolute path using long file names and shortPathName will return a version using short names.
The latter does not contain spaces and uses backslash as the separator, so is sometimes useful
for exporting names from R.

File permissions are a related topic. @ R has support for the POSIX concepts of
read/write/execute permission for owner/group/all but this may be only partially supported
on the filesystem, so for example on Windows only read-only files (for the account running the
R session) are recognized. Access Control Lists (ACLs) are employed on several filesystems,
but do not have an agreed standard and R has no facilities to control them. Use Sys.chmod to
change permissions.

14.3 System commands

Functions system and system2 are used to invoke a system command and optionally collect
its output. system? is a little more general but its main advantage is that it is easier to write
cross-platform code using it.

system behaves differently on Windows from other OSes (because the API C call of that
name does). Elsewhere it invokes a shell to run the command: the Windows port of R has a
function shell to do that.

To find out if the OS includes a command, use Sys.which, which attempts to do this in a
cross-platform way (unfortunately it is not a standard OS service).

Function shQuote will quote filepaths as needed for commands in the current OS.

14.4 Compression and Archives

Recent versions of R have extensive facilities to read and write compressed files, often transpar-
ently. Reading of files in R is to a vey large extent done by connections, and the file function
which is used to open a connection to a file (or a URL) and is able to identify the compression
used from the ‘magic’ header of the file.

The type of compression which has been supported for longest is gzip compression, and
that remains a good general compromise. Files compressed by the earlier Unix compress utility
can also be read, but these are becoming rare. Two other forms of compression, those of the
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bzip2 and xz utilities are also available. These generally achieve higher rates of compression
(depending on the file, much higher) at the expense of slower decompression and much slower
compression.

There is some confusion between xz and lzma compression (see https://en.wikipedia.
org/wiki/Xz and https://en.wikipedia.org/wiki/LZMA): R can read files compressed by
most versions of either.

File archives are single files which contain a collection of files, the most common ones being
‘tarballs’ and zip files as used to distribute R packages. R can list and unpack both (see functions
untar and unzip) and create both (for zip with the help of an external program).
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Appendix A A sample session

The following session is intended to introduce to you some features of the R environment by
using them. Many features of the system will be unfamiliar and puzzling at first, but this
puzzlement will soon disappear.

Start R appropriately for your platform (see Appendix B [Invoking R], page 85).
The R program begins, with a banner.

(Within R code, the prompt on the left hand side will not be shown to avoid con-
fusion.)

help.start()
Start the HTML interface to on-line help (using a web browser available at your
machine). You should briefly explore the features of this facility with the mouse.

Iconify the help window and move on to the next part.
x <- rnorm(50)

y <- rnorm(x)
Generate two pseudo-random normal vectors of z- and y-coordinates.

plot(x, y)
Plot the points in the plane. A graphics window will appear automatically.

1s0O See which R objects are now in the R workspace.
rm(x, y) Remove objects no longer needed. (Clean up).
x <= 1:20 Make z = (1,2,...,20).
w<-1+sqrt(x)/2
A ‘weight’ vector of standard deviations.

dummy <- data.frame(x=x, y= x + rnorm(x) *w)
dummy Make a data frame of two columns, z and y, and look at it.

fm <- Im(y ~ x, data=dummy)

summary (fm)
Fit a simple linear regression and look at the analysis. With y to the left of the
tilde, we are modelling y dependent on =.

fml <- Im(y ~ x, data=dummy, weight=1/w"2)
summary (fm1)
Since we know the standard deviations, we can do a weighted regression.

attach (dummy)
Make the columns in the data frame visible as variables.

1rf <- lowess(x, y)
Make a nonparametric local regression function.

plot(x, y)
Standard point plot.

lines(x, 1rf$y)
Add in the local regression.

abline(0, 1, lty=3)
The true regression line: (intercept 0, slope 1).

abline(coef (fm))
Unweighted regression line.



Appendix A: A sample session 83

abline(coef (fm1), col = "red")
Weighted regression line.

detach() Remove data frame from the search path.

plot(fitted(fm), resid(fm),
xlab="Fitted values",
ylab="Residuals",
main="Residuals vs Fitted")
A standard regression diagnostic plot to check for heteroscedasticity. Can you see
it?

qqnorm(resid(fm), main="Residuals Rankit Plot")
A normal scores plot to check for skewness, kurtosis and outliers. (Not very useful
here.)

rm(fm, fml, 1rf, x, dummy)
Clean up again.

The next section will look at data from the classical experiment of Michelson to measure the
speed of light. This dataset is available in the morley object, but we will read it to illustrate
the read.table function.

filepath <- system.file("data", "morley.tab" , package="datasets")
filepath Get the path to the data file.

file.show(filepath)
Optional. Look at the file.

mm <- read.table(filepath)

mm Read in the Michelson data as a data frame, and look at it. There are five exper-
iments (column Expt) and each has 20 runs (column Run) and sl is the recorded
speed of light, suitably coded.

mn$Expt <- factor (mm$Expt)
mm$Run <- factor (mm$Run)
Change Expt and Run into factors.

attach (mm)
Make the data frame visible at position 3 (the default).

plot (Expt, Speed, main="Speed of Light Data", xlab="Experiment No.")
Compare the five experiments with simple boxplots.

fm <- aov(Speed ~ Run + Expt, data=mm)
summary (fm)
Analyze as a randomized block, with ‘runs’ and ‘experiments’ as factors.

fm0 <- update(fm, . ~ . - Run)
anova(fm0, fm)
Fit the sub-model omitting ‘runs’, and compare using a formal analysis of variance.

detach()
rm(fm, fmO)
Clean up before moving on.

We now look at some more graphical features: contour and image plots.

x <- seq(-pi, pi, len=50)
y <-x x is a vector of 50 equally spaced values in —w < x < 7. y is the same.
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f <- outer(x, y, function(x, y) cos(y)/(1 + x72))
f is a square matrix, with rows and columns indexed by x and y respectively, of
values of the function cos(y)/(1 + x?).

oldpar <- par(no.readonly = TRUE)
par (pty:“S")
Save the plotting parameters and set the plotting region to “square”.

contour(x, y, f)
contour(x, y, £, nlevels=15, add=TRUE)
Make a contour map of f; add in more lines for more detail.

fa <- (£-t(£))/2
fa is the “asymmetric part” of f. (t() is transpose).

contour(x, y, fa, nlevels=15)
Make a contour plot, . ..

par (oldpar)
. and restore the old graphics parameters.

image(x, y, f)
image(x, y, fa)
Make some high density image plots, (of which you can get hardcopies if you wish),

objects(); rm(x, y, £, fa)
. and clean up before moving on.

R can do complex arithmetic, also.

th <- seq(-pi, pi, 1en=100)
z <- exp(1ix*th)
11 is used for the complex number 1.

par(pty="s")

plot(z, type="1")
Plotting complex arguments means plot imaginary versus real parts. This should
be a circle.

w <- rnorm(100) + rnorm(100)*1i
Suppose we want to sample points within the unit circle. One method would be to
take complex numbers with standard normal real and imaginary parts . . .

w <- ifelse(Mod(w) > 1, 1/w, w)
. and to map any outside the circle onto their reciprocal.

plot(w, xlim=c(-1,1), ylim=c(-1,1), pch="+" xlab="x", ylab="y")
lines(z) All points are inside the unit circle, but the distribution is not uniform.

w <= sqrt (runif (100) ) *exp (2*pi*runif (100) *1i)

plot(w, xlim=c(-1,1), ylim=c(-1,1), pch="+", xlab="x", ylab="y")

lines(z) The second method uses the uniform distribution. The points should now look more
evenly spaced over the disc.

rm(th, w, z)
Clean up again.

q0) Quit the R program. You will be asked if you want to save the R workspace, and
for an exploratory session like this, you probably do not want to save it.
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Appendix B Invoking R

Users of R on Windows or macOS should read the OS-specific section first, but command-line
use is also supported.

B.1 Invoking R from the command line

When working at a command line on UNIX or Windows, the command ‘R’ can be used both for
starting the main R program in the form

R [options] [<infile] [>outfile],

or, via the R CMD interface, as a wrapper to various R tools (e.g., for processing files in R
documentation format or manipulating add-on packages) which are not intended to be called
“directly”.

At the Windows command-line, Rterm. exe is preferred to R.

You need to ensure that either the environment variable TMPDIR is unset or it points to a
valid place to create temporary files and directories.

Most options control what happens at the beginning and at the end of an R session. The
startup mechanism is as follows (see also the on-line help for topic ‘Startup’ for more informa-
tion, and the section below for some Windows-specific details).

e Unless --no-environ was given, R searches for user and site files to process for setting
environment variables. The name of the site file is the one pointed to by the environ-
ment variable R_ENVIRON; if this is unset, R_HOME/etc/Renviron.site is used (if it exists).
The user file is the one pointed to by the environment variable R_ENVIRON_USER if this
is set; otherwise, files .Renviron in the current or in the user’s home directory (in that
order) are searched for. These files should contain lines of the form ‘name=value’. (See
help("Startup") for a precise description.) Variables you might want to set include R_
PAPERSIZE (the default paper size), R_.PRINTCMD (the default print command) and R_LIBS
(specifies the list of R library trees searched for add-on packages).

e Then R searches for the site-wide startup profile unless the command line option --no-
site-file was given. The name of this file is taken from the value of the R_PROFILE
environment variable. If that variable is unset, the default R_HOME/etc/Rprofile.site is
used if this exists.

e Then, unless -—no-init-file was given, R searches for a user profile and sources it. The
name of this file is taken from the environment variable R_PROFILE_USER, if unset, a file
called .Rprofile in the current directory or in the user’s home directory (in that order) is
searched for.

e It also loads a saved workspace from file .RData in the current directory if there is one
(unless -—no-restore or --no-restore-data was specified).

e Finally, if a function .First() exists, it is executed. This function (as well as .Last()
which is executed at the end of the R session) can be defined in the appropriate startup
profiles, or reside in .RData.

In addition, there are options for controlling the memory available to the R process (see the
on-line help for topic ‘Memory’ for more information). Users will not normally need to use these
unless they are trying to limit the amount of memory used by R.

R accepts the following command-line options.

--help
-h Print short help message to standard output and exit successfully.

--version
Print version information to standard output and exit successfully.
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--encoding=enc
Specify the encoding to be assumed for input from the console or stdin. This needs
to be an encoding known to iconv: see its help page. (--encoding enc is also
accepted.) The input is re-encoded to the locale R is running in and needs to be
representable in the latter’s encoding (so e.g. you cannot re-encode Greek text in a
French locale unless that locale uses the UTF-8 encoding).

RHOME Print the path to the R “home directory” to standard output and exit success-
fully. Apart from the front-end shell script and the man page, R installation puts
everything (executables, packages, etc.) into this directory.

--save
--no-save
Control whether data sets should be saved or not at the end of the R session. If
neither is given in an interactive session, the user is asked for the desired behavior
when ending the session with g(); in non-interactive use one of these must be
specified or implied by some other option (see below).

--no-environ
Do not read any user file to set environment variables.

--no-site-file
Do not read the site-wide profile at startup.

--no-init-file
Do not read the user’s profile at startup.

--restore

--no-restore

--no-restore-data
Control whether saved images (file .RData in the directory where R was started)
should be restored at startup or not. The default is to restore. (--no-restore
implies all the specific -——no-restore-* options.)

--no-restore-history
Control whether the history file (normally file .Rhistory in the directory where
R was started, but can be set by the environment variable R_HISTFILE) should be
restored at startup or not. The default is to restore.

--no-Rconsole
(Windows only) Prevent loading the Rconsole file at startup.

--vanilla
Combine --no-save, ——no-environ, —-no-site-file, -—no-init-file and --no-
restore. Under Windows, this also includes ——-no-Rconsole.

-f file

--file=file

(not Rgui.exe) Take input from file: ‘-’ means stdin. Implies --no-save unless

--save has been set. On a Unix-alike, shell metacharacters should be avoided in
file (but spaces are allowed).

—-e expression
(not Rgui.exe) Use expression as an input line. One or more -e options can be
used, but not together with -f or --file. Implies --no-save unless —-save has
been set. (There is a limit of 10,000 bytes on the total length of expressions used
in this way. Expressions containing spaces or shell metacharacters will need to be
quoted.)
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--no-readline
(UNIX only) Turn off command-line editing via readline. This is useful when run-
ning R from within Emacs using the ESS (“Emacs Speaks Statistics”) package. See
Appendix C [The command-line editor], page 92, for more information. Command-
line editing is enabled for default interactive use (see -—interactive). This option
also affects tilde-expansion: see the help for path.expand.

--min-vsize=N

--min-nsize=N
For expert use only: set the initial trigger sizes for garbage collection of vector heap
(in bytes) and cons cells (number) respectively. Suffix ‘M’ specifies megabytes or
millions of cells respectively. The defaults are 6Mb and 350k respectively and can
also be set by environment variables R_NSIZE and R_VSIZE.

--max-ppsize=N
Specify the maximum size of the pointer protection stack as N locations. This
defaults to 10000, but can be increased to allow large and complicated calculations
to be done. Currently the maximum value accepted is 100000.

--max-mem-size=N
(Windows only) Specify a limit for the amount of memory to be used both for R
objects and working areas. This is set by default to the smaller of the amount of

physical RAM in the machine and for 32-bit R, 1.5Gb!, and must be between 32Mb
and the maximum allowed on that version of Windows.

--quiet
--silent
-q Do not print out the initial copyright and welcome messages.

--slave  Make R run as quietly as possible. This option is intended to support programs
which use R to compute results for them. It implies -~-quiet and --no-save.

--interactive
(UNIX only) Assert that R really is being run interactively even if input has been
redirected: use if input is from a FIFO or pipe and fed from an interactive program.
(The default is to deduce that R is being run interactively if and only if stdin is
connected to a terminal or pty.) Using -e, -f or —-file asserts non-interactive use
even if ——interactive is given.

Note that this does not turn on command-line editing.

--ess (Windows only) Set Rterm up for use by R-inferior-mode in ESS, including assert-
ing interactive use (without the command-line editor) and no buffering of stdout.

--verbose
Print more information about progress, and in particular set R’s option verbose to
TRUE. R code uses this option to control the printing of diagnostic messages.

--debugger=name

-d name (UNIX only) Run R through debugger name. For most debuggers (the exceptions are
valgrind and recent versions of gdb), further command line options are disregarded,
and should instead be given when starting the R executable from inside the debugger.

--gui=type
-g type (UNIX only) Use type as graphical user interface (note that this also includes in-
teractive graphics). Currently, possible values for type are ‘X11’ (the default) and,

1 2.5Gb on versions of Windows that support 3Gb per process and have the support enabled: see the rw-FAQ
Q2.9; 3.5Gb on most 64-bit versions of Windows.
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provided that ‘Tc1/Tk’ support is available, ‘Tk’. (For back-compatibility, ‘x11’ and
‘tk’ are accepted.)

—--arch=name
(UNIX only) Run the specified sub-architecture.

--args This flag does nothing except cause the rest of the command line to be skipped:
this can be useful to retrieve values from it with commandArgs (TRUE).

Note that input and output can be redirected in the usual way (using ‘<’ and ‘>’), but the
line length limit of 4095 bytes still applies. Warning and error messages are sent to the error
channel (stderr).

The command R CMD allows the invocation of various tools which are useful in conjunction
with R, but not intended to be called “directly”. The general form is

R CMD command args
where command is the name of the tool and args the arguments passed on to it.

Currently, the following tools are available.

BATCH Run R in batch mode. Runs R --restore --save with possibly further options (see
?BATCH).

COMPILE  (UNIX only) Compile C, C++, Fortran ... files for use with R.
SHLIB Build shared library for dynamic loading.
INSTALL Install add-on packages.

REMOVE Remove add-on packages.

build Build (that is, package) add-on packages.

check Check add-on packages.

LINK (UNIX only) Front-end for creating executable programs.
Rprof Post-process R profiling files.

Rdconv

Rd2txt Convert Rd format to various other formats, including HTML, IATEX, plain text,
and extracting the examples. Rd2txt can be used as shorthand for Rd2conv -t txt.

Rd2pdf Convert Rd format to PDF.

Stangle  Extract S/R code from Sweave or other vignette documentation

Sweave Process Sweave or other vignette documentation
Rdiff Diff R output ignoring headers etc
config Obtain configuration information
javareconf
(Unix only) Update the Java configuration variables

rtags (Unix only) Create Emacs-style tag files from C, R, and Rd files
open (Windows only) Open a file via Windows’ file associations
texify (Windows only) Process (La)TeX files with R’s style files

Use

R CMD command --help

to obtain usage information for each of the tools accessible via the R CMD interface.
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In addition, you can use options --arch=, --no-environ, --no-init-file, —-no-site-
file and --vanilla between R and CMD: these affect any R processes run by the tools. (Here
--vanilla is equivalent to —-no-environ --no-site-file ——no—init—file.) However, note
that R CMD does not of itself use any R startup files (in particular, neither user nor site Renviron
files), and all of the R processes run by these tools (except BATCH) use --no-restore. Most
use —-vanilla and so invoke no R startup files: the current exceptions are INSTALL, REMOVE,
Sweave and SHLIB (which uses —-no-site-file —-no-init-file).

R CMD cmd args

for any other executable cmd on the path or given by an absolute filepath: this is useful to have
the same environment as R or the specific commands run under, for example to run 1dd or
pdflatex. Under Windows cmd can be an executable or a batch file, or if it has extension .sh
or .pl the appropriate interpreter (if available) is called to run it.

B.2 Invoking R under Windows

There are two ways to run R under Windows. Within a terminal window (e.g. cmd . exe or a more
capable shell), the methods described in the previous section may be used, invoking by R.exe
or more directly by Rterm.exe. For interactive use, there is a console-based GUI (Rgui.exe).

The startup procedure under Windows is very similar to that under UNIX, but references
to the ‘home directory’ need to be clarified, as this is not always defined on Windows. If the
environment variable R_USER is defined, that gives the home directory. Next, if the environment
variable HOME is defined, that gives the home directory. After those two user-controllable settings,
R tries to find system defined home directories. It first tries to use the Windows "personal"
directory (typically My Documents in recent versions of Windows). If that fails, and environment
variables HOMEDRIVE and HOMEPATH are defined (and they normally are) these define the home
directory. Failing all those, the home directory is taken to be the starting directory.

You need to ensure that either the environment variables TMPDIR, TMP and TEMP are either
unset or one of them points to a valid place to create temporary files and directories.

Environment variables can be supplied as ‘name=value’ pairs on the command line.

If there is an argument ending .RData (in any case) it is interpreted as the path to the
workspace to be restored: it implies ——restore and sets the working directory to the parent of
the named file. (This mechanism is used for drag-and-drop and file association with RGui.exe,
but also works for Rterm.exe. If the named file does not exist it sets the working directory if
the parent directory exists.)

The following additional command-line options are available when invoking RGui . exe.

--mdi

--sdi

--no-mdi Control whether Rgui will operate as an MDI program (with multiple child windows
within one main window) or an SDI application (with multiple top-level windows for
the console, graphics and pager). The command-line setting overrides the setting in
the user’s Rconsole file.

--debug  Enable the “Break to debugger” menu item in Rgui, and trigger a break to the
debugger during command line processing.

Under Windows with R CMD you may also specify your own .bat, .exe, .sh or .pl file. It
will be run under the appropriate interpreter (Perl for .pl) with several environment variables
set appropriately, including R_HOME, R_OSTYPE, PATH, BSTINPUTS and TEXINPUTS. For example,
if you already have latex.exe on your path, then

R CMD latex.exe mydoc
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will run TEX on mydoc. tex, with the path to R’s share/texmf macros appended to TEXINPUTS.
(Unfortunately, this does not help with the MiKTeX build of KTEX, but R CMD texify mydoc
will work in that case.)

B.3 Invoking R under macOS

There are two ways to run R under macOS. Within a Terminal .app window by invoking R, the
methods described in the first subsection apply. There is also console-based GUI (R.app) that by
default is installed in the Applications folder on your system. It is a standard double-clickable
macOS application.

The startup procedure under macOS is very similar to that under UNIX, but R.app does not
make use of command-line arguments. The ‘home directory’ is the one inside the R.framework,
but the startup and current working directory are set as the user’s home directory unless a
different startup directory is given in the Preferences window accessible from within the GUI.

B.4 Scripting with R

If you just want to run a file foo.R of R commands, the recommended way is to use R CMD BATCH
foo.R. If you want to run this in the background or as a batch job use OS-specific facilities to
do so: for example in most shells on Unix-alike OSes R CMD BATCH foo.R & runs a background
job.

You can pass parameters to scripts via additional arguments on the command line: for
example (where the exact quoting needed will depend on the shell in use)

R CMD BATCH "--args argl arg2" foo.R &
will pass arguments to a script which can be retrieved as a character vector by
args <- commandArgs (TRUE)
This is made simpler by the alternative front-end Rscript, which can be invoked by
Rscript foo.R argl arg2

and this can also be used to write executable script files like (at least on Unix-alikes, and in
some Windows shells)

#! /path/to/Rscript
args <- commandArgs (TRUE)

q(status=<exit status code>)

If this is entered into a text file runfoo and this is made executable (by chmod 755 runfoo), it
can be invoked for different arguments by

runfoo argl arg2

For further options see help("Rscript"). This writes R output to stdout and stderr, and
this can be redirected in the usual way for the shell running the command.

If you do not wish to hardcode the path to Rscript but have it in your path (which is
normally the case for an installed R except on Windows, but e.g. macOS users may need to add
/usr/local/bin to their path), use

#! /usr/bin/env Rscript

At least in Bourne and bash shells, the #! mechanism does not allow extra arguments like #!
/usr/bin/env Rscript --vanilla.

One thing to consider is what stdin() refers to. It is commonplace to write R scripts with
segments like

chem <- scan(n=24)
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2.90 3.10 3.40 3.40 3.70 3.70 2.80 2.50 2.40 2.40 2.70 2.20
5.28 3.37 3.03 3.03 28.95 3.77 3.40 2.20 3.50 3.60 3.70 3.70

and stdin() refers to the script file to allow such traditional usage. If you want to refer to the
process’s stdin, use "stdin" as a file connection, e.g. scan("stdin", ...).

Another way to write executable script files (suggested by Frangois Pinard) is to use a here
document like

#!/bin/sh
[environment variables can be set herel]
R --slave [other options] <<EQOF

R program goes here...

EQF
but here stdin() refers to the program source and "stdin" will not be usable.

Short scripts can be passed to Rscript on the command-line via the -e flag. (Empty scripts
are not accepted.)

Note that on a Unix-alike the input filename (such as foo.R) should not contain spaces nor
shell metacharacters.
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Appendix C The command-line editor

C.1 Preliminaries

When the GNU readline library is available at the time R is configured for compilation un-
der UNIX, an inbuilt command line editor allowing recall, editing and re-submission of prior
commands is used. Note that other versions of readline exist and may be used by the inbuilt
command line editor: this used to happen on macOS.

It can be disabled (useful for usage with ESS') using the startup option --no-readline.

Windows versions of R have somewhat simpler command-line editing: see ‘Console’ under the
‘Help’ menu of the GUI, and the file README.Rterm for command-line editing under Rterm. exe.

When using R with GNU? readline capabilities, the functions described below are available,
as well as others (probably) documented in man readline or info readline on your system.

Many of these use either Control or Meta characters. Control characters, such as Control-m,
are obtained by holding the CTRL down while you press the m key, and are written as C-m below.
Meta characters, such as Meta-b, are typed by holding down META® and pressing b, and written
as M-b in the following. If your terminal does not have a META key enabled, you can still type
Meta characters using two-character sequences starting with ESC. Thus, to enter M-b, you could
type ESCb. The ESC character sequences are also allowed on terminals with real Meta keys. Note
that case is significant for Meta characters.

Some but not all versions* of readline will recognize resizing of the terminal window so this
is best avoided.

C.2 Editing actions

The R program keeps a history of the command lines you type, including the erroneous lines,
and commands in your history may be recalled, changed if necessary, and re-submitted as new
commands. In Emacs-style command-line editing any straight typing you do while in this
editing phase causes the characters to be inserted in the command you are editing, displacing
any characters to the right of the cursor. In vi mode character insertion mode is started by M-i
or M-a, characters are typed and insertion mode is finished by typing a further ESC. (The default
is Emacs-style, and only that is described here: for vi mode see the readline documentation.)

Pressing the RET command at any time causes the command to be re-submitted.

Other editing actions are summarized in the following table.

C.3 Command-line editor summary

Command recall and vertical motion
C-p Go to the previous command (backwards in the history).
C-n Go to the next command (forwards in the history).

C-r text Find the last command with the text string in it. This can be cancelled by C-g (and
on some versions of R by C-c).

The ‘Emacs Speaks Statistics’ package; see the URL https://ESS.R-project.org/

It is possible to build R using an emulation of GNU readline, such as one based on NetBSD'’s editline, it which
case only a subset of the capabilities may be provided.

On a PC keyboard this is usually the Alt key, occasionally the ‘Windows’ key. On a Mac keyboard normally
no meta key is available.

In particular, not versions 6.3 or later: this is worked around as from R 3.4.0.
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On most terminals, you can also use the up and down arrow keys instead of C-p and C-n,
respectively.

Horizontal motion of the cursor

C-a Go to the beginning of the command.
C-e Go to the end of the line.

M-b Go back one word.

M-f Go forward one word.

C-b Go back one character.

Cc-f Go forward one character.

On most terminals, you can also use the left and right arrow keys instead of C-b and C-f,
respectively.

Editing and re-submission
text Insert text at the cursor.

C-f text Append text after the cursor.

DEL Delete the previous character (left of the cursor).

c-d Delete the character under the cursor.

M-d Delete the rest of the word under the cursor, and “save” it.
C-k Delete from cursor to end of command, and “save” it.

C-y Insert (yank) the last “saved” text here.

C-t Transpose the character under the cursor with the next.
M-1 Change the rest of the word to lower case.

M-c Change the rest of the word to upper case.

RET Re-submit the command to R.

The final RET terminates the command line editing sequence.

The readline key bindings can be customized in the usual way via a ~/.inputrc file. These
customizations can be conditioned on application R, that is by including a section like
$if R
“\C_Xd“ : llq()no))\n"
$endif
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Appendix D Function and variable index
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