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3.2.4 Darstellungsmatrizen %

Konstruktion 3.2.27 (Darsterruncsmarrix). An fritherer Stelle wurde gezeigt, dass eine li-
neare Abbildung durch die Bilder einer Basis in eindeutiger Art und Weise festgelegt ist;
im Folgenden wird dieses Resultat auf den endlich-dimensionalen Fall spezialisiert. Genau-
er, es wird verwendet, dass man eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorriumen

e:V—W, dimg(V)=n<oo, dimg(W)=m < 0,

vollstindig durch eine (m x n)-Matrix darstellen kann; diese Darstellungsmatrix erleichtert
die Untersuchung und Veranschaulichung von linearen Abbildungen zwischen allgemeinen
Vektorraumen und ist insbesondere in Hinblick auf Berechnungen zweckmiBig.

(Die Betrachtung zugehériger Matrizen ist auch im Spezialfall ¢ : K* — K™ vorteilhaft.
Einerseits ist die Linearitit einer Abbildung in der Form py : K* — K™ : v — Av mit
A € K™ offensichtlich, denn

VA, eK VYuv,veK": A()\lvl —i—>\21)2) = MAvi+ X Avy;

andererseits sind explizite Berechnungen beispielswise im Zusammenhang mit der Kompositi-
on von linearen Abbildungen mittels Matrixmultiplikationen leicht durchzufiihren.)
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Man erhilt eine Darstellungsmatrix, indem man eine Basis der Definitionsmenge und eine Basis
der Bildmenge wihlt

v=(v1,...,0p) €EV" w=(wy,...,wy,) € W";

ein beliebiger Vektor in der Definitionsmenge ist durch den zugehdrigen Koordinatenvektor
eindeutig festgelegt

A1

o  K' —V A= : I—HJ:Z)\HJZ-,
A, i=1
n )\1
¢;1:V—>K”:v:Z)\ivil—>)\: A
i=1 A\,

und ebenso sind die Bilder der Basisvektoren eindeutig durch die zugehorigen Koordinaten-
vektoren bestimmt

23t} m

poi= |t | ERKT IS pw) =Y piw €W,
Homi J=1
m 1 Hoii

p(v;) = Zﬂji w; € W -, i = 5 e K™,
J=1 Homi
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Die auftretenden Koordinatenvektoren fasst man als Spalten einer Matrix auf

M1 .-+ Hin
Spél (@(Un))) — : : c Kmxn :
Hm1 -« Hmn

Myu(p) = (90;(90(?)1))‘ e

man nennt diese die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen v und w. Das Bild eines
Vektors unter der linearen Abbildung berechnet sich folgendermal3en

n m n

90(7}):%0<Z)\i7)z’>:Z)\i@(vi>zzz)‘iﬂjiwjzz HjiAi wj s
1=1 1=1 1

i=1 j=1 Jj=1 =
= (My,w(p) A

ausgehend von der Koordinatenspalte A\ € K" eines Vektors v € V beziiglich der Basis
(v1,...,v,) erhilt man die Koordinatenspalte des zugehdrigen Bildes ¢(v) € W beziiglich der
Basis (w1, . . ., wy,) also durch Multiplikation mit der Darstellungsmatrix

AeK'"  —  Myu(p)Ae K™,
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Man stellt diesen Zusammenhang mittels eines sogenannten kommutativen Diagrammes dar,
durch die detailierte Angabe der Abbildungen

MMQ,w ()
—

A e K"
Yu l T ‘10&1

v = Z)‘i veV 5 o) = Z(My,w(ﬁp) Ajw; e W

1=1 J=1
oder wie allgemein tiblich in kiirzerer Form

H My ()

K" — K™
Pu l T 90&1
| VAN, 17

durch Angabe der Vektorriume und Abbildungsnamen. AN
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Die zuvor beschriebene Vorgehensweise wird an Beispielen illustriert. Man beachte, dass in
den betrachteten Beispielen die Darstellungen als Linearkombinationen offensichtlich sind; im
allgemeinen Fall sind zur Bestimmung der Koefhzienten in den Linearkombinationen lineare
Gleichungssysteme zu 15sen.

Beispiel 3.2.28. (i) Ein Beispiel einer linearen Abbildung, welche zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorriumen definiert ist, ist das Differenzieren

V=CHR,R), dimg(V)=00, W=CR,R), dimg(W)=o0,
D:V—W:fw—D(f)=/[,
Ve,deR Vf,geV: Dief+dg)=(cf+dg) =cf +dg =cD(f)+dD(g);
es ist nicht moglich, diese lineare Abbildung durch eine Matrix zu beschreiben.

( Die Ableitung einer reellen Funktion f : R — R wird wie iiblich mit /' : R — R
bezeichnet; bekannte Beispiele differenzierbarer Funktionen sind

sin:R— R, sin’=cos:R— R,
exp: R— R, exp=exp:R—R.

Da im Bereich der Analysis das Symbol 0 ausschlieBlich fuir partielle Ableitungen verwen-
det wird, wird die zugehdrige Abbildung D (Differenzieren) genannt. )
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Wihlt man hingegen einen endlich-dimensionalen Vektorraum als Definitionsmenge, bei-
spielsweise den Vektorraum aller Polynomfunktionen von maximalem Grad d € N4, so
ist auch die Bildmenge ein endlich-dimensionaler Vektorraum

d
V—{p:]R—HR{:xHZAiazimit)\o,...,/\dER}, dimg(V) =d+1,
i—0

d—1
W—{p:R%R:x%Z,ujxjmit,uo,...,,ud1€R}, dimp(W) =d,
=0

d d—1
D:V —W: [p:R%R:J;HZ)\Zw"] — [p’:R%R:x%Z(j—I—l))\ijj],
i=0

Ve,deR Vp,qeV: Diep+dq)=(cp+dq) =cp +dq¢ =cD(p)+dD(q).

Man verwendet hier

d
p(:v):ZAZ-:U":)\o+)\1x—i—)\2x2+---+>\dajd,
i=0

=¥

-1

d
p/(x):)\1+2)\2x+---—|—d)\d:cd_1:Zi)\ixi_l_ 1: _ (j‘|‘1)>\j+1£€j, reR.
i—1¢
1=1

|
o

J
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Ein einfacher Spezialfall ist
d=3,
V = {p:R%R:xlé>\0—|—>\1$—|—)\2x2+>\3x3mit)\0,)\1,)\2,>\3 ER},
dimg (V') =4,
W = {p:R—>R:x|—>uo+u1x+,u2w2mitu0,u1,,u2 ER},
dimg(W) = 3,

D:V—W: [p:R—>R:xl—>)\o+)\1x+)\2x2+)\3$3]

— [p’:R—)R:xI—))\1+2)\2:U—|—3)\3x2].

(Vorsicht! Im Folgenden ist es notwendig, sorgfiltic zwischen Funktion und Funktions-
wert zu unterscheiden: Berechnung des Funktionswertes von D(v;) versus Darstellung
von D(v;) als Linearkombination von Basisfunktionen fiir i € {1,...,n}.)
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Um die Darstellungsmatrix beziiglich zweier Basen

v=(vg,...,0,) EV" w=(wy,...,wy) €W,

zu berechnen, sind die Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren zu bestimmen
My w(p) = (SOE(D(M))‘ e QOZ(D(UTL)D e R"™",

(a) Eine naheliegende Wahl von Basen sind Monome; im zuvor angegebenen Spezialfall

erhilt man die Darstellungsmatrix (Koefhzienten in Linearkombinationen sind Spalten
der Darstellungsmatrix)

d=3, n=d+1=4, wv=(v,09,03,04), m=d=3, w=(wy,ws,ws),
mn=w . R—R:z2+—1, m=wy R—R:2+—2x,
v3=ws:R—R:z—2°, v :R—R:z+— 2>,
Dv)=v  R—R:2+—0, Dw)=0-w+0-wy+0-w;,
D) =0 : R—R:z+——1, D(w)=1-w+0-wy+0-ws,
D(vs)=v5:R—R:2+—>2x, D(vs)=0-w;+2ws+0-ws,
D(vg) =v) R —R:z+——32%, D(vy)=0-w +0-wy+3wsy,

M, (D) = c R4,

o O O
o O =
O N O
w O O

Die Erweiterung auf den allgemeinen Fall ist offensichtlich

M, () = (0] diag(1,2,...,d)) € R,



Inhaltsverzeichnis 9

(b) Entsprechend erhilt man im Spezialfall fiir eine weniger naheliegende Wahl von Basen
die Darstellungsmatrix (Koefhzienten in Linearkombinationen sind Spalten der Dar-

stellungsmatrix)

d=3, n=d+1=4, v=(v,v9,v3,04), m=d=3, w=(wy,ws,ws),
M R—R:z+—142, 1 R—R:z2+—1—1x,
v3:R—R:z+— 2%, v :R—R:z+— 27,
w R—R:z2—1, wy:R—R:iz+—2x—-1,
ws:R—R:zr—a2?+1,
D(v)=v  R—R:x+——1,
D(vy)=1-w;+0-wy+0-w;,
D) =0 : R—R:z+— —1,

D(vy) =—=1-w;+0-wy+0-ws,
D(vs)=v5: R—R:x+——22=2+2(x—1),
D(vg) =2w; +2we + 0 - ws,
Dw)=vj:R—R:z+—32°=-3+3(z"+1),
D(vy) = —3w; + 0wy + 3ws,

1 —-12 —3
M,,(D)=[0 0 2 0 | e R™.

0 0 0 3
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(ii) Als weiteres Beispiel wird eine durch zwei (2 x 2)-Matrizen definierte lineare Abbildung

A A12) 959 (Bn B12> 952
A= e K***, B= c K**=,
<A21 AQQ BQl 322
0 K> — K :v— AvB,
betrachtet und sowohl fiir die Definitionsmenge als auch fiir die Bildmenge die Standard-
basis gewihlt

v = <,U17,U27,U37/U4) S (K2X2)47

Croy oy 00y (00
1_007 2_007 3_107 4_017
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aus den Bildern der Basisvektoren

o(v)) = (An By
Ao By
o(vg) = (Au Boy
Aoy By
o(vs) = (A12 By
Agy Byy

(’U ) _ AIQ BQl
P\t A22 BQl

Aq1 Byo
Aoy By
Aq1 By
Aoy By
A1g By
Az By
Aig By
Azy By

) = A1 Bi1v1 + Ay Biave + Aoy Biivs + Aoy Bia vy,
) = Ay Boyvg + Ay Bag vy + Aoy Boy vs + Aoy Bag vy
) = Ao Biyvy + Ayg Bia vy + Age By vs + Ao Bia vy,

) = Ay By v1 + Ayg Bos vy + Agg Boy v3 + Age Bag vy

liest man die Spalten der zugehdrigen Darstellungsmatrix ab

My ()

Ay By Ay Boy Ae By Ay By
_ A1 By Aj1 Bys Ajo Bis Ajg By c KA
A9y By Aoy Boy Ao By Agy By '

A21 Bl2 A21 B22 A22 BlQ A22 B22



Inhaltsverzeichnis 12
(iii) (a) Betrachtet man die durch eine beliebige Matrix A € K™*" definierte lineare Abbildung
o=ps K' —K":v+— Av,

so erhilt man beziiglich der Standardbasis (fiir m # n sollte man fiir Definitions- und
Bildmenge nicht die gleiche Bezeichnung e verwenden, siehe Skriptum)

v=1(e1,...,e,) € (K”)n, w=(e1,...,ey) € (Km)m,
als Bilder der Basisvektoren die Spalten der Matrix
pale)) =Ae,=A_;=Auer+---+Apien, 1€{1l,...,n};
somit stimmen Matrix und zugehdrige Darstellungsmatrix tiberein

Mv,w(MA) = A.
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(b) Wihlt man fiir eine spezielle lineare Abbildung

anstelle der Standardbasis spezielle Basen

v = (’1}1,’1}2,'03) S (Q3)37

w f—
1 —1 0 1
U1 = — 1 3 Uy = 0 3 U3 = 0 ; w1(0)7 ’lUQ(
0 1 —1
so ergibt sich eine Darstellungsmatrix besonders einfacher Struktur
0
p(vy) = (O) =0-w;+0-ws,
0
p(vg) = (O> =0-w;+0-wsy,

— 1
gp(vg)—( 1) =0-w; —1-ws,

13
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(Das folgende Resultat zeigt insbesondere, dass die Komposition von linearen Abbildungen auf
endlich-dimensionalen Vektorriumen auf die Multiplikation von Darstellungsmatrizen zuriick-
gefiihrt werden kann.)

Proposition 3.2.29. Es bezeichnen U, V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit Basen
u=(ur,...,uy) €U, v=(v1,...,00) €V™, w=(w,...,w) €W,
Fiir die Darstellungsmatrizen zweier linearer Abbildungen und ihre Komposition
o:U—V, v V—W, Ypop:U—W,
gilt dann die folgende Gleichheit

My (o) = My () My,y(p).

(Das Resultat ist leicht zu merken, weil jeweils die Darstellungsmatrizen beziiglich der gewihl-
ten Basen vorkommen; aufgrund der Reihenfolge bei der Komposition ¢ nach ¢ erwartet man
sich auch, dass eine Spalte zunichst mit M, ,(¢) und anschlieBend mit M, ,,(¢) multipliziert

wird.)
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Beweis. Der Ausgangspunkt ist die Darstellungen simtlicher Bildvektoren als Linearkombina-
tionen der entsprechenden Basisvektoren

1
©(u;) = 101+ + - F Qi U (Mg,y(gp))_i: ), ced{l,....,n},
&ml
B
V(v;) = Briwr + - - + Buwe, (MQw(w))_Z-: l, ie{l,...,m}.
Bri
Fiir die Komposition der Abbildungen gilt einerseits die Darstellung
H1i
zp(go(ui)):,uuwl—k---—k/%wg, (Mg,wwoﬁp))_i: tl, ied{l,...,n};
Jei

durch Einsetzen und Verwendung der Linearitit der Abbildung sieht man andererseits

V() = (v + -+ Qi) = a1 (V1) + -+ i (V)
= ay; (Brrwr + -+ Brwe) 4+ + i (Brm wr + -+ - + B wy)
= (Oé1i/311+"'+04mi51m)w1+"'+(041¢5121+"°+04m¢5£m)w£

m m
= E Bij o wy - F E Bij oy we.
J=1 J=1

N—— N——
=B1—a_;=p1; = Br— a_; = py;



Inhaltsverzeichnis
Somit gilt fiir k € {1,..., ¢} und i € {1,...,n} die Gleichheit
ki-ter Eintrag von p = k-te Zeile von  mal i-te Spalte von «a;

dies entspricht gerade dem behaupteten Resultat

My (o) = Myw() Myy(p).

16
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