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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

1.1 Womit befasst sich lineare Algebra?

GreicHunGssysTEME. In vielen Bereichen der Mathematik beschiftigt man sich mit Methoden
zur ndherungsweisen Losung von Gleichungssystemen. Man méchte einzelne, wenn méglich
sogar alle existierenden Losungen bestimmen oder zumindest eine zweckmif3ige Beschreibung
der Menge aller Losungen angeben.
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Lineare GreicnuncssysTEME. Das Gebiet der linearen Algebra befasst sich mit den strukturell
einfachsten Gleichungssystemen, nimlich mit Systemen linearer Gleichungen iiber geeigne-
ten Zahlbereichen. Fiir diesen Spezialfall steht mit dem Algorithmus von Gaul3 ein efhzientes
systematisches Verfahren zur Verfiigung, welches Aussagen iiber die Anzahl von Losungen,
die Berechnung von Lésungen und die Bestimmung von geeigneten Darstellungen der Lo-
sungsmenge ermdglicht. Genauer, da der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystemes
eine einfache geometrische Struktur, jene eines athnen Vektorraumes, zugrundeliegt, reichen
selbst im Fall unendlich vieler Losungen endlich viele Zahlen zur vollstaindigen Beschreibung
der Losungsmenge aus, und diese konnen mittels Gaul3-Algorithmus berechnet werden.

THEORIE VON VEKTORRAUMEN UND LINEAREN ABBILDUNGEN. In der Mathematik geht es einer-
seits um die Untersuchung von konkreten Fragestellungen und die Angabe von praktisch rele-
vanten Losungsmethoden; andererseits ist man bestrebt, bekannte Resultate zu erweitern und
neue Sichtweisen zu entwickeln. Im Bereich der linearen Algebra trigt die Theorie von Vek-
torrdumen und linearen Abbildungen zu einem umfassenden Verstindnis von linearen Glei-
chungssystemen bei.

ANWENDUNGSBEREICHE. Da speziell in den Naturwissenschaften und den technischen Wissen-
schaften zahlreiche Problemstellungen auf lineare Gleichungssysteme fiihren, zihlen Erkennt-
nisse und Methoden der linearen Algebra zu wichtigen theoretischen Grundlagen fiir diese
Anwendungsbereiche.
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Skriptum. Die Vorlesung Lineare Algebra richtet sich an Studierende unterschiedlicher Fach-
richtungen; dieses Skriptum ist deshalb so konzipiert, dass die mit Stern % gekennzeichneten
Abschnitte erst im Vertiefungsteil der Vorlesung behandelt werden.

LiteraTUrRQUELLEN. Es gibt eine Vielzahl an Literaturquellen, welche die wesentlichen Resul-
tate der linearen Algebra beinhalten; als eine kleine Auswahl werden die Biicher BoscH 1],
FiscHERr [2] und Lang [3] empfohlen.
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1.2 Symbole

Die im Folgenden angegebenen grundlegenden Symbole werden an spiterer Stelle verwendet,
teilweise illustriert und prizisiert.

und
oder
nicht
fiir alle
es existiert
es existiert genau ein
wenn, dann
genau dann, wenn (Erginzung)
ist Element von
ist kein Element von
>0 natiirliche Zahlen (Null eingeschlossen) (Erginzung)
ganze Zahlen
rationale Zahlen
reelle Zahlen
komplexe Zahlen (Erginzung)

2z
aAasoONZAM T | W<l <>

VGL. [LLUSTRATION MITTELS MAPLE.



_Kapitel 1.2 Notation

| Mathematische Aussagen

| > restart;

| Wahrheitswert einer Aussage "wahr" / "falsch”
> a = true;

b = false;

¢ = true,
a = true
b = false
¢ = true

> gand q;
a and b;
b and q;
b and b;
true
false
false
false
(> 4 and c;
true
> qor a;
aorb;
bora;
borb;
true
true
true
false
;Vemeinung einer Aussage, Wahrheitswert
> nota;
not b;
false
true
;Mengen
| > restart;
=Element
> M= {10,20,30};
evalb(10in M );

evalb(11in M);
evalb(10in Mor 11 in M);

;Verknﬁpfung von Aussagen mittels "und" / "oder", Wahrheitswert

M = {10, 20,30}

)

@

©)]

@

®)



true
false
true ©)
[ Hilfe
;> ? evalb
>
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1.3 Mengen, Relationen und Abbildungen

1.3.1 Mengen

Mence, ELemenT. Der Mengenbegrift und der Elementbegrift sind fundamentale Begriffe der
Mathematik; man liest oft folgende Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter wohlunterscheidbarer Objekte der
Anschauung oder des Denkens zu einem Ganzen. Die einzelnen Objekte heil3en Ele-
mente der Menge.

Da diese Charakterisierung einer Menge jedoch gewisse Unschirfen zulisst und damit Wider-
spriiche in sich birgt, ist sie nicht als mathematische Definition im strengen Sinn geeignet; eine
Prizisierung des Mengenbegriﬁés erfolgt im Rahmen der mathematischen Logik. AN
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PRAZISIERUNG DER CHARAKTERISIERUNG EINER MENGE
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Ancase von Mencen. Bei der Angabe von Mengen ist die Verwendung geschwungener
Klammern iiblich. Im Fall von Mengen mit einer geringen Anzahl von Elementen ist es giinstig,
alle Elemente aufzulisten

{a7 b7 C7 d} Y
{Klaus, Bello, Patscherkofel} ,
{1,7}.

Bei der Angabe einer Menge spielt die Reihenfolge der Elemente oder das mehrfache Aufzihlen
von Elementen keine Rolle; beispielsweise gilt

{¢,b,a} ={a,a,b,c} ={a,b,c}.

Im Fall von Mengen mit einer groBen Anzahl an Elementen oder Mengen mit unendlich vielen
Elementen wie beispielsweise den natiirlichen und ganzen Zahlen, deren Struktur einfach ist,
gibt man meist eine kleine Auswahl an Elementen an und hofft auf ausreichende Verstindlich-
keit fiir LeserInnen
(10,20, 30, ..., 1000} ,
N={0,1,2,3,...}, Nog:={0,1,2,3,...}, Noj={1,2,3,...},
Zo=1{..,-2,-1,01,2. .},

(Erginzung bei natiirlichen Zahlen, ob Null eingeschlossen oder nicht, hilfreich)
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Mengen mit einer komplexeren Struktur gibt man dadurch an, dass man die Eigenschaften
der Elemente beschreibt. Als Schreibweise verwendet man innerhalb der Mengenklammern
einen Doppelpunkt, welcher auch bei der Formulierung von mathematischen Aussagen die
Bedeutung fiir die gilt hat, einen senkrechten Strich oder einen Strichpunke; hiufig greift man
auf bekannte Mengen zuriick und listet zusitzliche Bedingungen auf. Die Menge der rationalen
Zahlen und die Menge der Primzahlen

ca,beZ,b+# O}

Q:={

Q:={¢la,beZ,b#0},

Q={%abeZb#0},
P:={a:a € N,aPrimzahl},

st

werden hier nur angedeutet und an spiterer Stelle nochmals behandel.
(Alternative Schreibweisen. Ich verwende iiblicherweise Doppelpunkte oder im Zusammen-
hang mit Abbildungen Strichpunkte.) JAN
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Vom Mengenbegrift ausgehend fithrt man weitere grundlegende Begriffe und Mengenopera-
tionen ein.

Definition 1.3.2. (i) Teitmence. Eine Menge N heil3t Teilmenge einer Menge M, wenn
jedes Element von N auch ein Element von M ist, d.h. es gilt

NCM <+ Va:(aEN:aEM),
NCM <«— (VaEN:aEM).

© _

(Aufgrund der besseren Lesbarkeit und Verstindlichkeit empfehle ich zusitzliche Klam-
mern und die zweite kompakte Formulierung.)
(Graphik: Es wurde die Farbe so angepasst, dass NV erkennbar ist.)
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(ii) VEREINIGUNG, DURCHSCHNITT, DIFFERENZ. Fiir zwei Mengen M und N sind die Vereini-
gungsmenge M U N und die Durchschnittsmenge M N N definiert durch

MUN :={a:aeMVae N},
MNN={a:ae MNae N};

die Mengendifferenz von M und N ist definiert durch
M\N:={a:ae MNa¢ N}.

@ O
@ ¢

M\ N

(Graphik: Zusitzliche Angabe der Mengen M, N.)
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(iii) Kartesiscres PropukT. Das kartesische Produkt von zwei Mengen M und N umfasst
alle geordnete Paare von Elementen aus M und N

M x N :={(a,b):ae M,be N}. JAN

(Schreibweise kartesisch durchgehend korrigieren)
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.3. (i) Leere Mence. Als leere Menge bezeichnet man jene
eindeutig bestimmte Menge, welche keine Elemente enthilt

0= {}

(ii) KarTesiscres PropukT. Man beachte, dass die Elemente des kartesischen Produktes zwei-
er Mengen M, N geordnete Paare sind und daher die Reihenfolge wesentlich ist; im Allge-
meinen fithren M x N und N x M deshalb auf unterschiedliche Mengen. Hat M genau m
und N genau n Elemente, so umfasst M x N genau m - n Elemente.

(iii) Erwerrerunc. Das kartesische Produke von n Mengen My, ..., M, umfasst n-Tupel
M; x My x -+ x M, := {(al,...,an):al eMl,...,aneMn}.
Im Spezialfall M, = ... = M,, = M wird die Kurzschreibweise
M" =M x---x M

TV
n—mal

verwendet; bekannte Beispiele sind die Mengen aller Tupel und Tripel reeller Zahlen

R? = {(aj,y):x,yER},
RS = {(QT,ZJ,Z)I.CU,:U,ZQR},

veranschaulicht durch die zweidimensionale Ebene und den dreidimensionalen Raum.
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(iv) Beispiere. Es gile

{a,b,c} U{a,7, 7} ={a,b,c, 7,7},
{a,b,c} N{a, 7,7} ={a},
{a,b,c} \ {a,7,7} ={b,c},
{a,b,c} x {7,7} = {(a, 7), (a,m),(b,7),(b,7),(c,7), (c, 7'(')} :
(a,m) € {a,b,c} x {7, 7}, (7w a)¢&{a,bc} x{7, 7},
#{a,b,c} =3, #{7,7} =2, H#H{a,bc} x{7,7}=6.

VGL. [LLUSTRATION MITTELS MAPLE.

16



Kapitel .3 Mengen, Relationen, Abbildungen
| Mengen
Angabe von endlichen Mengen durch Aufzihlen der Elemente
| Spezialfall der leeren Menge

| > restart,

> MO = {};
MI = {a,b,c,d};
M?2 = {Klaus, Bello, Patscherkofel },
M3 = {1,Pi);

MO = o
MI = {a,b,c,d}
M2 := {Bello, Klaus, Patscherkofel’}

M3 = {1,=n} 4))
_(Jberpriifen der Elementeigenschaft
Vorsicht in MAPLE!
| Klein- und GroBschreibung (Buchstabe pi versus mathematische Konstante P1)
> evalf (pi);
evalf (Pi);
b1
3.141592654 2)
> evalb(Bello in M1);
evalb (Bello in M2);
evalb(piin M3);
evalb(Piin M3);
Jalse
true
false
true A3
;Geéinderte Reihenfolge oder Wiederholung spielen keine Rolle
| > restart,
> M:= {a,b,c};
N:= {c, b,a};
evalb(M=N);
N:= {a,a,b,c};
evalb(M=N);
M = {a, b, c}
N := {a, b, c}
true
N := {a, b, c}
true “)
;Tei]mengen

| > restart;



> M:= {a,b,c};

NI == {a,b};
evalb(NI subset M );
N2 = {a,d};
evalb(N2 subset M );
M= {a,b,c}
NI == {a,b}
true
N2 = {a,d}
false

;Vereinigung von Mengen (Zusammenhang mit "oder")
=> restart,
> MI = {1,3,5};

M2 := {2,4,6};

M = M]I union M2,
MI = {1,3,5}
M2 := {2,4,6}

M= {1,2,3,4,5,6}

;Durchschnitt von Mengen (Zusammenhang mit "und")

=> restart,

> M:={1,2,3,4,5,6};

N := M intersect {1,3,5};

N := M intersect {1,3,5,7};

M= {1,2,3,4,5,6}

N:= {1,3,5}
N:= {1,3,5}

> restart,
> M:= {1,2,3,4,5,6};
N = M minus {2,4,6);
N = M minus {2,4,6,8};
M:= {1,2,3,4,5,6}
N:={1,3,5}
N = {1,3,5}

[ Kartesisches Produkt von Mengen
Reihenfolge wesentlich
Vorsicht in MAPLE!

> restart;

> A= (a1);
A[1];
A+ 4,
A-(1,a);

;Mengendifferenz (Zusammenhang mit "und" sowie "Verneinung")

| Schreibweise fiir Paare (Operationen ausfiihrbar, jedoch mit Klammerung leichter lesbar)

®)

()

()

@®



A= [a, 1]
A[17;
A+ A4;
A-11a];
A=a,l
a
2a,?2
a—1,1—a
(a, 1)+ [—1, -a]
4= [a,l1]
a
[2a,2]
[a—1,1—a] )]
[> M1 = {a,b};
MI[1];
MI[2];
ml = numelems (M1 );
M2 = {1,2,3};
m2 = numelems (M2);
MI = {a, b}
b
ml =2
M2 = {1,2,3}
m2 =13 10)

> M= {[a, 1], [b, 1], [a,2], [, 2], [a,3], [b,3]};
evalb([a, 1]in M);
evalb([1,a]in M);
ml - m2 = numelems (M );
M= {[a, 1], [a,2], [a,3], [0, 1], [6, 2], [0, 3]}

true

false

6=06 11)
jAlternative
> N=(}:

counter == 0 :
for i from 1 to m/ do
for j from 1 to m2 do
counter = counter + 1,
N := Nunion {[MI[i], M2[j]]};
od;




od;
counter = numelems (N );

N;
M;
6=06
{[a, 1], [a, 2], [a, 3], [b, 1], [, 2], [, 3]}

i {[a, 1], [a,2], [a, 3], [b, 1], [, 2], [b,3]} 12)
:Mégliche Ergebnisse beim Wurf zweier Miinzen bzw. Wiirfel
[> restart;
[> M= (Kopf, Zahl};

N={}:

counter = 0 :
for i from 1 to numelems (M) do
for j from 1 to numelems (M) do
counter = counter + 1,
N = Nunion {[M[i], M[j]]};

od;

od;

counter = numelems (N );

N;

M = {Kopf, Zahl}
4=4
{[Kopf, Kopf'], [ Kopf, Zahl|, | Zahl, Kopf], [ Zahl, Zahl ]} 13)
;> restart,
> M= {1,2,3,4,5,6};
N:= {}:

counter == 0 :
for i from 1 to numelems (M) do
for j from 1 to numelems (M) do
counter = counter + 1;
N:= Nunion {[M[i], M[j]]};
od;
od;
counter = numelems (N );
N;
M= {1,2,3,4,5,6}
36=136

LIL2) (L3 [L4) [LS][L 1 [2,3],[2,4], [2,5], [2,6], [3, 1], (4

1
[3,2],[3,3], [3.4], [
21, 15,37, [5,4],[5,5
> M= {1,2,3,4};
N:= {}:
counter = 0 :
for i from 1 to numelems (M) do

{[L




for j from 1 to numelems (M) do

for k from 1 to numelems (M) do
counter = counter + 1;

Nunion {[M[i], M[], M[k]]};

N =
od;
od;
od;

counter = numelems (N );

N.

H

M= {1,2,3,4)

64 = 64

{[1, 1,1}, [1,1,2],[1,1,3],[1,1,4],[1,2,1],[1,2,2],[1,2,3],[1,2,4], [1,3,1], [1,3,

as)

2],11,3,3],[1,3,4],[1,4,1],[1,4,2],[1,4,3], [1,4,4],[2,1,1],[2,1,2],[2, 1, 3],

(2,1,4],(2,2,1],[2,2,2],(2,2,3],(2,2,4],[2,3,1],[2,3,2],[2,3,3],[2,3,4], [ 2,
,1],(2,4,2],[2,4,3),[2,4,4),[3,1,1],[3,1,2],[3,1,3], [3,1,4], [3,2,1],[3,2,
21,03,2,3],[3,2,4],[3,3,1],[3,3,2], [3,3,3], [3,3,4],[3,4,1],[3,4,2], [3.4,3],

[3,4,4],[4,1,1],[4,1,2],[4,1,3],[4,1,4],[4,2,1],[4,2,2], [4,2,3], [4,2,4], [4,

3,1],[4,3,2],[4,3,3],[4,3,4],[4,4,1],[4,4,2],[4,4,3], [4,4,4]}
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1.3.2 Relationen

Definition 1.3.4 (Reration). Eine Relation zwischen zwei Mengen M und N ist eine Teil-
menge des kartesischen Produktes
RCMXxN.

Anstelle der Paarschreibweise (a,b) € R verwendet man hiufig die Schreibweise a R b und die
Sprechweise Element a steht zu Element b in der Relation R; im Speziallfall

N=M: RCMxM

spricht man von einer Relation auf M. VAN
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.5. (i) Recation. Eine Relation gibt an, ob zwischen Objek-
ten eine Beziehung besteht oder nicht; im mathematischen Kontext wird dies durch zwei
Mengen M und N und die Giiltigkeit der Eigenschaft (a,b) € R oder (a,b) ¢ R wieder-
gegeben.

(ii) Beispier. Fiir die Mengen

M := {Erika, Gabi, Monika} ,
N := {Horst, Klaus, Martin},

wird eine Relation wie etwa Person 1 und Person 2 haben an einem Abend miteinander getanzt
durch die Menge

R := {(Erika, Horst), (Erika, Klaus), (Gabi, Martin), (Monika, Martin)} C M x N

beschrieben; man beachte, dass hier Paare wie (Erika, Monika) € M x M nicht zugelassen
sind.

(Skriptum: zusitzlicher Definitionsdoppelpunkt)
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(iti) GreicanerrsreLation. Auf jeder Menge M ist die Gleichheitsrelation definiert
G:={(a,a):ae M} C M x M:

anstelle von a G a wird die bekannte Schreibweise a = a verwendet.

(Man beachte, dass die Gleichheit von zwei Objekten von der Gleichheit per Definition
zur Einfithrung neuer Objekte oder auch symbolischer Notationen zu unterscheiden ist.
Im ersten Fall verwendet man das Gleichheitszeichen. Im zweiten Fall verwendet man das

Symbol :=; oft 463t man den Doppelpunkt jedoch weg und verwendet ebenfalls nur das
Gleichheitszeichen.)
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(iv) Vercreicusreration. Eine grundlegende Relation auf der Menge der reellen Zahlen ist
die Vergleichsrelation

_:{ab cRxR|JceR: CL—I-C—b}
<:={(a,b) e Rx R: 3¢ € R derart, dass a + ¢ =b}:

eine reelle Zahl a € R steht genau dann in Relation zu einer reellen Zahl b € R, wenn a
(echt) kleiner als b ist oder a gleich b ist.

(Alternative Schreibweisen. Man konnte auch die Formulierung b — a = ¢

verwenden.)
(v) Tersarkerrsrecation. Eine grundlegende Relation auf der Menge der natiirlichen Zah-
len N ist die Teilbarkeitsrelation
T:={(a,b) e NxN|JceN:a-c=b} CNxN,
T :={(a,b) e Nx N:3Jc e Nderart,dassac =b} C N x N;

anstelle von (a,b) € T ist die Schreibweise a | b und die Sprechweise a teilt b iiblich.
(Alternative Schreibweisen. Multiplikationspunkt wird oft weggelassen.) JAN
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EicenscHarTEN voN Recationen. Es ist hilfreich, zusitzliche Eigenschaften von Relationen
begrifflich zu unterscheiden.

(Allgemeine Bemerkung: Bei deutschsprachigen Texten sollte man die Phrase Es sei oder Es
bezeichne und nicht Sei (wie im Englischen Let oder im Franzdsischen Soir) verwenden.)

Definition 1.3.6. Es bezeichne R C M x M eine Relation auf einer Menge M.

(i) RELEXIVITAT, SYMMETRIE, ANTISYMMETRIE, ] RANSITIVITAT, VOLLSTANDIGKEIT.

(a) R heilt reflexiv genau dann, wenn
Vae M : (a,a) €R.
(b) R heil3t symmetrisch genau dann, wenn
Va,be M: ((a,b) € R = (b,a) € R).
(c) R heil3t antisymmetrisch genau dann, wenn
Va,be M: ((a,b) € RA(b,a) € R = a=1b).
(d) R heil3t transitiv genau dann, wenn
Va,b,ce M: ((a,b) € RA(b,c)€ R = (a,c) € R).
(e) R heil3¢ vollstindig genau dann, wenn

Va,be M : (a,b) € RV (b,a) € R.
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(i) OronUNGsreLaTION. Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf M wird
als eine partielle Ordnungsrelation auf M bezeichnet; ist zusitzlich die Eigenschaft der
Vollstindigkeit erfiillt, so spricht man von einer vollstindigen oder totalen Ordnungsre-
lation.

(iii) AQuivarenzreraTion. Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation auf M wird
als eine Aquivalenzrelation auf M bezeichnet. JAN
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.7. (i) GreichuerrsreLation. Die zuvor angegebene Gleich-
heitsrelation definiert eine Aquivalenzrelation auf einer beliebigen Menge.
( Erinnerung
G:={(a,a):ae M} C M x M.

Es sind die Eigenschaften Reflexivitit

YVae M : (a,a)€G,

Symmetrie

Va,be M: ((a,b)e G = (b,a) €G)
a=b b=a

und Transitivitit

Va,b,ce M : (&a,b)é@/\&b,c)eq — (a,c)EG)

gefordert.)
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(i) VercreicHsreLaTION. Die zuvor angegebene Vergleichsrelation < definiert eine vollstin-
dige Ordnungsrelation auf der Menge der reellen Zahlen R.
( Erinnerung

R=<:= {(a,b) € R xR :3c e R derart, dassa+02=b}.
Es sind die Eigenschaften Reflexivitit

VaeR: (a,a) € R,

—
a<a
Antisymmetrie
Va,beR: (ga,b) € RA(bya) € R = a:b),
a<b b<a
Transitivitit

Va,b,ce R : (ga,b) € RA(b,c) € R = (a,c) ER)

und Vollstindigkeit

gefordert.)
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(iii) TeisarkerTsrELaTION. Die zuvor angegebene Teilbarkeitsrelation definiert eine partielle
Ordnungsrelation auf der Menge der natiirlichen Zahlen N; sie ist jedoch nicht vollstindig
und fithrt somit nicht auf eine totale Ordnung.

(Vollstindigkeit
Va,be M =N: (a,b) € RV (b,a) € R

nicht giiltig, denn 2 teilt 3 nicht und 3 teilt 2 nicht.)

(iv) AQUIVALENZRELATION. In gewissen Situation ist es zweckmilBig, mehrere Elemente mit-
einander zu identifizieren; eine Aquivalenzrelation mit den Eigenschaften reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ermdglicht die Einfiihrung eines verallgemeinerten Gleichheitsbe-
oriffes. Fiir eine Aquivalenzrelation R € M x M ist anstelle von a Rb fiir a,b € M die
Schreibweise a ~p b oder a ~ b und die Sprechweise a und b sind dquivalent gebriuchlich.

(v) Beispier. Auf der Menge aller Personen, die im Studienjahr 2019/20 mit der Lehrveran-
staltung Lineare Algebra zu tun haben, definiert man die Aquivalenzrelation

H :={(a,b) : a und b haben dieselbe Haarfarbe} . JAN
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Definition 1.3.8 (Aquivarenzkiasse). Es bezeichne R eine Aquivalenzrelation auf einer Men-
ge M. Fiir ein Element a € M ist die zugehdrige Aquivalenzklasse beziiglich R durch

a] :={be M:(a,b)e R} C M

gegeben; insbesondere gilt
a € lal. A
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ZERLEGUNG VON MENGEN IN AQUIVALENZKLASSEN

32
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Definition 1.3.10 (FakToRMENGE). Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich einer Relation
R C M x M hei3t Faktormenge; man verwendet dafiir die Schreibweise

M/R :={[a] :a € M}
und die Sprechweise Faktormenge M modulo R. AN
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.11. (i) AQUIVALENZKLASSE, VERTRETER. Mittels Aquivalenz—
klassen werden alle Elemente, die man beziiglich einer Relation R C M x M miteinander
identifiziert, zusammengefasst. Neben a € M ist auch jedes Element b € [a] ein Vertreter
derselben Aquivalenzklasse, denn insbesondere gilt

a,b e [al = [b.

Die Faktormenge M /R umfasst gewisse Teilmengen von M; im Allgemeinen ist die An-
zahl der Elemente von M/R verglichen mit der Anzahl der Elemente von M deutlich
reduziert.

(Vorteil beim Ubergang auf Faktormenge liegt in geringeren Komplexitiit)
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(i) Beiseier. Im zuvor angegebenen Beispiel [1.3.7] wird die Menge aller Personen, die im
Studienjahr 2019/20 mit der Lehrveranstaltung Lineare Algebra zu tun haben, betrachtet;
dies sind rund 400 Personen. Eine Aquivalenzklasse beziiglich der Relation

H :={(a,b) : a und b haben dieselbe Haarfarbe}

umfasst alle Personen mit gleicher Haarfarbe; wihlt man VertreterInnen der einzelnen
Aquivalenzklassen, so erhilt man eine Darstellung der Faktormenge

{[Harry], [Ingrid], [Karin], [Mechthild], [Tim]} .

Mefl;t]n\d
. blon:d .

SC

Man beachte, dass die Anzahl der Elemente der Faktormenge den Haarfarben (braun etc.)
entspricht; bei einer etwas genaueren Klassifizierung (hellbraun, rotbraun, dunkelbraun
etc.) wiirde sich die Anzahl der Aquivalenzklassen erhdhen, jedoch weiterhin deutlich un-
ter der Anzahl der betrachteten Personen liegen. JAN
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RarionaLe Zanien (Vgl. ganze Zahlen)

37
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1.3.3 Abbildungen
ABBiLpUNGSBEGRIFF. Der Abbildungsbegriff kann auf den elementaren Mengenbegriff zuriick-

gefiihrt werden; genauer, eine Abbildung entspricht einer Relation, welche gewisse Eigenschaf-
ten erfiille.

Definition 1.3.13 (AssiLDUNG). Eine Abbildung f von einer Menge M nach einer Menge N
ist eine linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischen M und N, d.h. eine Teilmenge f C
M x N mit der Eigenschaft

Vae M Albe N: (a,b) € f;

die Menge M wird als Definitionsmenge und die Menge N als Bildmenge bezeichnet.
(Oft auch Bereich statt Menge.) JAN
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Bemerkung 1.3.14. (i) Zuorpnung, Birp, Grarr, Ursip. Die Definition einer Abbildung
besagt, dass jedem Element der Definitionsmenge ein eindeutig bestimmtes Element der
Bildmenge entspricht; deshalb wird eine Abbildung meist als eine Zuordnung zwischen
zwei Mengen M und N verstanden und folgende Schreibweise verwendet

f M — N:a— f(a).

Veranschaulichung einer Abbildung f: M — N.
Fiir ein Element a € M wird f(a) € N als das Bild von a unter f bezeichnet, und das Bild
einer Teilmenge M, C M unter f ist durch die Menge
F(My) = {f(a) :a € My} C N
gegeben; die Menge aller Bildelemente
Bild(f) = f(M)={f(a):a€e M} CN

heif3t das Bild von f und ist im allgemeinen Fall eine Teilmenge der Bildmenge.



13. Mengen, Relationen und Abbildungen 41

Es reicht aus, den Graph einer Abbildung, d.h. die Menge
Graph(f) = {(a,f(a)) ac M} C M x Bild(f) C M x N,

anzugeben, weil diese alle wesentlichen Informationen enthilt.
(Man beachte, dass das Bild durch den Graph bestimmt ist, jedoch nicht die Bildmenge.)
Fiir eine Teilmenge Ny C N wird die Menge

fH(No) :={a € M: fla) € Ny}

als Urbild von Ny unter f bezeichnet; das Urbild kann auch durch die leere Menge gegeben
sein. Zur Vereinfachung der Notation setzt man fiir ein Element b € N

£ = F b)) = {a € M : fla) = b}

Man beachte, dass f~! im Allgemeinen nicht auf eine Abbildung von N nach M fiihrt,
weil das Urbild eines Elementes kein oder mehr als ein Element umfassen kann und somit
die Rechtseindeutigkeit nicht sichergestellt ist.

(i) Funkrion. Der Begriff Funktion wird im Folgenden als Synonym fiir den Begriff Abbil-
dung verwendet; die Bezeichnung Funktion ist insbesondere im Zusammenhang mit der
Menge der reellen Zahlen iiblich. JAN

(Druckfehler im Skriptum: In strengen Sinn.)
(VORZIEHEN: Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitit)



13. Mengen, Relationen und Abbildungen
Beispiel 1.3.15. (i) IpentiTiT. Auf jeder Menge M ist die Identititsabbildung definiert

idy - M — M:a—a.

(Vereinfachte Schreibweise in einer Zeile mit Doppelpunkt oder Komma.)

42
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(ii) Beispier. Wir betrachten die Abbildung

(
ar— 1,

br—1
f:M={a,b,c,d} — N ={1,2,3}: 4 ’
cr— 2,

\dr—>3.

Da Definitionsmenge und Bildmenge nur wenige Elemente umfassen, ist es hilfreich, sich
die Abbildung in folgender Art und Weise zu veranschaulichen.

\ —
|

Der Graph der Abbildung ist durch
Graph(f) = {(a,1),(b,1),(c,2),(d,3)} C M x N
gegeben. Es gilt beispielsweise

f({a,c}) = {1,2},
FH) = {1Y) = {a 0y, B = ({3 = {d},
F({1.3}) = {a,b,d}.
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(iii) Parager. Der Graph der reellen Funktion
f:R—R:a+—a*,
Graph(f) = {(a,az) La € R} CRxR,
stellt eine Parabel dar

 Graph(/)

Es gilt beispielsweise

F(Rsg) =Rsg, Bild(f) = Rsg,
FU{2,4)) = {—2,—v2,v2,2}. A

(Im Zusammenhang mit reellen und komplexen Zahlen wird oft die Bezeichnung Funktion
verwendet. Quadratische Funktion, Polynom vom Grad 2.)
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Definition 1.3.16 (InjexTiviTAT, SURJERTIVITAT, ByekTiviTAT. ). Bine Abbildung f: M — N
zwischen zwei Mengen M und N heil3t

(i) injektiv genau dann, wenn jedes Element der Bildmenge hdchstens ein Urbild hat
Vbe N: #f4b) <1,
(ii) surjektiv genau dann, wenn jedes Element der Bildmenge mindestens ein Urbild hat

Vbe N: #f4b)>1,

(iii) bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn jedes Element der Bild-
menge genau ein Urbild hat

Vbe N: #f b)) =1. A

(Mit falls ist genau dann, wenn gemeint. Alternative Bezeichnung Zielbereich (statt Bildmenge).
Symbol # steht fiir Anzahl der Elemente, also eine natiirliche Zahl oder Unendlich.)
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.17. (i) [njexriviTiT. Zum Nachpriifen der Injektivitit einer
Abbildung f : M — N ist es zweckmiBig, folgende Charakterisierungen zu verwenden
(Klammern sinnvoll fiir bessere Lesbarkeit)

(VbeN: #f—1<b)§1)
= (YabeM: (a#b = fla)#f0))
= (YabeM: (fla)=f(t) = a=1)),

oder gleichbedeutend

(Kompaktere Formulierung)
(Vb e N: #7(b) < 1)
— (va,b e Mmita#b: fla)# f(b))
— (va,b & M mit f(a) = f(b) - a:b) |

Um die Injektivitit einer Abbildung zu betonen, wird manchmal folgende Notation ver-
wendet
f:M— N.

(Einbettung der Definitionsmenge in die Bildmenge mittels einer injektiven Abbildung)
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Bei einer injektiven Abbildung werden zwei voneinander verschiedenen Elementen der
Definitionsmenge also stets zwei voneinander verschiedene Elemente der Bildmenge zu-
geordnet; bei einer Veranschaulichung bedeutet dies, dass von zwei Elementen ausgehende
Pfeile bei injektiven Abbildungen niemals am selben Punkt enden. Man beachte, dass sich
diese Eigenschaft von der fiir alle Abbildungen geforderten Rechtseindeutigkeit unter-
scheidet; diese besagt gerade, dass von jedem Element der Definitionsmenge genau ein
Pfeil ausgeht.

Abbildung injektiv

—
Abbildung nicht injektiv -
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(ii) SurjekTiviTAT. Um die Surjektivitit einer Abbildung f : M — N nachzuweisen, ist zu
zeigen, dass fiir jedes Element der Bildmenge zumindest ein Urbild existiert, d.h. das Bild
der Abbildung und die Bildmenge stimmen iiberein

(Vb e N: #f7b) > 1)
— (VbeNﬂaeM: f(a):b)
— [f(M)=N;
die Surjektivitit einer Abbildung kann man also durch die Einschrinkung der Bildmenge

auf das Bild erreichen

Um auf die Surjektivitit einer Abbildung hinzuweisen, wird manchmal folgende Notation
verwendet (nicht empfohlen)

foM - f(M).
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Bei der Veranschaulichung einer surjektiven Abbildung bedeutet dies, dass bei jedem Ele-
ment der Bildmenge ein Pfeil endet.

Abbildung surjektiv

ja—

Abbildung nicht surjektiv
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(i) IngerTrviTAT, SURIERTIVITAT. Man beachte, dass Injektivitit und Surjektivitit voneinander
unabhingige Forderungen sind, also sich weder gegenseitig bedingen noch ausschlief3en.
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(iv) ByexrivitiT, Inverse Assiipunc. Eine bijektive Abbildung
f:M— N

stellt eine eins-zu-eins-Zuordnung zwischen allen Elementen der Mengen M und N her;
in diesem Sinn kann man die beiden Mengen miteinander identifizieren.

Abbildung bijektiv
R

Um die Bijektivitit einer Abbildung nachzuweisen, ist zu zeigen, dass die Abbildung so-
wohl injektiv als auch surjektiv ist; eine kompakte Charakterisierung lautet

Vbe Ndae M: f(a)=0>.
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Fiir eine bijektive Abbildung zwischen M und N ist durch die Urbilder eine Abbildung
zwischen N und M defniert; diese Abbildung wird als Umkehrabbildung oder inverse
Abbildung, kurz Inverse, bezeichnet

f:M—N, f"N-—M,
Graph(f) := {(a,b) € M X N : f(a) = b},
Graph(f™') :={(b,a) € N x M : f(a) =b}.

Ersetzt man fiir eine injektive Abbildung die Bildmenge durch das Bild, so ist diese Abbil-
dung bijektiv und folglich invertierbar

FiM— f(M), [ f(M) — M

Bei einer nicht injektiven Abbildung ist es notwendig, zusitzlich die Definitionsmenge
geeignet einzuschrinken.
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(v) Bespiere. Die Identititsabbildung auf einer beliebigen Menge ist ein sehr einfaches Bei-
spiel einer bijektiven Abbildung

Zu bijektiven (linearen) Abbildungen auf der Ebene R? oder dem Raum R? zihlen Dre-
hungen und Spiegelungen. JAN
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Beispiel 1.3.18. Quapratiscre Funkrion, Wurzerrunkrion. Wir betrachten die Funktion

f:M=R—N=R:a— a’;

R Graph(f)

R

man sieht leicht ein, dass diese Funktion auf M = R weder injektiv noch surjektiv ist, denn
beispielsweise gilt

f(=)=1=7f(1), -1¢ f(M)=Rx.
In Hinblick auf die Einfithrung einer Inversen ist somit eine geeignete Einschrinkung der De-
finitionsmenge erforderlich

h:MyCR — f(My):ar— a*;

die sich ergebende Inverse ist dann eindeutig bestimmt.
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Es ist naheliegend, die nicht-negativen reellen Zahlen zu betrachten
hZMOZRZQHf(Mo):RZ()IGF—)CLQ;

Rxo Graph(h)

MM

die zugehdhrige Inverse ist die Wurzelfunktion mit der bekannten Notation
Rt f(My) =Rsg — My=R>g:a+— a.

Ry
{ Graph(h™)
R

Vgl. lllustration mittels Maple.

55



13. Mengen, Relationen und Abbildungen 56

Definition 1.3.19 (Komrosition). Fiir Abbildungen f : M — Nund g : N — O ist die
Hintereinanderausfithrung oder Komposition von f und ¢ definiert durch

gof:M—>O:a|—>g(f(a));

da zunichst der Wert b = f(a) und danach der Wert g(b)
man das Symbol o als nach.

g(f(a)) bestimmt wird, spricht

M-1.N 9.0
kf/f
gO

JAN

(Wesentlich in Hinblick auf eine sinnvolle Definition ist die Voraussetzung, dass das Bild von f
eine Teilmenge des Definitionsbereiches von g ist.)
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Bemerkungen, Beispiele 1.3.20. (i) Komposition mit Ipentitit. Fiir jede Abbildung gilt
fMHN7 foldM:f7 ldNof:f

(ii) Komposition mit Inversen. Fiir eine bijektive Abbildung f : M — N und ihre Inverse
FUN M gile
flof=idy, fof'=idy.

(iii) AssoziativitiT, Kommurativitit. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ,
dh.fir f: M —-N,g: N—Oundh:0 — P gilt

ho(gof)=(hog)of,
im Allgemeinen jedoch nicht kommutativ, d.h. es gibt Abbildungen f,¢: M — M mit
gof#/foy;
ein Gegenbeispiel ist
f R—R:z+——2*, ¢g:R—R:z+—sin(z),

gof:R—R:z+—sin(z7), fog:]R—>R::Br—>(sin(x))2.
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(iv) Beispier. Fiir die Abbildungen

(

a+— 1,

f - M=A{a,b,c} — N={1,2} : ¢ br— 2,

g: N ={1,2} — O = {Klaus, Bello, Patscherkofel } : {

ist die Komposition g o f gegeben durch

gof:M={a,b,c} — O = {Klaus,Bello, Patscherkofel } : <

man beachte, dass f o g nicht definiert ist.

VGL. [ILLUSTRATION MITTELS MAPLE.

\cn—>1,

58
1 — Patscherkofel
2 — Bello ,
(0 —s Patscherkofel ,
b — Bello,
(c— Patscherkofel ;
JAN
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| Funktionen
| > restart;
> f:= proc(x)
description "definition of a function {a,b,c,d} -> {1,2,3}";
ifx=aorx=>bthen f(x) := 1elifx=cthenf(x) := 2 elif x=d then f(x) := 3
end if;

W N = =

@

['Vorsicht in MAPLE!
| Klammerung fiir Paare

> Graph_f= {[a.f(a)]. [b.f(b)]. [e.f (). [d.f(d) 1};
Graph_f= {[a. 1], [b. 1], [e.2]. [d.3]) @

Vorsicht in MAPLE!
Zwei Varianten moglich.
(Besser gelost z.B. in Matlab, wo zwischen Funktionsname und Funktionswert unterschieden wird
| output = funktionsname(input))
> restart,
S = proc(x)
description "definition of a function {a,b,c,d} -> {1,2,3}";
if x=a or x=>b then f:= 1 elif x = c then f:= 2 elif x=d then /' := 3
end if;
end proc:
f(a);
S (b);
(o)
S(d);
Graph_f= {[a.f(a)]. [b.f (b)), [e.f(c) ), [d.f(d) ]}:

Warning, ~f- is implicitly declared local to procedure "f
Warning, “f° is implicitly declared local to procedure ~f"
1

1
2
3

Graph_f:= {[a, 1], [b, 1], [¢, 2], [d,3]} ©)]




| Bildmenge
> {f(a).f(b).f(c).f(d)};

I {1,2,3} @
(> M= {%
for xin {a,c} do
M = M union {f(x)};
od;
M= O
M = {1}
I M = {l, 2} ©)
;Urbildmengen

> foryin {1,2,3} do
Urbild[y] == { }:
for xin {a, b, c,d} do
if f(x) =y then Urbild[y] := Urbild[y] union {x} end if:

od:
print(y, Urbild|[y]);
od:
Urbild[ 1, 3] :== Urbild[ 1] union Urbild|3 ];

1, {a, b}

2, {c}

3, {d}

Urbild, , = {a, b, d} (6)

;Identitéitsﬁmktion auf Teilbereich der reellen Zahlen
=> restart,
> id=x—>x

plot(id(x),x=-2..2);

id=x—x




-2-

Quadratische Funktion (Graph ist Parabel)
Einschriankung auf nicht-negative reelle Zahlen
Waurzelfunktion als zugehdorige inverse Funktion
| "Spiegelung” an Identitdt
| > restart,
> f =x — xz;
plot(f(x),x=-3.3);




[> plot({x, f(x), sqrt(x) }, x=0..3,y=0..3);




0 : .
0 1

> plot(- sqrt(x),x=0..3,y=-3..0);

plot({sqrt(x),- sqrt(x) },x=0..3,y=-3 ..







-3-

_Komposition
| I.a. nicht kommutativ, d.h. f(g(x)) verschieden von g(f(x))
[> restart,
> fi=x— x2 ;
g=x—-x+1
f=xr X2
g=x—x+1
[> plot(f(x),x=-2.2,y=0..4);
plot(g(x),x=-2.2,y=-1.3);

™






QU O & Q
:l}j?l\)l

(x+1)°






I T T T T T
-2 -1 0 1
X
_Komposition von quadratischer Funktion und zugehdroger inverser Funktion
| (gilt fiir nichtnegative reelle Zahlen)
| > restart;
> fi=x— xz;
g = x = sqrt(x);

f=xmx

i g =x /X
> flg(0):
g(f(x));

)

10
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0.5 1

=> plot(g(f(x)),x=0..




1.5 1

0.5

:Komposition
> fi=x—
g = x — sin(x);
S(g(x));
plot(f(g(x)),x=-5.5);
g2(f(%));
plot(g(f(x)),x=-5.5);

0.5 1 1.5

f::x|—>x2
g = x > sin(x)

sin(x)2



0.8 1

0.6 1

012 1




-0.5 1
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