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Kapitel 3

Vektorriume und lineare Abbildungen

VorausseTzuNG. In diesem Kapitel bezeichnet (K, +,-) stets einen Korper. Ein Beispiel fiir
einen endlichen Korper ist K = Z/pZ mit einer Primzahl p € N; Beispiele fiir unendliche
Korper sind K = Q, K = R oder K = C.
(Verwendung der Bezeichnung K statt K'.)
Notation. Im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen werden Elemente kartesi-
scher Produkte als Spalten aufgefasst; die auftretenden Matrizenprodukte sind dann sinnvoll
definiert
mxn n nx1 mo mx1 . _
AeK™" 2zeK'=K", beK"=K ; A oz =_b,.
mxn nxl1 mx1
(Verwendung der (iiblichen) Notation K”*" statt Mat,y, ,(K). Verwendung der (iiblichen) Be-
zeichnung A7 statt A’ fiir die transponierte Matrix.)



Kapitel 3. Vektorraume und lineare Abbildungen 2

VektorrAume. Im folgenden Abschnitt werden zunichst die Begriffe Vektorraum und Unter-
vektorraum axiomatisch eingefiihrt; anschlieBend wird der fiir endlich-dimensionale Vektor-
riume grundlegende Begrift Basis behandelt. Das Erkennen von Vektorraumstrukturen ist fiir
ein tieferes Verstindnis der Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen hilfreich

AeK™", beK™, L(Ab) CK".

Man stellt beispielsweise fest, dass die Losungsmenge eines Systemes von homogenen linearen
Gleichungen auf einen endlich-dimensionalen Untervektorraum fiihrt und eine vollstindige
Beschreibung des Losungsraumes der Angabe einer Basis entspricht. Wesentlich ist dabei die
Eigenschaft, dass die Summe von Ldsungen und jedes skalare Vielfache einer Losung wieder
eine Losung ist; etwas allgemeiner folgert man

VAipeK Ve, de L(A0): A()\c—k,ud):)\%oc,—k,u

"~

Ad =0.
=0

Man beachte, dass die Losungsmenge jedenfalls den Nullvektor umfasst
0 € L(A,0) CK".

Fiir ein inhomogenes lineares Gleichungssystem entspricht die Lésungsmenge einem afhnen
Unterraum, welcher durch eine partikulire Losung, d.h. ein Element ¢ € K" mit A¢ = b, sowie
die Lésungsmenge des zugehorigen homogenen Gleichungssystemes vollstindig gegeben ist

L(Ab)={c+c:ce L(A0)} CK",

siehe Satz 2.3.6 im Skriptum.
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3.1 Vektorriume

3.L.1 Grundbegriffe

Definition 3.1.1 (VexTorraUM). Eine Menge V mit zwei Verkniipfungen +: V' x V' — V und
1 K x V — V ist ein K-Vektorraum, wenn (V, +) eine kommutative Gruppe ist und fiir die
zweite Verkniipfung folgende Gleichheiten gelten

VipueK YowelV:
Av+w)=Av+Aw, A+pv=Av+pv, Ap)v=A(pv), l-v=wv.

Die Verkniiptung - : K x V' — V wird als Skalarmultiplikation bezeichnet und ist von der
Korpermultiplikation - : K x K — K zu unterscheiden. Entsprechend nennt man ein Element
von K einen Skalar und ein Element von V einen Vektor; das neutrale Element von (V,+)
bezeichnet man als Nullvektor oder Ursprung. A

Bemerkung 3.1.2. (Erginzungen)

(i) Wie zuvor bezeichnet 1 das neutrale Element beziiglich der Kérpermultiplikation.

(ii) Man beachte, dass zur Vereinfachung der Notation dasselbe Symbol fiir unterschiedliche
Rechenoperationen verwendet wird; es treten sowohl die Korperaddition + : K x K — K
und die Addition + : V x V' — V als auch die Kérpermultiplikation - : K x K — K und die
Skalarmultiplikation - : K x V' — V auf. Die Kdrperaddition und die Kérpermultiplikation
werden beispielsweise in der zweiten und dritten Gleichheit auf der linken Seite benétigt;
ansonsten werden die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation bendtigt.
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(iii) Analog zur vereinfachten Schreibweise bei Kérpern werden Multiplikationspunkte nur in
Ausnahmen wie etwa 0 - v oder 1 - v gesetzt; Klammern werden entsprechend der Kon-
vention Multiplikation vor Addition weggelassen.

(iv) Man beachte, dass fiir 0 € Kund 0 € V dasselbe Symbol verwendet wird; méchte man be-
tonen, dass die neutralen Elemente beziiglich der Addition in K und in V unterschiedliche
Objekte sind, beispielsweise eine Zahl versus einem Tupel von Zahlen oder einer Funk-
tion, schreibt man gegebenentfalls Ox und 0y oder Ahnliches. Es gilt 0 - v = 0, genauer
OK -V = Ov.

(v) In Vektorriumen mit zusitzlichen Eigenschaften (Prihilbertriume, Hilbertriume) ist au-
Berdem ein Skalarprodukt - : V' x V' — K definiert, vgl. Lineare Algebra II. Wesentlich
fiir die Klassische Mechanik ist auch das Vektorprodukt R* x R* — R®.

(vi) Man merke sich: Ein Vektor ist ein Element eines Vektorraumes. A
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Bemerkungen, Beispiele 3.1.3. (Reihenfolge im Vergleich zum Skriptum etwas abgeindert)

(i) Nurrvektorraum. Die Untersuchung des trivialen K-Vektorraumes V' = {0}, der auch
als Nullvektorraum bezeichnet wird, ist von geringem Interesse. Er spielt jedoch als Un-
tervektorraum im Zusammenhang mit eindeutig 16sbaren linearen Gleichungssystemen
eine Rolle; fiir eine quadratische Koefhizientenmatrix A € K" kann man beispielsweise
folgende Aussage treffen

L(A,0)= {0} CK" — (VbeK”H!ceK”:L(A,b):{c}>.
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(ii) RecrienreGELN. Mit Ghnlichen Uberlegungen wie fiir Gruppen, Ringe und Kérper lassen
sich aus den Vektorraumaxiomen Rechenregeln ableiten. Beispielsweise sind fiir einen K-
Vektorraum folgende Gleichheiten giiltig

VieK VoeV: (=ANv=-—(A\v),
V)\l,)\QGKmit)\l#)\Q VvEVmitv;éO: )\11}7&)\2?};

falls der zugrundeliegende Korper unendlich ist, impliziert die zweite Aussage, dass jeder
vom Nullvektorraum verschiedene Vektorraum unendlich viele Elemente umfasst.

Aufgabe 30
Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir alle A1, Ao € K, v €
V gilt:
(i) 0-v=0.
(i) (=A1)-v=—(A1-v).
(7ii) Aus v # 0 und Ay # A folgt Ay - v # Ay - v. Insbesondere besitzt jeder
Vektorraum V' # {0} {iber einem unendlichen Kérper unendlich viele Ele-
mente.
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(iii) KarTesiscies  Propurt.  Versieht man  das kartesische Produkt von zwei K-
Vektorriumen V und W mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation

+: (VW) x (VW) —VxW:
((vl,wl), (’Uz,’lUg)) — (vl,wl) + (Ug,wg) = (Ul + Vo, Wy +w2),
KX (VW) —V xW:
(A, (v,w)) — A (v,w) == (Av, \w),

so ergibt sich ein K-Vektorraum; eine entsprechende Aussage gilt fiir mehrfache kartesi-
sche Produkte.

(iv) Unenpricte UnD EnDLICHE VERTORRAUME. Ein einfaches Beispiel eines endlichen Vek-
torraumes ist das kartesische Produkt

(z/27)" = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)} ;

bekannte Beispiele unendlicher Vektorriume sind die Euklidischen Riume R? und R?. Die
Vektorraumaxiome weist man entweder direkt mittels der Korperaxiome nach oder ver-
wendet die Uberlegung, dass ein Kérper K insbesondere ein K-Vektorraum ist, und (ii).
( Die Vektorriume R? und R? sind von besonderer Bedeutung, beispielsweise in Hinblick
auf die Beschreibung physikalischer Systeme im Rahmen der Klassischen Mechanik. Wie
an fritherer Stelle bei der Einfithrung der komplexen Zahlen erwihnt, veranschaulicht man
sich die Vektoraddition in der Ebene R? durch Parallelogramme. Die Multiplikation mit
einem positiven Skalar entspricht einer Streckung oder Stauchung; bei Multiplikation mit
einem negativen Skalar kommt eine eine Richtungsinderung beziiglich der zugehorigen
Gerade durch den Ursprung hinzu. Entsprechendes gilt fiir den Raum R?. )
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(v) Zanrenturer. Eewas allgemeiner gilt fiir jede positive natiirliche Zahl m € N», dass das
kartesische Produkt K™ versehen mit der komponentenweise Addition und Skalarmulti-
plikation

U1 W1 v1—|—w1
+ K" x K" — K": (v,w) —v4+w=1| i | +| = : :
U, Wy, U + Wiy,
(%] )\1}1
KX K" — K™ : (\v) —Advo=A| i | = : ,

U AU,

ein K-Vektorraum ist.

(In Hinblick auf die Vektorraumstruktur ist es unerheblich, ob die Elemente von K™ als
Zeilen oder (platzsparender) als Spalten angegeben werden; man sollte schlussendlich eine
einheitliche Schreibweise wihlen.)
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(vi) Matrizen. Die obigen Uberlegungen fiir Zahlentupel lassen sich direke auf Matrizen
erweitern; fiir positive natiirliche Zahlen m,n € Ny, ist die Menge aller (m x n)-
Matrizen K™*" = Mat,, ,,(K) versehen mit der komponentenweiser Addition und Ska-
larmultiplikation

4o KM s KMy KX

AH “e Aln BH NN Bln
(A,B) — A+ B = : s + | :
Apt ... Ao By ... B

An+ By ... A+ By,

Am1+Bm1 Amn+an
)\AH )\Aln
K x KT K (A A) —— AA = | :o

ANApt oo N

ein K-Vektorraum. Man beachte, dass fiir die Definition eines Vektorraumes die Angabe
von Vektoraddition und Skalarmultiplikation wesentlich ist und die Matrixmultiplikation
keine Rolle spielt.

..........

..........

Software iiblich. Korrektur im Skriptum m,n > 1.)
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(vii) Funkrionen. Als weitere Verallgemeinerung von Zahlentupeln und Matrizen ist es na-
heliegend, fiir gewisse Abbildungen komponentenweise Rechenoperationen einzufiihren;
genauer, betrachtet man alle auf einer Menge M definierten K-wertigen Abbildungen,
und setzt man (praktische Klammerschreibweise zur Angabe von Funktionsvorschriften)

F(MK):=K" :={f: M — K},
+: KM x KM — KM (f,9) — f+9:=[m+— (f+g)(m) == f(m)+g(m)],
R KM — KM f) — A f = [mo—s (A f)(m) == A f(m)],

so ergibt sich ein K-Vektorraum.

(Man beachte, dass K™*" der Menge {A : {1,...,m} x {1,...,n} — K} entspricht; fiir
ein Element A € K™*" ist es hilfreich, simtliche Funktionswerte in einer Matrix, d.h. ei-
nem rechteckigen Schema, anzuordnen. In Abhingigkeit von der betrachteten Fragestel-
lung werden unterschiedliche Strukturen von K" verwendet; an fritherer Stelle wurde
die Ringstruktur von % (M, K) mit der komponentenweisen Addition und einer von der
Skalarmultiplikation zu unterscheidenden komponentenweisen Multiplikation

KT X KM KM (f,g) — fg = [m— (f,9)(m) == f(m)g(m)]

besprochen.)
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(viii) SteTicE FunkTionen. Um zu zeigen, dass die Menge aller auf einem Intervall definierten
reellwertigen stetigen Funktionen 6([a, b], R) ein R-Vektorraum ist, ist nachzuweisen, dass
die komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation stetiger Funktionen auf stetige
Funktionen fithren, vgl. Analysis.

(ix) Porynome. Ahnliche Uberlegungen wie fiir Funktionen gelten fiir Polynome; genauer,
die Menge
K[ﬂ = {Co+61t+°"+cdtd :d € Nxp,cp,...,¢cq € K}
versehen mit der koefhzientenweisen Addition und Skalarmultiplikation ist ein K-
Vektorraum. A
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Dehfnition 3.1.4. Es bezeichne V' einen K-Vektorraum.

(i) UnrervekTorraum. Eine nichtleere Teilmenge @ # U C V heil3t ein K-Untervektorraum
von V, wenn die Bedingung

VA, eK Vu,us€eU: Mui+Xu €U

erfiillt ist.
(Setzt man A\; = 1 = Ay bzw. Ay = 0, so impliziert dies die Wohldefiniertheit (Abgeschlos-
senheit) der Addition + : U x U — U und der Skalarmutliplikation - : K x U — U.)

Aufgabe 31

Sei V' = F(R,R) der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R. Welche der
folgenden Teilmengen sind Untervektorrdume von V7 (begriinden Sie IThre Aussage)

(i) U={feV|]f(1)=0}

) Up={feV]f0)=-1}

(1it) Us={f eV |VreR: f(r) #0}
;U4:{feV|V7~ER: lf(r)| <2}

(i) Arriner UnTerraUM. Bine Menge der speziellen Form
v—l—U:{v—ku:uEU}QV

mit v € V und einem K-Untervektorraum U C V wird als athner K-Unterraum von V
bezeichnet. AN
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Bemerkung 3.1.5. (Reihenfolge im Vergleich zum Skriptum etwas abgeindert)

(i) Nurrvektor. Von einem Untervektorraum wird gefordert, dass er verschieden von der
leeren Menge ist; setzt man in der obigen Definition \; = Ay = 0 € K sowie u; = uy =
u € U, so folgt wegen 0 - u = 0, dass jeder Untervektorraum zumindest den Nullvektor
enthilt
0eU.

(ii) VexTorraUMEIGENSCHAFT. Fiir Untervektorriume wird die Wohldefiniertheit von Addi-
tion und Skalarmultiplikation vorausgesetzt; die Giiltigkeit aller Vektorraumaxiome ldsst
sich dann leicht nachpriifen.

(iii) ImprikaTiON. Ein Untervektorraum ist insbesondere ein athner Unterraum (mit v = 0);
die Umkehrung ist nur dann richtig, wenn die Nullvektorbedingung erfiillt ist.

(iv) DurchscaniTT. Bildet man den Durchschnitt einer Familie von Untervektorriumen, so
erhilt man wieder einen Untervektorraum. JAN

Anstelle der Bezeichnung Untervektorraum verwendet man hiufig die Kurzbezeichnung Un-
terraum. Man beachte, dass ein affiner Unterraum im allgemeinen Fall den Nullvektor nicht
enthilt und deshalb kein Vektorraum ist. Es ist oft hilfreich, einen Untervektorraum als eine
(abstrahierte) Gerade oder Ebene durch den Ursprung und einen zugehorigen affinen Unter-
raum durch eine dazu parallele Gerade oder Ebene zu veranschaulichen; entsprechend bezeich-
net man zwei afline Unterriume v + U und w + U als parallele Unterriume.
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Beispiel 3.1.6. (i) Wie zu Beginn des Kapitels bemerke, fithrt die Lésungsmenge eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystemes auf einen Untervektorraum und die Losungsmen-
ge eines inhomogenen linearen Gleichungssystemes auf einen affinen Unterraum; es gilt
folgender Zusammenhang

AeK™™ peK", ceK' Ac=b, L(Ab) =c+L(A0).
(ii) Schrinkt man den zuvor angegebenen Vektorraum aller Polynome
K[t] := {co+clt—|—---—|—cdtd:dEN,cO,...,chK}
ein, so erhilt man einen K-Untervektorraum
Kgd[t]I:{C0+Clt+"’+Cdtd:C(),...,CdEK}; AN

die fixierte natiirliche Zahl d € N> entspricht dem maximalen Grad.

(Weitere konkrete Beispiele werden etwas spiter angegeben.)
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Im Folgenden wird gezeigt, dass sich jede Familie von Vektoren durch die Hinzunahme simt-
licher Linearkombinationen, d.h. von Summen und skalaren Vielfachen, zu einen Untervek-
torraum erweitern lisst; es ist zweckmiBig, zudem den Begrift der linearen Hiille einzufiihren.

Definition 3.1.7 (LinearkoMBINATION). Es bezeichne V einen K-Vektorraum. Fiir endlich viele
Vektoren vy, ...,v, € V und Skalare A\, ..., )\, € K heil3t ein Vektor der Form

r
Z)\Z’UZ':)\lvl—F"'—l—)\TUTEV
1=1

eine Linearkombination von vy, ..., v,. Es ist zweckmiB3ig, den Spezialfall der leeren Summe
wie folgt zu definieren

0
r=20: Z)\@’U@Z:OEV. JAN
1=1



3.1. Vektorrdume 16

Lemma 3.1.8. Es bezeichne V' den zugrundeliegenden K-Vektorraum. Fiir eine Teilmenge
M C V ist der kleinste K-Untervektorraum (UVR), welcher alle Elemente von M enthil,
durch die Menge aller méglichen Linearkombinationen gegeben

v —{ZAivi:reN,/\l,...,)\rEK,vl,...,vreM}.
MCUCYV =1
U K-UVR

Beweis. Siehe Skriptum. o
(Der Beweis beruht auf dem Nachweis der Inklusionen C und D. Man verwendet einerseits,
dass der Durchschnitt von Untervektorriumen ein Untervektorraum ist, und andererseits, dass
von Untervektorrdumen per Definition gefordert ist, dass simtliche Linearkombinationen ent-
halten sind.

Allgemeines Prinzip: Um die kleinste Menge, welche eine bestimmte Eigenschaft hat, zu be-
kommen, betrachtet man hiufig den Durschnitt aller Mengen mit dieser Eigenschaft. )
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Definition 3.1.9. (i) Lineare HUrre. Die in Lemma [3.1.8| als kleinster K-Untervektorraum
charakterisierte Menge aller moglichen Linearkombinationen der Elemente einer Menge
M C V bezeichnet man als K-lineare Hiille von M und verwendet hiufig die Notation
( Bezeichnung lineare Hiille aussagekriftiger; deutsch Spann kaum gebriuchlich, englisch
span im Sinne von aufgespannter Bereich)

Spany (M) Z:K<UEM> = {Z)\ivi:rEN,Al,...,)\TEK,fUl,...,UTEM}.

1=1

(i) DimensionaciTiT. Ein K-Vektorraum V heil3t endlich-dimensional oder endlich erzeugt,
wenn es endlich viele Vektoren gibt, deren lineare Hiille V' ergibt

3reN Fv,...,0, €V g(lo,...,v)=V;

ansonsten spricht man von einem unendlich-dimensionalen Vektorraum.
(Vgl. Erzeugendensystem und Basis. Begrift der Dimensionalitit entsprechend auf Unter-
vektorriume anwendbar.) JAN

(Endlich-dimensionale Vektorriume wie beispielsweise der m-dimensionale Euklidische
Raum R™ umtfassen unendlich viele Elemente; da sie sich in der oben angegebenen Weise durch
endlich viele reelle Zahlen beschreiben lassen, sind sie in diesem Sinne einfach zu handhaben.
Entsprechendes gilt fiir Unterriume. Siehe Beispiele. )
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Beispiel 3.r.10. (i) Einpivensionare UnTerrAUME. Es bezeichne V' einen nichttrivialen K-
Vektorraum; die lineare Hiille eines vom Nullvektor verschiedenen Vektors 0 # v € V
umfasst alle skalaren Vielfachen

r(v) ={Av:AeK} CV

und wird abstrahiert als eine Gerade durch den Ursprung veranschaulicht.

V (%

(i) Zwemmensionater Euktipiscier Raum. Die Veranschaulichung von linearen Hiillen
als Geraden durch den Ursprung ist insbesondere im Speziallfall der reellen Zahlenebene
V = R? und beispielsweise v = (1,1) € R? zutreffend

r((1,1)) = {A(1,1): A e R} C R”.

(1,1)
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Wihlt man zwei nicht parallele Vektoren, so wird die gesamte Ebene erzeugt
v=(1,1), e =(0,1), R<U,62> = R?:

stellt man nimlich einen beliebigen Vektor (a,b) € R* als Linearkombination dar, so ist
leicht einzusehen, dass das zugehorige lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist

A=a,

a,b)=av+ (b—a)ey.
Adtp=b, u=b—a, (@,0) b—aje,

AL, 1)+ p(0,1) = (a,b), {

(1,1) (0,1)4 (1,1)

Man beachte, dass die Wahl von zwei aufeinander senkrecht stehenden und normierten

Vektoren naheligender ist und auf eine einfachere Darstellung fithrt; insbesondere gilt
dies fiir die Standardbasisvektoren

er = (1,0), ey=1(0,1), R<61,62>=R2, V(a,b) €R*: (a,b) =ae; +bey.

(Gleichwertige Schreibweise als Zeile v = (1, 1) oder Spalte v = (1,1)*. Gleiche Schlussfol-
gerung fiir V = C? mit a,b € C.)
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(iii) StanparpBasis. Betrachtet man allgemeiner den Vektorraum V' = K™ mit m € N und
wihlt die Standardbasisvektoren

( é\ (0) (0)

0 , €2 = 0 N Em = : y

o o Y

so kann jeder Vektor in besonders einfacher Art und Weise als Linearkombination darge-
stellt werden

€1

aq m
Va=1 : | e K": azg a; €;
A, 1=1

damit gilt die folgende Gleichheit
R<el,...,em> = K" ;

Insbesondere zeigt dies, dass K™ (auch fiir unendliche K&rper) ein endlich erzeugter K-
Vektorraum ist.

(iv) Porynome. Da man beim Vektorraum aller Polynome K[t] beliebige Grade zulisst, ist
dieser nicht endlich erzeugt. JAN
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UNTERVEKTORRAUME VERSUS KUGELOBERFLACHEN 1M Raum. Die Untervektorriume des Raum-
es R? sind der Nullvektorraum, erzeugt durch den Nullvektor 0 € R?, Geraden durch den
Ursprung, erzeugt durch einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor, Ebenen durch den
Ursprung, erzeugt durch zwei vom Nullvektor verschiedene und nicht parallele Vektoren,

und der gesamte Raum, erzeugt durch drei gecignet gewdhlte (linear unabhingige) Vektoren
0 # vy, 09, v3 € R3
0€R: U =g(0),
0£veR: U=g{)),
0 % vy, vy € R? (linear unabhingig) U = r(vy, v9),
)

0 7& V1, V2, V3 € Rg (linear unabhéingig : U= R<U1; V9, U3> .

In diesem Sinn ist die Struktur eines Untervektorraumes wesentlich einfacher als etwa die Ober-
fliche einer Kugel; man kann beispielsweise alle Elemente einer Ebene U C R?* durch den
Ursprung mittels Linearkombinationen darstellen

VweU I, eR Fu,mueR: w=X\uv+ Mvs. JAN
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Beispiel 3.1.11 (Sparrenraum einer MaTrix). Siehe Skriptum,

Lemma 3.r.12. Es bezeichne V den zugrundeliegenden K-Vektorraum. Fiir zwei K-
Untervektorriume U, U C V ist der kleinste K-Untervektorraum von V, der alle Elemente
von Uy und Us enthilt, durch die K-lineare Hiille der Vereinigung U; U U, oder dquivalent da-

zu durch alle Linearkombinationen der Elemente von U; und U, gegeben; eine gebriuchliche
Schreibweise ist

Ui+ U; = {u1 +uy i up € Up,ug € UQ} = SpanK(U1 U UQ) &

(Gilt zusitzlich Uy N Uy = {0}, so verwendet man hiufig das Symbol @& und spricht von der
direkten Summe zweier Untervektorriume.)

VGL. [LLUSTRATION MITTELS MAPLE (DURCHSCHNITT / SUMME VON UNTERVEKTORRAUMEN).



Generelle Bemerkung:
Veranschaulichung von Geraden im R”*2 und deren Durchschnitt gut méglich
| Veranschaulichung von Ebenen im R"3 schwieriger
Ad Bemerkung 3.1.4
| Durchschnitt zweier Geraden durch Ursprung ergibt Untervektorraum
> restart,
with (plots) :
Gl =x+y=0;
G2:=x+2y=0;
implicitplot({G1, G2},x=-2.2,y=-2..2);
solve({G1, G2});
Gl ==x+y=0
G2:=x+2y=0

2_

-2

i {(x=0,y=0} )
Ad Lemma3.1.12

Die Vereinigung der beiden Geraden ist offensichtlich KEIN Unterraum, es gilt jedoch folgende

Aussage.

Betrachtet man G1 + G2 = {gl + g2: gl in G1, g2 in G2}, so erhélt man die gesamte Ebene, denn




laut Lemma 3.1.12 ist G1 + G2 = span(G1 union G2) und andererseits span(G1 union G2) = R*2.
Waihlt man beispielsweise vl = (1,-1) in G1 (d.h. G1 = span(v1) = {lambdal v1: lambdal in R}) und
v2 =(2,-1) in G2 (d.h. G2 = span(v2) = {lambda2 v2: lambda2 in R}), so lésst sich jeder Punkt der
Ebene
w = (a,b) in R"2 also als Linearkombination von v1 und v2 darstellen.
Die Losung eines linearen Gleichungssystemes ergibt w = - (a+ 2 b) vl + (a+ b) v2;

| anders ausgedriickt, mitgl =-(a+2b) vl und g2 = (a+b) v2 gilt w = gl + g2.
> restart;

with (LinearAlgebra) :
Gl:=x+y=0;
G2:=x+2y=0;

vl = (1,-1);

subs ({x=vI[1],y=vI[2]}, GI);
v2 = (2,-1);
subs({x=v2[1],y=v2[2]}, G2);
w = (a, b);

lambdal - vl + lambda2 - v2 =w;
= ((L-D)(2,-1));

A . (lambdal, lambda?);

Sol := LinearSolve(A4, w);

gl == Sol[1] - vI;

subs ({x=gI[1},y=gl[2]}, GI);

g2 = Sol[2] - v2;

subs ({x=g2[1],y=g2[2]}, G2);

gl + g2=w;

Gl ==x+y=0
G2:==x+2y=0

1
vl =
S
0=0
2
V2 =
—1
0=0
a
w o=
b
Al +2A2 a
A — A2 b

=4




Al +22A2
A — A2
-2b—a
b+a

-2b—a
2b+a
0=0
2b+2a
-b—a
0=0

a

b b

a
} @

;Spezialfall einer Gerade, die nicht als Graph einer Funktion f: R -> R: x -> f(x) dargestellt werden kann
> restart;

with (plots) :
Gl =x+y=0;
G3:=x=0;

implicitplot({G1, G3},x=-2..2,y=-2..2, style = point);
solve({G1, G3});
Gl =x+y=0

G3:=x=0
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| Durchschnitt zweier (allgemeiner) Geraden (affine Unterrdume)
> restart,
with ( plots) :
Gl =x+y=1;
G2:=x+2y=2;
implicitplot({G1, G2}, x=-2.2,y=-2..2);
solve({G1, G2});
Gl =x+y=1

G2:=x+2y=2
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i {x=0,y=1} “
Schnitt zweier / dreier Ebenen durch Ursprung ergibt Untervektorraum
| Hier wiirde gelten E1 + E2 = R"3 oder auch E1 + E3 = R"3 oder auch E2 + E3 = R"3

> restart,
with ( plots) :
El=x+y+z=0;
E2:=x+5y+10z=0;
implicitplot3d({El, E2},x=-2.2,y=-2.2,z=-2.2);
solve({El, E2});

plot_?d[[%'z,—%-z,z],z=—2..2);
El =x+y+z=0
E2:=x+5y+10z=0
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> E3=x-y-z=0;

| —

implicitplot3d({El, E2, E3},x=-2.2,y=-2.2,z=-2.2);

solve({El, E2, E3});

E3:=x—y—z=0
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Divension. Der auf dem Basisbegrift beruhende Dimensionsbegriff wird an spiterer Stelle ein-
gefiithrt; im Wesentlichen gibt die Dimension eines Vektorraumes (bzw. Untervektorraumes)
die Anzahl an Vektoren an, die zur Darstellung eines beliebigen Elementes des Vektorraumes

mittels Linearkombinationen bendtigt werden. Speziell fiir Untervektorriume des Euklidischen
Raumes R? gelten folgende Gleichheiten

Nullvektorraum U = g(0) :  Dimension o,
Gerade durch Ursprung U = g(v) : Dimension1,
Ebene durch Ursprung U = g(v;,v2) :  Dimension 2,
Gesamter Raum U = g(vy,v9,v3) ©  Dimension 3,

vgl. Bemerkung Untervektorraume versus Kugeloberflichen im Raum.
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DivensionsForMEL. Im Rahmen des Vertiefungsteiles der Vorlesung wird die Dimensionsfor-
mel fiir zwei K-Untervektorrdume U; und U; besprochen, siehe Satz[3.1.25 Im allgemeinen Fall
leitet man folgenden Zusammenhang her

dlmK(U1 + UQ) — dlmK(Ul) + dlmK<U2) — dlmK(U1 M UQ) :
bei einer direkten Summe ist wegen dimg (U; N Us) = dimg({0}) = 0 die Gleichheit
dimK<U1 D UQ) = dlmK(U1> + dlmK(Ug)

giiltig. Ein einfaches Beispiel, welches die Dimensionsformel bestitigt, sind zwei Geraden durch
den Ursprung, eingebettet in der Ebene R* oder im Raum R®. Sind die Geraden parallel,
d.h. stimmen sie {iberein, erhilt man

U =U;, dim(U;)=1=dim(lUs),

U +U,=U;, dimU+Us) =1,

UNU,=U;, dm(UnU,) =1,
l=14+1-1;

sind die beiden Geraden nicht parallel, schneiden sie sich im Ursprung, und somit folgt

dim(U;) = 1 = dim(Us),
U+ U, =R?*, dim(U;, +U,) =2,
U nUy;={0}, dim(U;NU;) =0,

2=14+1-0.

Fiir Ebenen und Geraden im Raum gelten dhnliche ﬁberlegungen. A
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3..2 Lineare Unabhingigkeit, Basen und Dimension

Definition 3.r.13 (Lineare UNABHANGIGKEIT, ERZEUGENDENSYSTEM, Basis). Siehe Skriptum.

Bemerkungen, Beispiele 3.1.14. Siehe Skriptum. (Korrektur, Seite 72, oben: Angabe als Spalte
konsistent.)

VorsemerkuNG. Um fiir endlich-dimensionale Vektorriume grundlegende Begriffe wie Li-
neare Unabhingigkeit, Erzeugendensystem, Basis, Dimension zu verstehen, ist es erfahrungs-
gemil} einfacher, Resultate und deren Beweise zunichst fiir den Spezialfall R® oder den etwas
allgemeineren Fall R mit m € Ns; nachzuvollziehen. Im Folgenden werden detailierte Uber-
legungen deshalb speziell fiir den Vektorraum R? angegeben; die Erweiterung auf den Vektor-
raum K" mit m € Nx; erfordert gewisse Modifikationen, jedoch keine neuen Beweisideen. Der
Fokus auf den Vektorraum K™ wird an spiterer Stelle gerechtfertigt; wihlt man nimlich fiir
einen m-dimensionalen K-Vektorraum V' eine K-Basis (vy, . .., v,) und stellt einen beliebigen
Vektor als Linearkombination der Basisvektoren dar, so erhilt man eine eindeutige Zuordnung

U:Z)\i?}igv —— (Al,...,Am)TEKm,

1=1

d.h. in diesem Sinn entspricht jeder m-dimensionale Vektorraum V' dem Vektorraum K.
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Da der folgende Satz und die wesentlichen Beweismethoden bereits behandelt wurden, wer-
den alle iquivalenten Charakterisierungen einer Basis fiir den Euklidischen Raum und zwei

Spezialfille nachgepriift

K=R, V:Rg, V1, U9, V3 € R?), Basis (Ul,Ug,Ug),

1 0 0
Standardbasis: vy =e;=[0], wm=e=|1]|, v3=e3=10],
0 0 1
1 1 1
allgemeine Basis: vy = |1]|, wv=|-1|, v=|-1
1 1 —1

Wichtiger Zusammenhang! Linearkombinationen dieser Vektoren entsprechen Matrix-
Vektor-Multiplikationen (platzsparendere Angabe der Spalte A als Transponierte einer Zeile)

)\1?)1—|—>\202—|—)\3@3:A)\, A= (’Ul‘vﬂvg) €R3><3’ )\I()\l,)\g,)\g)TGRg,

1 00
Standardbasis: A= [0 1 0],
001
1 1 1
Allgemeine Basis: =11 -1-1]1,
1 1 =1

vgl. Beispiel 3.1.11

- bei der Standardbasis ist die zugehorige Matrix gleich der Einheitsmatrix.
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Man beachte, dass ein unendlich-dimensionaler Vektorraum keine (wie zuvor definierte) Basis
besitzt; die zusitzliche Annahme endlicher Dimensionalitit ist deshalb sinnvoll.

Satz 3.1.15 (CHARAKTERISIERUNG VON Basen). Es bezeichne V' einen endlich-dimensionalen K-
Vektorraum. Fiir Vektoren vy, ..., v, € V sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Tupel (vy, ... ,v,,) ist eine Basis von V, d.h. es ist sowohl die Bedingung lineare Unab-
hingigkeit

D oNvi=0mit A, A €K = M= =), =0

1=1

als auch die Bedingung Erzeugendensystem von V

VoeV J,....\, eK: U:Zmi
=1

erfiillt.
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Wie zuvor bemerke, gilt folgende Aquivalenz
MU+ Avg+N3v3=0 <= AX=0;

um zu zeigen, dass das Tripel (vy, v2, v3) linear unabhingig ist, weist man deshalb nach,
dass die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssystemes nur die
Nulllgsung umfasst

<)\1U1—|—)\2U2—|—)\3U3:0 — )\1:)\2:)\320) < L(A,O)Z{O}

bei der Standardbasis ist dies offensichtlich

100 A =0,
Standardbasis: A= [0 1 0], <{X=0, L(A0) ={0},
001 A3 =0,

\

bei der allgemeinen Basis ist dazu eine Umformung der Koefhzientenmatrix auf Zeilen-
stufenform erforderlich

111 111
Allgemeine Basiss A= [1 —1 —1 | Zlerrzeietgeles-zelerty o o)
11 -1 00 —2
(0N =0, A—0,
{20 —2X3=0, dy=—A3=0, L(A,0) = {0}
Mt A =0, A= Ag=0,
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Um zu zeigen, dass das Tripel (vy, v9,v3) ein Erzeugendensystem von R? ist, weist man
nach, dass die Losungsmenge des zugehdrigen inhomogenen linearen Gleichungssystemes
nicht leer ist

a
<Vv— b
c

bei der Standardbasis ist dies offensichtlich

ER?) A, A, A3 €R U—)\101+>\2U2—|—)\3’03> <~ L(A,U)?é@,

1 00| a
Standardbasis: (A‘fu): 010 b|, LAv)#£0;
001 c

bei der allgemeinen Basis ist dazu eine Umformung der erweiterten Koefhzientenmatrix
auf Zeilenstufenform erforderlich

1 1 1
Allgemeine Basis: (A’v) =1 -1 —-11]5d
1 1 -1 C
1 1 1 a
Ze1le2—Ze1leLZe11e3—Ze1le1 0 —92 —9 h— 7 L(A,U)#(Z)
0 0 —2 | c—a

Man beachte, dass die tatsichliche Berechnung der Losungsmenge nicht erforderlich ist.
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(ii) Jeder Vektor v € V lisst sich in eindeutiger Art und Weise als Linearkombination der
Vektoren (vy, ..., v,,) darstellen, d.h. es gilt

VoeV JA,....\, eK: v:ZAm.
1=1

Da die eindeutige Darstellung als Linearkombination dquivalent zur eindeutigen Losbar-
keit des zugehorigen inhomogenen linearen Gleichungssystemes ist, entspricht diese fiir
die betrachteten Spezialfille zweckmiBige Charakterisierung einer Basis dem Nachpriifen

folgender Bedingung

a A1
Vo= [b] €R® X=X ]| cR’: L(Av)={\};
C )\3
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Bei der Standardbasis kann man die eindeutig bestimmte Losung direkt ablesen

100 | a ()\1:@,
Standardbasis:  (A|v) =010 | b|, A=0b, L(Awv)={(abc)};
O 0 1 C )\3267
\

bei der allgemeinen Basis fiihrt man ausgehend von der zuvor berechnete Zeilenstufenform
eine Riicksubstitution aus und erhile

1 1 1 a
Allgemeine Basis: 0 -2 -2 | b—al,
0 0 —2 | c—a

{ 2A—20=b—a, )‘2:(1__&)_)\3:%7 L(A’U):{<a—2kb7c;b7a50)}'

(Mt At As=a, AM=a— X — A3 =2
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(iii) Das Tupel (vy, ..., vy,) ist maximal linear unabhingig, d.h. fiir (vy, ..., v,,) gilt

ZAM:O mit Aj,.... N\, = M=--=\,=0,

1=1

aber die Hinzunahme eines weiteren Vektors fithrt auf lineare abhingige Vektoren

Vo eV 3(0,...,0) # A, Am Amgr) €K™ Y N+ Ay v = 0.

1=1

Die lineare Unabhingigkeit der Standardbasis und der allgemeinen Basis wurde bereits
gezeigt. Die in der zweiten Bedingung auftretende Linearkombination lisst sich dhnlich
wie zuvor als ein homogenes lineares Gleichungssystem formulieren

U= (CL?b? C)T S Rgv B = (Ul‘/UQ‘/U?)‘U) S RBX47 H = <A17A27)\37A4)T S R47
MU+ AV +A3v3+Mqv=0 < Bu=290.

Fiir lineare Gleichungssysteme mit reellen Koefhzienten ist die Losungsmenge leer, ein-
elementig oder unendlich; da die zweite Bedingung besagt, dass es neben der Nulllssung
eine weitere Losung gibt, ist nachzupriifen, ob die Losungsmenge unendlich viele Ele-

mente umfasst
LL(B,0) = 00
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Ahnlich wie zuvor, kann man bei der Standardbasis die Losungsmenge nach Wahl des
freien Parameters \; € R sofort ablesen

)
100 a AM+ad=0,
Standardbasis: 010b], SX+bA\=0,
001c¢c \)\3—|—C)\4:O,

L(B,0) = {(—a)\4,—b)\4,—c>\4,/\4)T DVES R}, #L(B,0) = .

bei der allgemeinen Basis erhilt man

1 1 1 a 1 1 1 a
Allgemeine Basis: 1 -1 -1 —10 -2 -20b—al,
I 1 —1c¢ 0 0 —2c—a

(—2>\3—|—(C—Cb))\420, )\3:%)\4,
—2X =2+ (b—a) A =0, A=52x—A3=55),

(Mt et Atad=0, M=—alh—do— A=A
L(B,0) = {(— “7“7)\4,%0)\4,%)\4,)\4)T:>\46R}, 41(B,0) = 00 .

7\,

Man beachte den direkten Zusammenhang mit der Lésungsmenge L(A, v).
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(iv) Das Tupel (vy,...,v,) ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. die lineare Hiille von
(v, ..., vy) ergibt ganz V
VoeV I, A €K v=> Nu,
i=1

aber nach Wegnahme eines Vektors vy, . .., vy, ist dies nicht mehr richtig.

Die erste Bedingung entspricht der Forderung, dass die Standardbasis und die allgemeine
Basis ein Erzeugendensystem von R? ist; dies wurde bereits gezeigt. Man miisste zusitzlich
nachweisen, dass die linearen Hiillen

SpanR({vl,vg}) : SpanR({vl, Ug}) , SpanR({fUQ, ?}3}) ,

nicht den gesamten Raum ergeben. Ein Gegenbeispiel fiir die Standardbasis ist
/E)\l,/\QERZ 63:)\1614—)\262;

fiir das zugehorige lineare Gleichungssystem existiert offensichtlich keine Losung

()
Xo)
0=1, Widerspruch!
C = (61‘62), L(C,@g):@. YAN

o O
o = O
_ O O
/N
>
DO
I
)
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Beispiel 3.1.16. (i) Stanparpsasis. Zuvor wurde bewiesen, dass das Tripel (eq, e, €3) eine R-
Basis des Euklidischen Raumes R? ist. Die angegebenen Uberlegungen lassen sich auf den
Vektorraum K™ mit m € Ny, iibertragen, insbesondere fiir K = R oder K = C und mit
leichten Adaptionen fiir allgemeine endliche oder unendliche K6rper; allgemeiner gilt, dass

die Standardbasis
1 0 0
a 2 a
(e1,€2,...,6m), e=|0]1eK" e=|0]ecK", ... e,=]:i]¢€K",
. . 0

o) o) 1)

eine K-Basis des K-Vektorraumes K™ ist, vgl. Beispiel [3.1.10]

(ii) Porvynomsasis. Eine K-Basis des K-Vektorraumes aller Polynome mit maximalem Grad
d € N> erhilt man beispielsweise mittels Monomen

Keglt] ={co+ert+-+egt’iep,...,ca €K}, (Lt 8% ... 19). A
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Korollar 3.1.17. Jeder endlich dimensionale K-Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Laut Definition [3.1.9| besitzt ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ein Erzeugen-
densystem

3reN FJuy,...,0, € V: Spang({vi,...,v}) =V;

durch schrittweises Weglassen von Vektoren erhilt man ein minimales Erzeugendensystem,
und nach Satz [3.1.15]ist dieses eine Basis.

<
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Da der folgende Satz auf dhnlichen Beweismethoden beruht, werden stattdessen illustrierende
Beispiele erginzt.

Satz 3.1.18. Fiir einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum gelten folgende Aussagen.

(i) Ist (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V und (w, ..., wy) linear unabhingig, so gilt
kE<r.

Beweisidee. Unter der Annahme r < k stellt man die linear unabhingigen Vektoren
wy, . .., w; als Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, dar und leitet einen Wider-
spruch zur linearen Unabhingigkeit her. Vgl. Vorbemerkung! Details im Skriptum.

Wie zuvor wird speziell der Euklidische Raum betrachtet; ein einfaches Beispiel, das die
Aussage bestitigt, ist

K=R, V=R’

1 0 0 1 1 1
€1 — 0 , €y — 1 , €3 — 0 , U1 = 1 , Vo = —1 , V3 = —1 ,
0 0 1 1 1 — 1

Erzeugendensystem: r =4, (v1,v2,03,04), v4=eq,

Linear unabhingiges Vektorenpaar: k=2, (wj,ws), wi=ey, wy=e3.
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(ii) Lance von Basen (Divension). Zwei Basen von V haben dieselbe Linge, d.h. sie umfas-
sen gleich viele Vektoren.

Beweis. Die erste Basis ist insbesondere ein Erzeugendensystem, die zweite Basis ist ins-
besondere linear unabhingig; somit gilt Lange Basis 2 < Ldnge Basis 1. Vertauscht man
die Rollen der Basen folgt auch Ldnge Basis 1 < Linge Basis 2. Dies zeigt die behauptete
Gleichheit Linge Basis 1 = Lénge Basis 2.
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Alternative zur Bestimmung eines minimalen Erzeugungssystemes und damit einer Basis.

(iii) Basisercinzuncssatz. Wie zuvor bezeichne (vy, . .., v,) ein Erzeugendensystem von V
und (w1, ..., w;) ein linear unabhingiges Tupel; wenn man von (wy, ..., w;) ausgehend
schrittweise Vektoren des Erzeugendendensystemes hinzunimmt und dabei sicherstellt,
dass die Eigenschaft der linearen Unabhingigkeit giiltig ist, erhilt man eine Basis von V.

Beweis. Konstruktives Verfahren, welches auf der Charakterisierung einer Basis als maxi-
mal linear unabhingiges Tupel beruht. Details im Skriptum.

Als Beispiel werden folgende Vektoren des Raumes R? betrachtet

v = (LL,D)Y, w=(222", v=(01-1,1)" wv=00-1,-1",
wy = (27 _27 2)T7

die schrittweise Erginzung von w; mittels des Erzeugendensystemes (vy, v2, v3, v4) zu einer
Basis, wobei jeweils die Eigenschaften linear unabhingig und Erzeugendensystem iiber-
priift werden, fithrt beispielsweise auf die Basis

(w17 U1, U4) .

Man beachte, dass Basen nicht eindeutig bestimmt sind und die Vorgehensweise bei der
Basiserginzung nicht eindeutig festgelegt ist; so sind etwa auch folgende Tripel Basen

(11]1,7)4,’01) ) ('UJl,’UQ,'U4) .

Zusitzliche Rechnungen mittels Maple, siehe unten.
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Definition 3.1.19 (Divension). Es bezeichne V' einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum
und (vy,...,v,,) eine K-Basis. Die Dimension von V iiber K ist definiert durch die Anzahl der
Basisvektoren

dlmK(V) =m. A

(Aus den zuvor angegebenen Uberlegungen folgt, dass jede Basis eines endlich-dimensionalen
Vektorraumes dieselbe Anzahl an Vektoren umfasst; die Dimension ist also unabhingig von
der gewihlten Basis und damit eine wohldefinierte GréBe. Dem Nullvektorraum weist man
die Dimension o zu. )
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Beispiel 3.1.20. (i) Searren unp Martrizen.  Fiir die endlich-dimensionalen Vektorriu-
me K™ und K"™*" mit m,n € N5, gilt (obige Uberlegungen, am einfachsten mittels Stan-

dardbasis)

dimg (Km) =m, dimg (Kmxn) =m-n;
insbesondere gilt
dimg (R) =1, dimg (R*) =2, dimg (R’) =3,
dime (C) =1

Aufgabe 32

Bestimmen Sie alle Untervektorraume von C, wobei Sie C einmal als C- und ein-
mal als R-Vektorraum auffassen (die Skalarmultiplikation ist einfach die bekannte
Multiplikation von Zahlen).

(ii) Basisercinzunc. Bei Basiserginzungen im endlich-dimensionalen Vektorraum K™ niitzt
man hiufig Standardbasisvektoren; beispielsweise gilt

V=0Q, w=(111)"eQ w=(2-1,1)eqQ’,
€1 = (1,0, O)T ~ Qg, (wl,wg, 61) Basis.
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(iii) Porvnome. An fritherer Stelle wurde fiir den K-Vektorraum aller Polynome mit maxi-
malem Grad d € N5 eine K-Basis angegeben

Keglt] ={co+cit+ - +ecat’ i co,...,ca €K}, (L, 87,17

folglich gilt
dimg (K[t]<q) =d+1.

Weitere Beispiele fiir Basen sind
d=2: (1+t,1-t¢), (Lt—10-17%, (Lt-1,0C-1)(-2). A

VGL. MAPLE (ZUSATZLICHE RECHNUNGEN).



;Gberpriifung der Uberlegungen zu Satz 3.1.15
> restart;
L with(LinearAigebra) :
Definition der zugehdrigen Matrix
| Uberpriifung des Zusammenhanges A lambda = lambdal v1 + lambda2 v2 + lambda3 v3
> lambda := (lambdal, lambda2, lambda3)

[> v = (1,1,1);

v2 = (1,-1,1);
v3:= (1,-1,-1);
AAllgemein = (vI|v2|v3);

AAllgemein . lambda = lambdal -vl + lambda2-v2 + lambda3-v3;

Al
A= | A2 @
A3
[> el == (1,0,0);
e2 == (0,1, 0);
e3:= (0,0,1);
AStandardbasis = (el|e2|e3);
AStandardbasis . lambda = lambdal -el + lambda2-e2 + lambda3-e3;
1
el =10
0
0
e2:=| 1
0
0
e3:==10
1
AStandardbasis =
Al Al
A2 |=| A2 ?2)
A3 A3



vl = | 1
1
1
v2i=| —1
1
1
v3:=| —1
—1
1 1 1
AAllgemein == | 1 —1 —1
1 1 -1
Al + A2+ A3 A+ A2+ A3
M —A2—=23 |=| Al—22—13 )
Al 4+ A2 — A3 Al + A2 — A3

Uberpriifung der linearen Unabhiingigkeit
| Zugehoriges homogenes lineares Gleichungssystem hat Nulllssung als einzige Losung
> LinearSolve(AStandardbasis, (0, 0, 0) );
LinearSolve(AAllgemein, (0, 0, 0) );

@

S O O o o O

| Eindeutige Darstellung eines Vektors als Linearkombination
> v:= (a,b,c);
LinearSolve(AStandardbasis, v);
LinearSolve(AAllgemein, v);




b, ,a
2 2
by 5
> 5 O]
a ¢
2 2
:Maximale lineare Unabhéngigkeit
> BStandardbasis = (el|e2|e3|v);
LinearSolve(BStandardbasis, (0, 0, 0) );
LinearSolve(AStandardbasis, v);
BAllgemein = (vI|v2|v3|v);
LinearSolve(BAllgemein, (0, 0, 0));
LinearSolve(AAllgemein, v);
1 00 a
BStandardbasis == | 0 1 0 b
001 ¢
—a_i3,
-b_13,
-c_i3,
_13,
c
1 1 1 a
BAllgemein :==| 1 —1 —1 b




1
-S a l54 — 5 b_t54
(b—c) 15,
2
. (a—c)_15,
2
15,
b a
2 2
b c
5t ©
a _ <
2 2
:Minimales Erzeugendensystem
> lambdal -el + lambda?2-e2 = e3;
C = (ell|e2);
C . (lambdal, lambda2) = e3;
LinearSolve(C, e3)
Al 0
A2 |=| 0
0 1
10
C = 0 1
00
Al [o
22 |=]0
0 1

LError, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system
| Uberlegungen zu Satz 3.1.18

> restart,
with (LinearAlgebra) :
# Erzeugendensystem, linear abhdngig
vl == (1,1, 1);
v2 = (2,2,2);
v3:= (1,-1,1);
vd = (1,-1,-1);

LinearSolve((vI|v2|v3|v4), (a, b, c));




# Vektor verschieden vom Nullvektor, somit linear unabhdngig
wl = (2,-2,2);

—_

vl :

2
v2:i=| 2
2

v3:i=| —1

v = | —1

\9)

> # Ausgangsvektor, Erzeugendensystem NICHT gegeben (Widerspruch)
A= (wl);
LinearSolve(4, (0,0, 0));
LinearSolve(4, (a, b, ¢) );

# Ergdnzung, Lineare Unabhdingigkeit gegeben (nur Nulllosung), Erzeugendensystem NICHT
gegeben

A= (wlvl);

LinearSolve(4, (0,0, 0));

LinearSolve(4, (a, b, c));

# Ergdnzung, Lineare Unabhdngigkeit NICHT gegeben
A= (wlvI[v2);

LinearSolve(4, (0,0, 0));

# LinearSolve(4, {(a, b, c) );




# Ergdnzung, Lineare Unabhdngigkeit NICHT gegeben
A = (wl|vI|v3);

LinearSolve(4, (0,0, 0));

# LinearSolve(4, {(a, b, c));

# Ergdnzung, Lineare Unabhdingigkeit gegeben, Erzeugendensystem gegeben
A = (wl|vi|v4);

LinearSolve(4, (0,0, 0));

LinearSolve(4, (a, b, ¢) );

Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system
2 1

A= -2 1

Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system
2 1 2

A=| —2 1 2

-2 15,



A= -2 1 —1
2 1 -1
b e
4 4
b, a 8
> T 5 @®
a _ <
2 2
;Basisergéinzung (Beispiel 3.1.20)
> restart,
with (LinearAlgebra) :
wl == (1,1, 1);
w2 = (2,-1,1);
el = (1,0,0);
A= (wl|lw2lel);
LinearSolve(4, (0,0, 0));
1
wl = |1
1
2
w2 = | —1
1
1
el =10
0
12 1
A4=|1 =10
11
0
)







3.1. Vektorrdume 59

Proposition 3.1.21. Um fiir den m-dimensionalen Vektorraum K™ zu iiberpriifen, dass Vekto-
P 3 p

ren vy, ..., v, € K" eine K-Basis bilden, reicht es aus, zu zeigen, dass die zugehdrige Matrix
(Vektoren als Spalteneintrige)

(Ul‘ . ‘Um> c Kmxm

invertierbar ist.

Siehe Uberlegungen zu Satz [3.1.15| fiir Spezialfall R?. Mittels Transformation auf Zeilenstu-
fenform erkennt man die Invertierbarkeit einer Matrix A € K™*™ oder gleichbedeutend ob
L(A,0) = {0}. Nachweis im Rahmen des Proseminares.
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Zusammenfassung von Uberlegungen zu linearen Gleichungssystemen.

Konstruktion 3.1.22. Wie iiblich bezeichnet (A, b) mit A € K™*" und b € K™ die erweiterte
Koefhzientenmatrix eines linearen Gleichungssystemes.

(i) Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystemes ist ein Untervektorraum
des zugrundeliegenden Vektorraumes K”; eine vollstindige Beschreibung der Losungs-
menge entspricht der Angabe einer Basis. Somit gilt eine Darstellung der Form

L(A,O)I {Z)\@"l}iiAl,...,)\SGK} QK”,
1=1

wobei die Spalten vy, ..., v, € K" den Basisvektoren und die Skalare A\1,..., \; € K den
freien Parametern entsprechen. Mittels Transformation der Koefhzientenmatrix auf Zei-
lenstufenform erkennt man den Zusammenhang

n = Anzahl der Spalten (Unbekannten)
= Anzahl der Stufen (Pivots) + Anzahl der freien Parameter = 7 + s ;

die Dimension des homogenen Losungsraumes ist somit

dimg (L(A,0)) = Anzahl der Spalten — Anzahl der Stufen =n —r;

Basisvektoren bestimmt man beispielsweise dadurch, dass man den GauB3-Algorithmus
durchfiihrt und dann jeweils einen Skalar auf Eins und alle anderen Skalare auf Null setzt.
Man beachte, dass die Dimension unabhingig von der gewihlten Basis ist, und deshalb
auch nicht von der konkreten Durchfithrung des Gau3-Algorithmus abhingt.
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(i) Die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystemes ist ein affiner Unter-
raum des zugrundeliegenden Vektorraumes; eine vollstindige Beschreibung der Losungs-
menge beruht auf der Angabe einer partikuliren Losung und einer Basis des zugehdrigen
homogenen linearen Gleichungssystemes

ce K", Ac=0b, L(A,b)Z{E—I—Z)\Z’UZ)\l,,)\SEK}QKH
1=1

Man beachte, dass bei linearen Gleichungssystemen endlich viele Daten ¢ und vy,. .., v, zur
vollstaindigen Beschreibung einer moglicherweise unendlichen Losungsmenge ausreichen. A

Beispier 2.1.9. Erweiterte Koefhzientenmatrix mit A € R*** und b € R?, Transformation auf
Zeilenstufenform und Bestimmung der Lésungsmenge (adaptierte Notation: x3, x4 statt Aj, A,
nun Spaltenschreibweise statt Zeilenschreibweise)

1 2 3 4 | —1 1 2 3 4 | -1
Ab)=156 7 8 | -2 — |0 -4 -8 —-12 ,
910 11 12 | —3 00 0 0

L(Ab) = {<x3—|—2x4—|—%,—2x3 — 34 — %,1'3,1’4>T L X3, Ty € R}.
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Ablesen von Dimensionen, partikulirer Losung und Basisvektoren durch Vergleich mit allge-

meiner Darstellung

L(A,b): {E+ZA¢U¢IA1,...,)\SER} C R",
1=1

n = Anzahl Spalten = 4, r = Anzahl Stufen (Pivots) = 2,

Anzahl freie Parameter = s =n —r = 2,

A3+ 2N+ 3 5 1 2
—2X3—=3M -3 | -3 —2 -3
As = 0 +A3 | +y4 0

Ay 0 0 1

=c =1 =19
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Proposition 3.1.23 (%). Sieche Vertiefungsteil der Vorlesung.
Bemerkung 3.1.24 (%). Siche Vertiefungsteil der Vorlesung.

Satz 3.1.25 (DIMENSIONSFORMEL FUR UNTERVEKTORRAUME ). Vgl. zuvor angegebene Beispiele
und Vertiefungsteil der Vorlesung.

Beispiel 3.1.26 (%). Siehe Vertiefungsteil der Vorlesung.
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(Vorlesung 25. November)
Proseminaraufgaben im Kontext (Unter-)Vektorraum, Lineare Unabhéingigkeit, Erzeugendensystem,
Basis, Dimension.

Aufgabe 33

Bestimmen Sie fiir die folgende Matrix A € Mats 5(Q) eine Basis des Losungsraums
L(A,0) € Q%

Aufgabe 34

Bestimmen Sie fiir die folgenden Unterriume von R* jeweils eine Basis und die
Dimension:

(1) U, = {(al,ag,ag,a4) € R* | as = 0}

(ll) Us = {(al,ag,ag,cu) cR? | ay = a1 — asz + a4}
(iii) Uy NUy
(iV) U, + Us.

Aufgabe 35

Sei W ein K-Vektorraum und wq,...w, € W linear unabhangig. Zeigen Sie, dass
fir w € W \ Spang ({w1,...,w,}) auch

Wiy.ewoyWp,W
linear unabhangig sind.
Aufgabe 36
Sei V = F(R,R) und n > 1. Zeigen Sie, dass die Funktionen
cos(x), cos(2x), ..., cos(nx)

als Elemente von V' R-linear unabhangig sind.

04



3.2. Lineare Abbildungen

Siehe Skriptum.

3.2 Lineare Abbildungen

3.2.1 Grundbegriffe

Definition 3.2.1 (LINEARE ABBILDUNG, [SOMORPHISMUS).
Bemerkungen, Beispiele 3.2.2.

Lemma 3.2.3.

Bemerkung 3.2.4.

Satz 3.2.5.

Bemerkung 3.2.6.

Definition 3.2.7 (KOORDINATENVEKTOR).

Beispiel 3.2.8.

05
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Z.USAMMENFASSUNG WICHTIGER DEFINITIONEN UND RESULTATE.

(i) Liveare Aseipunc. Eine K-lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorriumen V
und W erfiillt die Bedingung (Additivitit fiir A} = 1 = Ay, Homogenitit fiir Ay = 0)
p:V—W,
VA, M eK Vo, eV: g0(>\1 V1 + Ay Ug) =\ gO(?)l) + Ay @(Ug) .

(ii) Marrizen. Eine (mxn)-Matrix mit Koefhizienten in einem K&rper K definiert eine lineare
Abbildung zwischen K" und K™

mxn . n m .
AekK , pa K'— K" cr— A, _c

mxn mnxl1
denn es gilt (Additivitit fiir A\; = 1 = Ay, Homogenitit fiir Ay = 0)
VA, M eK Vec,c € K™ : ,LLA()\l 1+ A9 CQ) = A()\l Cc1 + )\262) = MAcg+ M Ac
= A1 praler) + Az pa(en) -
(iii) Komrosrrion unD MaTrixmurTipLIKATION. Die Komposition zweier durch Matrizen de-

finierter linearer Abbildungen ist durch das Produkt der zugehorigen Matrizen gegeben
(Voraussetzung: Anzahl der Spalten von B gleich der Anzahl der Zeilen von A)

AeKan) BEKT’XTR7
. n MA m HMB r .
ppopus K'—=K" —=K':c—Acr— _B A _c
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(iv) Isomorprismus. Eine bijektive lineare Abbildung nennt man einen Isomorphismus.

(v) INVERTIERBARE MATRIZEN UND IsomorpHisMEN. Bine durch eine Matrix A € K™*" de-
finierte lineare Abbildung ist genau dann bijektiv und somit ein Isomorphismus, wenn
die Dimensionen von Definitions- und Bildmenge iibereinstimmen und die zugehérige
Matrix invertierbar ist

m=n,

pa: K" — K" : ¢ — Ac Isomorphismus <= _ _
A € K™™ invertierbar .

(vi) VexkTtorEN UND KoorpiNaTENVEKTOREN. Wihlt man fiir einen m-dimensionalen K-
Vektorraum V' eine K-Basis (v1, . . ., vy,), so wird durch die Zuordnung

Vektor +— Koordinatenvektor

U:Z)\Z’U@'EV —— (Al,...,)\m)TEKm
i—1
eine bijektive lineare Abbildung definiert; dies impliziert, dass jeder m-dimensionale K-
Vektorraum isomorph zum Vektorraum K™ ist.

Vereinfachte Uberlegungen und Veranschaulichungen! Dieser Isomorphismus rechtfertigt
Uberlegungen fiir die anschaulicheren Vektorriume K™ fiir m € Nx; (anstelle allgemei-
ner Vektorriume) sowie fiir durch Matrizen definierte lineare Abbildungen (anstelle von
linearen Abbildungen zwischen allgemeinen Vektorriumen). Vergleiche Vorbemerkung
und Satz3.2.5]
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(vii) IsomMorPHISMEN UND INVERTIERBARE MaTrizEN. Aus den Uberlegungen in (vi) folgt,
dass die Dimensionen von zwei endlich-dimensionalen isomorphen K-Vektorriumen V'
und W iibereinstimmen; durch die Wahl von Basen und die Bestimmung der Koordina-
tenvektoren von Vektoren v € V und w € W ergibt sich eine durch eine invertierbare
Matrix definierte lineare Abbildung

Basis (vq,...,v,) von V| Basis (wy,...,w,) von W,
U:Z)\Z’%’EV, ’UJZZ/LZ”UJZ'EW,
i=1 i=1
A=) €K™ — pu= (1, )T €K™,

A € K™™ invertierbar, p=AXN, A=A'p.

(viii) Basiswecrser. Beim Ubergang von einer Basis zu einer anderen Basis spricht man von
einem Basiswechsel oder auch von einer linearen Koordinatentransformation

Basis (vq,...,v,,) von V| Basis (wy,...,w,) von V,

m m
ZAZ'UZ':U:Z/MU)Z' eV,
1=1 =1

A= ) €K™ — = (1, )T €K™,
A € K™™ invertierbar, p=AXN, A=A"'p.
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(ix) Brispier. Betrachtet man wie zuvor den Euklidischen Raum R? einerseits mit der Stan-
dardbasis und andererseits mit einer allgemeinen Basis

K=R, V=R’

1 0 0
Standardbasis (e1,e2,e3): eg= (0], e=|1], e=|0],
0 0 1
1 1 1
allgemeine Basis (v, v2,v3) 0 v1= 1], w=|-1], vu=[-1],
1 1 —1
so sind fiir einen Vektor
a
v=1|b]| eR’
c

folgende Darstellungen als Linearkombinationen giiltig (Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen, Lésungen wurden an fritherer Stelle berechnet)

m m
Z)\iei:U:Z,LLiU@ERg,
1=1 1=1

a€1+be2+ce3:2}:aTijvl‘F%bUQ—l—%Ug.

Der Vektor wurde in kartesischen Koordinaten, d.h. beziiglich der in Richtung der Koor-
dinatenachsen zeigenden Standardbasisvektoren, angegeben; somit stimmen der Vektor
und der Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis iiberein.
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Der Ubergang auf den Koordinatenvektor beziiglich der allgemeinen Basis entspricht ei-
ner linearen Koordinatentransformation

a a+b I 1 0 a
o R — R : A= [ r—>,u:% c—>b :% 0 —1 1 bl ;
c a—c I 0 —1 C

da diese Abbildung durch die Multiplikation mit einer Matrix gegeben ist, ist sie offensicht-
lich linear. Man stellt auBerdem fest, dass der Basiswechsel durch die Bilder der Standard-
basisvektoren festgelegt ist und diese die Spalten der definierenden Matrix wiedergeben

1 1 1 0 0
0 1 0 1 —1

fiir einen allgemeinen Vektor bestitigt dies die Gleichheit
v=uae +bes+ces €ER, p(v) =awer)+byles) + coles).
Dieses Resultat gilt in einem allgemeineren Kontext. AN

Der Ubergang von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten fiithrt auf eine nichtlineare
Koordinatentransformation

()-Com)ex — ()

vgl. Komplexe Zahlen und Zylinderkoordinaten oder Kugelkoordinaten im R3.
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Man merke sich: Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder einer Basis in eindeutiger Art und Weise
g g

festgelegt. Wesentlich ist die Wahl einer Basis der Definitionsmenge, die Bilder kdnnen beliebig

gewihlt werden.)

Satz 3.2.9. Es bezeichne V' einen K-Vektorraum und (vy, . .., v,,) eine K-Basis von V. Eine K-
lineare Abbildung zwischen V' und einem K-Vektorraum W ist durch die Vorgabe der Bilder
der Basisvektoren eindeutig bestimmt

o:V—W, ov)=weW, ..., o, =w,eW;
da die Darstellung eines Vektors v € V' als Linearkombination der Basisvektoren eindeutig ist,
ist ndmlich auch das zugehdorige Bild festgelegt
VoeV dX\,... .\, e€K: v=M v+ + N\, v,
p(v) = p(Mor+ -+ Xy vm) = A1) + 4 Ay () = Apwr + -+ Ay wyy

Beweis. Im Gegensatz zum Skriptum wurde die lineare Abbildung im Satz angegeben; ihre
Existenz und Eindeutigkeit sind offensichtlich. o
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Im Spezialfall V' = K™ mit Basisvektoren vy, ..., v, € K™ und (beliebigen) Bildvektoren in
W = K" kann man die auftretenden Linearkombinationen als Matrix-Vektor-Multiplikationen

schreiben
o:V—W, ov)=w K", ..., o, =w,<cK",
Ay = (v1] .. o) €K™ A= (A, ) €K™, Ay = (wr] .. wy,) € K™,
v=Mvi+ -+ A=A A€EK", pv)= w+ -+ A w, = AN € KN

Vorsicht! Im Fall allgemeinerer Vektorriume wie beispielsweise endlich-dimensionalen Poly-

nomriumen oder Funktionenriumen umfassen 4, und A, keine Zahlen sondern Polynome
oder Funktionen, d.h. die Matrixschreibweise

p:V—W,
eV, ..., vpeV, p)=weW, ..., o, =w,ecW,
Ay=(v1] .. o)y A=A ) €K™, Ay = (wi]. . Jwn),
v=Mv1+- - F Ao =AXEV, )= w+- -+ Apwy, =A A e W,

ist als symbolische Kurzschreibweise zu verstehen, vgl. Beweis von Satz

3.2.9|im Skriptum,.
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Im Spezialfall der Standardbasis erhilt man (Umbenennung von A,, zu A wie im Skriptum)

v K" — K",
ece K™, ..., e,eK", I:(ell...‘em)eKmxm, A=A, .. ) €K™,
v=XMNel+ -+ e, =Ae K",
pler) =w € K", ..., oley) =w, K", A:(wllu-‘wm)EKnxm,

ev) = Mw+ -+ A\ w, =AN.
Dies zeigt das nichste Resultat; es sei daran erinnert, dass
Ling (K™, K")

den Vektorraum aller linearen Abbildungen zwischen K" und K", versehen mit der punktwei-
sen bzw. komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation, bezeichnet.

Korollar 3.2.10. Fiir jede K-lineare Abbildung ¢ : K" — K" gibt es eine eindeutig bestimmte
Matrix A € K™, sodass folgende Gleichheit gilt

0=t K" —K':N— AN,
Mit anderen Worten, die Zuordnung (Bezeichnung x im Skriptum)
K"™™ — Ling (K", K") : A— [K" — K" : A — A )]

ist ein Isormorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Obige Ubelegungen basierend auf Satz [3.2.9 Bemerkung [3.2.4] (ii) zeigt Linearitit. ©
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Beispiel 3.2.11. (i) Fiir die Abbildung

a
3 2 a—2c
v : R — R ([é) H(aer)

ist es offensichtlich, dass sie durch die Multiplikation mit einer Matrix gegeben und somit

linear ist
a—2c 10 =2\ (¢
(a+b>_<11 o)(g) p(v) = Av;

die Spalten der Matrix entsprechen den Bildern der Standardbasisvektoren und bestimmen
die lineare Abbildung vollstindig

(1) (O) (O)

€1 = 0 5 €y = 1 5 €3 = 0 y

0 0 1

ole) = G) S AL, gle) - ((j) S AL, gles) = (‘02) AL,
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(ii) Zu grundlegenden Bewegungen in der Ebene zihlen Drehungen; bei Fixierung des Ur-
sprunges fithrt die Drehung gegen den Uhrzeigersinn um einen Winkel ¢ € [0,27) auf
eine lineare Abbildung

p : R* — R? : v — Drehung von v um Winkel o/ .

Um die zugehdrige Drehmatrix zu bestimmen, reicht es also aus, die Bilder der Basisvek-
toren anzugeben

v — sin(¥
e = (Gt wtear= (")) A= (eleleten)
bei einer Drehung um 45° erhilt man beispielsweise

Y ==I 811’1(19) = COS(QSI) —

4

S

~ 0.7.

[ X)) ®Co
99(6'0 @(@)

eC ®C

Die Uberlegungen lassen sich auf den Raum, d.h. Drehungen um eine durch den Ursprung
gehende Gerade (Achse), erweitern. JAN
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3.2.2 Die Dimensionsformel

( Zu Beginn des Kapitels wurde erwihnt, dass eine /ineare Abbildung zwischen zwei Vektor-
riumen eine strukturerhaltende Abbildung zwischen diesen Vektorrdaumen ist; man spricht auch

davon, dass lineare Abbildungen die Strukturen von (Unter-)vektorraumen erhalten. Gemeint ist da-
mit insbesondere, dass das Bild und der Kern einer linearen Abbildung auf Untervektorriume

fiihre. )

Birp. Das Bild einer K-linearen Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdaumen
p:V—W, Bid(p):={pv):veV} W,

ist ein K-Untervektorraum von W, d.h. simtliche Linearkombinationen von zwei Bildvektoren
wy, wy € Bild(y) sind ebenfalls im Bild enthalten

VA, eK VYw,w € Blld(g&) LA W Awy € Blld(gp) :

da Vektoren v1,v9 € V mit w; = p(v)) und wy = ¢(ve) existieren, folgt mittels der Linearitit

der Abbildung nimlich auch

A W1+ A we = N\ (,0(7)1) + Ay QO(UQ) = (,0()\1 V1 + Ay 1}2) € Bﬂd(gp) .
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( Ein weiterer relevanter Unterraum ist der Kern einer linearen Abbildung. )

Definition 3.2.12 (Kern). Fiir eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorriumen V
und W ist das Urbild des Nullvektors 0 € W ein Untervektorraum und wird als Kern der
Abbildung bezeichnet

p:V—W, Kern(p):=¢ '({0})={veV p)=0} CV.

Kern. Ahnlich wie fiir das Bild, sind die Eigenschaften eines Untervektorraumes leicht nach-
zupriifen. Da fiir Vektoren vy, vy € Kern(p) die Gleichheiten ¢(v;) = 0 und ¢(vs) = 0 gelten,
folgt mittels der Linearitit der Abbildung auch

<,0(>\1 V1 + A9 ’Ug) =\ gO(Ul) + Ay QO(UQ) =0
und damit die gewiinschte Implikation

\V/)\l, A € K Vvl, Vo € Kern(<p) : ALV + Ay E Kern(gp) .
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(Fiir den Spezialfall V' = K™ und W = K" gilt folgender Zusammenhang mit homogenen
linearen Gleichungssystemen; man verwendet, dass eine lineare Abbildung ¢ : K" — K™ durch
die Multiplikation mit einer Matrix gegeben ist.)

Bemerkung 3.2.13. Fiir eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorriumen K™ und K"

stimmt der Kern der Abbildung mit der Losungsmenge des zugehdrigen homogenen linearen
Gleichungssystemes iiberein

AeK™" oK' —K": A— A\,
Kern(¢) ={ceK": Ac=0} = L(A,0) CK".
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Lemma 3.2.14. Es bezeichne ¢ : V' — W eine K-lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorriumen.

(i) Das Bild und der Kern der linearen Abbildung sind Untervektorriume.

Die Untervektorraumeigenschaften wurden zuvor gezeigt. Man beachte, dass fiir eine li-
neare Abbildung der Nullvektor 0 € V' auf den Nullvektor 0 € W abgebildet wird

p(0)=0e W;
der Nullvektor 0 € V ist also immer ein Element des Kernes
0 € Kern(p) CV
und der Nullvektor 0 € W ist immer ein Element des Bildes

0 € Bild(¢) € W.
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(ii) Die lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn die folgende Gleichheit gilt
Kern(p) = {0} C V.

(a) Nachweis der Implikation
o injektiv. = Kem(p) = {0} .
Mit Hilfe der Charakterisierung
¢ injektiv <= Vo€V mit vy £ va:  p(v1) # p(vg)

sieht man, dass ein vom Nullvektor verschiedener Vektor nicht auf den Nullvektor
abgebildet werden kann

¢ injektiv = VoeV mit v#£0: ¢(v)#p0)=0,

und daher der Kern nur den Nullvektor umfasst.
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(b) Nachweis der Implikation
Kern(p) = {0} = ¢ injektiv.
Mit Hilfe der Charakterisierung
¢ injektiv <= Vo, u5 €V mit o(v1) =p(v2) 1 v =102
und der Linearitit der Abbildung folgert man

p(v1) =p(v2) = 1) —p2) =0 = v —vs) =0
— v — vy € Kern(y) ;

da der Kern nur den Nullvektor umfasst, zeigt dies v; — vy = 0 und somit v; = v,.

81
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Beispiel 3.2.15. (i) Die lineare Abbildung

a

gplzRQHR:(b

)r—>a—b

ist surjektiv, weil man jede reelle Zahl @ € R als Bild der Vektors (a,0) erhile
Bild(p:1) = R;

das Bild der Abbildung ist ein eindimensionaler Vektorraum. Als Kern der Abbildung er-
gibt sich ein eindimensionaler Untervektorraum (Gerade durch Ursprung mit Steigung 1)

Kern(¢y) = {(a,b)" € R*:a—b=0} ={(a,a)" :a €R};
deshalb ist die Abbildung nicht injektiv.
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(ii) Die lineare Abbildung
9 s (a a—0b\ (1 =1\ (a
e = (1) = ()= (1) 6)

ist sowohl surjektiv als auch injektiv und damit bijektiv; mittels der Losung linearer Glei-
chungssysteme oder aus der Invertierbarkeit der zugehdrigen Matrix sieht man namlich

Bild(¢2) = {(a —b,a+b)" € R*:a,be R} =R?,
Kern(ps) = {(a,0)" € R*:a—b=0,a+b=0} = {0}.

Die Behauptung fiir das Bild entspricht der Losbarkeit des zugehdrigen inhomogenen
linearen Gleichungssystemes fiir eine beliebige rechte Seite

VoeR?: L(Av)#0.

Die Behauptung fiir den Kern entspricht der eindeutigen Losbarkeit des zugehdrigen ho-
mogenen linearen Gleichungssystemes

L(A,0) = {0} .
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Satz 3.2.16 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Es bezeichne V' einen endlich-
dimensionalen K-Vektorraum und W einen (zunichst beliebigen) K-Vektorraum. Fiir eine
lineare Abbildung ¢ : V' — W gilt

dimg (V') = dimg (Kern(p)) + dimg (Bild(p)) .

(Es wird gezeigt, dass W endlich-dimensional ist.)

Bewets.
(i) Fiir eine Familie von linear unabhingigen Vektoren wy, ..., w, € Bild(p) wihlt man Vek-
toren vy, ..., v, € V mit

o) =wr, ..., @) =wy;

zusammen mit der Linearitit der Abbildung impliziert dies die lineare Unabhingigkeit
von vy, ...,v, € V, denn

=1 1=1 1=1

- Z)\ZU)Z:O — M =0,
1=1

A =0.

(ii) Man beachte, dass V' nach Voraussetzung endlich-dimensional ist. Wegen (i) muss deshalb
auch W endlich-dimensional sein; weiters muss gelten

dimg (Bild(p)) < dimg(V) < c0.
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(iii) Die zuvor betrachteten Familien werden durch maximal linear unabhingige Familien er-
setzt; die verwendeten Bezeichnungen werden beibehalten. Genauer, es wird angenom-

men, dass die Vektoren (wy, ..., w,) eine Basis des Bildes sind; wegen (i) sind die zugeho-
rigen Vektoren vy, ..., v, € V mit

(70(01) = Wy, R gO(Un) = Wn,
linear unabhingig und kénnen durch eine Basis des Kernes (uy, . .., u,,) erginzt werden.

Um zu zeigen, dass man durch

(U1, + ooy Upy Uy e ey Uy

eine Basis von V erhilt, sind die Eigenschaften Erzeugendensystem und lineare Unabhin-
gigkeit oder dquivalent dazu die eindeutige Darstellung als Linearkombination nachzu-

weisen, siehe Satz

3.1.15

. (Verwendung dieser Charakterisierung einer Basis verkiirzt den

Beweis, vgl. Skriptum.)
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Fiir einen beliebigen Vektor v € V betrachtet man das zugehdrige Bild p(v) € Bild(p)
und verwendet die Basiseigenschaft von (wy, ..., w,), d.h. es gilt

AN, ERK:D o) = Aw + -+ A wy

mittels Linearitit sieht man, dass die durch diese Skalare definierte Linearkombination

V=AU — = AUy
im Kern liegt und folglich als Linearkombination der Basis (uy, . . ., u,,) dargestellt werden
kann, denn
-\ _..._)\nn: _<)\ _|_..._|_)\n n): — :()7
p(v— Ao vn) = p(v) 1 p(v1) p(vn) | = p(v) — p(v)
=w1 = Wn,
v—Av— - — \u, € Kern(yp),
g, EK: v=X v — = AU = U + -0+ Ly Uy

Insgesamt zeigt dies

YVoeV A, ... 1, i €K
v:>\11J1—|—---—|—)\nvn—|—,u1u1—I—---—i—,umum.

(iv) Als direkte Folgerung ergibt sich die Dimensionformel

dimg (V') = m + n = dimg (Kern(y)) + dimg (Bild(¢)) . o
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