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Kapitel 4

Die Determinante

InHarT. In diesem Kapitel wird der grundlegende Begrift der Determinante behandelt und
dafiir die Signatur von Permutationen definiert.
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(Im Skriptum wird ein etwas anderer Zugang gewihlt: die Determinante wird nicht als Abbil-
dung sondern mittels der Leibnitz-Formel fiir quadratische Matrizen eingefiihrt.)
DeTERMINANTE. Die Determinante wird iiblicherweise als eine alternierende, multilineare und
beziiglich der Standardbasis normierte Abbildung (siche Bestimmung der Determinante in den
Spezialfillen m = 2 und m = 3)

det : (K™)" — K : (v, ..., vp) —> det(vy, ..., Up)

eingefiihrt; falls der Wert der Determinante verschieden von Null ist, sind Vektoren linear
unabhingig und bilden damit eine Basis

det(vy,...,vp) #0 <= (v1,...,v,) Basisvon K.

Fasst man die auftretenden Vektoren als Spalten oder Zeilen einer Matrix auf, so charakeerisiert
die Determinante also auch die Invertierbarkeit dieser quadratischen Matrix

A= (’01’ . ‘vm) e K™ det(A)#0 <= A invertierbar.

Im Spezialfall der Ebene und des Raumes entspricht der Absolutbetrag der Determinante dem
Flicheninhalt von Parallelogrammen und Parallelepipeden; die Determinante tritt deshalb im
Zusammenhang mit Integraltransformationen fiir Funktionen in zwei oder drei Variablen auf,
insbesondere bei linearen oder nichtlinearen Koordinatentransformationen der Ebene und des
Raumes.

(In der Quantenmechanik tritt die Slater-Determinante bei der Beschreibung von (hochdimen-
sionalen) Systemen von Fermionen auf.)
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SpeziaLeart (m = 2). Im Spezialfall der Ebene geht man von der Fliche des Einheitsquadrates

aus und berechnet die Determinante von zwei beliebigen Vektoren mit Hilfe der Eigenschaften
linear in jeder Komponente und alternierend

m=2, K=R,
det : R* x R* — R, det(er,ez) =1,
det(es, e1) = — det(eq,e9) = — 1,
{det(el, e1) = — det(e, e1),

—> det(eq,e1) =0 = det(es, €9),
det(es, e9) = — det(ea, €2), (e1,e1) (€2, €2)

(Z) —aey+bey € R?, (2) —cey+dey € R?,

det (a61 +beg,cep + deg) — a det (61,661 + d€2> + b det (62,661 + d€2>
= ac det(ey,e1)+ad det(er, es) +be det(es, 1) +bd det(es, e9) =ad —be.
— — — —

€2

(c,d)]]

€1

Fiir zugehdrige Matrizen erhilt man somit

10 a c
det(o 1)1, det(b d)ad—bc.
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ArrcemeiNer Farr. Fiir eine allgemeine quadratische Matrix erhilt man mit dem obigen Zu-
gang die sogenannte Leibnitz-Formel, welche im Skriptum zur Definition der Determinante
gewihlt wird

A= (Aij)z.,je{l 77777 my € K™ det(A) = Z sgn(0) Ag1y -+ Agimym € K.

oc€Sm

Die auftretende Signatur sgn(o) einer Permutation o € S, wird im Folgenden eingefiihrt.
SpeziaLrarl (m = 2). Im zuvor betrachteten Spezialfall bestitigt eine kurze Rechnung die
behauptete Gleichheit (wobei a = Ay1,b = Ay, c = Ajp,d = Ag)

m=2, K=R,
Sy = {o: {1,2} — {1,2} bijektiv} = {01, 02},
01:{1,2}%{1,2}:{;:;’ 02;{1,2}%{1,2};{
sgn(oy) =1, sgn(oy) =—1,

A A\ _
det (A21 A22> = Z sgn (o) Ay(1y1 Ap2)2 = A1 Aop — Asy Ajp € R.

l— 2,
21,

0€S9
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4.1 Permutationen

PermuTATIONEN. Betrachtet man die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen einer Menge M
mit der Komposition als Verkniipfung

S(M) = {f: M — M bijekeiv}, o:S(M)x S(M)— S(M),

so erhilt man eine (fiir [M| > 3 nicht kommutative) Gruppe, welche als Permutationsgruppe
oder Symmetriegruppe von M bezeichnet wird, vgl. Beispiel 2.2.2. In Hinblick auf die Einfiih-
rung der Determinante reicht es aus, Permutationen der endlichen Mengen

M={l,....m}, |[M|=m, mé&Ns,
zu untersuchen; es ist zweckmifBig, folgende Kurzschreibweisen zu verwenden
Spm={o:{l,...,m} = {1,...,m} bijektiv} statt S({1,...,m}),
(1 = o1),

0:(0(11> 0$)>€Sm statt o {1,....,m} — {1,....,m} : <

| a(m) .

(Vorsicht! Eine Permutation ist keine Matrix! )
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Beispiere. Einfache Beispiele fiir die Komposition von zwei Permutationen und die Inverse
einer Permutation sind (ausfiihrliche Schreibweise, praktische Kurzschreibweise)

(

11, L9 3
o1:4{1,2,3} — {1,2,3} : < 2 3, o1 = (1 3 2)»
32,
\
4
13,
123
o9 :{1,2,3} — {1,2,3} : < 2 2, 09 = (3 5 1)»
31,
\
)
b le s, 123 123 123
goooy:9{1,2,3} — {1,2,3} : <231, <3 5 1)O<1 3 2): <3 1 2);
322,
\
)
13,
123
032{1,2,3}H{1,2,3}:<2|—>1, 03 — (3 1 2)7
32,
\
(
12,

-1

1 2 1 23
030 {1,2,3} — {1,2,3} : { 2+ 3, ( 3) _( ) :
\3|—>1,
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Die Definition der Signatur einer Permutation beruht auf einer Darstellung der Permutation
als eine Komposition von speziellen Permutationen (im ersten Schritt elementfremde Zykel, im
zweiten Schritt Zykel der Linge 2).

ELEMENTFREMDE ZYKEL. Ausgehend von einer Permutation

erhilt man einen zugehdrigen Zykel, wenn man mit einer Zahl j € {1,...,m} beginnt und
die auftretenden Funktionswerte solange verfolgt bis die urspriingliche Zahl wieder auftritt

Zykelpe Sp,zuje{l,....om}: jreo(j)—o(c(j) —...—~j;
man verwendet die Kurzschreibweise

p=(j o) o(o(7) ...) € Su,

wobei die (erste und letzte) Zahl j nur ein einziges Mal angegeben wird. Man beachte, dass
jene Zahlen, die auf sich selbst abgebildet werden, in der Kurzschreibweise nicht angegeben
werden. Wendet man diese Vorgehensweise auf die noch nicht vorgekommenen Zahlen an,
erhilt man schlieB3lich eine Darstellung der Form

0 =p100ppE Sy

Wesentlich ist die Bedingung, dass alle Zykel elementfremd sind, d.h. keine gemeinsamen Zah-
len enthalten; in diesem Fall kann man die Reihenfolge der Kompositionen beliebig vertau-
schen.

(Singular Zykel = Plural Zykel)
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BEMERKUNGEN, BEISPIELE.

(i) Die angegebene Permutation entspricht einem einzigen Zykel; es ist hilfreich, sich den
Zykel als kreisformige Vertauschung der Zahlen vorzustellen

3 \
— @ @:(13425768)688.
) \ /

DO =~
=~1 O
co O
S

Man beachte, dass die Darstellung eines Zykels nicht eindeutig ist; beispielsweise gilt

(13425768)=(34257681)=(831342576) € Ss.

(Vorsicht! Man verwendet hier einerseits die Schreibweise als Permutation und andererseits
die Schreibweise als Zykel.)
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(ii) Die Inverse eines Zykel erhilt man besonders einfach, nimlich durch Umkehrung der
Reihenfolge der Zahlen; beispielsweise gilt

( (
13, 15,
2+— 4, 23,
{32, {31,
45, 42,
b1, b4,

\ \

(1324571 =(54231)=(15423).
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(iii) Die angegebene Permutation umfasst zwei elementfremde Zykel. Ublicherweise beginnt
man mit der Zahl 1 und bestimmt den zugehorigen Zykel; anschlieBend wihlt man die
kleinste noch nicht aufgetretene Zahl und bestimmt dafiir den zugehérigen Zykel. Dies

ergibt
(1)
g2 N e s
(3)——(2)

man beachte, dass die Darstellung der Zykel nicht eindeutig ist und die Reihenfolge der
Zykel vertauscht werden kann, weil sie elementfremd sind

wW =
— DO
DO W
(G2 GENTEN
=~ Ot

(132)0(45)=(45)0(132)=(54)0(213)€Ss.
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(iv) Anstelle von Kompositionen spricht man oft von Produkten und lisst die Kompositions-
zeichen weg

0 =p1-Pr € Sm;

im zuvor angegebenen Beispiel

12345
(3 N 4)(132)0(45)685

istm=>5und k = 2.
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(v) Mit Hilfe der Darstellung einer Permutation als Komposition von elementfremden Zykel
kann man die Struktur der Permutation leichter erfassen; es ist zwar nicht die Darstellung
aber die Anzahl der auftretenden elementfremden Zykel eindeutig bestimmt. Dies trifft
nicht aut die Darstellung einer Permutation als Komposition von nicht elementfremden
Zykeln zu; hier ist auch die gewihlte Reihenfolge wesentlich. Beispielsweise gilt

(113,
24— 4,
(132)(245)=(13245), <332,
455,

\5|—>2H1,

f1|—>3H3,
2—1—1,
(245)(132)=(13452), <324,
445,

\5»—>5H2,
(132)(245)#(245)(132).



4.1. Permutationen 13

(vi) Bei der Darstellung einer Permutation als Komposition von elementfremden Zykel kén-
nen Zykel der Linge 1 auftreten; da man Zykel der Linge 1 bei bekannter Gesamtlinge
einer Permutation leicht bestimmen kann, werden sie bei der Angabe einer Permutation
meist weggelassen. Beispielsweise schreibt man kurz

(1634)(2) (587)(9)=(1634)(587) € Sy.

Man beachte, dass Zykel der Linge 1 der identischen Abbildung entsprechen und deshalb
keine Rolle spielen; es gilt

(1) == (m) € S .
Das Hinzuftigen von einem Zykel der Linge 1 wiirde eine Permutation nicht indern
(1634) (2) (587) (9):(1) (1634) (2) (587) (9);

wenn man die Bedingung elementfremd nicht beachtet, verliert man jedoch die Eindeu-

tigkeit der Zykelanzahl.
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(vii) Ein Zykel der Linge 2 wird auch als Transposition bezeichnet. Eine Transposition ist zu
sich selbst invers; beispielsweise gilt

24— D, 1 B
{5H27 (25)"=(52)=(25H).
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Satz 4.1.1. (i) Jede Permutation o € S,, lsst sich als Komposition von elementfremden Zykel
darstellen; die Anzahl der Zykel ist eindeutig bestimmyt, ihre Darstellung und Reihenfolge
im Allgemeinen jedoch nicht.
Beweis. Zusammenfassung der oben angegebenen Uberlegungen. o
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(ii) Es bezeichne o € S, eine Permutation, die k elementfremde Zykel umfasst, und 7 € S,,,
eine Transposition

U:p1p2"°pkesm7 T:(ab>ESm;

die Komposition o 7 umfasst dann entweder k + 1 oder k — 1 elementfremde Zykel.
Beweis. Zum Nachweis der Behauptung unterscheidet man zwei Fille; entweder kommen
die Zahlen a und b im selben Zykel p; mit i € {1,...,m} oder in zwei verschiedenen
Zykeln p;, p; miti,j € {1,...,m} und i # j vor.

(a) Im ersten Fall werden alle anderen Zykel von der Komposition mit der Transposition
nicht beeinflusst; somit reicht es aus, die Komposition

pi T =pi(ab) €Sy

zu untersuchen. Als [llustration wird folgende Situation betrachtet (i3 = a, iy = b)

( . . (. . . ( (. .
11— 19, =1 — 12, 11— 19,

’izl—>a, ’igl—>’i2l—>&, , II;QHCL,

. : Pi = :

a1y, a+— by, Z a+— 13,
CLl—>b, 14 > 15, 14 > 1y > 15, \igHil,
T Pit _ PioT 4 , S 2 .
b— a, 15 > 16, 15 > 15 — 16, 1y > 15,
i6l—>b, ’L'6|—>Z'6I%b, " ’L'5I%Z'6,

: : Pi =N .
b g, b— avriy, 16— b,
\igHil, \’L'gl—>’i8|—>l'1, X \bl—>7;4,
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@g@s
) \

PiT = (a b = p; p; -
[/

s @5

Man stellt fest, dass die Komposition p; 7 in zwei elementfremde Zykel zerfillt; somit
ist die Komposition der Permutation mit der Transposition ein Produkt von %k + 1
elementfremden Zykel

oc=pLp2 PP Pk E S

(b) Ahnliche Uberlegungungen zeigen im zweiten Fall, dass die Komposition der Permu-
tation mit der Transposition ein Produkt von k& — 1 elementfremden Zykel umfasst,
siche Skriptum. o
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(iii) Jede Permutation o € S, lisst sich als Komposition von Transpositionen darstellen; die
Anzahl der Transpositionen modulo 2 ist eindeutig bestimmt, jedoch nicht die Anzahl von
Transpositionen.

Beweis.

(a) Es reicht aus, einen einzelnen Zykel der Form
(149 -~ ig)

zu betrachten; tiir diesen ist die folgende Darstellung als Komposition von Transposi-
tionen giiltig

(iy 49 -~ zk) = (z’1 z'g) (z’z i3) - (z'k_l zk)
Zur llustration zwei einfache Beispiele
12, 23, 34,
T - T . T3 .
2— 1, 32, 43,
( (1H1I—>1H2,
I—= 12,
22— 33,
1o =(123):¢ 23— 3, ooty =(1234): 4
S—=4—=4—4,
321,
\ \4H3'_>2H1'

(b) Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Anzahl modulo 2 wird auf das Skriptum verwie-
sen. o
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Beispiel 4.1.2. Fiir die Permutation
(12345678
°=\24513687 s

erhilt man folgende Darstellung als Komposition elementfremder Zykel

w Ot

0=(124)(35)(6) (78) =(124)(35) (78) € S5;

mittels (12 4) = (1 2) (2 4) fiihrt dies auf eine naheliegende Darstellungen als Komposition von
Transpositionen

o=(12)(24)(35)(78) € Ss.

Die Anzahl der elementfremden Zykel ist eindeutig bestimmyt; eindeutig festgelegt ist auch,
dass die Anzahl der Transpositionen eine gerade Zahl ist. JAN
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Vorsicht! Im angegebenen Beispiel ist die gewihlte Reihenfolge der Transpositionen wesentlich,
siche Beweis von Satz |4.1.1

(i1 4y -+ i) = (i1 42) (ia 33) -+ (ip1 ip) .

Man beachte, dass die Hinzunahme eines Zykel der Linge 1, etwa (1) = (2) = (3) € Ss, und die
Darstellung als Produkt von Transpositionen, etwa

1)=(12) (127" =(12) (12) = (12) (34) (12) (34) € s,

ebenfalls auf eine gerade Anzahl an Transpositionen fiihrt; bei elementfremden Zykel und ins-
besondere bei Transpositionen kann man die Reihenfolge vertauschen. Alternative Darstellun-
gen der zuvor angegebenen Permutation sind beispielsweise

o=(12)(24) (35) (78)
(12) (24) (35) (78) (18) (18)

(12) (24) (14) (35) (78) (14) € Ss.
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(Kleiner Unterschied zum Skriptum, selbes Ergebnis: s = Anzahl modulo 2.)

Definition 4.1.3 (Sicnatur). (i) Fiir eine Permutation o € S,, sei eine Darstellung als Kom-
4.1.3 g
position von S Transpositionen gegeben; nach Satz |4.1.1/ist dann

s=Smod 2 e {0,1}

unabhingig von der gewihlten Darstellung und somit die Signatur (Vorzeichen) der Per-
mutation

sgn(o) = (—1)° € {—1,1}
wohldefiniert.

(ii) Die zugehorige Abbildung
sgn : S, — {—1,1} : 0 —> sgn(o) (4.1)

bezeichnet man als Signaturabbildung. AN

Bespier. Im obigen Beispiel [4.1.2[ist die Anzahl der Transpositionen gerade und somit
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Bemerkungen, Beispiele 4.1.4. Direkte Folgerungen aus zuvor angegebenen Bemerkungen
und Beispielen; insbesondere wird der Zusammenhang

(41 99 -+ 1) = (i1 12) (19 43) -+ (ig—1 ig)
zwischen einem Zykel und Transpositionen angewendet. Siehe Skriptum.

Korollar 4.1.5. Fiir zwei Permutationen o, 7 € S, gilt
sgn(o 1) = sgn(o)sgn(7).

Beweis. Man stellt die Permutationen o € S, und 7 € S, als Kompositionen von R und S
Transpositionen dar; die Komposition o7 € S, kann dann als eine Komposition von R + S
Transpositionen dargestellt werden. Fiir die Signaturen folgt mit7 = R mod 2und s = S mod 2
wegen (r + s) mod 2 = (R + 5) mod 2 die Gleichheit

sgn(o7) = (—=1)" = (=1)"(—1)* = sgn(o) sgn(r). 3
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SpeziaLraLL (m = 3). Zuvor wurde die Determinante einer (2 x 2)-Matrix bestimmt

An A12>
det = A1 Ayy — Ag Ars .
<A21 . 11 422 21 A12

Ahnlich leicht einzuprigen ist die Determinante einer (3 x 3)-Matrix

An A A
A= | Ay Axp Ay €R3X37
Asp Asy Asg

det(A) = Ay Agg Asg + Aoy Agy Ars + Azy Ayo Aoz — Aqy Ago Asg — Aoy Ajg Az — Agy Axe Ags
zur Herleitung verwendet man entweder die Eigenschaften der Determinanten-Abbildung

(multilinear, alternierend, beziiglich der Standardbasis normiert) oder die auf Permutationen
basierende Leibnitz-Formel.
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Berechnung der Determinante mittels der Eigenschaft linear in jeder Komponente, der Eigen-
schaft alternierend und der Normierungsbedingung det(ey, €2, e3) = 1 fiir die Standardbasis
(Reihenfolge der Basisvektoren hier wesentlich). Treten Basisvektoren zumindest zweimal auf,
ist der entsprechende Beitrag gleich Null. Der erste Index entspricht dem Basisvektor, der zwei-
te Index entspricht der Komponente. Beispielsweise mittels det(eq, e3, e5) = — det(ey, €2, e3) und
det(ey, e3,e1) = — det(ey, 1, e3) = (—1)? det(ey, €9, 3) (Zusammenhang mit Signatur einer Per-
mutation, siche unten!) erhilt man das Resultat

det <A11 e1 + Ao es + Asres, Ajseg + Axpes + Ago ez, Azer + Agges + Ass 63)
= Ay det (el, Ager + Agpeg + Agpez, Aiger + Aoz e + Asg 63)
+ Aoy det <€2, Ajger + Aggeg + Agges, Aiger + Agzes + Asz 63)
+ Az det (63, Ager + A eg + Agges, Aiger + Agzen + Asg 63)
= Ay Ay det (61, €9, A1z e1 + Agges + Ass 63)
+ A1 Aszo det (61, e3, A1ger + Agges + Aszzes
+ Agy Aqo det (62, e1, Aizer + Asges + Aszes
+ Aoy Aso det (62, e3, Aizer + Aoz es + Aszes
+ Az Aqo det (63, e, Aiger + Asges + Aszes
+ A3z Ay det (63, ea, A1z e1 + Agges + Ass 63)
= Ay Ao Asg det(eq, eo, e3) + Apy Azo Ao det(eq, €3, €9) + Aoy Arp Asg det(ea, €1, €3)
+ Aoy Ago A1z det(eg, e3,e1) + Az A1 Agg det(es, e, ea) + Agp Ao A1z det(es, eq, €1)
= A1 A A3z + A1 Azp A1z + Azp A1p Aoz — Anr Azg Agg — Aoy Arg Agz — Az Az Ass.

)
)
)
)
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Berechnung der Determinante mittels der Leibnitz-Formel. Angabe aller Permutationen zu-
nichst mittels elementfremder Zykel und dann mittels Transpositionen. Dies ergibt das Resultat

|S3’ :3' :67 53:{0-170-270-370-470-570-6}7

= (153) =@ G, so)-1,

02=<}§§)=<1><23>=<23>, sgn(os) = — 1,
=y 13) =126 =02, sgnlog =1,

04@?)1)(123)(12)(23), sgn(oy) = 1,
1) -132-03)@3). snlon =1,

=55 1) =19 @ =03, sgnlo =1,

6
det(A) = Z sgn(0;) Ag, (1)1 Aoy(2)2 Aoi(3)3
i=1

- All A22 A33 + A21 A32 A13 + A31 A12 A23 _ All A32 A23 - A21 A12 A33 _ A31 A22 AlS .
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(Vorlesung 9. Dezember)
Beispiel 4.1.6.

4.2 Die Determinante und ihre Eigenschaften

Definition 4.2.1 (DETERMINANTE, LEIBNITZ-FORMEL).
Bemerkungen, Beispiele 4.2.2.
Proposition 4.2.3.

Satz 4.2.4 (MULTIPLIKATIONSSATZ).

26
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Erinnerunc. Die Berechnung der Determinanten einer allgemeinen (2 x 2)-Matrix und einer
allgemeinen (3 x 3)-Matrix einerseits mittels der Abbildungseigenschaften multilinear, alter-
nierend, normiert und andererseits mittels der auf Permutationen und ihren Signaturen basie-
renden Leibnitz-Formel ergibt

A11 A12)

det = Ay Agy — Aoy Ay,

€ (A21 A22 11 4122 21 12
An A12 A13

det | Aoy Age Agg | = Ay Aoy Asg + Aoy Asg A1z + Azp Ao Ags
Asp Asy Asg

— Ay Asp Agg — A9y A1g Azg — Az Ao Asg,

siche auch Kapitel 4.3 (Regel von Sarrus).
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RepukTion DER Komprexitit. Wiirde man die Determinante einer allgemeinen (m x m)-
Matrix mittels der Leibnitz-Formel berechnen, miisste man eine hohe Anzahl von Permutatio-
nen beriicksichtigen

AH Alm

det : : = Z sgn(a) Aa(l)l T Aa(m)m )
Apl .. Ao o0€Sm

S| =m!,
31=6,
41 =24,
51=120,
6! =720,
71 =5040,
81 =40320,
9! =2362880,
10! = 3628800,
etcC.

Um die erforderlichen Rechenoperationen (Additionen und Multiplikationen) deutlich zu re-

duzieren, niitzt man eine Transformation auf Zeilenstufenform und die im Folgenden angege-
benen Uberlegungen.
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MATRIZEN SPEZIELLER STRUKTUR.

(i) Emveerrsmatrix. Die Determinante der Einheitsmatrix I € K™*™ ist gleich Eins

siche Proposition

lumen des m-dimensionalen Einheitswiirfels

und es folgt direkt aus der Leibnitz-Formel

det(A) = Z sgn(a) Aa(l)l .

(1
0
det | :

4.2.3

0

e O = O

)

0

0

29

- Dieses Resultat entspricht der Normierungsbedingung fiir das Vo-

det(el,...,em) — 1,

o€S

det(I)= > sgn(o)

’ Aa(m)m )

aufgrund der Nulleintrige auBBerhalb der Diagonale tritt nur eine einzige Permutation, die
Identitit mit Signatur Eins, auf.
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(if) Draconarmatrix. Ahnlich leicht sieht man, dass die Determinante einer Diagonalmatrix
A € K™ gleich dem Produkt der Diagonalelemente ist

(AH 0 ... ... 0 \
0 AQQ 0 ... 0
det : 0 . 0 : = Ay - Ao
: : 0o --. 0
\ 0 0 0 Aun )

Man wendet dazu die Eigenschaft homogen in jeder Komponente sowie die Normierungs-

bedingung an
det(A11 €1, ... ,Amm €m) = A11 s Amm det(el, RN ,€m) = AH s Amm;

bei der Leibnitz-Formel tritt wiederum nur die Identitit mit Signatur Eins auf

det(A) = Z sgn(a) Ag(l)l s Ag(m)m = A11 s Amm .
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(iii) DrerecksmaTrix. Das fiir eine Diagonalmatrix angegebene Resultat ist auch fiir eine Drei-
ecksmatrix A € K™=, beispielsweise fiir eine obere Dreiecksmatrix

(A A oo o A
0 A22 A23 Agm
det | ¢+ 0 o oot | =Ayg e Apm,
: : 0 --. :
\ 0 0 0 Aum

richtig. Man niitzt die Eigenschaft multilinear und dass wegen der Eigenschaft alternierend
alle Beitrige, wo zumindest zwei Standardbasisvektoren {ibereinstimmen, gleich Null sind

det(A11 €1, Ao e + Ay €9, .. ) = A1 App glet(el, €1y .. 2+A11 Ao det(el, €9, ... ) + ..

=0

somit ist nur ein einziger Summand zu berticksichtigen
All Amm det(el,...,em) = All Amm-

Die Leibnitz-Formel beinhaltet die Uberlegungen zu gleichen Standardbasisvektoren be-
reits; aufgrund der Nulleintrige tritt nur der Beitrag der Identitit auf

det(A) = > sgn(o) Ayt Appuym = A1t -+ Ay -
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ALLGEMEINE VORGEHENSWEISE. Fiir eine allgemeine Matrix A € K" niitzt man eine Trans-
formation auf Zeilenstufenform; genauer, man verwendet, dass sich bei Multiplikation der ur-
spriinglichen Matrix mit Elementarmatrizen Ly,...,L; € K" eine obere Dreiecksmatrix
ergibt, deren Determinante leicht zu berechnen ist
A — R=1Lp---L1A,
det(R) = Rll s Rmm .

Wesentlich fiir die Berechnung von det(A) ist dabei der Multiplikationssatz fiir Determinanten

VA B K™ det(AB) = det(A) det(B),

siche Satz|4.2.4] sowie im Folgenden angegebene Resultate.
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Korollar 4.2.5. (i) Fiir die Determinante des Produktes zweier beliebiger quadratischer Ma-
trizen A, B € K™ gilt

det(A B) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

Beweis. Direkte Folgerung aus dem Multiplikationssatz, siehe Satz |4.2.4

(ii) Fiir die Determinante einer invertierbaren quadratischen Matrix A € K™ gilt

1

det(A) #0, det (A7) = det(A)

Beweis. Es sei nochmals an die Determinante der Einheitsmatrix erinnert
det(l) =1;

mittels Multiplikationssatz zeigt dies, dass die Determinante einer invertierbaren Matrix
verschieden von Null ist und die angegebene Gleichheit erfiillt
1 =det(]) =det (AA™") = det(A) det (A7) . o
N—_———r

——
70 #0
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(Die Determinante ist invariant unter einer Agquivalenzumformung / unter einer linearen Koordi-
natentransformation / bei einem Basiswechsel.)

(iii) Fiir eine invertierbare quadratische Matrix A € K"™*™ und eine beliebige quadratische
Matrix B € K™ gilt

det (A" B A) = det (A7) det(B) det(A) = det(B).

Beweis. Direkte Folgerung aus (i) und (ii). o
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Das folgende Resultat fasst Uberlegungen zur Determinante von Elementarmatrizen zusam-
men, siche Definition 2.3.9; zur Transformation einer Matrix auf Zeilenstufenform werden ins-
besondere Zeilenvertauschungen (i) und Eliminationen (iii) bendtigt. Zur Hlustration werden
(4 x 4)-Matrizen betrachtet; die Erweiterung auf den allgemeinen Fall ist offensichtlich.

Korollar 4.2.6. Es bezeichne A € K™*™ eine beliebige quadratische Matrix.

(i) Fiir i,5 € {1,...,m} mit i < j bezeichnet P; jene Elementarmatrix, welche aus der
Einheitsmatrix durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile oder Spalte entsteht; es gilt

det(P;; A) = det(P;;) det(A) = — det(A).
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Beweis. Als llustration wird der Spezialfall

m:47 7’227 ]:4 P24: = :<€1‘64‘63‘€2) EK4X4

o O O

_ O O O

o~ O O

o O = O
~

betrachtet. Mittels der Eigenschaft alternierend und der Normierungsbedingung

det(Bj) = det(el, B 7 I ej, €itly--- 7€j—17 €, €j+17 ceey em) = — Eiet(el, R ,em)J = —1

~

=1

oder etwas umstindlicher mittels der Leibnitz-Formel (aufgrund der Nulleintrige bleibt
ein einziger Summand iiber, die zugehdrige Permutation ist eine Transposition und hat
die Signatur — 1)

det(Py) = > sgn(o)=—1

sieht man, dass die Determinante der Elementarmatrix die Gleichheit
det(F;;) = —1

erfiillt. o
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(i) Fir ¢ € {1,...,m} und A\ € K bezeichnet S;(\) jene Elementarmatrix, welche aus der
Einheitsmatrix durch Multiplikation der i-ten Zeile oder Spalte mit A entsteht; es gile

det (S;(A) A) = det (S;(N)) det(A) = A det(A).

Beweis. Als Illustration wird der Spezialfall

c K4><4

o O O =
o O = O
o > O O
_ o O O

betrachtet. Mittels der Eigenschaft homogen in der i-ten Komponente und der Normie-
rungsbedingung oder etwas umstindlicher mittels der Leibnitz-Formel folgt
det (SZ()\)) = det(er, ..., -1, A€, €11, ... em) = A det(er, ... en) = A;

~~

=1

man kdnnte stattdessen auch die zuvor angegebenen Uberlegungen zur Determinante ei-
ner Diagonalmatrix verwenden. o
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(iii) Fiir 2,5 € {1,...,m} miti # j und 0 # X € K bezeichnet M;;()\) jene Elementarmatrix,
welche aus der Einheitsmatrix durch Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile
entsteht; es gilt

det (MZ]<)\) A) = det (MU()\» det(A) = det(A) .

Als Mlustration wird der Spezialfall

1 000
B . o 10100 Axd
m=4, 1=1, j57=4: DMy= 0010 c K
A001

betrachtet. Mittels der Eigenschaften linear in der i-ten Komponente und alternierend
sowie der Normierungsbedingung sieht man

det (Mis(X)) = det(er + Aeu, €2, €3, €4) = det(er, €9, €3, €4) +A det(ey, e, €3,64) = 1,

=1
det (MZ]()\» = det(el, oo €i1,6€4 + /\ej, €itly .- ,Gm)
= glet(el, Ceey eml+)\ th(Gl, ey 61,65, €041, 0, €yl €m> =1.

=0

=1

=0

Man konnte stattdessen auch die zuvor angegebenen Uberlegungen zur Determinante
einer Dreiecksmatrix niitzen. o
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Bemerkung 4.2.7. Die zuvor angegebenen Uberlegungen zeigen, wie man die Determinante
einer Matrix A € K™ mit Hilfe einer Transformation auf Zeilenstufenform berechnen kann

A — R=1L; - - L A obere Dreiecksform ,

elementare Zeilenumformungen

1
det(A) = det(Ly) --- det(Ly)

det(R) , det(R) = Rll s Rmm .
Dabei ist zu beachten, dass eine Zeilenvertauschung einen Vorzeichenwechsel der Determi-
nante bewirkt; Eliminationsschritte indern die Determinante hingegen nicht. JAN

Beispiel 4.2.8. Die im Folgenden angegebene Matrix ist nicht invertierbar, weil ihre Determi-
nante gleich Null ist

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
|56 7 s » 0 —4 -8 —12 0 —4 —8 —19
A=19 1011 12| €© — o =8 —16 24| 7 oo o o |’
13 14 15 16 0 —12 —924 —36 00 0 0

A nicht invertierbar <= det(A4) =0.

Bei der Anwendung der Leibnitz-Formel zur Bestimmung der Determinante hitte man 4! = 24
Permutationen beriicksichtigen miissen. AN
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Die Zusammenhang zwischen dem Wert der Determinante und der Invertierbarkeit einer Ma-
trix ist im folgenden Resultat nochmals zusammengefasst.

Satz 4.2.9. Fiir eine quadratische Matrix A € K"™*™ gilt die Aquivalenz

A invertierbar <= det(A) #0.
Beweis. Die Herleitung des Resultates beruht auf der Gleichheit
det(A) det (A71) =1

und den zuvor angegebenen Uberlegungen zur Transformation auf (reduzierte) Zeilenstufen-
form. ©
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Beispiel 4.2.10. Wie man mittels der Berechnung der Determinante leicht sieht, ist die folgende
Matrix iiber Z/7Z invertierbar, jedoch tiber Z /2 Z nicht invertierbar

1 2 5 mod 7
A= , det(A)=1-4—-3-2=-2= ’
(3 4) ( ) {Omon.

Ohne das zugehdorige lineare Gleichungssystem
r+2y=0b;, 3x+4y=by,

zu 18sen, kann man also die Aussage trefen, dass fiir jedes Paar (by,00) € (Z/77Z)* eine
eindeutig bestimmte Losung (x,y) € (Z/77Z)* existiert; im Gegensatz dazu gibt es Paare
(b1, b2) € (Z)27)?, sodass die zugehdrige Losung (z,y) € (Z/2Z)* nicht eindeutig bestimmt ist
oder die Losungsmenge leer ist. JAN
In 7Z/7 Z kann man die Inverse mittels der bekannten Formel berechnen (5-3 =15 = 1 mod 7,
—2=>5mod 7, —3 =4 mod 7, 12 =5 mod 7)

=) = (G- 0)-60)

In Z/2Z erhilt man folgendes Resultat

10
A=<1 O)’ by =z = by,

b=(0,0): L(A,b)={(0,y):y €{0,1}}, b=(1,1): L(Ab)={(1,y):ye{0,1}},
be {(0,1),(1,0)}:  L(Ab)=0.
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Erinnerunc. Der Rang einer Matrix ist durch die Dimension des Bildes der zugehdrigen Ab-

bildung definiert

Ae K™, pa:K'— K":v+—— Av, rang(A) = dimg (Bild(p4)) :

da das Bild der Abbildung durch die lineare Hiille der Spalten der Matrix gegeben ist (wichtiger
Zusammenhang zwischen Matrix-Vektor-Produkten und Linearkombinationen)

Bild(pa) = {Av:veK"} ={vi A1+ - +v, A, v1,...,v, €K},

entspricht der Rang der Matrix der maximalen Anzahl linear unabhingiger Spalten. Daraus
folgt, das der Rang gleich der maximalen Gréf3e einer invertierbaren Untermatrix B von A ist,
siche Proposition 3.2.26; eine alternative Formulierung mittels Determinante lautet folgender-
malen.
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Korollar 4.2.11. Der Rang einer Matrix A € K™*" ist durch die maximale GréBe einer qua-
dratischen Untermatrix B mit
det(B) # 0

gegeben.

Beispier. Der Rang der reellen Matrix

a,b,c,d € R\ {0}, A= c R¥?,

ST O

0
1
c
d
ist rang(A) = 2; da man die lineare Unabhingigkeit der zwei Spalten bereits an den ersten

beiden Eintrigen erkennt, ist es nicht notwendig, die restlichen Eintrige zu untersuchen

wesentlich: A\ =0, M\ =0,
nicht bendtigt :  aA;+cX=0, bA\+dN\=0,

10
det <O 1) # 0.

)\1A_1+>\2A_2:O <~ {
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Z USATZLICHES BEISPIEL.

(i) Bestimmt man die Determinante der reellen (3 x 3)-Matrix

2 2 3
A= X =2 0 | eR™, XeR,
—2 2 3

mittels der Regel von Sarrus (hier fiir hindische Rechnung vorteilhafter)
det(A) = —12A+6A—12—6X>=—6 (\*+ A +2)

oder mittels eines Eliminationsschrittes und der bekannten Regel fiir die Determinante
einer (2 x 2)-Matrix

2 2 3 L, 2 2 3
A= X =2 0 ;—%Zl B=10-(\+2 —3x |,
—2 2 3) s 0 4 3(A+1)

4 3(A+1)
det(A) = det(B) =2 det(C) = — 6 (\* + A+ 2) ,

C=<_<)\+2) _3A), det(C) = =3 A+2)A+1) +6A= 3N+ 1+2),

so zeigt quadratisches Erginzen, dass die Determinante echt kleiner als Null ist

det(A) = —6 ( (A+1)+1) <o0;
(0

A\ e
~~

>0
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somit ist die Matrix fiir jedes A € R invertierbar

2 2 3
VAeER: A= A —2 0 | € R** invertierbar .
—2 2 3\

(ii) Wiirde man komplexe Zahlen A\ € C zulassen, gibt es zwei Fille fiir welche die Matrix
nicht invertierbar ist (verwende Faktorisierung p? + ¢* = (u —ic) (u+1ic))

2 2 3
A= X =2 0 |eC™, XeC,
—2 2 3\
)= =0 ((+9%+7) = =0 (1+3-19) (1 +3+14).
det(A) =0 <= /\e{—%ﬂ“g,—%—i@},

V)\E(C\{—%Jrig,—%—i\/;}: A invertierbar .

VGL. [ILLUSTRATION MITTELS MAPLE.



;Determinante einer allgemeinen (2x2)-Matrix

> restart,
with(LinearAlgebra) :
A= ((All, A21)|(A12, A22));
det4 == Determinant(4);
All Al2

A21 A22
detd == A1l A22 — A12 A2]

Determinante einer allgemeinen (3x3)-Matrix
L (Regel von Sarrus)
> restart;
with (LinearAlgebra) :
A= ((All, 421, A31)|(A12, A22, A32)|(Al3, A23, A33));
detd := Determinant(A);

for m from 3 to 10 do
m, factorial (m);

od;
3,6
4,24
5,120
6, 720
7, 5040
8, 40320
9, 362880
10, 3628800
:Determinante einer Diagonalmatrix
> restart;
with (LinearAlgebra) :

A= ((A11,0,0)[(0, 422,0)](0,0, 433));
detd == Determinant(4);

All Al2 Al3
A= | A21 A22 A23
A3l A32 A33
detd == A1l A22 A33 — Al1 A23 A32 — A12 A21 A33 + A12 A23 A31 + A13 A21 A32
— AI3 422 A31
:Komplexitét (Anzahl Permutationen)
> restart,

@

@

©)]



All 0 0

A= 0 422 0
0 0 A33
detd == All A22 A33 “)
;Determinante einer Dreieckmatrix
> restart,
with (LinearAlgebra) :

A= ((A11,0,0)|(A12,422,0)|(A13, 423, A33));
detd == Determinant(A4);

All A12 Al3
A= 0 A22 A23
0 0 433
detd == A1l A22 433 Q)
=Elementarmatrizen
Zeilenvertauschung

Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl
=Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

> restart,
with (LinearAlgebra) :
A= ((All,A21, A31, A41)|(A12, A22, A32, A42)|(A13, A23, A33, A43)|(A14, A24, A34,
A44));
All Al2 Al3 Al4
A21 A22 A23 A24
A= (©6)
A31 A32 A33 A34
A41 A42 A43 A44
[> p= ((1,0,0,0)](0,0,0,1)[(0,0, 1,0)](0,1,0,0));
P . A4,
detP := Determinant(P);
1 000
0001
P :=
0010
0100

AIl Al2 AI3 Al4
A4l A42 A43 A44
A31 A32 A33 A34
A2] A22 A23 A24
detP = — 1 Q)
[> 5= ((1,0,0,0)](0, 1,0, 0)|(0, 0, lambda, 0)| (0, 0, 0, 1));




S.A4;
detS := Determinant(S);

1 00
010
00 A
000

- o O O

All Al2 AI3  Al4
A21  A22  A23 A4
AA3l NA32 AA33 NA34
A4l 442 A43  A44

detS = A @®
(> M= ({1, 0, 0, lambda) | (0, 1, 0, 0)](0, 0, 1,0)](0, 0,0, 1) );
M. 4;
detM = Determinant(M);
1 000
0 1 0
M=1% 010
A0 01
All Al2 Al3 Al4
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34

MNAIL + A41 N AI2 + A42 N AI3 + A43 A Al4 + A44
detM = 1 )
;Beispiel
> restart,
with (LinearAlgebra) :

4= ((1,5,9,13)|(2,6, 10, 14)|(3, 7, 11, 15)| (4, 8, 12, 16) ) ;
detd := Determinant(A);

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16
detd == 0 (10)

;Beispiel (endliche Korper)
> restart,




A= Matrix([[1,2], [3,4]]);
Inverse(4) mod 7,

b := Vector([bl, b2]);
Linsolve(A, b) mod 7;

> restart,
A= Marrix([[1,2], [3,4]]);
Amod 2;

b = Vector
Linsolve(A4,
b = Vector
Linsolve(4,
b = Vector
Linsolve(A,
b := Vector
Linsolve(A4,

0,0]);
mod 2;
L1]);
mod 2;
0,1]);
mod 2;
1,0]);
mod 2;

TS
R e e N

1 2
A=
3 4

51
\53
bl
b2

5b1 + b2
3b2+5b1

an



0
b =
1
12 0
Linsolve ,
4 1
1
b =
0
, 1 2 1 "
Lins
insolve 4l o a2)
:Beispiel (Rang)
> restart,
with (LinearAlgebra) :
4= ((1,0,a,b)|(0,1,c,d));
rangA = Rank(4);
10
01
A=
a c
b d
rangA = 2 13)
;Beispiel
> restart,
with (LinearAlgebra) :
A = ((2,lambda,-2)|(2,-2,2)|(3, 0, 3-lambda) );
detd := Determinant(A);
solve(detA);
2 2 3
A=| 2 =2 0
-2 2 3

detd == -61" — 6% — 12

1 17 1 IJy7
i,L,,i+7 (14)
2 2 2 2
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