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Kapitel 2

Gaul3-Algorithmus und Matrixrechnung

IntaLTE. In diesem Kapitel wird zunichst der GauB3-Algorithmus behandelt; dieses systema-
tische Verfahren erméglicht die (in einem noch zu prizisierenden Sinn) vollstindige Lsung
von Systemen linearer Gleichungen mit reellen Koefhzienten. Es zeigt sich, dass es wiinschens-
wert ist, anstelle der Menge der reellen Zahlen auch einfachere Zahlenbereiche wie die Menge
der rationalen Zahlen oder erweiterte Zahlenbereiche wie die Menge der komplexen Zahlen
zu betrachten; alle diese Zahlenbereiche haben die Struktur eines Korpers. Die Formulierung
des Gauf3-Algorithmus mittels Matrizen ist vorteilhaft in Hinblick auf eine Vereinfachung der
Schreibweise und fiir ein tieferes Verstindnis der Vorgehensweise im allgemeinen Fall.

(Im Folgenden wird angenommen, dass simtliche Berechnungen in exakter Arithmetik mog-
lich sind; in diesem Fall treten keine Schwierigkeiten bei der Durchfithrung des Gaul3-
Algorithmus auf. Bei der praktischen Umsetzung mittels Computer sind jedoch aufgrund der
limitierten Genauigkeit zusitzliche Aspekte zu beachten; abhingig von der GréBe und Seruk-
tur der Gleichungen kénnen sich Rundungsfehler bei der niherungsweisen Berechnung von
Losungen gravierend auswirken und zu unzufriedenstellenden Ergebnissen fiihren.)
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Reerce Zancen. Im folgenden Abschnitt wird angenommen, dass alle auftretenden Zahlen
reelle Zahlen sind. Die Konstruktion des Korpers der reellen Zahlen wird iiblicherweise im
Rahmen der Analysis-Vorlesung besprochen; an dieser Stelle sei nur erwihnt, dass eine ma-
thematisch fundierte Einfiihrung des Korpers der reellen Zahlen nicht offensichtlich ist. Aus
mathematischer Sicht deutlich einfacher ist die Konstruktion des Kérpers der rationalen Zahlen
oder, ausgehend vom Korper der reellen Zahlen, die Konstruktion des Kérpers der komplexen
Zahlen.

(Siehe Kapitel 1 und Kapitel 2.2.2.)
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2.1 GauB-Algorithmus

Beispiel 2.1.1. Zum einfachsten Typ von Gleichungssystemen zihlen Systeme, welche zwei
Gleichungen in zwei Unbekannten umfassen; im Rahmen der Linearen Algebra betrachtet man
lineare Gleichungssysteme der speziellen Form

a1 x+apy = b,
a21x+a22y:b2.

Die vorgegebenen reellen Zahlen a1, a19, agy, ag, by, by heilen Koefhzienten; die zu bestim-
menden reellen Zahlen x, y werden als Unbekannte oder Variablen bezeichnet. Das Ziel ist es,
dieses lineare Gleichungssystem vollstiandig zu 16sen, d.h. alle Paare (¢, ¢2) € R x R zu bestim-
men, die beim Einsetzen in beide Gleichungen auf wahre Aussagen fiihren; diese Paare nennt
man Losungen des linearen Gleichungssystemes. Entsprechend bezeichnet man die Menge aller
Losungen als die Losungsmenge des linearen Gleichungssystemes

L((a1, ar2, as, ass), (b1, b2))
= {(c1,¢2) € R x R fiir z = ¢; und y = ¢, sind beide Gleichungen erfiillt} .

(Beim Koefhzienten a;; gibt der erste Index i die (gedanklich vergebene) Nummer der Glei-
chung und der zweite Index j die (gedanklich vergebene) Nummer der Unbekannten an. Li-
neare versus nichtlineare Gleichungssysteme: keine Exponenten verschieden von eins, keine
Produkte z y, keine funktionalen Abhingigkeiten wie sin(x), exp(y) etc.)
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Wenn die Anzahl der Unbekannten und die Anzahl der linearen Gleichungen iibereinstimmt,
erwartet man sich im Allgemeinen eine einzige Losung (Erklirung an spiterer Stelle)

L((an, ai12, @21, CL22), (bh b2)> = {(01, 62)} :

An Spezialfillen sieht man jedoch, dass moglicherweise keine L3sung existiert oder unendlich
viele Losungen existieren. Wihlt man beispielsweise a3 = 1, a12 = 0, az; = 1, aze = 0 und
by = 1, by = 2, so sind die beiden Gleichungen widerspriichlich und die Lésungsmenge gleich
der leeren Menge

0.

{71 Lusoaa)
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Wihlt man beispielsweise a1 = 2, a19 = 3, ag1 = 4, age = 6 und by = 1, by = 2, so spiegeln beide
Gleichungen dieselbe Bedingung wider

2c+3y=1,
dox+6y =2,

und die Lésungsmenge entspricht einer Geraden
L((2,3,4,6),(1,2)) = {(c1,c2) ERXR:2¢; + 3¢y =1}
= {(Cl,%—§01> S ER} CRxR.

(Implizite Darstellung der Geraden. Parameterdarstellung der Geraden: Setzt man fiir den Pa-
rameter c¢; alle reellen Zahlen ein, erhilt man alle Punkte auf der Geraden. Man beachte, dass
eine Gerade eine unendliche Menge ist, welche durch endlich viele Zahlen festgelegt ist, hier
etwa Nulldurchgang 3 und Steigung —%.)
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Wihlt man speziell ay; = 2, a9 = 1, agy = %, aze = 1 und by = 10, by = 4, so ergibt sich das
lineare Gleichungssystem

2z +y =10,
%x +y= 4;
in diesem Fall ist existiert eine eindeutig bestimmte L3sung, nimlich
L((2,1,3,1),(10,4)) = {(4,2)}.
Durch Einsetzen kann man die Richtigkeit der angegebenen Lésung verifizieren
2.442-10,
s-4+2= 4.

Geometrisch beschreiben die zwei Gleichungen zwei Geraden, die nicht parallel sind; genauer,
die Gleichungen entsprechen den Graphen der athn-linearen Funktionen

g1 R—R:2+— —22+ 10, gng—>R:xl—>—%x+4,

und deren Schnittpunke ist die gesuchte Losung.
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Es stellt sich die Frage, wie man die Losung des linearen Gleichungssystemes systematisch be-
rechnen und gleichzeitig nachweisen kann, dass es keine weiteren Losungen gibt; beides er-
reicht man mittels geeigneter Aquivalenzumformungen. Genauer, man stellt das lineare Glei-
chungssystem

2z +y =10,

5Tty =4,
schrittweise in anderer Form dar, ohne jedoch die Lésungsmenge zu verindern; schlussendlich
gelangt man zu einem linearen Gleichungssystem in Dreiecksform

ar+Lfy=", i ar+pfy=",
oder
y:(Sa -5625,

fiir welches man alle Losungen leicht bestimmen kann.
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Beim hindischen Rechnen niitzt man es normalerweise aus, wenn ein oder mehrere Koefhzien-
ten gleich Eins sind. Im betrachteten, sehr einfachen Beispiel ist es naheliegend, die Gleichun-
gen in etwas anderer Form darzustellen, weil dann eine Subtraktion der Gleichungen besonders
offensichtlich ist

y+2x =10,

Y+ %x = 4,

%x =0;

genauer, man tibernimmt die erste Gleichung unverindert, und anstelle der zweiten Gleichung
subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten und iibernimmt diese Gleichung (man

spricht von der Elimination der Variable y aus der zweiten Gleichung)

Da nun eine Gleichung nur eine Unbekannte enthilt, kann man die Lsung sofort ablesen
r =4,
und Einsetzen in die verbleibende Gleichung ergibt
S4y=10 —> y—2:
dies bestitigt die zuvor angegebene einelementige Losungsmenge

£(2:1,5,1), (10,4) = {(,2)}.
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Im Gegensatz zum hindischen Rechnen spielt es in Hinblick auf die Implementierung des
Gaul3-Algorithmus keine Rolle, ob ein Koefhzient den Wert Eins oder einen Wert verschie-
den von Eins hat. Man versucht vielmehr, durch eine mdoglichst geringe Anzahl an Rechen-
operationen (Additionen, Multiplikationen) auf ein lineares Gleichungssystem in Dreiecksform
zu kommen; iiblicherweise entscheidet man sich fiir die Zeilenstufenform (gleiche Bezeichnung
verwendet, jedoch andere Koethzienten als zuvor)

an T+ apy =b,
22 Y = by )
und berechnet dann dessen Losung durch Riicksubstitution. Dazu geht man im betrachteten

Beispiel etwa folgendermal3en vor (man spricht von der Elimination der Variable z aus der
zweiten Gleichung)

2z +y =10,
Tty =4,

NI (U8

{Belassen der ersten Gleichung 2z +y =10,

Multiplikation der ersten Gleichung mit —1 Addition zur zweiten Gleichung:

o

Yy
{Bestimmung der Lésung: y =2, 2z+2=10 = z=4.
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Die hier fiir sehr einfache lineare Gleichungssysteme angegebenen Uberlegungen lassen sich
wie im Folgenden beschrieben in systematischer Art und Weise auf den allgemeinen Fall er-
weitern. Meistens entscheidet man sich fiir eine bestimmte Reihenfolge der Unbekannten und
behilt diese bei den Aquivalenzumformungen bei; zuletzt war dies

r=2=a, Yy = To,

mit dem Ziel, eine Gleichung in der Unbekannten x5 zu erhalten und anschlieBend ;1 zu be-
stimmen. Da diese Vorgehensweise leicht nachvollziehbar ist, reicht es aus, die Koefhzienten
des linearen Gleichungssystems

ai T+ ajpxre = by,

(91 L1 + a9 To = by,

anzugeben; entweder mittels Koefhzientenmatrix und Inhomogenitit (das Gleichungssystem
schreibt sich dann als Az = b, vgl. Matrix-Vektor-Produkt)

A — (an a12) ’ b — (b1> 7
ao1 Q22 by

oder noch etwas kompakter mittels der erweiterten Koefhizientenmatrix (schematische Schreib-
weise ohne zusitzliche Bedeutung, Querstrich zur Abgrenzung der Inhomogenitit hilfreich)

air a2 by A
as azy | ba)
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Definition 2.1.2. Es seien m,n € Nx.

(i) Lineares GreicnuncssysTem. Ein System linearer Gleichungen oder kurz ein lineares
Gleichungssystem ist ein System der Form

ap xy+ -+ ay,x, =01,

am1x1+"'+amnxn:bm;

die vorgegebenen reellen Zahlen a;;,b; firi € {1,...,m} und j € {1,...,n} bezeichnet
man als Koefhizienten und die zu bestimmenden reellen Zahlen x; fiir j € {1,...,n} als
Unbekannte oder Variablen. Das lineare Gleichungssystem heil3t homogen, falls

by=--=by=0

oilt, ansonsten inhomogen.
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(ii) Koerrizientenmarrix. Ordnet man die Koefhzienten a;;, (i, 7) € {1,...,m} x{1,...,n},
in einem rechteckigen Schema mit m Zeilen und n Spalten an, spricht man von der zuge-
horigen Koethzientenmatrix

aip -+ Qip
A: . .

Am1 **° Amn

die erweiterte Koefhzientenmatrix umfasst zusitzlich die Inhomogenitit

ap; -+ a b
(A7 b) -

Am1 *° Amn bm

(iii) Losuncsmence. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems umfasst alle n-Tupel,
welche folgende Bedingung erfiillen

L(A,b) :={(c1,¢c2,...,¢,) € R": wenn man in jeder Gleichung des Systems
die Unbekannten x1, zo, ..., z, durch ¢, co, . .., ¢, ersetzt, so fiihrt

dies auf wahre Aussagen, d.h. auf der rechten und linken Seite jeder
Gleichung steht dieselbe Zahl} : AN
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Definition 2.1.3 (Zeienstureneorm). Die Koefhizientenmatrix eines linearen Gleichungs-
systemes mit m Gleichungen und n Unbekannten hat Zeilenstufenform, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt eine Zahl r € {0,1,...,m}, sodass alle Zeilen mit Index i € {r +1,...,m} nur
Nullen enthalten.

(ii) In jeder Zeile mit Index i € {1,2,...,r} gibt es zumindest einen Eintrag, der von Null
verschieden ist; wenn j; der kleinste Spaltenindex ist, fiir welchen der Eintrag in der i-ten
Zeile verschieden von Null ist, so gilt

J1< g2 << 7.

Anschaulich heil3t dies, dass die Koefhzientenmatrix die Form

hat, wobei alle Eintrige ® (Pivots) ungleich Null sind und alle Eintrige unterhalb der Stufen-
linien gleich Null sind. JAN
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Weitere Inhalte, siehe Skriptum.

Bemerkung 2.1.4. Bestimmung der Lésungmenge eines linearen Gleichungssystemes mit Ko-
effizientenmatrix in Zeilenstufenform (keine Lsung, eindeutig bestimmte Lésung, Parametri-
sierung der Losungsmenge bei unendlich vielen Lésungen).

Beispiel 2.1.5.

Definition 2.1.6. Zulissige Aquivalenzumformungen und entsprechende elementare Zeilen-
umformungen (Vertauschung von zwei Gleichungen; Multiplikation einer Gleichung mit einer
von Null verschiedenen reellen Zahl; Ersetzen einer Gleichung durch jene Gleichung, die sich
ergibt, wenn man zur betrachteten Gleichung ein Vielfaches einer anderen Gleichung addiert).
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Satz 2.1.7 (Algorithmus von Gaul}). (i) Jede erweiterte Koefhzientenmatrix (A, V), die
durch eine endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen aus einer erweiterten
Koefhzientenmatrix (A, b) entsteht, hat dieselbe Losungsmenge

L(A, V) = L(A,b).

Beweis. Siehe Skriptum.
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(ii) Jede erweiterte Koefhzientenmatrix (A, b) ldsst sich durch eine endliche Abfolge von ele-
mentaren Zeilenumformungen auf eine erweiterte Koethzientenmatrix (A’, ') mit A’ in
Zeilenstufenform transformieren.

Beweis.

(a) Falls die Koefhzientenmatrix gleich der Nullmatrix ist, hat sie bereits Zeilenstufenform.

(b) Falls die Koefhizientenmatrix verschieden von der Nullmatrix ist, gibt es mindestens
einen Koefhzienten, der verschieden von Null ist. Unter allen Koefhzienten ungleich
Null, welche den kleinsten Spaltenindex j; haben, wihlt man einen Koefhzienten a;
als Pivot aus; bei exakter Arithmetik spielt die Wahl des Pivots keine Rolle, und man
kann beispielsweise den Koefhzienten mit dem kleinsten Zeilenindex wihlen. In der
erweiterten Koefhzientenmatrix vertauscht man die entsprechende Zeile mit der ersten
Zeile (Zeilenumformung vom Typ (1))

(O...OO*...* *\ (O...Oal*...* 1)1\

0 ... 0a; x ... x| by 0 ... 0 ap * ... % by
(A,D)=10 ... 0 % % ... x | x| —

KO...O**...* *) \O...Oam*...* bm}

(Hier ist as = 0.)
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Die ersten Nullspalten entsprechen freien Parametern und werden belassen. Um die
Unbekannte z;, aus Gleichung 2 bis Gleichung m zu eliminieren

p
CL133j1—|—*:b1,

CLQZle—l—*:bQ,

| Om Tjy T % = b,

multipliziert man fiir i € {2,...,m} die erste Gleichung mic —* und addiert diese
Gleichung zur i-ten Gleichung (Zeilenumformung vom Typ (I1)); falls ein Koefhzient
Null ist, bedeutet das, dass die Gleichung belassen wird (zuvor ay = 0). Insgesamt fiihrt

der erste Eliminationsschritt auf eine erweiterte Koefhizientenmatrix der Form

(O oo 0 ap % oL % bl\ (O oo 0ap o+ ool bl\
0 ... 0 apy * ... x by 0 ... 00 % ... % *
H
\0...0%*...* bm | \O - 00 % x| x )

Dieselbe Vorgehensweise wird nun auf die durch Zeile 2 bis Zeile m gegebene erwei-
terte Koefhzientenmatrix angewendet; nach endlich vielen solchen Eliminationsschrit-
ten erhilt man eine Koefhzientenmatrix in Zeilenstufenform. o
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Bemerkung 2.1.8. (i) Vorrstannice Losunc. Aus den zuvor angegebenen Uberlegungen
folgt, dass man jedes lineare Gleichungssystem mit Hilfe des GauB3-Algorithmus vollstin-
dig 6sen kann. Mittels elementarer Zeilenumformungen wird die erweiterte Koefhzi-
entenmatrix solange transformiert, bis die Koefhzientenmatrix Zeilenstufenform hat; an
dieser Darstellung erkennt man, ob die Losungsmenge leer ist, eine einzige Losung oder
unendlich viele Losungen umfasst. Mittels Riicksubstitution bestimmt man die eindeutig
bestimmte Losung oder bei unendlich vielen Lsungen eine Parametrisierung der Lo-
sungsmenge.

(i) BEnOTIGTE ZEILENUMFORMUNGEN. Der Beweis von Satz 2.1.7 (Aussage (i7)) zeigt, dass
Zeilenumformungen von Typ (I) und (III) fiir eine Transformation auf Zeilenstufenform
ausreichen. Fiir hindische Berechnungen ist es hilfreich, wenn alle Pivots gleich eins sind;
dies erreicht man durch Zeilenumformungen von Typ (II).

(iii) RepuzierTe ZeiLENsTUFENFORM. Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ (I),
(IT) und (I1I) kann man nicht nur erreichen, dass alle Eintrige unterhalb eines Pivots gleich
Null sind und alle Pivots gleich Eins sind, sondern auch, dass simtliche Eintrige oberhalb
eines Pivots gleich Null sind; dies entspricht der Elimination einer Unbekannten aus allen
Gleichungen aul3er einer einzigen Gleichung. Ausgehend von der Zeilenstufenform ist die
zusitzliche Berechnung dieser reduzierten Zeilenstufenform bei hindischen Rechnungen
zweckmiBig, weil sie das direkte Ablesen der Losungsmenge ermdglicht; bei der Imple-
mentierung des Gaul3-Algorithmus wird im Allgemeinen jedoch nur die Zeilenstufenform
bestimmt. Vgl. nichstes Beispiel.
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(iv) Homocene GreicHuncssysTEME. Man beachte, dass man bei einem inhomogenen linea-
ren Gleichungssystem simtlichen Zeilenumformungen auf die erweiterte Koethzienten-
matrix anwendet. Bei homogenen linearen Gleichungssystemen, wo die letzte Spalte gleich
der Nullspalte ist und sich bei Zeilenumformungen vom Typ (I), (IT) und (II1) nicht indert,
reicht es aus, die Koefhizientenmatrix zu transformieren.

(v) SearrenumrormuUNGEN. Bei Rechnungen in exakter Arithmetik verzichtet man meist auf
Spaltenumformungen, weil sie keine nennenswerten Vorteile in Hinblick auf Vereinfa-
chungen mit sich bringen; da sie Vertauschungen von Unbekannten entsprechen, miissten
sie aulBerdem speziell vermerkt werden.

(vi) Pivorsucte. Um bei der niherungsweisen Lsung von linearen Gleichungssystemen mit
einer gro3en Anzahl von Zeilen und Spalten die Ausloschung von signifikanten Dezimal-
stellen und deren unerwiinschte Auswirkungen auf das Gesamtergebnis zu vermeiden,
wire es sinnvoll, in jedem Eliminationsschritt den betragsmiBig grof3ten Eintrag der be-
trachteten Koefhzientenmatrix als Pivot zu wihlen. Wegen des vergleichsweise hohen
Rechenaufwandes wird jedoch iiblicherweise nur eine Pivotsuche in der aktuellen Spalte
(Spaltenpivotsuche) und keine rotale Pivotsuche durchgefiihrt; man beachte, dass eine Spal-
tenpivotsuche auf Zeilenvertauschungen basiert wihrend eine totale Pivotsuche auch Spal-
tenvertauschungen erfordert. A
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Beispiel 2.1.9. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem mit der erweiterten Koethzien-
tenmatrix
1 2 3 4 —1

(Ab)=1]56 7 8 | =2
010 11 12 | —3

)

wie zuvor werden die Unbekannten mit z, 9, z3, x4 bezeichnet. Mittels elementarer Umfor-
mungen transformiert man die Koefhizientenmatrix auf Zeilenstufenform, beispielsweise in fol-
gender Art und Weise (fiir hindische Rechnung naheliegende Pivotwahl 1 in erster Spalte
und Elimination der Unbekannten z; aus Gleichung 2 sowie 3, naheliegende Pivotwahl — 4 in
zweiter Spalte der Untermatrix und Elimination der Unbekannten x5 aus Gleichung 3, trans-
formierte Koefhzientenmatrix hat Zeilenstufenform)

12 3 4 | -1 12 3 4 | -1
56 7 8 | —2f et g 4 g —12 | 3
9010 11 12 | —3 9 10 11 12 | —3
(1 2 3 4 | -1 12 3 4 | -1
Zeile3—_9>><Zeﬂe1 0 —4 —8 —19 3 Zei1e3——2>><ZeileZ 0 —4 —8 —12 3

\O —8 —16 —24 6 0 0 0 0 0
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Das zugehdrige Gleichungssystem

r1+2x9+3x3 + 4oy =—1,
—4562—8.1’3—121’4:3,

besitzt unendlich viele Losungen. Es ist naheliegend, die Unbekannten x5 und x4 als freie Pa-
rameter zu wihlen; zunichst wird x5, bestimmt

Ay =—8x3— 1204 —3 = w9=—2x35—334— 2

und anschlieBend z; berechnet (entspricht Elimination der Unbekannten zs, vgl. reduzierte
Zeilenstufenform)

2171:—2332—31’3—41’4—1:—2(—2%3—3.%4—%)—31’3—41’4—1
— x1:x3+2x4+%.

Insgesamt fiithrt dies auf die folgende Darstellung der Losungsmenge

L(A,b) = {<1’3+2$4—|—%,—21’3—35&1—%,373,374) L X3, Ty € R}

(Schreibfehler bei erweiterter Koefhzientenmatrix (A, b) statt L(A, b). Buchstabe b in zwei Be-
deutungen. EMPFEHLUNG bei unendlich vielen Losungen: Nochmalige Angabe des Glei-
chungssystems in Zeilenstufenform zur Bestimmung einer Parametrisierung. )
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Eine Alternative wire die Berechnung der reduzierte Zeilenstufenform (Normierung des zwei-
ten Pivots, Elimination der Unbekannten x5 aus Gleichung 1, vgl. Riicksubstitution)

1 2 3 4 —1 1234 —1
—lexZeileQ

0 —4 -8 —12 | 3 — 0123 =2

00 0 0 0 0000/ O
1
10-1-21 1

Zeile 1—2 x Zeile 2 01 2 3 B

00 0 0 0

=~

woraus man die angegebene Darstellung der Losungsmenge direkt ablesen kann
L(Ab) = {(mg +2x4+ %, —2x3 — 314 — %,333,33’4) X3, X4 € R} : A

VGL. [LLUSTRATION MITTELS MAPLE (VGL. MATRIZENRECHNUNG).



_Kapitel 2.1
GauB-Algorithmus

VORSICHT! Bei linearen Gleichungssystemen mit einer einelementigen Losungsmenge ist die Losung
eindeutig bestimmt, d.h. eine Verifizierung der "hdndisch" berechneten Losung mittels Maple ist

offensichtlich. Ansonsten ist es allerdings moglich, dass man abhéngig von der Vorgehensweise (Wahl
der Pivots) unterschiedliche Darstellungen der Losungsmenge erhélt. Eine Verifizierung der "héndisch"
berechneten Losungsmenge mittels Maple erfordert deshalb moglicherweise zusétzliche Uberlegungen.

> restart;
L with(LinearAlgebra) :
Eingabe der Koeftizienten als Matrix und Vektor
Vorsicht! Angabe als Spalten (mit Kleinerzeichen < und GroBerzeichen >)
Vorsicht! Multiplikation Matrix-Vektor mittels Punkt (nicht Mal-Punkt)
| Erwartetes Ergebnis: Keine Losung (Fehlermeldung: inkonsistente Gleichungen)

[> 4= ((1,1)[(0,0));

b= (1,2);
X = (X, y)
A.xx=b;
L = LinearSolve(4, b);
10
A=
10
1
b =
2
X 1
x| |2

| Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system

| Vergleich mit auf Folien angegebener Losung (Gleichheit offensichtlich)
> restart,
with(LinearAlgebm) :
= ((2.4)](3.6)):
b= (1,2);
xx = (x,y):
A.xx= b
L =







> restart,

with(LinearAlgebra) :
1
4= <<2 5> <1,1>>,
b= (10, 4);
X=X, p)
A.xx=b;
L = LinearSolve(4, b);
2 1
A= 1
5 1
10
b =
4
2x+y 10
X -
= s 4
2 Y




gl==xm -2x+10

X
2 =) -—+4
g X 2+

3_

2.5 1

1.5 1

Beispiel zur Zeilenstufenform
Anzahl Zeilen m = 4, Anzahl Spalten n = 6
r = 2: dritte (r+1) Zeile und vierte (m) Zeile enthdlt nur Nullen
Zeile mit Index i = 1: 4 Eintrige verschieden von Null, kleinster Spaltenindex ist j1 =2
Zeile mit Index i = 2 = r: 2 Eintrége verschieden von Null, kleinster Spaltenindex istj2 = 5
| Bedingung j1 < j2 erfiillt
> restart,

@



with (LinearAlgebra) :

A= ((0,0,0,0)[(2,0,0,0)[(3,0,0,0)[(0,0,0,0)[(-1,4,0,0)[(1,3,0,0));
b= (0,0,0,0);

xx == (xI,x2,x3,x4,x5, x6) :

A . xx=b;

LinearSolve(4, b);

0230 —11
0000 3
A=
00 00 0
0000 0 O
0
0
b=
0
0
2x2+3x3—x5+x6 0
4 x5+ 3 x6 0
0 1o
0 0
3 1
2 6
= @
. 4_15
3
[ Vgl Skriptum
> restart,

with (LinearAlgebra) :
1
A= <<5, O, O’ 0>‘<2a 0, 03 0>‘<_%a2= 0’ 0>‘<0’ 1’_1’0>>’

4
b = <9,_ 3 ’2,0>7

xx = (xI,x2,x3,x4) :
A.xx=b;
LinearSolve(4, b);




[ Vgl. Skriptum
> restart,
with (LinearAlgebra) :

b= (-1,-2,-3);

xx = (xI,x2,x3,x4) :
A.xx=b;
LinearSolve(4, b);

1
— 2 -= 0
2 4
4=]100 2 1
00 0 -1
0 0 0
9
_4
b = 3
0
oo 38 ’
: 4
2x3+ x4 = 3
-x4 2
0 0
37
o T
L
1
3
-2

A= ((1,5,9)|(2,6,10)|(3,7,11)|(4, 8,12));

©)}



x] +2x2+3x3+4x4 —1

SxI +6x2+7x3+ 8x4 =| =2
9x/ 4+ 10x2+ 11x3+ 12 x4 -3
1
B +_ 6 +2,
3
—Z —27Z3 —37I4
1,

Allgemeines, eindeutig 16sbares 2 x 2 System
| VORSICHT! Maple "vergisst" auf Fall unendlich vieler Lésungen
> restart,

with (LinearAlgebra) :
A= ((all,a2l)|(al2,a22));
b= (bl, b2);
LinearSolve(4, b);
all al2

a2l a22

bl
b2

b=

B al2 b2 —a22 bl
all a22 —al2 a2l

all b2 — a2l bl
all a22 —al2 a2l

[ERGANZUNG:
(Numerische Lineare Algebra)
Dreiecksmatrix): A = LR

Schritt 1: Lése Ly = b, d.h. bestimme y

| Schritt 2: Lése Rx =y, d.h. bestimme x (hier unendlich viele Losungen)
> restart,

with (LinearAlgebra) :

4= ((1,5,9)](2,6,10)|(3, 7, 11)|(4, 8, 12) );

b= (-1,-2,-3);

xx = (xI,x2,x3,x4) :

P, L, R := LUDecomposition(A);

UntereDreiecksmatrix == L;

ObereDreiecksmatrix *= R,

Ubliche Vorgehensweise bei Losung von linearen Gleichungssystemen Ax = b mittels Computer
1) Bestimmung der LR-Zerlegung der Koeffizientenmatrix A (untere "lower" / obere "upper"

2) Schrittweise Losung von Ax = b mittels Ax = LRx =b, d.h. mity = Rx folgt L(Rx) =Ly =b

@

®)



vy = LinearSolve(L, b);
x := LinearSolve(R, y);

1 2 3 4
A=1|5 6 T 8
9 10 11 12
—1
b= —2
-3
1 00 1 00 1 2 3 4
PLR=|010[[510[]0 —4 -8 —12
00 1 9 2 1 0 0 0 0
(100
UntereDreiecksmatrix == | 5 1
9 2 1

ObereDreiecksmatrix = | 0 —4 —8 —12

+ 10, +2 10,

-2 10, -3 10, ©

10,

10

4

Etwas andere Vorgehensweise bei "hdndischen" Berechnungen:
Vgl. Skriptum (A[b) -> (Rly)
Zeilenumformungen entsprechen Matrix L {-1},
bei Umformung der erweiterten Koeffizientenmatrix erhélt man R = L*{-1} A, y = L"{-1}b
L enthélt Informationen zu elementaren Zeilenumformungen, wegen spezieller Form von L kann man
L Inverse L {-1} leicht berechnen
> L
Linverse :== MatrixInverse(L);
L . Llnverse;
R;
Linverse . A,




Vs
Linverse . b;

Linverse .= | —5 1 0

—1
3
0
_1 1
)
0
(> = ((1,L21,L31)](0,1,L32)[(0,0, 1));
Linverse :== MatrixInverse(L);
L . Linverse;
1 0 0
L= |L2]1 1 0
L31 L32 1
1 0 0
Linverse = -L21 1 0

L2]L32—L3] -L32 1

@®



1 00
010
001

[> L= ((1,L21,L31,L41)|(0,1,L32,L42)|(0,0,1,L41)|(0,0,0, 1));
Linverse :== MatrixInverse(L);
simplify (L . LInverse);

1 0 0 0
2 1 0 0
S| z31 132 1 0

L41 L42 L41 1

1 0 0
121 I
Llnverse := 121132 — 131 132 1
121 L32L41 + L4212 + L31 141 — L4] L41132 — 142 -L4lI

1000
0100
0010
000 1

- o o O

@®

O
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2.2 Gruppen, Ringe und Koérper

Erinnerunc. Bei der Berechnung der eindeutig bestimmten Losung eines Systemes von zwei
linearen Gleichungen in zwei Unbekannten mit reellen Koefhzienten geht man folgenderma—
Ben vor

anx +apy=b,
ag T + axny = by,
Forderungen an Koefhzienten (Pivot, eindeutige Losbarkeit), Hilfsbezeichnungen:
a1 #0, a:=apaxp—apnan#0, B:=anby—anb,
Belassen der ersten Gleichung: a1z +apy = by,

Multiplikation der ersten Gleichung mit — %2: — a9y 0 — 4292 ¢ = _aa1b
ai ail ajyp ’

Addition dieser Gleichung zur zweiten Gleichung: -~y = b
ail

ary’

System in Zeilenstufenform:

anx+apy =b,

o, B
ail Yy aip’
Bestimmung der Losung durch Riicksubstitution:

b b1 —a1o b
g allgj:bl—% =L _ @B _ anb-apb

y= ) aiq aaly « ?

L( a11, 12, Ao1, G92), (b1, bQ)) — { ( aggbi—ajoby  _aygbo—agi by ) } .

ajy a2—ai2 a1’ ail a2—ai2 al

9
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FRAGESTELLUNGEN.

(i) Fragt man sich, welche Rechenoperationen und Rechenregeln fiir reelle Zahlen benétigt
wurden, so siecht man, dass nur die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von
reellen Zahlen und Rechenregeln wie das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz
genutzt wurden.

(ii) Falls die Koefhzienten rationale Zahlen sind, werden dieselben Rechenoperationen und
Rechenregeln angewendet; die Losungsmenge ist dann eine Teilmenge eines kartesischen
Produktes der rationalen Zahlen. Man fragt sich, fiir welche Zahlenbereiche die Losung
von linearen Gleichungssystemen mittels Gaul3-Algorithmus sinnvoll ist.
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RECHENOPERATIONEN UND RECHENREGELN. Beim Ldsen von linearen Gleichungssystemen mit
reellen Koefhzienten werden als Rechenoperationen die Addition sowie die Multiplikation von
reellen Zahlen bendtigt (Multiplikationspunkt wird meist weggelassen)

RxR-—R:(a,b)— a+b,
RxR-—R:(a,b)—a-b;

aulerdem wendet man Rechenregeln wie das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz
an (Assoziativgesetz erlaubt Weglassen von Klammern, Kommutativgesetz erlaubt Vertauschen
der Reihenfolge, Distributivgesetze vereinfachen sich mittels Kommutativgesetz)

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+(b+c),
Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-c),
Va,beR: a+b=0b+a,
Va,beR: a-b=b-a,
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c.

Die Subtraktion entspricht der Berechnung eines inversen Elementes und einer Addition, und
in dhnlicher Art und Weise geht man bei der Division vor

RxR—R:(a,b)—a—-b=a+(—1)-Db
X (RA{0}) — R (a,b) — 5 =a- %—a bl



2.2. Gruppen, Ringe und Korper 36

ArLGEMEINE STRUKTUR. Aus den obigen Uberlegungen erkennt man, dass anstelle von reellen
Zahlen auch rationale oder komplexe Zahlen betrachtet werden kdnnen; liegen alle Koefhzi-
enten eines linearen Gleichungssystemes in einem dieser Zahlbereiche, so gilt dies auch fiir alle
Losungen. Dies trifft beispielsweise nicht auf natiirliche oder ganze Zahlen zu; im Allgemeinen
wird die Elimination von Unbekannten zu Divisonen und folglich auf rationale Zahlen fiihren.
Um die bendtigten Strukturen besser zu erkennen, nutzt man den axiomatischen Begrift des
Korpers.
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NacHTRAG zU COMPUTERALGEBRASYSTEMEN. Eihe frei Verfﬁgbare Alternative zu MAPLE ist bei-
spielsweise SyMmPy in Anlehnung an PYTHON.

https://docs.sympy.org/latest/tutorial/
https://docs.sympy.org/latest/tutorial/matrices.html
(durch Anklicken wird eine Live Shell aktiviert)

Die Syntax von MapLE orientiert sich im Allgemeinen an elementaren mathematischen Schreib-
weisen; SYMPy setzt vergleichsweise mehr informatische und mathematische Kenntnisse voraus.



2.2. Gruppen, Ringe und Korper 38

2.2.1 Grundbegriffe

(Erinnerung an 2r1./22. Oktober)

VoreeEMERKUNG. Befasst man sich eingehender mit der Lsung von linearen Gleichungs-
systemen mit rationalen, reellen oder komplexen Koethzienten mittels des Gaul3-Algorithmus,
so erkennt man Gemeinsamkeiten. Man verwendet die Rechenoperationen Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation, Division und die Rechenregeln Assoziativ-, Kommutativ-, Distributivge-
setz; diese Rechenoperationen und Rechenregeln sind in einem allgemeinen Kérper K definiert
und giiltig. Man kann den Gauf3-Algorithmus also auch fiir ein System mit m linearen Glei-
chungen in n Unbekannten und Koefhzienten in K durchfiihren; die Lésungsmenge ist dann
eine Teilmenge des kartesischen Produktes

L(A,b) C K",

und bei unendlich vielen Losungen erhilt man eine Parametrisierung der Lésungsmenge,
d.h. eine Abbildung
K"" — L(A,D).

Da die Kérperaxiome auf den Gruppenaxiomen und den Ringaxiomen basieren, ist es zweck-
milig, zunichst die Begriffe (kommutative) Gruppe und (kommutativer) Ring zu definieren.
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Definition 2.2.1 (Grurre). (i) Eine Menge G mit einer zweistelligen Verkniipfung
x : GXG—G:(a,b)—>axb
ist eine Gruppe, wenn das Assoziativgesetz
Va,b,ce G: (axb)xc=ax(bx*c)
ailt, ein neutrales Element existiert
dee G VaeG: axe=a=exa
und zu jedem Element ein inverses Element existiert

VaeG dbelG: axb=e=bxa.

(ii) Eine Gruppe (G, *) heil3t kommutativ oder abelsch, wenn zusitzlich das Kommutativge-

setz erfiillt ist, d.h.
Va,be G: axb=bxa.

(Bei kommutativen Verkniipfungen schreibt man oft a + b statt a * b, bei nicht-kommutativen
Verkniipfungen a - b, kurz a b, oder a o b statt a * b. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmy;
bei kommutativen Verkniipfungen wird es oft mit 0 und bei nicht-kommutativen Verkniipfun-
gen oft mit 1 oder id oder I bezeichnet. Das inverse Element zu a € G ist eindeutig bestimmt;
bei kommutativen Verkniipfungen wird es oft mit — a und bei nicht-kommutativen Verkniip-

fungen oft mit a~! bezeichnet.)

39

JAN
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Beispiel 2.2.2. Siehe Skriptum (Zusammenfassung s.u.).

Bemerkung 2.2.3. Siehe Skriptum.

40
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Definition 2.2.4 (Rinc). (i) Eine Menge R mit zwei zweistelligen Verkniipfungen
+:RxR— R, -:RxXR—R,

ist ein Ring, wenn (R, +) eine kommutative Gruppe ist, die zweiten Verkniipfung asso-
ziativ ist, beziiglich der zweiten Verkniipfung ein neutrales Element 1 existiert, welches
verschieden vom neutralem Element 0 beziiglich der ersten Verkniipfung ist, d.h.

1#0,
und die Distributivgesetze
Va,bce R: a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (b+c)-a=(b-a)+(c-a),

gelten.

(Entsprechend der obigen Bemerkung wird die erste kommutative Verkniipfung oft als
Addition und die zweite, nicht notwendigerweise kommutative Verkniipfung oft als Mul-
tiplikation bezeichnet.)

(ii) Ein Ring (R, +, -) heillt kommutativ, falls (R, -) kommutativ ist, d.h.
Va,be R: a-b=0b-a.

(iii) Fiir einen nicht notwendigerweise kommutativen Ring (R, +, -) wird die Menge der be-
ziiglich der zweiten Verkniipfung invertierbaren Elemente

RX:{aER:HbGRmita-bzlzb-a}

als die Menge der Einheiten von R bezeichnet. AN
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Beispiel 2.2.5. Siehe Skriptum.

Bemerkung 2.2.6. (i) EinpeuTickerr. In einer Gruppe sind das neutrale Element und in-
verse Elemente eindeutig bestimmt. Entsprechende Aussagen gelten in einem Ring. Ge-
nauer, in einem Ring (R, +, -) sind das neutrale Element beziiglich der ersten kommutati-
ven Verkniipfung +, oft wird es mit 0 bezeichnet, und das inverse Element beziiglich der
zweiten Verkniipfung -, oft wird es mit 1 bezeichnet, eindeutig bestimmyt; fiir a € R ist
das inverse Element beziiglich + eindeutig bestimmt, oft wird es mit — a bezeichnet, und
fiir a € R* ist das inverse Element beziiglich - eindeutig bestimmt, oft wird es mit o™
bezeichnet.

(i) RecrenreceELN. In einer Gruppe gelten gewisse Rechenregeln, welche sich aus den Grup-
penaxiomen ableiten lassen, vgl. Aufgabe 15. Entsprechende Aussagen sind fiir einen Ring
oiiltig; die Herleitung solcher Resultate aus den Ringaxiomen wird im Rahmen des Pro-
seminares besprochen, vgl. Aufgabe 18.

Aufgabe 15
Sei (G, ) eine Gruppe. Das zu g € G inverse Element bezeichnen wir mit g—!.
Zeigen Sie, dass fur f,g,h € G stets gilt
(i) (gxh) "t =h"txg"
(1) (7))~ =g
(tit) gx f=hxf = g=h.
Aufgabe 18
Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass fiir alle g, h, k € R gilt:
(1)) 0-g=g-0=0.
(it) —(g-h)=(=g)-h=g-(=h).
(i12) (=g)-(=h)=g-h.
Gilt auch immer g-h=g¢g-k = h =k?
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(iii) Notationen. Zur Vereinfachung der Notation trifft man die Konvention Multiplikation
vor Addition und lasst Klammern meist weg; [i3t man zusitzlich auch Multiplikationspunk-
te weg, so vereinfachen sich beispielsweise die Distributivgesetze in einem kommutativen
Ring (R, +, -) folgendermal3en

Va,b,ce R: a(b+c¢)=ab+ac=ba+ca=(b+c)a. JAN

(Um die in einem Ring definierte zweite Verkniipfung deutlich zu machen, werden Multipli-
kationspunkte vorerst noch gesetzt.)
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VorUBERLEGUNGEN. Fiir einen Ring (R, +, ) ist die Menge der Einheiten
R*={ac€R:3bc€ Rmita-b=1=b-a}

so konstruiert, dass (R*, -) die Gruppenaxiome erfiillt.

(i) Die Assoziativitit der zweiten Verkniipfung gilt fiir jede Teilmenge von R und insbeson-
dere fiir die Menge der Einheiten

Va,b,ce R CR: (a-b)-c=a-(b-c).
(ii) Das neutrale Element beziiglich der zweiten Verkniipfung ist zu sich selbst invers
a=1=0b: 1-1=1

und somit eine Einheit
l1e R*.

(iii) Fiir jede Einheit existiert ein eindeutig bestimmtes inverses Element in R; da man die Rol-
len von Einheit und inversem Element vertauschen kann, gilt (eebriuchliche Schreibweise
gut (g
a~! = b fiir inverses Element)

Vae R*: a'eR*, (a') ' =ua.
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Bevor man die Behauptung aufstellt, dass (R*, -) eine Gruppe ist, muss man sicherstellen, dass

die zweite Verkniipfung auf der Menge der Einheiten sinnvoll definiert ist (man spricht von
Wohldefiniertheit oder Abgeschlossenheir)

T R* X R*— R* : (a,b) —a-b;
dazu ist zu zeigen, dass die Verkniipfung zweier Einheiten ebenfalls eine Einheit ist
Va,be R*: a-be R*.
Nachweis der Wohldefiniertheir. Mittels Assoziativitit sieht man (siehe (i))

Va,be R*: D) -(bta ) =a-(b-b ) at=a-at=1
a <CL ) ( a ) a ( )CL a-a

=o' b=b" (0 a) b= (b0 ) (a-b);

dies zeigt, dass die Verkniipfung zweier Einheiten eine Einheit ist und das zugehdrige inverse
Element wie folgt gegeben ist (Vertauschen der Reihenfolge!)

Va,be R*: a-beR*, (a-b)  =b'-a'eR". A
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Die zuvor angegebenen Uberlegungen werden in einem Lemma zusammengefasst.

Lemma 2.2.7. Fiir einen Ring (R, +, ) ist die Menge der Einheiten (R*, ) eine Gruppe, und
es gilt die Gleichheit

Va,be R™: (a-b)_l =bl.qate R*.
Beweis. Siehe Voriiberlegungen. o

Bemerkung 2.2.8. Siehe Voriiberlegungen und Lemma.
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Definition 2.2.9 (Korrer). Eine Menge K mit zwei zweistelligen Verkniipfungen
FEKXK K, KxK-—K.
ist ein Korper, wenn (K, +, -) ein kommutativer Ring ist und folgende Gleichheit gilt
K* =K\ {0}. JA

(Mit anderen Worten: In einem Korper (K, +,-) sind (K,+) und (K \ {0}, ) kommutative
Gruppen, und es gilt das Distributivgesetz. )

Beispiel 2.2.10 (ZusaMMENFASSUNG: WICHTIGE BEISPIELE FUR GRUPPEN, RINGE, KORPER).

(i) Natiirliche Zahlen
(N>, +) keine (kommutative) Gruppe (fehlendes inverses Element etwa fiir a = 1)

(ii) Ganze Zahlen
(Z,+) kommutative Gruppe (neutrales Element 0, inverses Element von a ist — a)
(Z\ {0}, -) keine (kommutative) Gruppe (fehlendes inverses Element etwa fiir a = 2)
7> ={-1,1}, (Z*,-) kommutative Gruppe
(Z,+, -) kommutativer Ring, kein Kérper (Z* # 7\ {0})

(iii) Rationale Zahlen K = Q oder reelle Zahlen K = R oder komplexe Zahlen K = C
(Unterschiedliche Zahlenbereiche, gleiche Struktur eines Korpers; sieche Abschnitt 2.2.2)
(K, +) kommutative Gruppe (neutrales Element 0, inverses Element von a ist — a)
(K \ {0}, ) kommutative Gruppe (neutrales Element 1, inverses Element von a ist 1)
K* =K\ {0}, (K%, -) kommutative Gruppe
(K, +, -) Kérper (insbesondere Ring) JAN
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Bemerkung 2.2.11. Siche Bemerkung zu Beginn des Abschnittes.

48
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2.2.2 Komplexe Zahlen %

Dermvition unp KorpereicenscHarT. In Hinblick auf die Lésung von linearen Gleichungs-
systemen mit komplexen Zahlen als Koethzienten reicht es aus, die Menge der komplexen Zah-
len zusammen mit einer Addition und Multiplikation einzufiihren und die Kérpereigenschaften
nachzuweisen; man beachte, dass Subtraktion und Division nicht definiert werden, weil sie der
Addition des beziiglich der Addition inversen Elementes und der Multiplikation mit dem be-
ziiglich der Multiplikation inversen Element entsprechen

a—b=a+(—b), A

Weitere Inhalte werden im Vertiefungsteil der Vorlesung besprochen.
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Konstruktion 2.2.12. (i) Definition der Menge der komplexen Zahlen. Eine komplexe Zahl ist
durch ein Paar von reellen Zahlen gegeben; die Menge der komplexen Zahlen entspricht
somit dem kartesischen Produkt

C=RxR={(ab):abecR}.

Die Menge der komplexen Zahlen veranschaulicht man durch die Ebene. Man wihlt recht-
winklige Koordinatenachsen, deren Schnittpunkt der Nullpunke (0,0) ist, und legt die
Einheitslinge fest; fiir eine komplexe Zahl (a,b) € C trigt man die entsprechenden Koor-
dinaten a, b ein.

T
A
(-
a
A

N
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(ii) Symbolische Notation. In Hinblick auf eine intuitive Berechnung des Produktes zweier kom-
plexer Zahlen ist es hilfreich, anstelle der Paarschreibweise z = (a,b) € C die folgende
symbolische Notation zu verwenden

z=a+1be C;

die erste Koordinate nennt man Realteil und die zweite Koordinate Imaginirteil (statt &, S
schreibt man auch Re, Im; letzteres nicht zu verwechseln mit der englischen Abkiirzung
im(age) fiir Bild)

a=R(z)eR, b=J(z) eR.

Das auftretende Symbol wird als imaginire Einheit bezeichnet
1€ C;
es entspricht dem reellen Zahlenpaar (0,1) € C und soll die folgende Bedingung erfiillen

?=_1.

Imaginéirteil

ca+1b

D
N’

Realteil
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Die Menge der komplexen Zahlen ist eine niitzliche Erweiterung der Menge der reellen
Zahlen; komplexe Zahlen treten beispielsweise bei der Berechnung von Nullstellen von
Polynomfunktionen im Zusammenhang mit Eigenwerten und Eigenvektoren auf.

Vorsicht! Strenggenommen ist es nicht moglich, die reellen Zahlen als Teilmenge der kom-
plexen Zahlen zu betrachten
RZRXR:
es gilt jedoch die Einbettung
R x {0} c R xR,

vgl. Veranschaulichung Zahlengerade und Zahlenebene. Einigt man sich auf die aus-
schlieBliche Verwendung der symbolischen Notation, ist die dann gebriuchliche Schreib-

weise
RcC

in dieser Art und Weise zu verstehen.
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(iti) Definition der Addition und Gruppeneigenschaft. Fiir Paare von reellen Zahlen ist es nahelie-
gend, die Addition komponentenweise zu definieren

+:CxC—C: ((a,b),(c,d)) — (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d);

man beachte, dass man die Addition von komplexen Zahlen auf die bekannte Addition
von reellen Zahlen zuriickfiihrt. (Die Additionen in R und C sind zu unterscheiden; wie
allgemein iiblich wird darauf verzichtet, unterschiedliche Symbole zu verwenden.) Die
Addition von komplexen Zahlen veranschaulicht man mittels eines Parallelogrammes.

In symbolischer Notation erhilt man
+:CxC—C:(a+ibc+id)—a+c+i(b+d);
ein einfaches Beispiel ist

3,—=2)+ (2, 1)=(5—-1), 3—=2i+2+i=5-—1.
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Gruppeneigenschaft. Da das Assoziativgesetz (mittels Assoziativgesetz fiir (R, +))

V(a,b),(c,d), (e, f) €C: ((a, b)+(c,d)) + (e, f) = ((a+c)—|—e, (b+d)—|—f)
= (a+(c+e),b—|—(d+f)) = (a,b) + ((c,d)+(e,f))

sowie das Kommutativgesetz (mittels Kommutativgesetz fiir (R, +))
V(a,b),(c,d) e C: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=(c,d)+ (a,b)
erfiillt sind und die Existenz eines neutralen Elementes
V(a,b) e C: (a,b)+(0,0) = (a,b)
sowie die Existenz inverser Elemente
V(a,b) e C: (a,b)+ (—a,—b)=(0,0)

sichergestellt sind, ist (C, +) eine kommutative Gruppe.
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(iv) Definition der Multiplikation und Gruppeneigenschaft. Fiir Paare von reellen Zahlen wird eine
spezielle Multiplikation definiert (nicht zu verwechseln mit dem Euklidischen Skalarpro-
duke, fiir welches hiufig dieselbe Notation verwendet wird)

:CxC—C: ((a,b),(c,d)) — (a,b) - (¢,d) == (ac —bd,ad+bc);

man beachte, dass das Paar (1, 0) und das Paar (0, 1) folgende Gleichheiten erfiillen (neutra-
les Element beziiglich der Multiplikation, vgl. Forderung an imaginire Einheit i’ =—1)
(a,0) - (1,0)=(a-1—=b-0,a-0+b-1) = (a,b),
(0,1) - (0,1) = (0-0—1-1,0-141-0) = (—1,0).

Ein einfaches Beispiel ist
(37_2) ’ (271) - (87_1)
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Verwendet man die symbolische Notation und die an die imaginire Einheit gestellte Be-
dingung, so erklirt sich die Definition der Multiplikation mittels Ausmultiplizieren
2120 = (a+1b) (c+id) =ac+iad+ibec+ J°_bd=ac—bd+ilad+bc),

=—1

R(z120) = R(21) R(20) — I(21) S(22),  I(2122) = R(21) S(22) + S(21) R(22)

Die Gruppeneigenschaften von (C \ {(0,0)},-) lassen sich leicht nachweisen. Ahnlich wie
bei der Addition iibertragen sich Assoziativitit und Kommutativitit von (R \ {0},-) auf
(C\ {(0,0)},-); das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist (1,0) bzw. 1 in sym-
bolischer Notation, denn

(a,b) - (1,0) = (a,b), (a+1ib)-1=a+1b.

Mittels symbolischer Notation und geeignetem Erweitern verifiziert man die Existenz in-
verser Elemente
a —b

¥ (a,b) € C\ {(0,0)} : (a,b)_lz(a2+b2,a2+b2>, (a,b) - (a,b)"" = (1,0),

0#£z=a+ibeC <= R(z)=a#0 oder I(z)=b=#0,
RN S a—1b _a—ib a—ib o« s b
2z a+ib  (a+ib)(a—ib) a2—1?02 a?+ b2 a?+b2 a4 b2
a b

§R<Z_1> - CL2 + b2 ? %('Z—l> - CL2 + b2 )

z
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Einfache Beispiele zur Multiplikation sind
—(5—=21)=—=5+21i,
I+)(1—-i)=1—i+i—-i*=1+1=2,
(1+1)7 =5 —3i.

57
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(v) Korpereigenschaft. Um die Korpereigenschaft der Menge der komplexen Zahlen nachzu-
weisen, ist nur mehr die Giiltigkeit des Distributivgesetzes zu zeigen; dies wird im Prose-
minar besprochen. JAN

Satz 2.2.13. Die Menge der komplexen Zahlen (C, +,-) ist ein Korper; die neutralen (und zu
sich selbst inversen) Elemente beziiglich Addition sowie Multiplikation sind (0,0) sowie (1,0),
und inverse Elemente sind wie folgt gegeben

. B 1 a b
V(0,0 # (@b eC: —(ab)=(—a=b), (@b =(5"p-—p).
Beweis. Siehe zuvor angegebene Konstruktion, Skriptum und Proseminar. o
Aufgabe 19

Vervollstédndigen Sie den Beweis von Satz 2.2.13 (”C ist ein Korper”).
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Beispier. Die an fritherer Stelle angegebene Losungsdarstellung gilt auch fiir ein System linea-
rer Gleichungen in zwei Unbekannten mit komplexen Koefhzienten

CLH:i, algzl, 61:1, 0,21:1, a22:i, bgzl—i,
aggbl—alngZi—(l—i):—1—|—2i,
allbg—aglbl:i<1—i)—1:i—i2—1=i,

2
@11 9o — Q1309 =1° — 1= —2

L((ary, asz, a1, an), (by, ba)) = {( apbi—ajaby _aj1by—ag by )} _ {G _ i,—%i)} cC?

a11 a22—ai2 a1 ’ ai1 a22—a12a21
Einsetzen der L3sung bestitigt
a11w+a12y:i(%—i) —%i:—i2:1:bl,
a21x+a22y=%—i+i(—%i) =1—1=0.
Im Proseminar ist die Lésungsmenge mittels des Gaul3-Algorithmus zu bestimmen. A

Aufgabe 20

Bestimmen Sie die Losungsmenge (in C?) des folgenden linearen Gleichungssystems:
1rx+y=1
r+i-y=1—1.
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ReLEVANZ IN MaTHEMATIK UND Prysik. Die Menge der komplexen Zahlen bildet eine wesent-
liche Grundlage der Mathematik; darauf basierende Konzepte und Methoden werden insbe-
sondere im Bereich der Physik verwendet.

(i) ERwWEITERUNG DER ZAHLENBEREICHE. Die Betrachtung elementarer linearer und quadra-
tischer Gleichungen mit natiirlichen Zahlen als Koethzienten motiviert eine schrittweise
Erweiterung der Menge der natiirlichen Zahlen auf die Mengen der ganzen, rationalen,
reellen und komplexen Zahlen

(n+1=0, n=—-1€Z\N,
2¢q=1, ¢=3€Q\Z,

=2, xe{—\/?,\@}CR\Q,
|2+1=0, ze{-ii} CC\R.

7\
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(i) FunpamenTarsatz per ALcesra. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jede nicht
konstante Polynomfunktion eine Nullstelle iiber der Menge des komplexen Zahlen besitzt;
dies ermdglicht es (theoretisch), jede Polynomfunktion vom Grad n € Ns; mit reellen
oder komplexen Koethzienten als Produkt von n Linearfaktoren darzustellen (zur Verein-
fachung wird angenommen, dass der Leitkoefhizient gleich 1 ist)

a4, a1, p1 €C, p:R—R:izr— 2" +a, 12" +--+az+ap,
321,...,2,€C: plr)=a"+a, 12" - darta=(x—2) - (T —2).
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EineacHEr Speziareart (n = 2). Man beachte, dass fiir reelle und komplexe Zahlen die
Gleichheit (allgemeiner in einem Korper; Anwendung von Distributiv- und Kommuta-
tivgesetz)

(a—b)-(a+b=a-(a+b)—b-(a+b)=a-a+a-b—b-a—b-b=a*—V
gilt; tiir jede quadratische Funktion der speziellen Form
veERy: p:R—R:z+—2%+7

erhilt man mit Hilfe der Gleichheit i* = — 1 eine Zerlegung in Linearfaktoren (die L&-
sungen der zugehérigen Gleichung 2 + v = 0 bzw. Nullstellen kann man damit ablesen

ve{-ivTivi})
iy =a® = (—y) =2 = (V) = (e +ivA) (2 —ivA)

Im etwas allgemeineren Fall mit komplexen Linearfaktoren verwendet man zusitzlich qua-
dratisches Erginzen

Oé,ﬁE]R, 7:5_0526R>07
P4+ 2ar+ 0 = (952+2a:6+042)+5—042:(x+a)2+ﬂ—oz2

= (z+a+iV/B—a?) (:U+a—i\/m>.
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(iii) Komprexe ExponentiacrunkTioN. Die Eulersche Formel verkniipft trigonometrische
Funktionen und die komplexe Exponentialfunktion

VereR: e =cos(z)+isin(z)eC,

r=m, sin(r)=0, cos(r)=—1: e "+1=0.

Die komplexe Exponentialfunktion hat u.a. Anwendungen bei der Approximation von
Funktionen (Fouriertransformation).

EinveacHe Recununc. Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion lassen sich Additi-
onstheoreme fiir Sinus und Cosinus leicht verifizieren (Real- und Imaginirteile stimmen
iiberein)

Vay,xo € R cos(wy + x2) + 1 sin(xy + 29) = el (T1+72) — gir1 g im)
= (cos(zq) + 1 sin(x1)) (cos(zs) + 1 sin(xs))
= cos(xy) cos(wa) + 1 sin(xy) cos(ws) + 1 cos(xy) sin(xs)
+ _i% sin(z;) sin(xs)

=—1

= cos(xy) cos(ws) — sin(xy) sin(xs)
+1 (sin(xl) cos(xg) + cos(xy) sin(OCQ)) ,
. {sin(a;l + x9) = sin(x1) cos(xy) + cos(xq) sin(xs),

cos(x1 + x9) = cos(xq) cos(xs) — sin(xy) sin(xs).
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(iv) QuantenmEecHaNik. Wesentliche Bereiche der Physik wie die Quantenmechanik er-
fordern die Betrachtung komplexer Zahlen; die imaginire Einheit tritt beispielswei-
se in Schrodingergleichungen zur Beschreibung von Wellenfunktionen mit komplexen
Werten auf (Beschreibung des dreidimensionalen Raumes durch Tripel reeller Zahlen
(z,y,2) € R?, Beschreibung der Zeit durch reelle Zahlen ¢ € R oder nicht-negative reelle
Zahlen t € R-)

U:RxR—C, i0V(z,y,2t)=HV(x,y,z21). A

WEITERE BEISPIELE, VGL. MAPLE.



_Komplexe Zahlen in Maple
| (Imaginére Einheit, Elementare Rechenoperationen)
| > restart,
> sqrt(-1);
zl == al + sqrt(-1) - bl;
z2 = a2 + sqrt(-1) - b2;
zI + z2;
-zI;
expand(z1 - z2);
4L,
o Cevalel |
1
zl == al +1bl
z2 = a2 +1b2
al +1b] +a2+10b2
-al —1b1
al a2 +1al b2 +1bl a2 — bl b2
1 al I1b1

al +161 o> 451> al® + b1’

> assume(al, real);
assume(bl, real);

zI;

conjugate(z1);

expand(z1 - conjugate(z1));
al~+1bl~
al~—1bl~
al? + b1~

| Lineare Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten
> restart,
with (LinearAlgebra) :
A= ((L1L1+DH|(-1,-1+L -1+ D|(-1+1-1-1I));
b= (1,1—-1-1);
LinearSolve(4, b);

1 —1 —1+1
A = 1 —14+1 —1
1+1 —1+1 —1

™

@



1+21
41
3 ©)]
12
3 3
_> restart,
with (LinearAlgebra) :
A= (L1H|(-1,-1+D|(-1+1-1));
b= (1,1—-1);
LinearSolve(A4, b);
| —1 —1+1
A=
I —1+I =1
1
b =
1—-1
4
¢ 21 ¢
— + —1
3 3 @)
-
3
_Linearfaktorisierung quadratischer Polynomfunktionen, Quadratische Gleichungen
| Vorsicht! gamma ist in Maple vordefinierte GroBe
| > restart;
> evalf (gamma);
0.5772156649 o)
(> restart,
assume(ga > 0);
2
p=x—-x + ga
Loesungen = solve(p(x), x);
p(x)= (x - Loesungen[1]) - (x - Loesungen[2]);
p(x) =expand((x - Loesungen[1]) - (x - Loesungen[2]));
p = x> X+ ga
Loesungen = 1./ ga~, —1./ ga~
x2—|—ga~: (x—I ga~) (x+I\/ga~)
X+ ga~= X+ ga~ )
_> restart,
p =x—x + 2 - alpha - x + beta;
Loesungen = solve(p(x), x);
p(x) = (x - Loesungen[1]) - (x - Loesungen|[2]);




p(x) = expand((x - Loesungen[1]) - (x - Loesungen[2]));

p=x—x +20x+p
Loesungen == -o. + / (XZ—B,—OL—‘/ (xZ—B
Zocx+x2+[3:(x+oc—\/ 0c2—B) (x-}—oH—\/ OCZ—B)

2ax+x +B=20x+x+B )
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Alle weiteren Inhalte von 2.2.2 Komplexe Zahlen (ab Definition 2.2.16) werden im Vertiefungs-
teil besprochen.



23. Matrixrechnung 69

2.2.3 Endliche Korper

Siehe Skriptum

2.3 Matrixrechnung

Siehe Skriptum

ERGANZENDES BEISPIEL ZUR INVERSEN EINER (2 X 2)-MATRIX, VGL. MAPLE UND PROSEMINAR.

Aufgabe 27
a

Fiir eine (reelle oder komplexe) 2 x 2-matrix A = < d

b ) wird die Zahl

det(A) := ad — bc
die Determinante von A genannt. Zeigen Sie, dass fiir je zwei solcher Matrizen A
und B stets gilt
det(AB) = det(A) - det(B).
Dann zeigen Sie: eine 2 x 2-Matrix A ist genau dann invertierbar wenn det(A) # 0
gilt.



Berechnung der inversen Matrix im Spezialfall einer 2x2-Matrix (!)
| Ausniitzen fritherer Uberlegungen (vgl. Proseminar)
> restart,
| with(LinearAlgebra) :
> A= ((all,a2l)|(al2,a22));
MatrixInverse(A);

all al2
| a2l a22
a2 B al?
all a22 — al2 a2l all a22 — al2 a2l
1
B all all D
all a22 —al2 a2l all a22 — al2 a2l
[> b= (1,0);
LinearSolve(4, b);
b= (0,1);
LinearSolve(4, b);
1
b=
0
a2
all a22 — al2 a2l
B all
all a22 —al2 a2l
0
b =
1
B al2
all a22 —al2 a2l
2)

all
all a22 — al2 a2l

=> detd == all - a22 - al2 - a2l,
Auxl = a22 - bl - al2 - b2,
Aux2 = all - b2 - a2l - bl,

Auxl
Alnvll = 1=1,b2= ;
nv subs({b ,b2=0}, detd ),
Aux2
Alnv21 = 1=1,b2= ;
nv. subs({b ,b2=0}, detd ),
Auxl
Alnvi2 = 1= 2=1 ;
nv subs({b 0,b } detd ),




[> 4= ((1,3)](2,4));
MatrixInverse(A);

AInv22 := subs ( {b1=0,b2=1}, deid

5

Aux2 )

detd = all a22 — al2 a2l
Auxl :=-al2 b2 + a22 bl
Aux2 = all b2 — a2l bl

a2?
Al L= al2 a2l
a2l
Al 2l = = o al2 a2l
al?
AVl 2 = = o al2 a2l
all
Alnv22 = o al2 a2l @)
12
A=
3 4
-2 1
31 )
2 2




