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Trigonometrische Funktionen
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Uberblick.
Elementare trigonometrische Funktionen.

e Sinus
sin:R—[-1,1].

¢ Cosinus
cos:R—[-1,1].

Reduktion auf Sinus mittels (Graph: Shift des Sinus um %n nach links)

cosx:sin(x+%ﬂ), xeR,

beispielsweise (Merkregel)
cos0=1= sin(%n).

e Tangens
1 3 sinx
tan:{xeR:cosx#0} =R\ {+ 37, +37,..} —R:x— tanx = .
cosx
* Cotangens
1  cosx

cot: {xeR:sinx #0} =R\ {0, +7,+27,..} — R:x— cotx = =——.
tanx sinx

Zugehorige Kehrwertfunktionen.

e Kosekans .
csc:{xeR:sinx #0} — R:x— cscx=——.
sin x
¢ Sekans .
sec:{xeR:cosx#0} — R:x— secx = .
COS X

Zugehorige Umkehrfunktionen.

 Natiirliche Einschriankung des Sinus (Definitionsbereich so gewdhlt, dal$ Sinus streng
monoton steigend und damit injektiv, geeignete Einschrankung des Wertebereiches
sichert Surjektivitdt)
sin: [ - %n,%n] — [-1,1].

Arcus-Sinus

arcsin: [-1,1] — [—- 17,1 7].



* Natiirliche Einschrankung des Cosinus (Definitionsbereich so gewdhlt, daly Cosinus
streng monoton fallend und damit injektiv, geeignete Einschrankung des Werteberei-
ches sichert Surjektivitit)

cos: [0,] — [-1,1].

Arcus-Cosinus
arccos: [-1,1] — [0,7].

¢ Arcus-Tangens
arctan:R — (- %n,%n).

¢ Arcus-Cotangens
arccot: R — (0,7).

Hyperbelfunktionen.

* Sinus hyperbolicus

(e¥—e™).

N

sinh:R— R: x— sinhx =
* Cosinus hyperbolicus
cosh:R— [1,00): x— coshx =} (e*+e7).

* Tangens hyperbolicus

sinhx ef—-e™*

tanh:R— (-1,1): x— tanhx = = )
coshx eX+e™*

e Cotangens hyperbolicus

coshx ef+e™*

coth:R\ {0} — (—o00,-1)U(1,00) : x— tanh x = Sinhx o —o "

Zugehorige Kehrwertfunktionen.
» Kosekans hyperbolicus
* Sekans hyperbolicus
Zugehdrige Umkehrfunktionen.

* Area-Sinus hyperbolicus
arsinh:R — R.



* Natiirliche Einschrankung des Cosinus hyperbolicus (Definitionsbereich so gewihlt,
dall Funktion streng monoton steigend und damit injektiv, geeignete Einschrankung
des Wertebereiches sichert Surjektivitdt)

cosh: [0,00) — [1,00).
Area-Cosinus hyperbolicus

arcosh: [1,00) — [0,00).

* Area-Tangens hyperbolicus

* Area-Cotangens hyperbolicus



Theoretischer Hintergrund.

(1

2)

3)

4)

Radiant, Grad. Winkel werden oft in Grad gemessen, zweckmafiger ist jedoch die An-
gabe in Radiant (Umfang des Einheitskreises 27 rad = 360°, Angabe der Lange des Kreis-
bogens).

Einfiihrung mittels rechtwinkligem Dreieck. Ublicherweise werden die trigonometri-
schen Funktionen Sinus und Cosinus fiir Argumente 0 < x < 7 (gemessen in Radiant,
entspricht Winkeln 0° < a < 90°) mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke eingefiihrt

Gegenkathete Ankathete

sinx = , COSxX=—m—
Hypothenuse Hypothenuse

vgl. Abbildung (Skriptum, Seite 15). Fiir die Funktionen Tangens und Cotangens ergeben
sich die Relationen

sinx  Gegenkathete (o z SOS% _ 1 Ankathete

tanx =

)y

cosx  Ankathete sinx tanx Gegenkathete

Spezialisierung mittels Einheitskreis. Betrachtet man speziell Dreiecke im ersten Qua-
dranten des Einheitskreises, deren Hypothenusen die Linge 1 haben, so ergibt sich

1. Quadrant des Einheitskreises, 0<x<

SIE}

sin x = Gegenkathete,
cos x = Ankathete,

vgl. Abbildung (Skriptum, Seite 16). Weiters kann man die Werte des Tangens und Co-
tangens ablesen (dhnliche Dreiecke).

Erweiterung auf reelle Argumente. Fiir Argumente 0 < x <27 (bzw. —7 < x < ) werden
Sinus und Cosinus durch Spiegelung fortgesetzt, etwa fiir den Sinus

T . 3 — ot

ssysm, Osm-y=3: siny=sin(mr—y) oder
. L ) _
Z<y=x+%<m: siny=sin(x+5)=cosx,
n<z=x+mw<2m: sinz=sin(x+7)=-sinx.

Die Erweiterung auf Argumente x € R erfolgt schliefSlich mittels Periodizitdt, d.h. Sinus
und Cosinus sind periodische Funktionen mit Periode 27, etwa fiir den Sinus

0<x<2m,y=x+2kn, keZ: siny =sin (x +2kn) = sinx.

Satz von Pythagoras. Aus dem Satz von Pythagoras folgt der Zusammenhang (Gleichheit
von Funktionen)
sin®+cos® =1 ,



)

(6)

d.h. fiir alle Argumente 0 < x < § bzw. x € R gilt (sinx)* + (cos x)* = 1.

Spezielle Funktionswerte. Mittels des Satzes von Pythagoras lassen sich spezielle Werte

des Sinus und Cosinus auf einfache Art und Weise berechnen (gleichschenkliges Dreieck

fiir x = i 7 und somit 2 (sin x)? = 1, Ergédnzung auf gleichwinkliges und damit gleichseiti-

ges Dreieck fiir x = § 7 und folglich (sinx)® + § =1).

| x [ sinx | cosx |

0 0 1

1 1 1

[ 2 7V3
it | 3V2 | V2
i3]

%n 1 0

Gerade, ungerade Funktionen. Wegen
sin(—x) =—sinx, cos(—x)=cosx, xeR,

ist die Sinus- bzw. Cosinusfunktion eine ungerade bzw. gerade Funktion.

Additionstheoreme. Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus ermdoglichen die Darstel-
lung von Funktionswerten wie etwa sin(x+ y), cos(x+ y) durch sin x, cos x, sin y, cos y. Aus

sin(x+ y) =sinx cosy+cosxsiny, cos(x+y)=cosxcosy—sinxsiny, x, V,ER,
folgt insbesondere
sin(2x) = 2sinx cosx, cos(2x) = (cosx)® — (sinx)?, xeR.

Die Relation fiir die Sinusfunktion kann durch elementare geometrische Uberlegungen
(vgl. Skriptum, Seite 17) abgeleitet werden. Das Additionstheorem fiir die Cosinusfunk-
tion ergibt sich dann mit Hilfe der grundlegenden Relationen cos¢ = sin (€ + %n) und
sin(é +m) = —siné

cos(x+y) =sin(x+y+37)
=sinx cos(y+ 3 )+ cosxsin(y + 1 7)
=sinx sin(y + )+ cosx cosy

=-—sinxsiny+cosx cosy.

Nebenbemerkung. Ein (im Nachhinein) einfacher rechnerischer Nachweis beruht auf
der komplexen Exponentialfunktion bzw. der Eulerschen Formel e’* = cos¢ +isiné und



verwendet, da Sinus bzw. Cosinus ungerade bzw. gerade Funktionen sind

sin(x+y) = % (ei(Hy) _ e—i(x+y))
= % (eix eiy _ e—ix e—iy)
= 1 ((cosx+isinx) (cosy+isiny) - (cosx—isinx) (cosy—isiny))

=sinxcosy+cosxsiny.

(7) Monotonie und Arcus-Funktionen. Die Einschrankung der elementaren trigonometri-
schen Funktionen auf jene Bereiche, wo sie streng monoton und somit injektiv sowie
surjektiv sind, sichert die Existenz der inversen Funktionen, der sogenannten Arcus-
Funktionen (vgl. oben). Die Monotonieeigenschaften iibertragen sich auf die Inverse,
etwa folgt fiir eine streng monoton wachsende Funktion f: D — R: x— y = f(x)

(fe) = f) (0 -x)>0 <= (n-y) (f ) ~F(2)>0.
Spezielle Werte des Arcus-Sinus und Arcus-Cosinus sind

arcsin(—1) = —%n, arcsin0 =0, arcsinl = %n,

arccos(—1) =m, arccos0= %n, arccos1l=0.
Dies sieht man aus den Graphen oder beispielsweise mit Hilfe einfacher Uberlegungen

Einschrdnkung sin: [—%n,%n] —[-1,1],
Inverse arcsin:[-1,1] — [—%T[,%T[],
sinoarcsin =id auf [-1,1], arcsinosin=id auf [—% T, % ),

arcsin(-1)=y <= —l=sin(arcsin(-1)) =siny, yel-im,3in] < y=-im.

Weitere Beispiele.

), arcsinx+arccosx, arctan(tanx), arctanx+arctany.

N

arccos (—
Mittels geeigneter Substitution ergibt sich beispielsweise

arcsinosin =id auf [-3 7,3 7], arccosocos =id auf [0,7],

x=siny=cos(y—3m)=cos(3m-y), xel[-L1], ye[-im3in]|, Z-yel0nl,

arcsinx + arccos x = arcsin (sin y) + arccos (cos (3 n—y)) =y +in—-y=37.

(8) Abschiitzung, Grenzwert. Es gilt (vgl. Graph)

sinx| <|x|], xeR.



)

(10)

Mit Hilfe elementarer geometrischer Uberlegungen und der Anwendung des Ein-
schlieRungssatzes folgert man (beachte sinx = x + &(x3), cosx = 1+ (x?), vgl. Taylor-
reihenentwicklung)

sinx I cosx—1

lim =1, lim——— =0
x—0 X x—0 X

Stetigkeit der Sinusfunktion. Um die Stetigkeit der Sinusfunktion sin : R — R zu zeigen,
ist fiir Elemente x € R nachzuweisen, daf§ Folgendes gilt

Ve>0 36>0 VEeRmit|x—¢|<d: [sinx—siné|<e.
Mittels der Transformation

@) _1 1 1\ (x x|\ (1 1\ (a

g7t (e g7l -1)\p
und Anwendung des Additionstheorems, der obigen Abschitzung |[siny| < |y| sowie
|siny| <1bzw. |cosy| <1 fiir y € R ergibt sich

|sinx —siné| = |sin(a + f) —sin(a - f)|
= |sin(a+ﬁ) +sin(ﬁ—a)|
:2|cosa| |sin,6|
= 2| cos %] sin 52 |

Slx_fly

womit die Behauptung fiir die Wahl ¢ = ¢ folgt.

Stetigkeit weiterer trigonometrischer Funktionen. Wegen cos x = sin (x+% n) fiir x € R folgt
aus der Stetigkeit der Sinusfunktion sofort die Stetigkeit der Cosinusfunktion. Aus grund-
legenden Resultaten erhélt man damit auch die Stetigkeit der Tangens- bzw. Cotangens-
funktion sowie der Arcus-Funktionen (auf dem jeweiligen Definitionsbereich).

Differenzierbarkeit und erste Ableitung der Sinusfunktion. Zur Bestimmung der ersten
Ableitung der Sinusfunktion verwendet man wiederum das Additionstheorem sowie ele-
mentare Grenzwerte (vgl. oben)

sin(x+¢) —sinx

di sinx = lim
* é

0 é’
. sinxcosé+cosxsiné—sinx
=lim
£—0 ¢
. . cos¢—1 . siné
=sinxlim ——— + cosx lim —=
i~0 ¢ -0 ¢

=cosx, xeR.



Ableitungen der trigonometrischen Funktionen und ihrer Inversen. Mittels Resultaten
zur Differenzierbarkeit wie der Quotientenregel und der Regel zur Ableitung der Inversen
zeigt man (auf dem jeweiligen Definitionsbereich)

d iy — d = _ gj
L sinx=cosx, 4-cosx=-sinx,
2 1 2 1
%tanx:1+(tanx) =—:, %cotx:—1+(cotx) =-—,
(cosx) (sinx)
d - 1 d 1
L arcsinx = —, <L arccosx=- ——
d v d .
o V1-—x2 o 1—x2
d ot 1 d ) 1
L arctanx = ——, -Larccotx =— )
dx 1+x2" dx 1+ x2

Hdéhere Ableitungen von Sinus und Cosinus. Allgemein gilt

d2k . k . d2k+1 . k
2k sinx=(-1)"sinx, Wsm:(—l) Ccosx, xeR,
2k 2k+1 .
ddek cosx:(—l)kcosx, %cos:(—l)k“smx, xeR.
Auswerten beispielsweise bei x = 0 fiihrt auf

de . _ d2k+1 s k

o | o sinx =0, prezzad SN sin=(-1)",

d2k _ k d2k+l _

dxZE | o COSX = (=D%, axzeT | C0s = 0.

(11) Potenzreihendarstellungen fiir Sinus und Cosinus. Aus den obigen Uberlegungen ergibt

sich mittels Taylorreihenentwicklungen schlielich die bekannte Potenzreihendarstel-
lung (Entwicklungspunkt Null)

(2k+1)!

[e.®]
s -D* 2k+1__ 1.3, 1 .5 7
smx—kz X =x— 3+ s+ O(x7),
=0

[e.°]
ok
cosx=) G- x?f=1-1x+Lxt+0(x5).
k=0

Dies fiithrt auch (zunéchst formal) auf den Zusammenhang von Sinus und Cosinus mit
der komplexen Exponentialfunktion (Euler’'sche Formel, Formel von Moivre)

e =cosx+isinx, x€eR.

(12) Integrierbarkeit, Stammfunktion. Als stetige Funktionen sind Sinus und Cosinus insbe-

sondere (Riemann) integrierbar. Stammfunktionen ergeben sich aus den angegebenen
Relationen fiir die erste Ableitung. Vgl. Skriptum (Technik des Integrierens).



(13) Vorsicht! Klammersetzung ist wesentlich
sinx, sin(2x), sin(x?), (sinx)z,

zum besseren Verstandnis sollte man in der Schule eventuell keine Kurzschreibweisen

verwenden

2

sin“ x = (sinx)z.



