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Theoretischer Hintergrund.

(1) Potenzen. Potenzen a* werden zunichst fiir positive Basiswerte? und natiirliche Zahlen
als Exponenten erklart

a>0, x=meN: a=a-a-...-a
~

m Faktoren
und dann auf ganzzahlige® sowie rationale* Exponenten erweitert

1
a>0, x=—-meZ, meN: a=—

am’
k
a>0, xz%e@, keZ, meN: am = Vak.

Fiir positive Basiswerte und beliebige reelle Exponenten kann
a>0, xeR: a*eR

mit Hilfe von Grenzprozessen eingefiihrt werden. Dazu betrachtet man eine (monotone)
rationale Folge mit Grenzwert x € R und setzt

(X)) nen € Q mit lim x,, = x, a*= lim a*.
n—o0 n—oo

Die Konvergenz der Folge weist man mittels des Satzes von Bolzano-Weierstrald (Mono-
tonie, Beschrdnktheit) nach, und die Rechenregeln

a,a>0, x,xeR: (aq)" = a*a*, a* = a*a*, a™* = (a*)",

folgert man aus den entsprechenden Relationen fiir rationale Exponenten und mittels
Grenzwertsdtzen.

(2) Exponentialfunktionen, Monotonieeigenschaften. Fiir Exponenten 0 < a < 1 bzw. a > 1
sind die zugehorigen Exponentialfunktionen streng monoton fallend bzw. steigend (be-
achte a* > 0, Begriindung spéater)

0<a<l: R—Ryp:x—a” streng monoton fallend,
a=1: R—Ryp:x—1 konstant,

a>1: R—Ryp:x—a” streng monoton steigend,

vgl. lllustration der Funktionsgraphen.

2Allgemeiner ist auch a € R zuléssig.

3Fiir Exponenten x € Z sind Basiswerte a € R\ {0} zuléssig.

*In Abhéngigkeit vom jeweiligen Exponenten x = % € Q sind beispielsweise auch Basiswerte a € R mit a* > 0
zuldssig.
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Die (natiirliche) Exponentialfunktion. Wahlt man als Basis speziell die Eulersche Zahl
e~ 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999,
so ergibt sich die (natiirliche) Exponentialfunktion (streng monoton steigend)
R— Rsp:x—e”,

charakterisiert durch die Eigenschaft

X
d x_ .. €e -1
x| x=0€ —}61_1% P 1.
Aufgrund der Relation (Begriindung spéter)
a>0, xeR: a*=en? =e¥na

ist es ausreichend, die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Inverse, den natiirlichen
Logarithmus zu betrachten.

Vorbemerkungen (Konstruktion der Eulerschen Zahl und Exponentialfunktion). Die Eu-
lersche Zahl wird tiblicherweise als Grenzwert der Folge

T 1\n
e—r}1_{130(1+n)

eingefiihrt, und allgemeiner erkldart man Werte der Exponentialfunktion R — R : x — e*
als Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen

. X _ 1 ll’l
xeR:  e'=lim (1+3)".

Nachuweis der Konvergenz. Um zu zeigen, dal} die Folge (a,) ,en definiert durch
xeR:  ap,=(1+%)", neN,
gegen eine positive reelle Zahl konvergiert, niitzt man den Satz von Bolzano-Weierstral3.
* Fiir den Spezialfall x = 0 folgt sofort

x=0: a,=1, neN, lim a,,=1.
n—oo

* Monotonie. Fiir x # 0 ist die Folge (a,) ,en Streng monoton wachsend, sofern der
Index n € N in Abhéngigkeit von x grof§ genug gewdhlt ist

X#0, neN mit n>—x: an=(1+%)"<ap=(1+-%



Das Miteinbeziehen negativer Werte x < 0 und die unterschiedliche Anzahl an Fak-
toren macht den Nachweis der Monotonie etwas diffiziler. Geeignetes Umformen

und Anwenden der Identitét —— = n o 1 =N (4 — -2 ) fithrt auf
Ane1—an=(1+ ﬁ)"“ —(1+%)"
() () (12 () (2 (1 2)"
= (1 ) (0 35" - (04 3)") i (4 5)"
= (1470 (1 5)" - (04 3)) (G- ) ()"
( (

Mittels geometrischer Reihe
-1
g=(1+-5)1+%) ",
q-1=(1+2)" ((1+35) - (1+2)) = - (1+2) 7 (E- %),
2N (1+2) " —1=¢"-1=(q-D(q" "+ +g+1),

folgt weiters
a”+1_“n=(1+%)”((1+ﬁ)(q—1)(q"—1+---+q+1)+n(%—ﬁ))
=+ 2)" () (2= (0 ) (03 (7 v )
X X
n

=(143)" G559 [n- (" + -+ ).

Nach Voraussetzung gilt n > —x und insbesondere 1+ 3 > 0, 1 + >3 > 0 sowie g > 0.
Damit erhdlt man

ne1—ap>0 < (%—ﬁ)(n—(q”+---+q))>0.

Mittels Fallunterscheidung und wegen g = 1— (1 + %)_1 (% — =) folgt schlieRlich

die Behauptung
n-(g"+---+qg)>0, -2 >0bzw.g<1,
i a 50 e (cin q) n q
n—(qg"+---+q)<0, %--L<0bzw.g>1.

» Konvergenz fiir x < 0. Wie zuvor gezeigt, sind die Glieder der Folge (a;) ,en fiir ge-
eignet gewihlte Indizes positiv und auRerdem durch Eins beschrinkt®

x<0, neNmitn>-x: 0<a,=(1+%)"<1.

SBemerkung: Fiir 0 < a < 8 folgt 0 < @ < af < % und allgemein 0 < a” < " fiir n € N.



Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral konvergiert die Folge und es gilt (Anwen-
dung des EinschlieBungskriteriums und da die Folge streng monoton wachsend ist,
ist auch ihr Grenzwert positiv)

x<0: 0<liman:lim(1+%)"§1.
n—oo n—oo

Hilfsresultat. Aus den obigen Uberlegungen ergit sich

. . x\1 x\1 S x2 n —
xeR:  lim (1-7)7(1+7)" = lim (1-5)"=1.
Setzt man namlich x = —y? < 0, so konvergiert die zugehorige Folge gegen einen
positiven Grenzwert ¢ > 0
) . _ T _yA\n
x=-y°<0: 0<c ’111_{130(1 =",
d.h. ab einem gewissen Index befinden sich alle Folgenglieder in einer Umgebung

von ¢ > 0, etwa
2

VYn=N: %c<(1—y7)"<%c,
und inbesondere gilt dies fiir Indizes der Form n?
2

vnzN:  de<(1-5)" =((1-%)")" <de.

Wurzelziehen und das EinschlieBungskriterium fiihren damit auf die Behauptung
(Umbenennung y < x)
_ tim /1 - YA lim 23—
1= lim zcsnlglgo(l—?) =< lim {/5c=1.
Konvergenz fiir x > 0. Aus der Konvergenz der Folge fiir x < 0 und dem Hilfsresultat
folgt nun mittels Grenzwertsdtzen die Konvergenz der Folge fiir positive Werte

. . 1 2
x>0: ’111_1}010(1+%)”:’}E§om(1_%)”
n
1 2
=——  lim (l—x—z)n
Jim (1= 5)" nmeet
_ 1
=,
Jim (1)

* Erweiterung. Mit Hilfe des Einschlieungskriteriums zeigt man auch (Grenzwert
einer Folge — Grenzwert der entsprechenden Funktion)

— 1 1)\¢
e—flilgo(1+g) :
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o Zusammenhang mite*. Es benotigt weitere Uberlegungen, um die Identitit

x€eR: lim(1+%)n:ex:(lim(1+%)”)x

n—oo n—oo

zu rechtfertigen. Fiir positive Werte x > 0 geht man zunéchst von Folgen (definiert

fiir n € N) auf die entsprechenden Funktionen (definiert fiir ¢ € R) {iber und ver-

wendet die Substitution § = 2 — oo fiir 7 — oo

x>0: lim [1+%)n:lim(l+%)5x:(lim (1+%)‘t)x:ex,

vgl. Erweiterung. Falls x < 0 bzw. dquivalent dazu —x > 0 niitzt man das Hilfsresultat
und das obige Resultat fiir positive Werte

. . 2 1 1 1
w0l )= i 0 =y e
n—oo

Eulersche Zahl und Exponentialfunktion. Die Eulersche Zahl ist als Grenzwert der reellen
Folge

e= lim (1+1)" ~2.7182818284590452353602874713526624977572470936999

n—oo
erkldrt, und die (natiirliche) Exponentialfunktion ist gegeben durch

R—>R>0:x-—>ex:’1li_{&(l+§)".

Hllustration. Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge ist gering, eine gute Approxima-
tion etwa an die Eulersche Zahl bendotigt die Wahl n >> 100. Eine bessere Alternative
beruht auf der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion.

Monotonie und Logarithmus. Die (natiirliche) Exponentialfunktion ist streng monoton
steigend und somit injektiv sowie surjektiv auf R

exp:R— Rsg:x—e*.

Damit existiert ihre Inverse, die (natiirliche) Logarithmusfunktion
In:Ryg—R:x—Inx,

welche ebenfalls streng monoton steigend ist. Insbesondere gilt

expeln=id auf R.y, Inocexp=id aufR,



und somit erhélt man aus den oben angegebenen Rechenregeln fiir Potenzen die ent-
sprechenden Rechenregeln (Rechenregeln fiir Exponentialfunktion, Anwendung des Lo-
garithmus, Umformulierung)

X+X XX

~ ¥ X
x,XeR: e =e'et, e=(e")",

$,7>0, x=InyeR, X=InjeR, y=e*, j=e%,

~—

Iny+Iny=x+%=Ine" =In(e“e*) = In(y7),
¥Iny=xX¥=Ine"*=In (ex)% =Iny*,
und folgende spezielle Werte der Logarithmusfunktion

lim e*=0, e’=1, el¢
X——00

:e,

lim lnx=-o00, In1=0, lne=1.
x—04

(6) Hilfsresultat. Niitzliche Hilfsresultate zum Nachweis der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion und zur Bestimmung der ersten Ableitung sind

X 1
xe(-1,1): l1l+x<e' =——,
1-x
lim(e*-1)=0,

x—0

e -1
lim
x—0 X

=0.

* Um zu zeigen, dall die Werte der Exponentialfunktion bei Null die Abschdtzung

X 1
xe(-1,1): l1l+4x<e' =——
1—x
erfiillen, niitzt man die Darstellung

X _ 1z En
e _,kg;(l+;J

und die Eigenschaft, daf die Folge fiir x # 0 und Indizes n > —x streng monoton
steigend ist

x#0, n>-x: (1+%)n<(l+i)n+l<---slim (1+%)n:ex.
Fiir -1 < x <1 bzw. dquivalent dazu -1 < —x < 1 ist die Bedingung n > —x flirn>1
erfiillt und somit gilt

xe(-1,1): 1+x< lim (1+%)":ex.
n—o0



Andererseits folgt damit auch
ye(-1,1), —-y=xe(-1,1): l-y=l+x<e’*=e¢?) < ey<1—.

Gleichheit 1+ x<e* < ﬁ gilt speziell fiir x = 0. Vgl. lllustration.

* Die erhaltene Abschétzung fiir Werte der Exponentialfunktion impliziert

X 1
xe(-1,1): 1+4x<e" =——
1-x
X X
— x<e -1l1=—-1=—-—
1-x 1-x
e* -1 1
1< <=——, falls0<x<1,
— X 1-x
1 e* -1
— < <1, falls —1<x<0.
1-x X

Mittels EinschliefSungskriterium erhédlt man die angegebenen Grenzwerte.

(7) Stetigkeit der Exponentialfunktion. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion exp: R — R
folgt sofort aus dem angegebenen Hilfsresultat (Substitution n = ¢ — x und e* — 1 fiir
x—0)

XeR: lime® = e lime* ™ =e* lime” = e*.
{—x E—x n—0

(8) Differenzierbarkeit und erste Ableitung von Exponentialfunktion und Logarithmus. Ahn-
lich wie zuvor kann man die Bestimmung der ersten Ableitung der Exponentialfunktion
in einem beliebigen Punkt auf die Bestimmung der Ableitung in Null zuriickfiihren (Sub-

stitution = ¢ — x und €1 — 1 fiir x — 0)

§_aX E—x _ n_
e —e e 1 el—1
xeR: —ddxex:lim =e*lim =e*lim

{—x =X {—x §—X n—0 1

=e”.

Die Regel zur Bestimmung der ersten Ableitung der Inversen fiihrt auf

. d -1
x>0: dxlnx—x.

(9) Potenzreihendarstellungen fiir Exponentialfunktion und Logarithmus. Mittels Taylor-
reihenentwicklungen erhélt man die bekannte Potenzreihendarstellung (Entwicklungs-
punkt Null bzw. Eins)

o0
: x_N 1 k_ 1.2.1.3 4
xeR: e —kzmx =1+x+3x"+5x+0(x%),
=0

x€Rsp:  Inx= Y S (o DF o -1 -Lx-1P -1+ 0(xY).
k=1



Die Potenzreihe des Logarithmus kann man mittels geometrischer Reihe begriinden
(x < 1—x, Fortsetzung auf R )

x| <1: inxk,
1-x >
X 1 o0 [o,@]
x| <1: —ln(l—x):f ﬁdg‘: ﬁxk“:Z%x’ﬂ
0 k=0 k=1

=) (_1)k+1 k
O0<l—-x<2: lnx:ZT(x—l) .

(10) Integrierbarkeit, Stammfunktion. Als stetige Funktionen ist die Exponentialfunktion
insbesondere (Riemann) integrierbar mit Stammfunktionen

fexp:{exp+C:C€R}.

Beachte auch, dall (0 < a< b)

b 1 b
f —dx=Inl|x|| ,
a X a
denn mittels Fallunterscheidung folgt
d |lnx, x>0,
x>0: dilnlxl =—
X dx |In(-x), x<0,
1
;, x>0,
= 1
-—, x<0,
—-X
B 1
=

(11) Lineare Differentialgleichungen. Wesentlicher Anwendungen betreffen die Losung li-
nearer Systeme von gewohnliche Differentialgleichungen. Dabei niitzt man, dall die Lo-
sung der skalaren linearen Differentialgleichung

{ V() =Ay(0), teR,
y(t()) =JYo,

die Darstellung

y(t)y=e""ry, reR,

besitzt.



(12) Erweiterung der Exponentialfunktion auf komplexe Argumente. Um die Exponential-
funktion auf komplexe Argumente zu erweitern, verwendet man die urspriingliche Ein-
fiihrung als Grenzwert einer Folge

. z_ 1s z\1
zeC: e —r}ggo(l+n) )

e Mittels Transformation in Polarkoordinaten erhélt man im Speziellen

z=iy=r(cosp+ising) mity>0, r=y, ¢=%, cosp=0, sinp=1,

|1+i%|:\/1+%—2, arg(1+i2) =arctan (%),
. n 2 n . s "
(1+i2)" = ( 1+ (cos(arctan(%)) +1sm(arctan(%))) :

Geeignete Umformungen und Abschédtzungen zeigen in diesem Fall (Folge mono-
ton wachsend, EinschliefSungskriterium)

2
1< lim (\/1+%
n—oo n
21’1
= lim [\/1+%]| =1
n—o00 n

sowie beispielsweise mittels Substitution n = %, der Regel von de I'Hopital und der
Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen

n

n 2 \n? n
= lim ’ (1+%) < lim 2Veyzzl

n—oo n—oo

. o 4. arctan(¥)
nll_I)Iolo narctan (1) = SrlinolO ¢ arctan (E) = 5113)10 %
t
L1 U2 D A
n—0 n n—0 1+n?y?

’}Elgo(cos(arctan(%)) +isin(arctan(%)))n

= nlgrolo (cos (n arctan(%)) +1isin (n arctan (%)))

= cos( lim n arctan(%)) +isin( lim n arctan(%))
n—oo n—00

=cosy+isiny.

Damit folgt

. iy_ . .Z n _ P
y>0: e —,111_{130(1+1n) =cosy+isiny.



* Fiir negative Werte sind nur kleine Modifikationen nétig, ndmlich

z=—iy=r(cosgp—ising) mity>0, r=y, p=-%, cosp=0, sinp=1,

|1—i%|:\/1+%—2, arg(l—i%):—arctan(%),
5 n n
(1 —i%)” = (\/ 1+ % (cos(arctan(z)) —isin(arctan(l))) )

n n
die dann auf folgendes Resultat fithren

. —iy _ s LY\ . .
y>0: e y—r}l_]%lo(l—lz) =cosy—isiny.

* Insgesamt gilt damit

. iy_ . .l n: o .

yeR: e —’}l_l:glo(l+ln) cosy+isiny.
e Allgemein gilt

. . n P

z=x+iyeC: ezzgglgo(l+%) =e*(cosy+isiny).
(13) Hilfsresultat. Es gilt
x>0: nlim Vx=1.
—00

Denn:

* Speziell fiir x = 1 folgt die Behauptung sofort.

e Fiir x > 1 ist zu zeigen, dal
Ve>0 INeN VneNmitnz=N: |[Vx-1|<e.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei 0 < € < 1, woraus
Vee(0,1) INeN VneNmitn=N: |{x-1|<e
< Vee(0,1) INeN VrneNmitn=N: 1-e<Vx<l+e
< Vee(0,1) INeN VneN mit n=N: Q-e)"<x<1+e)"
folgt. Dawegen 0 <1—¢ < 1sowie 1l+&>1und

lim (1-¢)"=0, lim (1+¢)" =00,
n—o0 n—o0

ist die obige Relation fiir geeignet gewihltes N € N erfiillt.

e Fiir 0 < x < 1 folgt die Behauptung mittels Substitution y = % > 1 und der obigen
Uberlegung sowie Grenzwertsitzen

1 1
lim /x= lim =—=1
n—o0 n—o0 w lim w

n—oo




