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1.5 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren (multigrid methods) wurden vor etwa 25 Jahren entdeckt.
Es handelt sich um iterative Verfahren, die strukturierte Gleichungssysteme
mit N Unbekannten mit O(N) Operationen lésen. (Die bis dahin bekannten
iterativen Loser benotigten typischerweise O(N3/2) Operationen.)

Beispiel. Bei einer 3-D Berechnung mit 1000 x 100 x 1000 Gitterpunkten
ergibt sich N = 10%. Somit betriigt das Beschleunigungspotential der neuen
Verfahren v/N = 10000 (also z.B. 1 Minuten Rechenzeit anstatt 166 Stunden).

1.5.1 1-D Modellproblem

Wir untersuchen das 1-D Modellproblem
—u"(z) = f(x), z e (0,1); u(0) = u(1) = 0.

Seine schwache Formulierung lautet: Finde u € V° = H}(0, 1), sodass fiir alle
v eV gilt

/0 (@) () dr = /0 ' F(@)o(o)de.

Wir zerlegen das Intervall in N + 1 dquidistante Teile mit der Gitterweite
h = 1/(N + 1) und den Stiitzstellen z; = jh. Weiters wéhlen wir lineare
Ansatzfunktionen

% fir x € [z;_1, 7],
Vile) = 24—z
— fir x € [z;,xj41].

Damit ergibt sich fiir die unbekannten Knotenverschiebungen aus dem Verfah-
ren von Ritz-Galerkin das lineare Gleichungssystem Aw = b mit

ai; = aj; = /01 Vi ()¢5 () da und b; = /01 f(x)Yi(x)dx.

Die Steifigkeitsmatrix A hat die Bandstruktur

2 -1 0 ... ... 0
-1 2 -1 0 :
1
Aol
0
: 0 -1 2 -1
0 ... ... 0 -1 2

(In Raumdimension 2 lautet die Steifigkeitsmatrix A ® I+I® A. In Raumdi-
mension 3 hat sie eine entsprechende Gestalt.)
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1.5.2 Analyse der Jacobi-Iteration

Wir schreiben A = D — C, wobei D die Diagonale von A bezeichnet. Die
Jacobi-Iteration lautet
Dw ) = Cw® + b,

beziehungsweise

whtl) — wkb) _p-! (Aw(k) — b) .
—_———

Defekt von w*)

Die gedampfte Jacobi-Iteration lautet
wtt) = w® —yD (AW —b),  0<¥ <L

h
Im Beispiel ist D! = 5 I. Mit w = /2 lautet obige Iteration somit

Wi = w®) — b (Aw® — b), 0<w<1/2.

Wir machen nun eine diskrete Fourieranalyse. Die Eigenwerte p1; und die da-
zugehorigen Eigenvektoren v; von A lauten

sin(jmh)
4 N sin(2jm7h
W=7 sin®(jhm/2), v; = V2h [sin(njwh)] = V2h ( :] ) )
sin(Njmh)

wobei j = 1,..., N. Die Uberpriifung erfolgt durch Nachrechnen mittels Sum-
mensétze der Winkelfunktionen

sin((n —‘1)j7rh)
-1 2 —1] sin(njh)

sin((n + 1)j7h)
— %(—2 sin(njmh) (cos(jmh) — 1))

= %sin(njﬂh) - (2 = 2cos*(jmh/2))

(Av;)n =

SRS

= 2 sin? (jmh /2) [sin(nmh)] = (1),
Hier wurde insbesondere die Relation
cos2p = cos’ ¢ —sin® p = 2cos’ p — 1 =1 — 2sin’ ¢
verwendet.

Die Iterationsmatrix H der gedampften Jacobi-Iteration lautet

H=1-whA.
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Diese Matrix hat die selben Eigenvektoren wie A, ihre Eigenwerte lauten je-
doch

A= )j(w) =1 —whp; =1 —4dwsin?(jrh/2), j=1,...,N.

Abbildung 1 zeigt oben die ersten vier (niederfrequenten) Eigenvektoren und
unten die letzten vier (hochfrequenten) Eigenvektoren von H.
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T

Abbildung 1: Eigenvektoren von H fiir den Fall N = 13. Das obere Bild zeigt
die niederfrequenten Vektoren vy (blau; Kreise), v (rot; Sterne), vs (cyan;
Quadrate) und v4 (magenta; Rauten). Das untere Bild zeigt die hochfrequenten
Vektoren vy (blau; Kreise) und vyo (rot; Sterne).

-0.4

In Abb. 2 werden die Eigenwerte des ungeddmpften Jacobi-Verfahrens (w =
1/2) und des mit w = 1/4 geddmpften Verfahrens als Funktion von z = jh, 0 <
x < 1 dargestellt.

w=1/4

w=1/2 1

1

Abbildung 2: Eigenwerte der Iterationsmatrix H: 1 — 4w sin®(z7/2).

Wir betrachten nun die Fehler der Jacobi-Iteration, dargestellt in der Basis
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der Eigenvektoren. Sei
N
W(O) — W = Z OéjVj.
j=1

Wegen w1 = Hw®) + b und w = Hw + b gilt

N N N
wl) —w =Hw? —w) = HZOzjVj = ZajHVj = Zozj)\jvj
j=1 j=1 j=1

und allgemein

N N
W(k)—w:Zaj)\fvj:Zﬁjvj, k> 0.
j=1 j=1

Diese Formel zusammen mit Abb. 2 zeigt fiir w = 1/4 folgendes:

e Fiir niedrige Frequenzen (d.h. kleines j) gilt §; ~ ;.
e Fiir hohe Frequenzen gilt: |3;]| < |oy].

Die hochfrequenten Fehler werden bei w = 1/4 somit ausgezeichnet gedadmpft.
Man sagt, dass das Verfahren eine sehr gute Gldttungseigenschaft (smooting
property) besitzt.

Bemerkung. Die Analyse in 2-D und 3-D erfolgt &hnlich. In 2-D lauten die
Eigenwerte und Eigenvektoren der Steifigkeitsmatrix p; + pp und v; ® vy, fiir
1 <j,k <N mit p; und v; aus dem 1-D Fall.

1.5.3 Zwei-Gitter-Verfahren

Gesucht ist eine Losung w des linearen Gleichungssystems
Aw =Db (zur Gitterweite h).

Ausgehend von einem Starwert w(® fithren wir einige geddmpfte Jacobi-Itera-
tionen aus und erhalten w*, dessen Fehler v.= w* — w glatt ist (d.h. keine
hochfrequenten Anteile besitzt). Offensichtlich ist v gerade die gesuchte Kor-
rektur zur exakten Losung. Man beachte, dass v i.a. sehr gross ist.

Fiir den Defekt d der “Nédherung” w* gilt
d=Aw"—b=Aw"— Aw = Av.

Somit erfiillt die gesuchte Korrektur eine Gleichung vom selben Typ wie die
urspiingliche Gleichung.

Entscheidende Idee. Die glatte Funktion v kann auch auf einem gréberen
Gitter gut approximiert werden.
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Sei h = 2h und A die zugehorige Steifigkeitsmatrix fiir das grobere Gitter. Das
grobere Gitter hat um den Faktor 2¢ weniger Gitterpunkte, wobei d = 1,2, 3
die Raumdimension bezeichnet. Man 16st

AV =d,

wobei d die Restriktion (Einschrénkung) von d auf das grobere Gitter ist
d = Rd.

Beispiele.

(i) Die triviale Restriktion lautet

Rd(x) =d(x) fiir z = 2jh (auf dem groben Gitter).

Hier wurde die intuitive Kurzschreibweise d(kh) = dj, fir Gitterfunktionen
verwendet. Die obige Bedingung lautet daher d; = dy;.

(ii) Eine bessere Restriktion erhélt man mit

ym@:iQﬂm—m+za@+d@+h»

fiir x = 2jh auf dem groben Gitter.

Denken wir uns fiir den Moment die Gleichung auf dem groben Gitter exakt
gelost, also L

v=A"'d
Die gesuchte Korrektur ist offenbar nur auf dem groben Gitter definiert. Um

eine Ndherung an v zu erhalten, muss man sie auf das feine Gitter fortsetzen.
Diesen Prozess nennt man Prolongation

v’ =Pv.
Im folgenden verwenden wir lineare Interpolation als Prolongation
v(x) fiir z = jh = 2jh,
Pv(z) =91/ - .
§<V(x) + V(l’)) fir x = (25 + 1)h,

vgl. auch Abb. 3.

(2j-2)h 2jh (2j+2)h

Abbildung 3: Prolongation durch lineare Interpolation.
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Mit Hilfe der Prolongation der Grobgitterkorrektur ergibt sich die verbesserte
Néherungslosung zu
Whey = W' — V™.

Algorithmus (Zwei-Gitter-Verfahren). Gegeben sei w*).

(i) Glattungsschritt: Man berechnet w* mittels einiger gedampfter
Jacobi-Iterationen.

(ii) Grobgitterkorrektur:
Berechne Defekt am feinen Gitter d = Aw*—b
Restriktion des Defekts auf das grobe Gitter d=Rd
Lose Gleichung auf grobem Gitter v = A~'d
Prolongation auf das feine Gitter v* = Pv

Korrektur am feinen Gitter w®*t) = w* — v*,

1.5.4 Konvergenz des Zwei-Gitter-Verfahrens

Wir untersuchen obiges Zwei-Gitter-Verfahren fiir w = 1/4. Die Zwei-Gitter-
Iteration lautet
wk ) = Mw® + Nb

mit der [terationsmatrix

M = (I - PA'RA)H"
bei v geddmpften Jacobi-Iterationen. Man hat Konvergenz, falls p(M) < 1.
Satz. (a) Der Spektralradius der Iterationsmatrix M = M(v) erfiillt

p(M) <max{z(l —2)" +2"(1-2); 0<z <1/2} = p, < 1.

(b) Fiir die Spektralnorm ||M|| = +/p(MT™M) gilt

IMJ| < max { /222(T = 2)> + 20 (1 - 2)?; 0 S w < 1/2} = G, < 1.
Eine einfache Rechnung ergibt die nachstehende Tabelle:

v| |1 2 3 4

1/2 1/4 1/8 0.083
1/2 1/4 015 0.116

Pu
G

Man zeigt weiters, dass fiir v — oo gilt:

2
|
t.é\r
2
|

1
Pv 9
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Beweis. Einfaches (aber langwieriges) Nachpriifen. Man verwendet dazu die
angepasste Basis v; von Eigenvektoren. O

Wahl von v. Der Aufwand fiir 2v Glattungen ist in etwa doppelt so hoch wie
fiir v Glattungen. Somit sind zwes [terationen mit v Glattungsschritten besser
als eine Iteration mit 2v Glattungsschritten, falls

P<GaY dh G g

N —

In der Paxis heisst das: Man verwendet 2 geddmpfte Jacobi-Iterationen.

1.5.5 Mehrgitterverfahren

Man wihlt Gitterweiten

H H H
0 ) 1 27 2 47 ) 14 2@

und sucht fiir die feinste Gitterweite die Losung des linearen Gleichungssystems
Ag Wy = bg.

(Der Index ¢ deutet hier an, dass dieses Gleichungssystem zur Gitterweite hy
gehort. )

aa
aa
T

S
BESERE

Abbildung 4: Drei ineinander geschachtelte Gitter mit 1, 9 und 49 Punkten.

Wendet man ein Zwei-Gitter-Verfahren an, so benétigt man die Losung von
Ay iwey =di

(Defektkorrektur am Grobgitter). Diese Gleichung 16st man wieder iterativ mit
dem Zwei-Gitter-Verfahren und erhélt ein neues Gleichungssystem

Apowp o =dso
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auf einem noch gréberen Gitter, usw. Auf dem grébsten Gitter 16st man das
System direkt (im Extremfall eine einzige Gleichung!). Je nachdem, ob man
jeweils eine oder zwei Zwei-Gitter-Iterationen pro Niveau ausfiihrt, spricht man
von einem V-Zyklus bzw. von einem W-Zyklus, vgl. Abb. 5.

R /

N/

N/
AN

Abbildung 5: V-Zyklus (oben) und W-Zyklus (unten) einer Mehrgitteritera-

tion. Hierbei bedeutet S Glattung, R Restriktion, E Auswertung und P Pro-
longation (nach Hackbusch, 1985).

SO = N W »

Algorithmus. MGM({, w,b)
Falls £ = 0, setze w = A, 'b.
Sonst: w* = Ergebnis von v Jacobi-Iterationen zum Startwert w
d=R(A;w —Db)
v=0
firj=1,...,7: MGM{—1,v,d)
w=w"—Pv

Beim V-Zyklus ist 7 = 1, beim W-Zyklus ist v = 2.

Aufwand des Verfahrens. Sei N die Anzahl der Gleichungen am feinsten
Gitter. Glattung, Restriktion und Prolongation sind O(N) Operationen mit
kleiner O(...)-Konstante, falls man mit sparse matriz Techniken arbeitet. Die
Anzahl der Gleichungen nimmt pro Niveau etwa um den Faktor 24 ab, wobei d
die Raumdimension bezeichnet. Weiters wird am Niveau ¢ das Niveau k gerade
7k (1 < k < ¢) aufgerufen. Somit ist der Gesamtaufwand der Iteration

N N . N
C<N+’7ﬁ+’72ﬁ+...+7€ 1W>+COZO(N)-
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Die neue Konstante lautet abhéingig von d und ~:

y=1|y=2
d=1 2C oC
d=2 | 3C | 2C
d=3 | &C sC

Das Multigridverfahren ist somit in beliebigen Raumdimensionen ein O(N)-
Prozess.

Varianten.

andere Gliattungsiterationen (meist Gauss-Seidel);

Nachglitten (d.h. weitere Glattungsschritte nach der Grobgitterkorrektur);
andere Restriktionen und Prolongantionen.

Probleme.
Unregelméssige Gitter.

1.6 Gebietszerlegungen

Gebietszerlegungen basieren auf dem Prinzip divide et impera (teile und herr-
sche). Darauf beruhende Verfahren werden haufig in der 2-D und 3-D Stromungs-
mechanik verwendet.

Zerlegt man den Grundbereich in s Teilbereiche und numeriert man zunéchst
der Reihe nach die inneren Knoten der Teilbereiche und am Schluss die Kno-
ten auf den (gemeinsamen) Réndern, so besitzt die Steifigkeitsmatrix eine
Blockstruktur

B1 El- X1 f1
B2 E2 X9 f2

Aw = : =1
Bs Es Xs fs

G1 GQ . GS C Yy

Man beachte, dass die ersten s Diagonalblocke B; entkoppelt sind (und damit
unahéngig auf einem Parallelrechner behandelt werden kénnen). Die Abb. 6
zeigt die Situation fiir s = 3.

Wir schreiben fiir obiges Gleichungssystem kurz

o2 5[]
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Abbildung 6: Zerlegung eines L-férmigen Gebiets in drei kleinere Gebiete.

1.6.1 Direkte Loser und das Schur-Komlement
Eliminiert man die Unbekannten x mit Hilfe von

B E| |x| |f

G C|ly|] g’

X = B71<f - Ey)7

so erhélt man das reduzierte System

also

(C-GB 'E)y =g - GB'f.

Die Systemmatrix S = C — GB™'E heisst Schur-Komplement beziiglich y.
Sobald man das Schur-Komplement kennt, kann man daraus die Knotenver-
schiebungen auf den gemeinsamen Réndern berechnen. Anschliessend lassen
sich die restlichen Knotenverschiebungen bestimmen.

Algorithmus. lése BE=E (E=B"!E)

lbse Bf=f  (f=B"f)

’gv::g—G¥~
S:=C—-GE
lose Sy =g
x:=f—Ey

Die Gleichungssysteme mit der Matrix B kann man parallel 16sen, da die Ma-
trix B in kleinere Teilmatrizen zerfallt. Ausserdem hat E viele Nullelemente.
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Das Schur-Komplement S ist ebenfalls klein. Man hat also die Losung von
einem grossen linearen Gleichungssystem auf die Losung von mehreren kleinen
reduziert.

1.6.2 Das Verfahren von Schwarz

Bei diesem Verfahren zerlegt man zunéchst das Gebiet in iiberlappende Teil-
gebiete. Der Rand des Teilgebietes €2;, der im Teilgebiet j zu liegen kommt,
heisse I';;. Abb. 7 zeigt eine Zerlegung in drei Teilgebiete.

Das Verfahren von Schwarz lautet nun folgendermassen:

Wihle einen Startvektor
Fir £ =1,2,... bis zur Konvergenz
Firi=1,...,s
Lose das Problem am Gebiet €;
Korrigiere die Randwerte auf I'j;

EndDo
EndDo
3
- lis |
I
r o
Q F i,
Tl

Abbildung 7: Zerlegung eines L-férmigen Gebiets in drei iiberlappende Teilge-
biete.

Wiederum wird anstatt eines grossen linearen Gleichungssystems eine Folge
von kleineren Systemen gelost. Das Verfahren erinnert ein wenig an das Block-
Gauss-Seidel Verfahren. Fiir Details und weiterfithrende Literatur verweise ich
auf das Buch von Saad.

Literatur

[1] W.L. Briggs, A Multigrid Tutorial. STAM, Philadelphia, 1987.
[2] W. Hackbusch, Multigrid Methods and Applications. Springer, NY, 1985.



