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0.0 Einleitung iii

Einleitung

Biicher:
H. Triebel Hohere Analysis

J. v. Neumann Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

M. Schechter Operator Methods in Quantum Mechanics

A) Die Grundlage der Quantenmechanik bilden gewisse Axiome.

Axiom 1: Die Menge der moglichen Zustdnde entspricht den 1-dimensionalen
Unterrdumen eines separablen, komplexen, oo - dimensionalen Hilbertraumes

H.

Axiom 2: Die Menge der beobachtbaren Grdfien entspricht den selbstadjun-
gierten Operatoren A von H. Der der Energie entsprechende Operator (=
Hamiltonoperator) wird mit H bezeichnet.

Aziom 3: Wenn ein System im Zustand f € H, Hf” =1 istund {E): )€
R} die Spektralschar des Operators A ist, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Messwert der A entsprechenden GréBe im Intervall [A, 1) gleich  ||(Ex—

E)f|

Axiom 4: Wenn sich ein abgeschlossenes System zur Zeit t = 0 im Zustand
fo € H, HfOH = 1 befindet, so befindet es sich zur Zeit ¢ > 0 im Zustand

f(t) = e .

B) Das Ziel dieser Vorlesung ist das Verstdndnis der Axiome und die Untersu-
chung der folgenden grundlegenden Beispiele:

Harmonischer Oszillator im R*

Freies Teilchen im Intervall

Coulombfeld im R? (= H-Atom ohne Spin)

H-Atom mit Spin

Atom ohne Feinstruktur

AR A T o e

Diracoperator

Die Vorlesung bringt eine mathematische Darstellung der Grundprinzipien der
Quantenmechanik, nicht aber eine Durchrechnung moglichst vieler physikalisch
interessanter Systeme. (Dafiir siehe besser: S. Fliigge : Rechenmethoden der Quan-
tenmechanik.)



Kapitel 1

Die Welt der Distributionen

V.S. Vladimirov Les Distributions en Physique Mathématique
W. Donoghue Distributions and Fourier Transforms

L. Schwartz Théorie des Distributions

1.1 Distributionen

Definition 1.1
1. D:=D(R") :={p € C*(R") : supp ¢ kompakt} (suppe = {z : ¢(x) # 0}).

2. o — pin D <=

(i) 3B C R™ beschrankt: Vn : supp ¢, C B
(i) Ya: 0%, —> 0%p gleichmafig.
n—oo

3. S :={p e C®R") :Va, B : 2%0Pp € L>=};
©n — @ in S: <= Va, B 1°0%(p, — @) — 0 in L™,

4. D' :=D'(R") :={T : D(R") — C linear, sodass V Folgen ¢,, in D
mit ¢, — 0 gilt T(p,) — 0 (in C)}; fir T'(¢) schreiben wir < ¢, T >.

5. 8" :={T:S — C linear,Yp,, — 0 in S gilt T(p,) — 0},
S =D Tr— (peDr—< @, T >).

6. T, > T inD (bzw. §'): <= Vo € D (bzw. S): < ¢,T,, >—=< ¢, T >. Man
schreibt lim 7, =T.

n—oo

7. TeD;suppT :=R"\ | J{U C R" offen: < ¢, T > =0 Ve mit
suppp C U}. & .= {T € D": supp T beschrinkt}.
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8. TeD, feC® = f-TeDmit<op,f-T>=<f-0oT>.
9. Wenn U C R" offen ist, definiert man analog D(U), D'(U) etc.
(aber nicht S(U), S’ (U)!).

Beispiel 1
1. 0: D — C: o — ¢(0) = § € D'; 0 heiit “Dirac’sche Deltafunktion”.

loc

tung L < D' f—— f; statt f schreibe ich wieder f.

2. feLl (R) = f:D—C:pr—s [ fe da; damit erhilt man eine Einbet-

fn(x) =

Dann gilt f,, — 0 in D'.

n: OSxS%
0: sonst

NN\

1n

Abbildung 1.1: f,(z).

Denn:

3=

<, fo >= n/go(x) dz — ¢(0)

0

nach dem Hauptsatz der Integralrechnung.
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1.1.1 Ubungen
1. Essei R > 0 und 6z € D'(R") definiert durch

<@, 0p > = 9590(;1:) do

|z|=R
(im R? zum Beispiel ist do = R? sin(d) dp dv).

(a) Was ist suppdgr?

. . . 1—n . /
(b) Berechne 11%1£n>0 OR, 1%1_{1;0 OR, II%IE%JR 0 in D'

2. Berechne:

(a) lir%% in D’ oder &,
e—=0 T e

(b) lim t™e** in D’ oder S'.

t—o0

3. Definiere vp L € D'(R') durch

1
<, vp— >=lim / @ dx
€T e—0 xT
|z[>e
und zeige:
(a) li L L ird (F 1 Sochozkij)
a) lim = ——i ormel von Sochozkij),
e\O0 T + ie Vpa: " v )
1

b - =1
()wVpx

4. Essei 6(x — k) : D(R') — C: o —> (k). Zeige, dass

i 2k §(x — k)
k=1

in D/, aber nicht in &’ konvergiert.
5. Essei A: R" — R” linear mit det A # 0.

(a) Wie muss man T o A fiir T € D’ definieren, so dass sich fiir T € L] _
ergibt To A € L, und (T o A) (z) = T(Ax)?

loc

(b) Berechne § o (il)) i) im R2.
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6. Wie muss man 7T'(z + zo) fiir 7' € D'(R"), zo € R" fest, definieren, damit fiir
T € L{_ das iibliche herauskommt?

loc

7. Zeige:
T:= Y e*=2r )" 4 2knr)in D'R')
k=—00 k=—o00
Hinweise:
al sin(N + 3)z / sin(ax)
ke _ 2 d 2
I [ ot Gy a0 27

fir « — 0o, € D,
(b) (e —1)T =0,
(¢) T(x+2m) =T, suppT={2km : k € Z}.
ol 0: <0
1: z>0.

8. Es sel f,:=Y(z)- ;(a)

Berechne lim f, in &'.
a—0

fl'iroz>();Y(x):{

9. T € D'(R™) heifit homogen vom Grad A € C, wenn
<oz e),T>=ec"*<pT>
fir p € D, > 0.
(a) Was heift das fiir T € L{ 7

loc*

(b) Von welchem Grad ist ¢ homogen?

10. Zeige:
/ e ™ dy = 270
00 N
in D'(Rg), wenn man [ als lim [\r interpretiert.
oo -

11. Essei T € &'. Zeige, dass T als lineares Funktional auf C* aufgefasst werden
kann!
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1.2 Differentiation

Definition 1.2 Es sei T € D’ bzw. &', a ein Multi-index. 0T € D’ bzw. &’ sei
durch < ¢, 0°T > = (—1)l°l < 9%p, T > definiert. Im R* schreibt man
T = %T wie iiblich.

Beispiel 2 Es sei

Ich berechne Y':

e Y oo
oY SEL gy SV / ¢(z) do = —p(o)] = 9(0) =< 0, >,
0

d.h. Y =o.

1.2.1 Ubungen

1. Zeige, dass 0%p, berechnet im Sinn der Distributionen, das iibliche ergibt,
wenn ¢ € C™(R") und |a| < m.

2. Zeige: -0 = —¢'(0) - 0 4+ ¢(0) - &' fitr p € C™.
3. Berechne 7", 7", T" fiir

(a) T = |x|sinz,
(b) T = z*log|z|.

4. Berechne L[V (z)e”] und zeige

|sinx|” + |sinz| = 2 Z 6(x — km).

k=—00

d 1 — (0
D. Zeige:<@,avp5>:—li_r)% SO:C—;D()d

|z|>e

x.

6. Zeige, dass T,, — T in D’ auch 0*T,, — 9*T in D’ impliziert. Ist es fiir
gewohnliche Funktionen ebenso?

7. Berechne ) COZf ’

k=1

folgendermaflen:
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(a) Differenziere 2-mal und verwende Ubung 7 in 1.1.1 und die Ubung 6.
(b) Suche eine Funktion mit Periode 2, die dieselbe 2. Ableitung hat.

8. Man bestimme alle Distributionen 7' € D'(R') mit:

(a) 2T =0,
(b) 21" =1,
(c) 21" =0,
(d) (z+1)*T" = 0.

a) 581962[ ('xl)y( 2)] =0 im R?.
b) (82, — 02)[Y (1 — |22|)] = 26, verwende Ubung 5 in 1.1.1.

(
(b)

10. (a) Berechne Ag(1) im R?® mit der Green’schen Formel.
(b)

b) T sei homogen vom Grad A (Ubung 9 in 1.1.1).
Zeige: 0*T ist homogen vom Grad A — |a.

(¢) Berechne Az(+) mit folgender Methode:
(i) L e L (R?) ist homogen,

(i) supp (A3(1)) c {0},

(iii) jede Distribution 7" mit supp7 C {0}, hat die Form > @,0%}
endlich
mit a, € C,

(iv) wende As(1) auf e € S an.

11. Berechne (0, +10,) —.
T+ 1y
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1.3 Produkte
Definition 1.3
1. Ty € D'(R™), Tp € D/(R™2); Ty © Ty € D/(RPE™2) mit

< <p($,y),T1 ®T2 >=<< QO(I,y),T1<£C> >7T2(y) >

2. Esseien T} € &'(R"), T, € D'(R™); Ty % T, € D'(R™) mit
<, Ty x Ty >=<< p(z +y),Ti(z) > Ta(y) > .

T1 = T, hei3t Faltungsprodukt von Ty, T5.
(<< o(x +y),Th >,Ty > ist sinnvoll, da < p(x + y), T1(x) > kompakten
Tréger in y hat!)

3. Allgemeiner existiert die Faltung von 77,7, € D'(R"), wenn:

Vo € DR") : p(z +y)T1 @ Ty € E'(R™). (1.1)
Man setzt dann einfach: < ¢, T} x Ty > = < 1 yolz+y)Ti Ty > .
€ Coo(R2n) c &/ (R2n)

Beispiel 3 Das Potential p(¢, x) einer elektrischen Ladungsverteilung o(¢, z) geniigt
der Gleichung: (System: cgs) (02 — ¢?Az)p = 4nc?p.

E ! 5(t—m> € D'(R;,)

- Az c

1 || dz

t,x),E >= ) =

<(t,x), £ > 4W02/w<c,x) 2
RS

fiir 1 € D(R},) definiert. Dann ist £ die einzige Distribution mit:

sei durch

(i) (0?2 — c*A)E = ¢ (das heiBt E ist eine ”Fundamentalldsung”),
(ii) supp E C {t > 0} (das heifit E ist “retardiert”).
© ist dann durch p so gegeben:

0 = E x4ncp
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(falls * sinnvoll ist). Es sei nun speziell ¢ durch eine sich auf der Kurve z = ()
bewegende Ladung e gegeben, das heifit ¢ = e d(z — u(t)) € D'(R},) bzw.

< o>=e / Ot ult)) dt

fiir ¢ € D. Das zu o gehorige sogenannte Lienard- Wiechert-Potential ¢ wollen
wir nun berechnen. Nach 3. geniigt fiir die Existenz der Faltung, dass (1.1) erfiillt
ist. Im Falle, dass V¢ : |u| > ¢ ist (1.1) immer erfiillt (vgl. Vladimirov, I, § 4).
Leider ist dieser Fall physikalisch nicht relevant. Aber auch wenn «a < ¢ existiert,
sodass Vt : |u| < a < ¢, ist (1.1) erfiillt (Ubung). Die letzte Bedingung setze ich
im folgenden voraus. Es sei also |4 < ¢ und ¢ € D.

<P Arctox E > = 4rc® << (1 + ta, x1 + x2), 0(t1, 21) >, E(t2, 20) >

= 4rcle < / Wty + to, u(ty) + xo) dty, E(tg, x9) >

dt,d
:6/1/)(t1+@,u(t1)+$2> 1—@ =: A.

Wir machen die Koordinatentransformation ¢t = t; + |zc2|, T =19+ ulty) =
|| = e(t — t1)= |x — u(t1)].

(Dadurch sind ¢ und x als Funktionen von ¢; und 5 gegeben; aber auch umgekehrt
sind t; und zo eindeutige Funktionen von ¢ und z, denn, wenn ¢,z und t; # t}
gegeben sind, so gilt:

|z —u(ty)] —c(t —t1) = |z —u(t)| —c(t — 1)) =

= |ty —th] = |z —ulty)| = |z —u(t)] | <
<Ju(ty) —u(t))] <
<| [l ar <dn =41

d.h. #; ist durch die Gleichung c(t —t1) = |z — u(t1)| eindeutig bestimmt, die
Koordinatentransformation ist injektiv. Ahnlich sieht man die Surjektivitét.)

8('[5,1’) 1 C|z9622| ) . ' _ ﬂ(tl)TfL'g . u(tl)TJTz
‘MMmm @%mm r )T T e | T
Daher:
B Y(t,z) dt do Y(t,x) dt do
A‘“/QMﬂ—muﬁm‘*?/dx—wuﬂ—mmvu—um»
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und folglich

At —t1) — ()" (x —u(ty))’

o(t,z) = 4dnc’ox E =

wobei t; durch |z — u(t)| = ¢(t — t1) als Funktion von ¢ und x bestimmt ist.

1.3.1 Ubungen
1. Was bedeutet

( ) T1®T2 fUI'T ELIOC
(b) Tl*Tg furTZ-ELl?

2. Bestimme

(a) &
(b) a‘”(Tl( )®Tz( ),
(c) 6T,
(d) 0™ % T fiir T € D'(RY),
(e) f*0r, f €L,
(f) 0T * Ty),
(g) 6(z —a)*d(x—0).
3. Zeige

(a) suppTi ® Ty = supp T} x supp T,
(b) suppT; * Ty C supp 11+ supp Ts.

4. Berechne in D, := {T' € D'(R") : suppT C [0,00)}

(a) Y(z)*Y(2),

(b) Y(x)cosz * Y (z)x3,

(c) f. fﬁ (51ehe Ubung 8 in 1.1.1),
)

(d) zeige L (f+T) =T fir T € D).
(Deshalb heifit f, * T" Integral der Ordnung a von 7. Wie miisste die
Ableitung der Ordnung « definiert werden?)
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5. (a) Zeige, dass o x T € C*™ fir p € D, T € D' und
pxT(r) = <plr—y),Ty) >.

(b) Wie kann man ¢ x T fir ¢ € S, T € &’ definieren, sodass es fiir ¢ € D
mit a) iibereinstimmt.

6. Berechne das Potential einer geladenen Hohlkugel, d.h. % x 0p im R3.

7. Zeige, dass die Abelsche Integralgleichung

S SR O () L. VR
g(m)—r(l_a)0/<x_y)a (O<a<l fost),

wobei g € C! gegeben, f gesucht ist, die einzige Losung

o) = - /g’(y) dy

(z —y)i—e

hat.

1.4 Fouriertransformation
Definition 1.4

1. Fir ¢ € S sei

2. Fiir T € 8 sei T € & durch < ¢, T >:=< 3,T > definiert.
Dann gilt:

(i
(ii

~

) T = (2n)" T(—x) (”"Fourier-Umkehrformel”).
) T ist analytisch fiir T € & und T(z) =< ¢™* T > .
(iii) SxT=8 TfirSeS, Tek&.
(iv) T, - TinS = T,—Tin& (" ist stetig).
)
)

(v) Fiir f € L' C & gilt: f(¢& = [e7™ f(x) dz € Co(Ry).

(vi) Fiir f € L? C & gilt: f € L? und Hﬂ|2 (2m)"/? HfH2
(”Parseval’sche Formel”).
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Beispiel 4 Wir berechnen 6z im R3. 6 € & mit < ¢,0p >= [ ¢(x) do,
|z|=R
p € C>®, do= R?*sind dp dv in Kugelkoordinaten. Aus (ii) folgt:

S\R(g) =< e_ix”t, (SR >= / e‘ix& dO;
|z|=R

offenbar hingt SR(@ nur vom Betrag |£| ab. Es sei daher oEdA & = (0,0, |¢]);
x = R(sin 9 cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ¥) in Kugelkoordinaten 0 < ¢ < m,
0<p <2t =

2r W

SR(f) = Rz//eiRCOS19 Slsing d dy
00

= 27 R? / e ilElcos Vi 9 dy [u = R|¢] cos V]
2R jﬁ i g

= e u
N e

_ %(eima _ iRkl

= T sin (e,

1.4.1 Ubungen

1. Zeige, dass fiir T € S C &’ die Definitionen in 1. und 2. von Def. 1.4 {iber-
einstimmen.

2. Fir T € §' und D := —i0 beweise:
(a) D°T = ¢°T,
(b) &°T = (=D)°T.
(c) Tj®\Tz = ﬁ ® fz
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3. Berechne im R!

)
(b) e ekl ¢ >0,
(c) e/*cx\Q, c>0,
(d) (e,

) L

4. Berechne im R!

(a) 81gnx (beniitze die Gleichung (signx) = 26),
(b Y(m) (betrachte Y (z)e %, e N\, 0),
(

)
()
d)
)
)

x|,

28

11195,

122

(@)

0S

8

(e
(f) vp i

Y

5. T sei homogen vom Grad A (dann ist 7" automatisch in S’). Zeige, dass T
homogen vom Grad —\ — n ist.

6. Berechne im R?

~

(a) L mit z =2y +izy (verwende Ubung 11 in 1.2.1),

(b) (ﬁ)/\, r? = 22 + z2 (Formel (iii) in der Definition 1.4 gilt auch in
diesem Fall),

(C) 53.
7. Berechne 72 im R? mit den folgenden Uberlegungen:

(a) r~2 ist homogen und radialsymmetrisch,
(b) r2e& +IL2=r2¢lLl

(¢) anwenden auf e € S.

locy

8. (a) Berechne (3. 6(z —n)) . Verwende Ubung 7 in 1.1.1.

(b) Formuliere das Ergebnis mit Testfunktionen ¢ € S
(“Poissonsche Summationsformel”).

¢) Wende b) auf ¢ = e=*” an!
(c) ) auf ¢



Kapitel 2

Hilbertraume

L.A. Ljusternik, W.I. Sobolev Flemente der Funktionalanalysis

G. Helmberg Introduction to Spectral Theory in Hilbert Space

E. Prugovecki Quantum Mechanics in Hilbert Space

2.1 Definition

Definition 2.1

1.

Ein komplexer Vektorraum H mit einer Abbildung
Hx H— C: (x1,29) —> (21, 22) heiBt Prd-Hilbertraum, wenn:

(i) (M1 + Aowa, 23) = A1 (21, 23) + Ao(2, 23)
(ii) ($1a$2) = (I2,$1)

(iii) x # 0 = (z,z) > 0.

. Mit ||z]| := /(z,2) ist H ein normierter Raum. {z,} C H heift C-Folge

(oder Fundamentalfolge) <V e>0:3 N :Vn,m > N : ||z, — zn|| <e.

H heiit Hilbertraum <= H Préa-Hilbertraum und H ist vollstandig, d.h.
jede C-Folge konvergiert.

H heiBt separabel <= 3 Folge {z,,} C H, die dicht ist.

1: n=m
0: n#m;
{z,,} heift ONB <= {x,} ist ON-System und in H total, d.h. die Linear-
kombinationen von z,, sind in H dicht.

{z,} C H heiit Orthonormalsystem <= (T, ) = Opm =
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6. Hq, H, Hilbertrdume — H| & Hy := {(:E;y) cx € Hy,y € HQ} mit
((z;9), («;9) = (z,2') + (y,9') ist wieder ein Hilbertraum.

Beispiel 5

1. H=C", (z,y) =Y. ' yi, wobei = = (z', ..., 2") , y = (y',...,y").
i=1
2. H=1:={(z",2%..)eC": Z|x!2<oo}m1t (v,y) = > 2" y'.

3. Q C R" offen, H = L?(Q) mit (f, g) /f

Bemerkung In Physikbiichern wird von ( , ) statt (i) oft
(Miz1 + Ao, 23) = Ay (21, 23) + Aa(22, 735)

verlangt. Das (, ) in den Beispielen wird dann etwas anders definiert.

Eigenschaften von Hilbertraumen

L |(z1,22)] < ||z - ||a2|| ( “Schwarzsche Ungleichung” ).
2. {z,} CHONBundzr € H =z = i xn(x,z,) und

n=1

H:UH2 = 21 |(:E,xn)’2 ( “Fourierumkehrsatz” und “Parsevalsche Gleichung”)

(oder Satz von Riesz-Fischer).

3. In jedem separablen Hilbertraum existiert eine ONB (Beweis mit dem “Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren”).

4. Hy; < H abgeschlossener Unterraum, Hi := {x Yy € Hy: (z,y) = 0} —
H,® H{ ~ H: (z,y) — = +y ( “Projektionssatz” ).

2.1.1 Ubungen

1. (a) Zeige: [? ist ein Vektorraum.
(Verwende die Minkowskische Ungleichung.)

(b) Zeige: [? ist ein Hilbertraum.
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2. Zeige, dass die Menge der stetigen Funktionen am Intervall [0,1] mit dem

1
Skalarprodukt (f,g) = / f(t) g(t) dt keinen Hilbertraum bildet.
0

3. Beweise, dass alle separablen co-dimensionalen Hilbertraume isomorph sind.
(Verwende Eigenschaft 2).)

4. Bestimme eine ONB im Unterraum Hy, der von {1,¢,¢% ¢3,t*} in
H = L*((—1,1)) aufgespannt wird.

5. Zeige: Wenn f,, — f und g, — ¢ in der || - ||-Topologie, so ist

2.2 Fourierreihen

Es sei H = L*((0,a)), a > 0; {fn(t) =7 e2rint/a . p ¢ Z} und

2mnt 2mnt
{sn(t) = \/gsin o= 1,2,...} U {cn(t) = \/gcos o= 1,2,...} U
a a

{co = \/La} sind 2 ONB-s (Beweis spiter).
Fiir f € H heien (f, f,) kompleze und (f, s,), (f, c,) reelle Fourierkoeffizienten.
Nach Eigenschaft 2) konvergiert die Reihe

F=> falfifa)

n=—oo

(bzw. das Analogon mit s,,c,) in L?. Diese Reihen heiflen Fourierreihen von f.
Beziiglich punktweiser Konvergenz gilt:

Satz 2.1
f(t) € L*((0,a)) werde periodisch auerhalb von (0,a) fortgesetzt. Es gelte:
(D) f und f’ sind stiickweise stetig.

Dann konvergiert fiir jedes t € R: > (f, fu)fu(t) gegen

n=—oo
a) f(t) wenn f in ¢ stetig,
b) w wenn t ein Unstetigkeitspunkt ist.

Bemerkung

1. (D) heifit “Dirichlet-Bedingung”.
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2. Es gibt auch noch andere interessante ONBs in L? ((0, a)), z.B. Walshfunktionen,
Legendre-Polynome (vgl. Ubung 4 in 2.1.1 ) etc.

Beispiel 6
a=2m, f=1t 0<t<2r.Firn#0 gilt:

2m
1 :
(f, fn) = —= /temt dt = (voriibergehend n reell)
V2
"o

1 d [e?mn — 1 1 1 ( —27in 1) + 2mi —2min
V2mrdn —in V2m [ n? n
V21 '

= (nun n wieder ganz ) = ;

n
1 2w
f)=— [t-1dt=7-V2r.
Als Fourierreihe erhalten wir also:
0 int > t
/ :in—zoo en I - 2; S”;" in L2((0,2r))
n#0 -

Man untersuche die Spezialfille t = 0, 5, 7, 27!

2m
3
Parseval : HfH2 —/t2 dt = 8%

0

_ i }(f,fn)’2:27r(7r2+22$).

n=—oo

2

n 6

1 T
2

o0
Das ergibt : Z
n=1
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2.2.1 Ubungen

S

(a) Entwickle f in eine Fourierreihe!

(b) Untersuche die Punkte ¢t = 0, 5, 10.
t
2. (a) Entwickle f(t) = sin 7 0 <t <2, in eine Fourierreihe.

& 1
(b) Berechne damit ngl IR

3. (a) Entwickle f(t) =#*in (0,27) in eine Fourierreihe!
(b) Untersuche t =0, 7, 2.

(c) Berechne } — aus der Parsevalschen Gleichung.
n=1
4. Geniigen folgende Funktionen am Intervall —m <t < 7w der Dirichletbedin-
gung?
(a) f(t) =vm* =1
(b) g(t) = 1]

ot

. Vergleiche den Winkel v zwischen
(i) den Vektoren f = (1,1,1,1,1) und g = (3,2,2, 1.2} im R® und
(ii) den Funktionen f(¢) =1 und g(¢) =t in L*((0,5)).

(£,9)

Hinweis: In jedem Fall ist cosa = HER

6. (a) Entwickle f(t) = cosat, —m < t < m, in eine Fourierreihe (ONB =
{\/LQ? et n e Z}) fiir a ¢ Z.

(b) Leite daraus die Partialbruchzerlegung von cot ab:

o0 1

a2 —n?

1
Tecotam — — =2«
«Q

7. Bssei T € &RY),a>0, T:= 3. T(x+an) (siche Ubung 6 im Abschnitt

1.1.1). Zeige:
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(a) T € S'(RY).
2r X 2k
b) FT=FT-~ % 5<x__”) _
4 k=—oco a
2 X 2 2 ..
== > fT( kﬂ>5<x — ﬁ) in &’ (verwende Ubung 7 und 5 im
a a a
Abschnitt 1.1.1).
(c) Fur f € L2((O,a)) ist f die periodische Fortsetzung von f und Ff =
27T S 2km\ .,
Z(ffk) (x_7>1118.

4 k=—oo

d) T = L5 > .FT(QIZT> 2kmiz/a — i < fe, T > fr in & (Diese

A p=—oo k=—o00
Reihe heifit “trigonometrische Reihe” von T'.)

(e) Entwickle ¢'(z —7) = T in eine trigonometrische Reihe in
(0,27 = a)!

2.3 Beschrinkte Operatoren

Definition 2.2 H, H,, H, Hilbertraume

1. L(Hy, Hy) :={A: Hy — H, linear und stetig},
H':= L(H,C), L(H) := L(H, H).

2. L(H,, H,) ist ein normierter Raum mit || Al|:=sup {||Az|| : = € Hy, ||z| = 1}
und damit vollstédndig, d.h. ein Banachraum, L(H) ist eine Banachalgebra.

3. A € L(Hy, Hy) heiit unitir <=

h

h(Mz1 + Aoz, y) = Mh(21,y) + Aeh(z2,y), \i € C, x5,y € H,
D) h(z, iy + Aoya) = Mh(z, y1) + Aoh(z,y0), A € C, i,y € H}-

L

(H) heifit Projektor :<—= 3 H; < H abgeschlossener Unterraum mit

(i) Ve e H : P(x)=ux,
(ii) Vx e Ht: P(z)=0.
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Satz 2.2

1. H— H 2+ (f cy — (z,y) = (y,x)) ist bijektiv und normerhaltend
(“Satz von Riesz”).

2. j:L(H) — Bil(H) : A~ (h mit h(z,y) = (Az,y)) und
k: L(H) — Bil(H) : A — (h mit h(z,y) = (z,Ay)) sind ebenfalls
bijektiv.

Definition 2.3 A € L(H); A* € L(H) sei durch (Az,y) = (z,A*y), V2,y € H
definiert.

Bemerkung Punkt 2. in Satz 2.2 zeigt Existenz und Eindeutigkeit von A* und
die Bijekivitéit von k™' oj: L(H) — L(H) : A — A*.

Beispiel 7 a < b € R, K(z,y) sei eine beschrankte, messbare Funktion auf
la,b] x [a,b] C R
Die Volterrasche Integralgleichung 2.Art hat die Form

/Kwy ) dy — Af(z) = g(x),

wobei g gegeben, f gesucht ist, 0 # A € C.
Formulierung im Hilbertraum:
H:=L*((a,b)) , Aseidurch A: H — H : f —> g mit

=/meﬂw@

definiert. Dann ist A € L(H) (Ubung 3).
Zu losen ist also : (A — AI)f = g, wobei I = Einheitsoperator, I f = f.

1 A\
Heuristisch: f = (A — \)71g = _X(I — X) ; in Analogie zur geometrischen

00 1 ==

Relhe Z fiir |z| < 1 setzen wir an f = Y > AT"A™g, wobei A"g =
— n=0

A(A--- ) Diese Reihe heifit Neumannsche Reihe.)

‘,_/

n—mal
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Satz 2.3
K(x,y), H wie oben, A # 0. Dann gilt:

1 <=
(i) Die Reihe B := Y > A" A™ konvergiert in L(H),
n=0

(ii) (A—A)B=DB(A—-\)=1,

(iii) fiir g € L*(a,b) ist f = By die eindeutige Losung der Volterraschen Integral-
gleichung in H.

Beweis. (i)

m%mz/waM@d

/Kwy/Ky, z) dz dy = ( Fubini )

/f (/m Kiy#) ) d

J/

K2 (.T,Z)

A" f( / 1z 2

wobeil K; = K, K, (z,2) = / K, 1(z,y) K(y,2) dy.
y=z

analog erhalten wir:
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Es sei !K(;E,y)| <e¢, Vao,y= (mit Induktion)
| Kn(,2)| < _° |z — 2| =

~(n—=1)!
‘A”f(x)’z < ﬁ(/ |f(2)] (x—2)"" dz) < (Schwarz)

< %/x\ﬂz)\?dz-/x@—z)w dz <

(x —a)®?
<GS "l

C2n 9 (b _ )2n

el = [l e S

[c (b— a)]n
Iz < TP

Da L(H) vollsténdig ist, folgt daraus die Konvergenz der Neumannschen Reihe in
L(H). (ii) und (iii) ergeben sich leicht aus (i). O

A7 A

Korollar
Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(i) M(x,2)=— > A"'K,(z, 2) konvergiert fiir alle (x, z) € [a,b]? und M (z, 2) €

L= (a0,

(i) fiir g € H ist Bg(x) :——g /sz
Beweis.
(i) | Kn(z,2)| < (n%nl)' |z — 2" = | M(z,2)| < # cecle=zl/M

(if) Bg= -1 f: AT A"

A
=——g+ Jim / ZA“K (2.2))g(2) dz.
in L2 (fab)

J/

v~

hy(z)
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Nach dem Satz von Lebesgue ist fiir jedes feste x :

N—oo

lim hy(z) = /M(x,z) g(z) dz.

Da eine in L? konvergente Folge eine punktweise fast iiberall konvergente Teilfolge
hat, gilt (ii). O

2.3.1 Ubungen
1. Essei P € L(H).
(a) Zeige: P Projektor &= P? = P = P*.
(b) Ist P = % ( _11 i > ein Projektor in H = C??

2. Man lose die folgenden Volterraschen Integralgleichungen

g(x) = /K(x,y) f(y) dy — Af(x) mit Hilfe der Neumannschen Reihe:
0

(a) K=1
(b) K=z—y

3. Essel K(z,y) € L*([a,b] % [a,b]), H = L*(a,b). Zeige:
b
(a) AtH— H: f+— /K(az,y)f(y) dy ist ein beschrinkter Operator,

dh. A e L(H),

@Aﬁw:/E@Eﬂww

b b
2
© 14 < [ [ Kzl do .
(d) fur |A] > ||A]| existiert eine eindeutige Losung in H der Fredholmschen
b
Integralgleichung 2. Art /K(m, y)f(y) dy — Af(z) = g(x) und diese ist

durch die Neumannsche Reihe gegeben.
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4. (Fortsetzung) Lose die Fredholmschen Integralgleichungen mit gegebenem
Kern fiir grofies |\[:

(a) a=0,b=1, K=x2—y
(b) a=—-m, b=7, K =x+siny
(c) a=0,b=1, K =uxe¥
5. Essei H=L*R"), A:H— H: f+— .

(a) Zeige, dass A € L(H) und bestimme || Al|, A*, A", n=1,2,--- |

(b) Fiir welche A konnten Eigenvektoren von A, d.h 0 # f € Hmit Af = \f
existieren? Gib einen Eigenvektor an!

() Berechne (A — A1)~ fiir [A] > (2m)"/* (vel. Ub. 3d)).
(d) Lose die Gleichung f— 3f =

T2 in L?(R})!
T

6. Essel H=10> A: H— H: (a' 2% --) — (22 2%, ) (shift nach links).
(a) Berechne || Al und A*!
(b) Lose die Gleichung Az — 2z = (1, %, %, . ) in 2.

7. Es sei H ein Hilbertraum, A € L(H). Definiere fiir z € C

A
o=y

n=0

(a) Zeige: Diese Reihe konvergiert in L(H) und e*4 o 24 = e(s1+22)4,

(b) Berechne e*x fiir A wie in Aufgabe 6, z € C, z = (1, %, %p %, . ) €2

7T =2 1
(c) A:C*—C3:2+— | -2 10 -2 |z .
1 -2 7
Berechne e*4.

Hinweis: Zuerst auf Diagonalform bringen!
(d) Berechne e*%, F : L2(R") —» L2(R") : f — .
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2.4 Sobolev-Riaume

Definition 2.4

1. UCR"offen, k=0,1,2,...; H¥(U) := {f € L*(U) : 9°f € L*(U),
V|a| < k} heift Sobolevraum (dle Ableltung 0°f ist dabel zunéchst in D'(U)
definiert). H® (U) ist ein Hilbertraum mit

(o) =@ 3 .<k< ) [oes-a% as

(hierbei ist (i) = #Ek—lal)')
2. H® = HE(R")
3. s €R; L2:={f € LL(R") : (1 +|a|?)*/?f(x) € L*}.

L2 ist ein Hilbertraum mit

(f,9) = /(1 +[2]?)° f(z) g(z) da.

Satz 2.4 R
Fiir k =0,1,2,--- ist die Abbildung H¥) — L2 : f — f unitér.

Beweis.

n k a (Parseval) k Y
e =Crr 3 (EYlowslf = 5 (Bl -
0<|al<k 0<|e|<k

=f 2, (o) el ae= 171

0<lal<k

(1+Ir\ )"

Daher ist die folgende Definition 4. sinnvoll:

Definition 2.5

4 seR; HORY) :={T e S(R") : T € L?} ; H® ist mit
(11, T3) := (T, T>) 2 ein Hilbertraum und heiit Sobolevraum.
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5. C(R™) := {f : R® — C, sodass Vo mit |a| <1:0°f stetig};
CLR™) :={feC:Vamit|a <I: |llim 0%f(z) = 0};
T|—00

Chist mit [|f|| :== > sup |0*f(x)| ein Banachraum.
rzER"

o<l

Satz 2.5

1. DC H® und D C C dicht.

2. (Sobolevscher Einbettungssatz) Es sei s > g

Dann ist H+*) — Ck . f —— f wohldefiniert und stetig.

Beweis.

1. Ubung

2. (1+ |z]?)~*/? € L*(R"), denn /(1 + |2]*)™* da = Oberfliche der Sphire

o0

im R™ x /(1 + 7375 dr < 0o, da s > g;
0

fiir || < kund f € HEHR) st

J’c\(l + |[E|2)(S+k)/2 c L2 und daher }xoc]/c\(x)l < |]’E| . (1 + |x|2>k/2 —

= 71- 0+ [eP)P 2Py e 2 L c !

(Holdersche Ungleichung)
= gxz\f = (ix)afe L'=0°f = (27T)7"5\f(—x) cellc Co und

sup (071 < [ 10°F] do < Const- | f 10

zeR™

Beispiel 8 Tm R" setze ich A = 9?7 4 ... + 92; fiir A € C sei

A+A:HY — L2=HO: fr— (A+N)f

(A entspricht in der Quantenmechanik der kinetischen Energie, bis auf den Faktor
—h?/2m; dieses Beispiel wird spiiter weiter untersucht).
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1. A + X ist wohldefiniert und stetig: leicht.

—

2. A + )\ ist injektiv: es sei f cHPD und (A+N)f =0= AN =0 =
A—22)f =0=> suppfc{x 2 =\};
FEHD CL?—= fel?—= f=0= f=0.

3. A+ \ist surjektiv <= X € C\ [0, 00) : Ubung.

Somit gilt fiir A € C\ [0, 00) : Die (elliptische) Differentialgleichung
Af 4+ Af =g, g € L?, hat genau eine Losung f in H®. In R! gilt sogar: f €
Cl, inRLRS: f € Cp.

2.4.1 Ubungen
1 7O =Dy = (| HE), HE=) =D, = J HO

seR seR
Zeige: D' D &' D H(=®) D H 1) D HbG2) D () DS DD,

wenn —oo < §1 < Sy < 00.

2. Man bestimme die Menge der s € R, fiir die die angegebenen Distributionen
in H) liegen.

(a) 0
(b

7‘

('D

)
)
(c) e~
(d) 1
(e) |z|*, € C, ReA > —n.

3. (a) Zeige: A+ X : H® — L? ist surjektiv <= X\ € C \[0, o0).
(b) Untersuche A + X : H@s) — H©),

)

(c) Zeige: Fiir A € C\ [0,00) hat A + X genau eine Fundamentallésung in
S’ und diese liegt in [ HE\HE /2,

§<2—n/2
4. Es sei a < b e R. Zeige:
(a) C*([a,b]) € H"W((a,b)) dicht,
(b) HW((a,b)) — C([a, b])

(¢) der Abschluss von D((a,b)) in H"((a,b)) ist ein Unterraum von der
Codimension 2.

: f — f ist wohldefiniert und stetig,
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5. (a) Bssei s € R, f € H®) C D'. Dann lisst sich die Abbildung [

D — C:pr—< g, f > stetig auf H(=%) > D fortsetzen, d.h. 3 f €
HE mit f|p = f.

(b) HE) — HED L f—s f ist unitér.

in N
ST i HE) (RY) gilt.

6. Man bestimme die s € R, fiir die lim
N—oo €T



Kapitel 3
Unbeschrankte Operatoren

H. Triebel Hdéhere Analysis
M. Reed, B. Simon Functional Analysis

N. I. Achieser, I. M. Glasmann Theorie der linearen Operatoren im Hilbertraum

Definition 3.1
1. A: D — H heiBe linearer Operator im Hilbertraum H, wenn
(i) D < H ein dichter Untervektorraum
(ii) A linear ist.
2. D(A) =D, N(A) :={x € D(A): Az =0}, R(A) := Bild von A
3. Lu(H) := {A linearer Operator in H}

4. A heifit symmetrisch <=V x,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay),
Ls(H) := {A linearer symmetrischer Operator in H}

5. A heifit abgeschlossen :<—=> der Graph von A ist abgeschlossen in
H x H <=V konvergenten Folgen x,, € D(A), fiir die auch Ax,, konvergent
ist, gilt:
(i) lim z, € D(A)

n—oo

(i) A(limx,) = lim Az,
La(H) := { A linearer abgeschlossener Operator in H} D L(H).
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Beispiel 9

1. (Ortsoperator) H = L*(R"), j=1,...,n,
D(fj):{fGLQ:xijLz}, /.Z'\JD(/.Z'\]) — H: fl—>$]f

2. (Impulsoperator) H = L*(R™), j=1,...,n,
D(—laj) == {f € L2 . 8jf c L2}, —18J . D(—laj) — HI f — —183f

Die Orts- und Impulsoperatoren sind symmetrisch (daher das i bei 0;!) und abge-
schlossen.

Satz 3.1
1. Ae La(H) und D(A)=H = A€ L(H)
2. (von Hellinger-Toplitz) A € Ls(H) und D(A) = H —= A € L(H).

Beweis.

1. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen besagt (in der klass. Version):
" X,Y Banachrdume, T': X — Y linear. Dann gilt: T" ist stetig <= der
Graph von T ist abgeschlossen.” Daraus folgt 1).

2. Es geniigt zu zeigen, dass A € La(H); es seien z,, € H = D(A), =, —
x, Az, -y = VY z € H : (z,y) = lim(z, Ax,,) 4 gy lim(Az,z,) =

(Az, x) 4 gy (2, Ar) = y = Az. Daher ist A € La(H).
[

Bemerkung Fiir einen symmetrischen aber unstetigen Operator A (wozu die
meisten Operatoren der Quantenmechanik gehoren) ist somit D(A) = H von vorn-
herein unmdoglich.

Definition 3.2 A, B € Lu(H).
1. B heifit Erweiterung von A (in Zeichen A C B): <=
(i) D(A) c D(B)
(i) Bl =A

2. A heiBt abschliefsbar: <= 3 B abgeschlossen mit A C B,
Lab(H) := {A : A abschliefibar}.
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Lu

Lab

La

Ls
L(H)

Lsa

Abbildung 3.1: Verschiedene Mengen linearer Operatoren

Satz 3.2 (Uber abgeschlossene Operatoren) A € Lu(H).
1. Aquivalent sind:

(i) A abgeschlossen
(ii) D(A) ist mit dem Skalarprodukt [z,y] := (z,y) + (Az, Ay) ein Hilber-
traum.
2. Es sei A € Lab(H). Dann existiert genau ein A € La(H) mit
i) AcA
(ii) VB € La(H) mit AC B: AC B.

Beweis.

1. [,] macht aus D(A) jedenfalls einen Pri-Hilbertraum. Fiir x € D(A) sei

][4 = /2, 2]

(i) = (ii): @, sel eine C-Folge in D(A)

m

x, C-Folge in H—= =z, kG
Az, C-Folge in H—= Az, o {f Y;
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A abgeschlossen = = € D(A), y = Arx = ||z, — 2|} = ||z, — z|* +
|Az, — Az||> - 0 = x,, konvergiert in D(A) gegen z, D(A) ist also ein
Hilbertraum.

(i) = (i): genauso.

2. Essei A € Lab(H), B € La(H) mit A C B. D(A) sei der Abschluss von D(A)
im Hilbertraum D(B) mit Norm [ - [|p, A := B|p ). Ein abgeschlossener

Unterraum in einem Hilbertraum ist wieder ein Hilbertraum = D(A) ist

ein Hilbertraum (mit || - [|7) 2 A st abgeschlossen. Es sei nun A C C,
CelaH),z € D(A) = 3z, € D(A) mit z,, —» z, Az,, —» Az = (C
=Ch,,

abg.) =z € D(C) und Az = Cx = A C C.

Beispiel 10 Essei A: D(R') — L?: f —— x - f. Dann ist fiir f € D:

1A% = 1 + = f1I* = /(1 +2°)|f1*dz = || flZ5

(beziiglich L7 siehe Definition 2.4, Seite 24). Da D C L7 dicht ist und Lj ein
Hilbertraum, folgt also A =7 : LY — L?: f — zf.
Ebenso mit dem Impulsoperator!

Definition 3.3 A € Lu(H).

1. D(A*):={ye H:3y* € H:Ve € D(A) : (Az,y) = (z,y*)}
(Bemerkung: Da D(A) C H dicht ist, ist y* durch y eindeutig bestimmt!)

2. A*: D(A*) — H 1y — y*.

Bemerkung A* ist zwar linear, aber im Allgemeinen ist D(A*) C H nicht dicht,
d.h. A* ¢ Lu(H).

Satz 3.3 (uber symmetrische Operatoren) A € Lu(H).
1. Aquivalent:

(i) A symmetrisch
(ii)) AcC A*
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(iii) Vo € D(A) : (Az,z) € R
2. Es seien A C B symmetrisch.

(a) Dann ist A € Lab(H) und A C A C A*
(b) B* C A*.

Beweis. Leichte Ubung.

Definition 3.4

1. A € Ls(H) heifit selbstadjungiert, wenn A = A*.
Lsa(H) := {A selbstadjungiert (=: sa.)}

2. A € Ls(H) heifit wesentlich selbstadjungiert :<=> A € Lsa(H).

Beispiel 11 Der Ortsoperator A = Z; ist sa.:
T; ist symmetrisch = 5 D Z;. Sei umgekehrt f € D(Z}) = 3f* € L*: Vg € L?
mit z;g € L%

(259, f) = (g, f), d.h. /Ijgf dx:/gF dz = Vg € D(R") :
/g(ij—F) dx:O:>xj7:F

(denn LL . — D' ist injektivl) = z;f € L* = f € D(Z;).

Ebenso mit dem Impulsoperator.

Lemma
Aels(H), A € C, I = Identitat: H — H.

L (A= X)*=A"— I

2. H=R(A—X)® N(A* —\I)

3. Vo € D(A): |[(A—=AD)z|| = [ImA| - ||=||.
Beweis.

1. folgt aus: ((A— AM)z,y) = (z, (A* — A)y) fir z € D(A), y € D(A*)
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2.y € N(A* = A]) <=y € D(A*) und A*y = Ay <= Vo € D(A4) : ((A—
M)z,y) =0 4=y € R(A—\)* = RA— M) .
3. Essei z € D(A).
HAZE—)\ZEH (Ax — Az, Az — A\z) =
= HAJZH + A2 Hx” —(Ax )\:v) (Az, Az)
—“9Re (Az \z)=—2Re \-(Az,z)
= HA:I:H2 + |/\|2Hx|| —2Re \ - (Azx, x)
2[ReA| - |(Az,z)| <2|Rel|- ||z - [|Az| < HAJ:H2 + (Re)\)2||xH2

(denn 2ab < a® + b%);
A2 = (ReA)? + (Im\)? = ||Ax — )\xH (Im A)?||z ||

Satz 3.4 (iber selbstadjungierte Operatoren)

1. Essei A € Ls(H). A ist sa., wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) Ae L(H)
(b)y NeC:RA-XN)=R(A—-X)=H

2. Wenn A sa., so gilt
(a) A ist abgeschlossen
(b) VA€ C\R: R(A—\I) =

3. (Kato) Es sei A sa., B symmetrisch, D(A) C D(B) und

H0<Ii<1:3¢>0: Yz e D(A): ||Bx|| < 5HA$H —|—cHxH
Dann ist A + B selbstadjungiert.

Beweis.
1. (a) Aels(H)NL(H) = ACA"— A= A" = Asa.

(b) Wir betrachten die Abbildung A — Al : D(A) — H nach Vorausset-
zung ist sie surjektiv, wegen N(A — AI) C N(A* — ) = 0 nach 2) des
Lemma ist sie auch injektiv. Wenn nun =z € D(A*), y := (A* — A)zx,
z=(A-MN)lYy = y=(A-AN)z=(A"-AN)z = z—2 €
N(A*—=)A)=0=z=2z¢€ D(A).
Somit D(A*) C D(A) = A* C A= A= A*.
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2. (a) Ubung

(b) Es sei A sa., A € C\R. Nach 3) des Lemma ist N(A — \I) = 0, wegen
A = A* folgt daraus nach 2) des Lemma, dass H = R(A — \I). Der
Operator (A — A)™' : R(A — X\) — D(A) C H ist nach 3) des
Lemma stetig (bzgl. der von H induzierten Topologie), da Im A\ # 0. Es
sei v € H, x, € R(A— ) mit x, >z = y, = (A — \)"'z, ist
eine C-Folge in H = y,, — y; (A — A\)y, = =,, A — A\ abgeschlossen
=y € D(A) und (A— M)y =2 = = € R(A— X). Somit: H =
R(A - AI.

3. Aus 2) wissen wir, dass (A —ipl)™' € L(H) fir p € R* = A+ B —ipl =
(I+B(A—ig[)_1) o(A—ipl) = R(A+ B —igl) = R(I+ B(A—iol)™).
Zu zeigen ist daher nach 1) b) nur noch: 3p € R* : R(I+ B(A=+ipl)™') = H.
(Idee dahinter: Fiir grofies g ist B(A +iol)™' ~ 0). Wir zeigen nun: Jp €
R*: B(A+ipl)™" € L(H) und ||B(A +iol)7!|| < 1.

Dann ist I + B(A £ ipl)~! invertierbar (Neumannsche Reihe!) und folglich
surjektiv, d.h. wir sind fertig.

Nach dem Lemma ist fiir x € H:

A —ieD) 2] < ] — B4~ ieD) e <

< || A(A —iol) x| + a |||;
nach dem Beweis von 3) des Lemma ist Yy € D(A):

[Ay —ioy|| > [|Ay|| = [|A (A —ie) "z || < |||
——————
y
— HB(A—iQI)ilH <+ < <1

|o]

fiir geniigend grofles |o|.

Beispiel 12

1. Neuer Beweis, dass A = Z; sa. ist. Sei A € C\R = R(A — \[) = H = L?
denn fiir f € L*(R") ist g := f € D(A) und (A — Ml)g = f. Somit

Xy — A
lasst sich 1) b) anwenden.

~ = 1
2 4= B= 5= v e D) B < (7] + 4s]) =
D(@;) — H : f+— (x; + +/|z;] ) f ist sa.
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3.1 Ubungen

1. Zeige den Satz iiber symmetrische Operatoren und beweise, dass jeder selbst-
adjungierte Operator abgeschlossen ist.

2. Untersuche fiir die folgenden linearen Operatoren, ob sie beschriankt (d.h.
€ L(H)), symmetrisch, sa. oder wesentlich sa. sind:

~

Shift: 1?2 — 12 (1’1,1'2,...) — (IQ,SL’g,...)
A:H® — L2 f— Af

3. Es sei A € Lu(H). Zeige: [verwende Graph A = (Graph A)**]
(a) A € Lab <= D(A*) C H dicht
(b) A€ Lab=—= A = A*, A= A*
4. EsseiT € D' und 0 # f € L?;
A:D— L pr——<p,T> - f(z).

Dann gilt: A € Lab(L?) <= A € L(L*) <= T € L*.
Hinweis: Berechne A* und verwende Ubung 3).

5. A€ Ls(H). Zeige: A € Ls(H).

6. Essei A € Ls(H). B
Zeige: Asa. <= IV A€ C\R: N(A* = AN) = N(A*—A) =0

7. (Von Neumanns Beispiel, Buch p. 79).
Essei H=L?*((0,1)),A: D((0,1)) — L?: f — if’. Zeige:
(a) AeLs(H)
(b) A*: HW((0,1)) — L2 fr—>if’
(¢) V := Abschluss von D((0,1)) in #V((0,1)) (vgl. Ubung 4 im Abschnitt
2.4. Dann ist A = A*|y.
(d) A ist nicht sa., A* ist nicht symmetrisch.
(e) Es sei @« € C mit |oof =1, V,, := {f e HW((0,1)) : f(0) = af(1)}

A, = A*|y,. A, ist sa. und dies sind die einzigen symmetrischen abge-
schlossenen Erweiterungen von A (abgesehen von A selbst).
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8. Essei H =L?((0,00)), A:D((0,00)) — H : f —if".
Berechne A, A* und untersuche, ob es selbstadjungierte Erweiterungen von
A gibt.

9. Es seien g, h beschrinkte, messbare, reellwertige Funktionen auf R,
H=L*R),A: HOR) — H: fr— f"+ig-f'+h-f.
Zeige: A ist selbstadjungiert.



Kapitel 4

Der Spektralsatz fiir beschrinkte
symmetrische Operatoren

In diesem Kapitel sind alle Operatoren beschrinkt.

Motivation Falls H = C", so lésst sich jedes symmetrische A : H — H auf
eine reelle Diagonalform bringen, d.h. 3 ONB 2™, ... 2 in H,

AN <...< )\, € Rmit Az = )\, 2D, Es seien 1 < ... < p, die verschiedenen
Eigenwerte \; (r < n). Fiir € H ist dann

A= (A3 (w,09)a) = 3 Ao (2,29) = 3y Pyo)
i=1 i=1 j=1

wobei P; die Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert p; ist.

Mit Hilfe der Diagonalisierung kénnen wir nicht nur Potenzen von A sofort hin-

schreiben (A™ = Ao...0A =" u P;) sondern auch Funktionen von A definie-
—_—— J

m
ren:

F(A) == > fu)) P; fiir f € C(RY),

vgl. auch Ubung 7) in Abschnitt 2.3.1.
Wenn dim H = oo, so hat A im Allgemeinen zu wenig Eigenwerte. Die Darstellung

A=Y P

lasst sich jedoch retten, wenn man die > durch ein Riemann-Stieltjes-Integral
ersetzt.
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Definition 4.1 Essei h(\), A € R, eine monoton wachsende, reelle Funktion. Die
Distribution A’ heifit Riemann-Stieltjes-Integral (mit Verteilungsfunktion h). Statt
< p, W/ > schreibt man [ o(\) dh(N).

Bemerkung Nach Definition ist fiir ¢ € D :
<, b >=< —¢ h>= —/go'()\) h(A) dA.

Das zeigt, dass man h’ auch auf 1-mal stetig differenzierbare Funktionen ¢ mit
kompaktem Triager anwenden kann. Aber es gilt noch mehr: A’ ist ein Borel-
Ma8B, d.h. ldsst sich auch auf stetige Funktionen mit kompaktem Triager (d.h.

@ € Cop(R'Y)) erweitern. Das geht so: Es sei ¢ € D, suppy C [a,b), a(()n) =

a™

a, agn):a—l—b%“,..., = b. Dann ist:

/gp dh = —/gp’()\) h(A\)d\ = (Lebesgue !) =

= lim Z p(@"™) [h(a)) — h(a(™)].

Der letzte Limes existiert aber auch fiir ¢ € Cy (siehe zum Beispiel den Beweis von
2. des iibernéichsten Satzes) und wird dann als Definition von [ ¢ dh genommen.

Beispiel 13 § = Y’ ist ein Riemann-Stieltjes-Integral. Fiir ¢ € Cyq ist
n—1
Def . n n n
<p0> = lm Yy () [Ya) - Yie)] =
5=0

= lim (7)) = (0)

n—oo

(n)

: (n)
wobei Winyr1 > 0, a

iy < 0, wie wir auch erwarten.

Definition 4.2 Eine messbare Funktion h(X), A € R, heit lokal von beschrinkter
Variation :<=> h(\) ist Linearkombination von monotonen Funktionen.
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Bemerkung

1. Wenn A(\) von beschréankter Variation ist (lokal), so ist folglich dh(\) ein
Maf und fiir ¢ € Cyp :

[0 an) = i Y () (e — bial).

2. Statt dquidistanter Zerlegungen ag < ... < a, koénnen natiirlich auch belie-
bige, immer feiner werdende Zerlegungen genommen werden.
Definition 4.3 A, B € L(H) symmetrisch.
A<B:=VzeH: (B-Azz)>0

Beziiglich der Definition des Projektors siehe Definition 2.2, Seite 18.

Satz 4.1 (iber Projektoren). P, Py seien Projektoren.
1. P symmetrisch, P? = P, 0 < P < I = Identitéit

2. P< P, <= P, — P Projektor <= R(P,) D R(P)<~— P-PP,=P -P=P
Beweis: leichte Ubung.

Definition 4.4 Eine Schar {E), : A € R} von Projektoren heifit beschrinkte
Spektralschar <=

(i) M <X = E), < B,
(11) dN >0: E,N:O, Ey=1

(iii) (Normierungsbedingung) V \g e R: Vo € H : /\li/(n/\l Exx = E),x.
0

Satz 4.2 (iiber Spektralscharen)
{E\} sei eine beschrinkte Spektralschar, N wie oben.

1. Vz,y € H: (E\x,y) ist lokal von beschrankter Variation
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2. fiir f(\) € C([—N, NJ) ist

A = /f()\) dE) € L(H) durch

n—

A = limin L(H) Y f(al") (B — B w)

1
n—00 J+1
J=0

wohldefiniert. Hiebei ist ag = —N, a, = N.

3. Es gilt:

(( / [ dBy)a,y) = / FON d(Bxeyy), Varye

4. f reell = A symmetrisch.

Bewezs.

L. Fiir A < p, « € H, ist (Exz,2) < (B,2,x) und daher ||Exz|®> = (Eyz, )
eine monotone Funktion. Fiir x, y € H ist:

r+vy 2 r—y 2
(EA$>?J):’E/\ 5 H ‘I”EA 5 H +
.2 .2
. T+ 1y T —1y
E —i||FE
o Bl iy
(nachrechnen!)
n—1
2. Um die Existenz des Limes nachzuweisen, zeige ich, dass >_ ...,
3=0

n=1,2,..., eine Cauchyfolge in L(H) bilden.
Es sei zundchst n = k-m, k €N,
reH, ||z = 1. ag") — —N,...,a"” = N enthilt dann die Menge der
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aém):—N,...,ang):N.

2

ml n—1
(30 4@™) (B = Byom) = F(@") (B, = E0)
5 R
B (f( [(JW/L')f]) f(ag'n))) (B a, = E <n>) -
=0

2 2

= > |(rtali) - 1@

‘(E m —FE <n>)

@41

2
Fiir m grofl genug ist a nahe bei a ) und ‘ f(a [J /k] — f (ag-n))‘ wird be-

() _ 5(m) (WIS
a,’ =ay a,’ =a,

Abbildung 4.1: n =6,m = 3

liebig klein.

n—1 n—1
ZH(E%H o E%‘)xHQ - ((Ea’j+1 o Eaj):c,x) -
j=0 Jj=0
= ||( Ba = B ) 2|” = 2l =1
>~ =7

€
Fiir beliebige, grofle my, my verwendet man nun ein 3 -Argument, d.h. ver-

gleicht mit der n = my - my entsprechenden Summe.

3. Wenn A,, — A in L(H), so gilt auch (A,z,y) — (Az,y) in C fiir z, y € H.



4.0 Der Spektralsatz fiir beschrinkte symmetrische Operatoren 42

4. Ubung.

Beispiel 14 Wenn F), stiickweise konstant ist, d.h. zwischen
Po = —00 < g < g < ... <t < 00 = 41 jeweils konstant ist, und
Py = E%(Mk+l+ﬂk) N E%(Nk"‘/ikfl)’

so reduziert sich das Riemann-Stieltjes-Integral auf eine endliche Summe:

A= [ 50 dB =3 ) P

Fir f = A und E, := > 1< P; erhalten wir die Darstellung aus der Motivation
zuriick.
Daher machen wir die

Definition 4.5 {FE)} sei eine beschrinkte Spektralschar.
A= /)\ dE, € L(H)

heiflit Spektraloperator zu {Ey}.

Satz 4.3
A sei der Spektraloperator zu F).

1. A ist symmetrisch
2. A”:Ao...oA:f)\” dFE)

3. C([—N,N]) — L(H) : g— [ g(\) dE)
ist ein stetiger Algebrenhomomorphismus.

Beweis.
1. nach 4. des letzten Satzes.
2. folgt aus 3., da ® multiplikativ

3. (a) ® VR-Homomorphismus: leicht



4.0 Der Spektralsatz fiir beschrinkte symmetrische Operatoren 43

(b) @ multiplikativ: Seien g1, g» € C([—N, N])

[aoas o [ a0 as, -

n—1
= nh—l;rolo Zogl (aj) (Eaj+1 — Eaj> o 7111—I>Iz>10 g‘QQ(ak) (Eak+1 - Eak> =
]: ]

n—1 n—1
= nlL\IEO Z Zgl (aj) gQ(Gk) \(Eaj-u - Eaj) (Eak+1 - Eak) =
=0 k=0 e
! (o0 fiir j # k
- (Eaj+1 - Eaj) fir j =k
n—1
= lim Y (01 02)(@) (Bupoy — o) = [ 9120 dE
=0

(c) O stetig:

< 1
< _max [g(N)] -1

n—oo

H/g(A) dEA] = lim Hgg(%)@% _E,)

Definition 4.6 A sei Spektraloperator zu Ey, g € C([-N, N]).

g(4) = / g(\dE,.

Bemerkung Die Schreibweise g(A) ist berechtigt, denn nach dem letzten Satz
hangt g(A) stetig von g ab und ist fiir Polynome ¢ direkt durch A ausdriickbar.
Da nach Weierstrafl die Polynome dicht in C ([—N , N ]) liegen, ist g(A) nur von A
abhéngig.

Beispiel 15 H = L*((0,1)), A: H — H : f —t- f(2).
A ist der Spektraloperator zur Spektralschar

1: t< A
Ex(f)=fxxn X’\:{O: £
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denn
([ram) s = Jim o2 350 [ - 0] =
=0

= (Lebesgue) =t - f(t) = Af.
Fiir g € C([0,1]) ist dann g(A) : H — H : f — g(t) f(t).

Beispiel 16 Es sei A der Spektraloperator zu Fy. Dann gilt:

(1) |A] = [ |A] dEy erfiillt: |A]? = A%, |A| > 0 symmetrisch

(ii) I — Ey = Projektor auf N (|4 —AI| — A+ AI). (Ubung)
[Beweisskizze von (ii):
zeN([A=XI|— A+ XI) <:>/(|,u Al — /L—l—)\) d(E,x,y) =0, Vy € H.

>0

lp—= A —p+A>0fir p—A<0dh. g <A Dort muss daher d(E,z,z) = 0 sein,

d.h. Eyz = h/l’l}\ E,x=0,dh. (I — E)\)z = z. (Beachte, dass hier die linksseitige
n

Stetigkeit der E) eine Rolle spielt!)]

Insbesondere folgt, dass die E durch den Spektraloperator A eindeutig bestimmt
sind. Im Folgenden werden wir fiir ein beliebiges symmetrisches A ein |A| konstru-
ieren und damit F) wie in (ii).

Theorem 4.4 (Spektralsatz) Zu jedem symmetrischen, beschriankten Operator
A existiert genau eine beschriankte Spektralschar F, sodass

A://\dEA.

Beweis: In einigen Schritten nach Ljusternik-Sobolev.

Lemma 1 A € L(H) sei symmetrisch und > 0. Dann gilt:
2
Vo, ye H: [(Az,y)|” < (Az,z)- (Ay,y).

Bewezs.

HxH-—C: (z;y) — (Az,y) =: [z,9]
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ist ein Skalarprodukt (bis auf die Bedingung [z, z] =0 = = = 0).
Die Schwarz’sche Ungleichung beziiglich [ , | ergibt Lemma 1. O

Lemma 2 A € L(H) sei symmetrisch und > 0, z,, € H, (Ax,,x,) — 0. Dann
gilt:

Az, —0

Bewezs.

HA.yz:nH2 = (Az,, Ax,) < \/(Aa:n,a:n) . \/(AZ.Qﬁn,AQZn) <
V( Az, z,) VAl Az 2 =
VIAL -V (Azy, 2,) = 0

[ A z,]]

Lemma 3 A, B € L(H) seien symmetrisch und > 0, AB = BA. Dann ist

AB > 0.

Beweis. Annahme:

a= inf (ABz,z) < 0.

[[=[|=1
Es seien z, € H, ||z, || = 1 mit (ABz,,z,) — «.
()
AB — al >0, symmetrisch, ((AB — al) z,, z,) — 0 =
— (Lemma 2) = ABuz,, — az,, — 0.

(ABx,, x,,) «
cos|£L{x, , ABx,}| = - — =1
[ )= Tl - 1ABan] ~ Tal

— L{x,, ABx,} — m;
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L{x,, ABz,} < L{z,, Bx,} + £{Bx,, ABz,} da

<z <z
(Bzp,x,) >0, (ABx,, Bx,) >0
— L{z,, Bx,} — g

— (Bxy, x,) = cos L{x,, Bx,} - ||z, - ||Bxs| — 0
— (Lemma 2) = Bz, - 0= ABz,, — 0
— a = lim (ABz,,z,) = 0= 4 zur Annahme

n—00
O
Lemma 4 A; < Ay < ... seien symmetrische, vertauschbare Operatoren mit
sup ||A,|| < co. Dann gilt: 3A € L(H) symmetrisch mit

neN

Ar = lim A,z, Vx € H.

n—o0

(Vorsicht: Im Allgemeinen ist nicht lim A, = A in L(H)!)

n—oo

Beweis.

(i) oEdA sei A, <0, Vn; ansonsten nehmen wir A/ := A, —sup |4, | - I.
(i)
—-A,>0, A, — A, >0, YVm <n—=— (Lemma 3) =
= A2 > A, A, >A2>0,Vm <n=
Vo € H: lim (A2 z, ) existiert und ist gleich
n—oo

lim (A, A, x,2) =

n,Mm—00
|(An — Ap) xH2: ((A2 + A2, — 2A,A,,) z, ) wird beliebig klein fiir
geniigend grofie n,m = A,z ist eine C-Folge =—>
Az = lim A,z existiert.
n—o0

(iii) A ist linear: klar

(iv) A ist symmetrisch: (Az,z) = lim (4, z,2) = lim (x, A, ) = (2, Ax). Nach
n—oo n—oo
dem Satz von Hellinger-Toplitz (Satz 3.1, Seite 29) ist A stetig, d.h. A €
L(H).
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Lemma 5 A sei symmetrisch. Dann 3! B € L(H) mit
(i) B symmetrisch, B >0
(i) B? = A?
(i) VC € L(H) mit AC=CA: CB = BC

Beweis. oEdA sei —I < A < [I. Dann gilt:
I-A>0,I+A>0= (Lemma3) = I — A?>0.
Es sei By :=0, B,y1:= B, + %(A2 - B} =
1.I-By1=1-B,+iB?—1A2=L1(I-B,)*+ 11 - A?

2. Bys1— B, =1-B,— (I — Byy1) = 1[(I = Boo1)? — (I — B,)?]

Daher folgt aus A2 < I und 1., dass B, < I. Aus 2. und B, = A%/2 > By und
(I - B,1)>— (I —B,)*=[2I—- B,y — B, [B, — B,_1] folgt induktiv, dass

B, < B,,11. Nach Lemma 4 gibt es ein B mit

lim B,z =Bz, Vx € H.

n—o0

B ist symmetrisch und aus 0 < B,, folgt 0 < B, d.h. (i) ist erfiillt. Da (iii) fiir B,

gilt, gilt es auch fiir B.

Ad (ii):
1
Ve €H: Byo=B,v+-(A*> - B)x
—_—— =~ 2
—Bzx —Bz
— Vo€ H: A’r = lim B,
n—oo

Va,y€ H: (Bla,y) = (B,x,B,y) = (Bx,By) = (B*z,y)
—
—(A%zy)

—Vre H: A>x = B>z =— A% = B2,

Zur Eindeutigkeit: Wenn auch B’ (i), (ii) und (iii) erfiillt, so ist

BB =BB=0=B*-B"=(B+B)-(B-B).
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Esseiz e H, y=(B—B)zx

0<(By,y) < ((B+B)yy) = ((B"—-B%)z,y) =0

— (By,y) =0= (Lemma 2) =— By=0=— B'y=0
(B B)y=0— (B - B)al’ = ((B- B)y.z) =0
— B=D0"

Definition 4.7 Fiir symmetrisches A sei |A| :== B aus dem Lemma 5.

Bemerkung Falls A ein Spektraloperator ist, stimmt dieses |A| mit dem friiher
definierten tiberein. (Ubung)

Lemma 6 A sei symmetrisch, P :=Projektor auf N (|A| — A). Dann gilt:
(i) VB € L(H): AB=BA— PB = BP
(i) AP=|AlP >0, AU-P)=|A|(P-1)<0

Bewess.
(i) L:==N(|A| - A), M :=L*

r€L+ (|JA|—A)z=0= (JA|— A) Bz =B(|A| - A)z =0
— Br e L;
reM<<—=Vyel:(v,yy =0=VyeL:(Bz,y) = (z,B"y) =0,

da B*y € L wegen AB* = (BA)* = (AB)* = B*A = Bx € M. Wenn nun
reH,soistx=y+z2,ye€ L, z€ Mund
PBx = PBy+ PBz "= ppy PEY gy

(yel) zEM

Y ppy < BPy + BP2 = BPu.

(i)
Ve H:Pre N(A—|A]) = (A-|A)P=0= AP =|A|P >0
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nach Lemma 3.

(A= JAl) - (A+]A]) =0 = P(A+|Al) = A+ |4
— A(I—P)=|A|(P-1)<0

nach Lemma 3.

Beispiel 17 H = LQ((O, 1)), A:H — H: f+— g(t)f(t) fir ein g € L,
Al H — H: fr|g(t)]f(),

1: t) >0
P:H— H: fr—>Xg-f,Xg(t)::{ -9 =
Beweis. (Beweis des Spektralsatzes)

1. Die Eindeutigkeit folgt aus Beispiel 16 auf Seite 44.

2. Existenzbeweis. E\ := I — Py, P\ := Projektor auf N(|A — M| -
— A+ ) Nach Lemma, 6 sind die Ey mit A und untereinander vertauschbar.

(a) A< p.

(A=X)E\<0, (A—pl)P, >0 nach Lemma 6 =
(Lemma 3) = (A—X)E\P, <0, (A—pl)E\P, > 0=
(Subtraktion) = (A — p) ExP, > 0.

Wegen A — 11 < 0 ist aber auch (A — p) E\P, <0 =
E\P, =0 = E\(I—E,) =0 = E\E, = E\.
(b) Es sei
N>|A| = -N-I<ALKN-I = A+N- 1> 0=
A+N - I|=A+N-I = P.y=1I E_y=0

Andererseits ist

A-N-I<0 = |[A-N-I|=N-I—A = Py=
Projektor auf N(A—N-1)=0, da N > |A|| = Ey=1.
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(c) Wegen (a) und Lemma 4 existieren fir p € R E,_ := )1\1}1& E\ und
m
Ei o= /1\1{11 E,. Offenbar ist £, ¢ < E, < E, ¢, noch zu zeigen ist
m

E,<E, dh E,=E,E, ( < E,E,—E, ) =0
Pu(Ey = Epo) = By — Eyo <~

Vee H: (E,— Ey, o)z € N([A= M| - (A—pl)) <

(|14 — pB| — (A — pB))(E, — E,—o) = 0;

fir A < pist (A—pl)(E, —E\)=(A—pl)E, (E,—E\) <0

S

<0 >0
nach Lemma 3 und ebenso (A — A)(E, — E,) > 0. Im Limes erhalten
wir: (A—pl)(E,—E,—0) =0
|A—pl|E, = —(A— pl)E, nach Lemma 6 und [A — pl|E,_o = |A —
pl|E B, o= —(A—pl)E,—y = |A—pl|(E, — E,—¢) = 0. Damit
ist &, = F,,_o bewiesen.
Nach a), b), ¢) ist {E)} eine Spektralschar, B := [\ dE).

(d) Fir A < p gilt (siehe ¢)):
MEy — E\) S A(E, - B)) S (B, — E\) =
V Zerlegungen a§")von[—N ,NT:
Z aj(Eaj+1 - Eaj) <A< Zaj+1(Eaj+1 - Eaj) =
B<A<B+ 711130102 (a1 — a;)(Eo,,, — Ea,) =
2N/n

N J/

2N-I/n

A:B://\dEA.

Bemerkung

1. Nach Lemma 6 sind die E) mit A und mit jedem mit A vertauschbaren B
auch vertauschbar.

2. Fir A € Rsind Fy\_y = E) und F) o wohldefiniert.

3. Der Spektralsatz zeigt, dass alle symmetrischen (beschrankten) Operatoren
durch Diagonaloperatoren approximierbar sind:

A =lim Z aj(Eqy,y — ;)
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4.1 Ubungen

Ubungen

1

[\

Beweise en détail die Behauptungen in Beispiel 16 auf Seite 44.

Zeige, dass |A| aus Lemma 5 durch |A| = /])\| dFE) gegeben ist, wenn

A—/)\dE,\.

Es seien A = / ANdE)y, B = / A dEY zwei symmetrische Operatoren. Zeige:

Es sei A = //\ dE) symmetrisch, m := Hirnlf (Az, x),
z||=1
M := sup ( Az, x). Zeige:

llzll=1
(a) m=max{\: E,=0},M =inf{\: E, =1}

(b) fur z € C\ [m, M] ist A — zI invertierbar und
dFE)y

Rz::(A—zI)lz/A_z.

Ermittle die Spektralscharen der folgenden symmetrischen Operatoren:

(a) M-I, AeR
(b) L*(R") — LA(R") : f(z) — f(—2)

(¢) h € L>(R") sei eine reellwertige Funktion,
Ay L2(R™) — LA(R") : f(z) — h(z) - f(2)

(d) LARY) — LX(RY) : f(z) — fz+ 1)+ f(z = 1)
A sei symmetrisch, R, wie in 4., I" ein Weg in C (rektifizierbar natiirlich) der

[m, M| umrundet (einfach geschlossen), g(z) sei analytisch im Innern von T'
und stetig auf (I' U Inneres). Zeige:

(a) C\ [m,M]| — L(H): z+— R, ist analytisch
(d.h. Ililmo in L(H) (R.+, — R.)/p existiert)
=
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(b)
%g(z) R, dz =2mig(A)

r

7. Essei A= /)\ dFE), symmetrisch, A\g € R. Zeige:

(a) Ao ist ein Eigenwert von A <= E), # Fx,+0
(b) R(Exy+0 — E),) = Eigenraum von A zu \g

8. Essei A= /)\ dFE) symmetrisch, z € C,

supp dFE, := U supp d(Exz,z)/dA
— ——

el €D/(R})!

Zeige:

(a) suppdEy ={NeR:Ve>0: E\ic # Ex_}
(b) A — zI ist invertierbar <= z ¢ supp dE,.

Bemerkung: supp dF), heiit Spektrum von A.
9. A= / A dE), symmetrisch, Ao € R sei ein isolierter Eigenwert von A, d.h.
de>0: E)\O,E = E)\m E)\0+6 = E/\o+0- Zeige:

(a) A — zI ist invertierbar fiir 0 < |z — A\o| < €
(b) fiir 0 < 6 < € ist

2mi
|z—Xo|=8

- % Rz dz = E)\O+0 — E)\O

(= Projektor auf den Eigenraum von \y).
10. Zeige, dass Volterra’sche Integraloperatoren (£ 0) nicht symmetrisch sind

(a) direkt,
(b) durch Verwendung von Ubung 8.
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11. A symmetrisch, U := {z € C: R, existiert} (C C offen nach 8.).
Zeige:

V21, 22€U: R, — R,, = (20 — 21)R,, R., (1. Resolventenformel)

12. A= /)\ dFE) symmetrisch, a < b. Zeige:

b
h\I‘I(l)/(R)\_HE - R)\_iﬁ) d\ = 71 [Eb+0 + Eb - Ea+0 - Ea].

(Stonesche Formel)
Der li\lz% bezieht sich dabei auf die starke Topologie von L(H)

(dh. A, - A <= Vo€ H: A, x — Ax).



Kapitel 5

Der Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren

Definition 5.1 Die Menge {F)} cr von Projektoren in H heifit Spektralschar,
wenn

(i) Ex< B, fir A< p
(ii) Ve e H: lim Eyx =0, lim Eyx ==z
A——00 A—00

(iii) (linksseit. Stetigkeit): Ey_g = E), d.h. Vo € H : ll}}r}\ E,x = E\x.

Bemerkung
1. E)_o ist nach Kapitel 4, Lemma 4, definiert.
2. Die Bedingung (ii) aus Kapitel 4, Definition 4.4, wurde offenbar abgeschwiicht.

3. Die Funktionen (E\x,y) sind wieder lokal von beschrénkter Variation, d.h.

d
d(Ezz,y) = a(E,\ac, y) sind Borel-Mafle auf Rj.

4. Es sei N > 0. Hy := R(Ey — E_y) ist ein abgeschlossener Unterraum von
H. Auf Hy ist {E)\|HN =N < )\ < N} eine beschrankte Spektralschar,
denn z € Hy = Enx =z, E_yx = 0.

Definition 5.2 Es sei {E\} eine Spektralschar, f € C(R}), N > 0.
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N
1 Ay = / (N dE, € L(Hy),
N

Ary=Aryo(Ey—E_y) € L(H).

2. D(Ay) == {x € H : supy || Asnz|| < oo},
A D(Af) — H 12— J&im Afna.
—00

Bemerkung Sei y := (Ey — E_y)z; wegen

| As N H2 = (Ayny. Apny) = (As v Arny,y)

:/|f(A)\2d(EAy7y)=/\f(A)\Qd(E%@

ist ||Af7N:c|| monoton wachsend und supy ||Af7N:c|| = Nlim HAny:cH
—00
fir x € H.

Satz 5.1 (iber Spektralscharen)
1. D(Ay) ist ein dichter Untervektorraum von H.
2. Ay ist wohldefiniert, linear und abgeschlossen.
3. Ay = Ay
4. Wenn f beschréankt ist, ist Ay € L(H).

Bewezs.

L ||Apn(z + y)|| < ||Arnz|| + ||Aray|| = D(Ay) ist ein Untervektorraum
von H.
Fir x € Hyy und N > M ist

N

n—1
Apnw = / FO)dExe = lim > f(af”)(E o — E,w)a
N =0 ’ !
M
= / f()\) dE\x = Af7MLU - U Hy C D(Af),

Y M>0
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Nach Definition 5.1, (ii) ist |J Huy C H dicht, denn
M>0
Vee H:x= lim (Ey — E_p)x.
M—o0

2. Essei 0 < M < N.Nach (1) ist Agyo(Ey — E_y) =Apy =

Vo € H :(Apne, Appmx) = (Apne, (Ey — E_y)App)
= (Asn o (By — E_w)z, Ap ) = | Apmz||” =
o € H | (Ans — Aparlel]” = Al + [ Ayare -
—2Re (A Nz, Ap pz) = HAf,NxHQ - ||Af7Mx||2,
d.h. Ay vz ist fiir © € D(Ay) eine C-Folge (vgl. die Bemerkung oben), Ay ist
wohldefiniert.

Die Linearitéat ist klar.
Ay ist abgeschlossen, da nach (3) Ay = A?.

3. (a) Esseien xy,29 € D(Af) = D(A7), N >0, y; = (Ex — E_x)z; € Hy;

in Hy ist A5 y = A7 y =

(Agnas, 22) = (Apxyn, 22) = (Arwyn,92) = (1, A7 wie)
= (y1, A7 yT2) = (71, A7 yT2)
— (Af(L’l,ZL‘Q) = ({L‘l,A?I‘Q).

Somit ist A} D As.

(b) Esseiy € D(A}), 2= (Ey — E_n)y =
Vo e Hy : (2, Ajy) = (Asz,y) = (Exy — E_y)Ap Nz, Y)
= (Ayz,2) = (v, A7z) (nach (a)).
Speziell fir x := Ay yy = Ayz € Hy :
2

| 2 [l
= [[Azwul = llo]| < |479] = sup |47 59| < o

(e Apy) = [lo]|* = o] - [| 47

Somit ist D(A7) D D(A}), d.h. nach (a) Ay = Aj}.

4. Ubung.
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Beispiel 18 (Ortsoperator) H = L*(R"), j=1,...n,

X}\([p);:{l: $j<>\

0: x; > A,

Ey:H — H: g~ x)-g ist eine Spektralschar,
Hy ={g€ H :g(z) =0 fiir |z;] > N},

Ary H— H:g+— f(z;)- (xn — x=n~) - g(x) (nach Beispiel 15, Seite 43).
Es sei speziell f = A = D(Ay) = {g : lim [ x?|g(:c)‘2d:c < oo}
N_>00|xj|§N

Theorem 5.2 H Hilbertraum, A € Lsa(H). Dann existiert genau eine Spektral-

schar F), sodass A = /)\dE,\.

Beweisidee. Mittels B := (A+il)"to (A —il)™' € L(H) N Ls(H) (vgl. Seite 33)

fithrt man den Satz auf den Spektralsatz in Kapitel 4 zuriick.

Definition 5.3

]

1. {E,} sei eine Spektralschar. A = /)\dE,\ heifit Spektraloperator zu {E\}.

2. A:/)\dEA, feCm). f(A) ::/f(A)dEA.

Beispiel 19 A= —il : HO(R)) — L(R!) =
Dann gilt fir t € R: e : H — H: f(z) — f(z +1)

Beweis. Das Diagramm

HO A, 12

7| 7|

2 2 2
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ist kommutativ. ¥ € L(H) und e f = e f = !4 € L(H) und

eitA

H— H

J-—J(Z .Fll
oitE

H— H

ist kommutativ, d.h. e f = F-1(el ) = f(t + ). O

Definition 5.4 A € La(H).

1. o(A):=={2€C: A—z2[: D(A) — H ist bijektivund (A — zI)"' : H —
D(A) C H ist beschrénkt} heit Resolventenmenge.

2. 0(A) :=C)\ o(A) heit Spektrum von A.

3. z € C heifit Figenwert von A <= 30 # z € D(A) mit Az = z - x;
op(A) :={z € C: z Eigenwert von A} heifit Punktspektrum von A.

Bemerkung

1. Aufgrund des Satzes vom abgeschlossenen Graphen ist o(A4) = {z € C :
A — 21 : D(A) — H bijektiv}.

2. Man konnte auch A € Lu(H) in der Definition zulassen, jedoch wére dann
fir A ¢ La immer o(A) = C.
Beispiel 20

1. A =Volterra’scher Integraloperator = o(A) = {0}.
o(A) C {0} folgt aus Satz 2.3, Seite 20.
0 € 0(A): Annahme: 3B € L(H) mit AB =1

Ve f(x) = / K(x,4)Bf(y) dy
— VfeH:fist ste%cig = ;.

2. (vgl Ubung 7, Seite 35) H = L?((0,1)), A; : HY((0,1)) — H :
fr—if’, o(4)) = 0,(A)) = C, da Aje ™ = \e™,
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Jedoch fiir AQ = Al’{fE’H(l)((O,l)):f(O):O} ist U(AQ) = @, da fiir A e C B/\ :

H— D(Ay):g+— —i/e_i’\(x_s)g(s) ds erfiillt:
0

xT

Ba(Ay — AD)f = /e—ik(:c—s)[f/(s) S (s)] ds = e £(s)

T

0

0
= f(x) und

d o
(Ay — M)Byg = (id— - )\) {—i/e_lA($_s)g(s) ds} = g(x).
x
0
Offenbar hiangt das Spektrum stark vom Definitionsgebiet des Operators ab!

Satz 5.3 (iber das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren)

Es sei A € Lsa(H) und {E,} die Spektralschar zu A.

1. (Weyl’sches Kriterium)
o(A) ={z € R: 3z, € D(A) mit ||z,|| =1 und (4 - zI)z, — 0}

2. 0(A)={z€R:Ve>0:FE. #FE, .}
3. 0p(A) ={z €R: E, ;o # E.} und fiir z € oy, ist R(E,+o— E.) der Eigenraum

zum Figenwert z.

4. Tnsbesondere: () # o(A) C R abgeschlossen.

Beweis.
(a) o(A) C R folgt aus Lemma 3 auf Seite 32.
(b) (vgl. Kapitel 4, Ubung 8, Seite 52) Es sei z € R und E.,. = E,_, fiir ein
e>0=dE,=0fir |\—z|<e= B:= /ﬁ dFE) ist wohldefiniert.

A
(Genauer: B = /MdE,\ mit p € ER}), p=0fir A—z <§, =1

A—z
fir |\ — z| > ¢)
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A
Da ;\0(_) beschriinkt ist, ist B € L(H); A, :== A— zI. Auf Hy gilt A,|y, o
—z
BlHN = B\HN o Az!HN = I’y nach Kapitel 4

—=Vr € D(A), Yy e H :
(A,z, By) = A}l_tgo (AZ(EN — E_N)z, B(Exy — E_N)y)
:]\}l_rfloo((EN - E—N)$7y) = (1’,?/)

=By € D(A) = D(A) und A,By = A.By =y.

Ebenso zeigt man B o A, = I|p(a), d.h. z € p(4).
Somit gilt: 0(A) C My :={z€R:Ve>0:FE,,. # FE,_.}.

(c) Esseize My, v, € R(E, 1 — EZ_%), ||| =1

z+%
— [[(A - z[)mnH2 = / A — 2|2 d(Ezap, 1) < % — 0 fiir n — oo.

z—
n

Somit gilt:

My C My :={z € R: 3z, € D(A) mit ||z,|| =1 und (A — zI)z,, — 0}.

(d) Es sei z € My. Annahme: (A —z2I)™' =: Be L(H) =
xn,=B(A—zDz, 0= 4 zu Han = 1.
Somit ist My C 0(A). Damit sind (1) und (2) gezeigt. (4) folgt aus (2).

(e) Der Beweis von (3) verlduft analog zu Kapitel 4, Ubung 7, Seite 52.

Definition 5.5 A = /)\dE,\ € Lsa(H).

1. 04 = Ogiskret(A) := {2z € 0(A) : e > 0 : dim(R(EZJrE — Ez_e)) < 0o} heifit
diskretes Spektrum von A.

2. 0, := 0 \ 0q heift essentielles Spektrum von A.

3. Aist ein Operator mit reinem Punktspektrum <= o, = ().

Bemerkung Offenbar ist z € 04 <
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(1) Ez 7& Ez-i—O
(i) dim(R(E.1o — E.)) < 00

(i) 3 >0: E,_. = E., E.;. = E..o (vgl. auch Kapitel 4, Ubung 9, Seite 52).
Insbesondere ist oq C 0.

Beispiel 21 H = L*(R"), A: HOR") — H : f — —Af.
Dann gilt: A € Lsa, 0(A) = 0.(4) = [0,00), 04 = 0, = 0.

Beweis.
1. Acls: f,geH?, g,€D,g, = gin H® =

n—oo

2. A € Lsa: Nach Seite 26 ist A— A\ : H® — H bijektiv <= X ¢ [0, 00). Nach
dem Satz 3.4, Seite 33, (1)(b) ist A € Lsa. AuBerdem ist o(A4) = [0, 00) (vgl.
Bem. 1., Seite 58).

3. Da A — AI immer injektiv ist, ist ) = 0,(A) = 04(A).

h2
Beispiel 22 Der Hamiltonoperator des freien Teilchens im R"™ ist H = —2—A
m

(siche unten). Fiir f € H = L*(R") gibt e /" f den Zustand des Teilchens zur
Zeit t an, wenn es fiir t = 0 im Zustand f ist (vgl Axiom 4, Seite iii).
Dann gilt fiir £ > 0:

B:=ec M. g H.

1 1 m n/2 ilm(z—y)? —nm
f s lim (in H) (%> . / F(y)e (a2 /@m=nma) 4
ly|l<N

(B muss beschrinkt sein, da e A" beschrinkt ist!)
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Bewezs. '
flz ]—'l?
L% —ith|z|?/(2m) H
kommutiert —
eithA/(2m)
H — H
7| 7|

o—ithr?/(2m)

H —
kommutiert =

Githa/C2m) £ 1 <e—ithr2/(2m)f(x)> - -1 (e—ithr2/(2m)> s

F-l <e—ithr2/(2m)> _ <2ZZ >"/2 oi(ma?/(2th)—nm/a)
T

Bei der Gleichung ® habe ich allerdings ein bisschen gemogelt, schlieilich ist die
Formel F(S « T) = S - T nicht fiir beliebige S,T7 € S’ sinnvoll! Eine exakte

Begriindung wére:
1: |z| <N
Xn(z) =

0: sonst,

f XN — f in H — efithrz/(Qm)f/i(TV N efithrz/(Qm)fin H

— eithA/(Qm)f _ ffl(efithr2/(2m)jc\) — ]\}I_ISXK in H)f*l(e*ithﬂ/(zm)f/x\]v) =
= A}im (in H)]-"’l(e’ith’"Q/(Zm)) x fxn, da fxn € &
—00

]

Bemerkung F,!(Y(t)e #"*/2™) ist eine Fundamentallssung des Schrodinger-
operators 0; + iH/h = 0, — ihA/2m des freien Teilchens (iibrigens die einzige
in & mit Tréger in {t > 0}) und B gibt gerade die Losung des entsprechenden
Anfangswertproblems (mit Anfangswerten in L?).

Beispiel 23 —oco < a <b < oo, H = L*((a,b)). Dann gilt:

1. H®((a,b)) = C*([a, b]) ist wohldefiniert und stetig, C*([a, b]) C H* ((a,b))
ist dicht.
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2. A {f e HD((a,)) : f(a) = f(b) =0} — H : f — —f" ist selbstadjun-
giert.

2,,2

3. A besitzt reines Punktspektrum, o4 = {% n=12,.. }
—a

2,2

T ) (x—a
b= ay? 1stC-sm<b_&mr).

4. Der Eigenraum zu

Bewezs.

1. (vgl. 2.4.1, Ubung 4 auf Seite 26)

feHY ((a,b)) = f' € HC L*((a,b)) =
g(z) = /f’(t) dt € C([a,b]) und ¢' = f' =

f=g+ceC([ab]).
Nach dem Graphensatz ist H® ((a, b)) < C([a,b]) auch stetig.
Fir f € W ((a,b)) sei

f(b): b<x<2b—a
filx) =< f(x): a<x<b
fla): 2a—b<z<a

2a-b a b 2b-a

— f1 € HY((2a—b,2b—a)); ¢ € D(R'), p=1auf[a—e,b+e], =0
auf (—oo,a — 2¢],[b+2¢,00), 0 <e< 2 = of; € HO(R'). DaD Cc HW
dicht ist, folgt nun C*([a,b]) C HW((a,b)) dicht.

Ebenso folgt, dass C*([a,b]) € H¥((a,b)) dicht ist.
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2. A ist symmetrisch:

f.9°€ D(A)NC=(ja,b]) = (Af.g) = - / frgda

=(=f5+f7)
=0

b
a

b
/ 77 dz = (1, Ag).

Die Behauptung folgt aus der Dichtheit von C*([a,b]) in H?((a,b)).
A ist selbstadjungiert:
Ich zeige R(A — M) = H fiir A € C\ R.

gx): a<x<b

Seig € H, g(x) := { 0: sonst

— g € L*R!) = 3f € HP(RY) mit TN =7 (vgl. Bsp. 21),
b= flay € HP((a,b)); es sei p € C mit p? = X = e € HP((a,b))

und — ()" — \eFH® = 0 in (a,b); f := h — ae® — Be ™ derart, dass
f(a) = f(b) = 0. Das geht immer, denn

eiau e—ia,u o
det < ol by ) = 2isin(a —b)u # 0, da pu ¢ R.

Dann ist f € D(A) und (A—X)f =g.

3.u. 4. (a) Essei f, := ﬁ-sin(zz_amr), n=12,....
—a
m2n?
Offenbar ist f,, € D(A) und Af,, = A\ fn, An = b—ar
—a

(b) Die f, bilden eine ON-Basis in H:
(fn, fm) = Opm: nachrechnen
{fn} vollstandig: Sei f € H,

= f(z): a<z<b
f(x)'_{—f(x—b): b<x<2b—a

Die Fourierreihe von f am Intervall [a, 2b — a] ist

= nJn dn : ) n;dn (C;
f ;cf +; COS(b—a nﬂ) c €
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fvungerade bzgl. b = d, = 0= f = > c,fn in LQ((a, b)) (Diese
n=1
Reihe heifit Fouriersinusreihe von f).

(c) Ich zeige nun: o(A) C {\, :n=1,2,...}.
Esseige H, Ae R\ {\,:n=1,2,...}, ¢, := (9, fn)

A — A
h:=> c,fn € H.
n=1
In D'((a,b)) gilt: =h" == > cofl = > cadnfan-
n=1 n=1

Wegen i lcaAn|? < const - > ‘(g7 fn)‘2 = const HgH2 ist > cpAnfu €
n=1

L*((a,b)), d.h. h € H®((a,b)) und —h" — Ah = g. Wie oben sei p? =
A, p € C = sin(a — b)u # 0 = wir kénnen wieder f € D(A) mit
(A= A)f = g finden. Somit ist R(A —\X) = H = N(A—-\) =
0= A— X\ :D(A) — H bijektiv = X ¢ o(A).

(d) Aus (a), (c) folgt offenbar o(A) = o,(A) = {\, : n = 1,2,...}. Der
Beweis in (c) zeigt auch, dass R(A — N\, 1) D {f € H : (f, f.) =0} =
(C- fu)*. Daher ist N(A — \,I) C (Cf,)**+ = C- f, = Behauptung
4.

]

Bemerkung Nach dem Satz iiber das Spektrum (Satz 5.3, Seite 59) ist die Spek-
tralschar von A : Exf = > (f, fu) - fa-

An<A

Insbesondere: D(A) = {f € H : i )\i}(f,fn)‘2 < oo} und Af = /)\dE)\f =
n=1

ST(F, fa) - Aufa fitr f € D(A).

n=1

5.1 Ubungen

1. Es sei A € Lsa. Zeige:

(a) A€ L(H) <= 0(A) beschriankt
(b) f € C(R) beschrankt = f(A) € L(H)

2. A € Lsa habe reines Punktspektrum, dim H = oco. Zeige:
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(a) A¢ L(H)
(b) A hat abzdhlbar viele Eigenwerte. Sie seien (unter Beriicksichtigung
der Vielfachheit) Ay, Ao, ... mit [A;] < [Ao| < ..., x; seien zugehorige

orthonormierte Eigenvektoren. Dann gilt:
() lim || = oo
j—o00
(d) {x;} ist eine ONB
(e) D(A) = {z € H: Y N2|(z,2;)|" < o0}
(f) Az = > A\j(z,z;) - x; fir € D(A).
=1

j

3. (vgl. Bsp. 23, Seite 62) Es sei A € Lsa, {f,} eine ONB von Eigenvektoren
von A, Af, = Ao fn, |An]| — 00. Zeige: A hat reines Punktspektrum.

4. A e Ls(H). Zeige:

(a) A ist wesentlich selbstadjungiert <= N(A* —il) = N(A*+1il) =0
(b) A besitzt eine ONB von Eigenvektoren = A wesentlich selbstadjun-
giert
5. Essei a < b, H=L*((a,b)),
B:{feHP((a,0): f'(a) = f'(b) =0} — H: fr—r —f".
Zeige:

(a) B ist selbstadjungiert
2,2

(b) B besitzt reines Punktspektrum, oq = {ﬁ :n=0,1,2,... }
2,2 _

(¢) Der Eigenraum zu 0 n 2 ist C - cos (Z ¢ mr).
—a —a

6. (vgl. Ubung 7, Seite 35 und Bsp. 22, Seite 61)
A:D((0,1)) — L?: fr—if’
(a) Berechne das Spektrum von A.

(b) Aq, |a| = 1, sei eine der selbstadjungierten Erweiterungen von A. Zeige,
dass A, reines Punktspektrum hat und berechne es.

(c) Was ist A2 = \2(A,)?

7. Esseia<b, A: D((a,b)) — H = LZ((a,b)) . f — —f". Bestimme alle
symmetrischen Erweiterungen von A. Welche davon sind selbstadjungiert?
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8.

10.

11.

12.

Es sei A € Lsa, t € R. Zeige, dass B = e unitér ist, d.h. B € L(H) und
BoB*=B*oB=1.

Es sei A wie in Bsp. 23, Seite 62. Wie sieht das Spektrum von f(A) aus fiir

(a) f=¢
(b) f=sin(cA), ce R ?

A sei wie in Bsp. 21, Seite 61. Berechne VA.

A € Lsa sei ein Operator mit reinem Punktspektrum, f, eine ONB aus
Eigenvektoren, Af, = A\ fn, |A1] < [A2| < ... — o0. Es sei n € N. Zeige:

: 2 2

@) nt{AS /S 20 # 7 € DAY wnd (1) = .. = (o fur) = 0} =
)\2

(b) Das inf ist ein min und wird angenommen fiir alle Eigenvektoren zum
Eigenwert \,, die senkrecht zu {f1,..., f,_1} sind.

(Wirtingersche Ungleichung) Es sei a < b.
b b
(a) Berechne min{f ‘f’(m)fdx/f ’f(m)|2dx 10 feHD((a,0)),

[1de =0, f(a) = 10}

(b) Fiir welche f wird das Minimum angenommen?



Kapitel 6

Das freie Teilchen in der
nichtrelativistischen QM

D.J. Blochinzew Grundlagen der Quantenmechanik
L.D. Landau, E.M. Lifschitz Quantentheorie

M. Wagner FElemente der Theoretischen Physik 1

In der klassischen Mechanik arbeitet man unter folgender

Hypothese 1

Ort und Geschwindigkeit eines Massenpunktes konnen gleichzeitig beliebig genau
gemessen bzw. vorgegeben werden. Untersucht wird dann die Trajektorie z(t) des
Massenpunkts. Eine Moglichkeit der Bestimmung von x und & wére die sténdige,
genaue Messung von z(t) und Differentiation:

z(t) = lim Tzt + 1) — x(t)).

Bei mikroskopischen Objekten (z.B. Elektron) ist jedoch eine Messung ohne Beein-
flussung des Messobjektes nicht moglich. D.h. z(t+7) hingt auch von der Messung
von z(t) ab und je genauer diese ist, umso mehr — der obige Limes wird sinnlos.
Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1. Die Trajektorie z(t) ist eine “existente” aber leider nicht feststellbare Grofe.
2. Der Begriff der Trajektorie ist der physikalischen Wirklichkeit nicht adédquat.

Im Sinne von E. Mach (“Was nicht gemessen werden kann, darf in eine physikalische
Theorie nicht eingehen.”) halten wir uns an 2. und machen die neue Hypothese
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Hypothese 2

1. Der Zustand eines Teilchens zu einem festen Zeitpunkt wird durch jeweils
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Ort bzw. Impuls beschrieben (d.h. Bo-
relmaBe fior; > 0, firmp > 0 mit [ dpor = [ dptmp = 1).

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Gebiet U aufhilt, ist also

[ dprore und analog fiir den Impuls.
U

2. Wenn die beiden Daten poy(t), pump(t) filr ¢t = ¢, gegeben sind, so sind sie
dadurch fiir ¢ > t; eindeutig bestimmt.

Bemerkung

1. Offenbar ist nicht jede beliebige Vorgabe von fioyt, ftimp pPhysikalisch sinnvoll,
sonst konnten wir beide als Punktmafie nehmen und kdmen auf die klassische
Mechanik zurtick.

2. Die Idee, dass wir genau Ort und Geschwindigkeit (nicht aber Beschleuni-
gung, etc.) vorgeben, stammt von Newton.

3. Die Mafle pio,¢ und firm, konnen experimentell gemessen werden, indem man
eine grofle Anzahl von Teilchen im selben Zustand betrachtet.

Wir untersuchen nun zunéchst das freie Teilchen im R3.
Um der Bemerkung 1 gerecht zu werden, schréinken wir die gleichzeitige Vorgabe
VON [LOxt, imp fOlgendermaflen ein:

(1) HOrt, ,U/Imp S Li(Rg)

(ii)) 7 := /xd,uom(x) und p := /pdmmp(p) sollen existieren.

R3 R3

(i) hz < / Iz — 72 dpton () - / I(p — )2 djinmy (p) < 00, wobei

[ € R¥* ~ R3, Hl” =1, h~10"*ergsec.

Formel (iii) ist die sogenannte Heisenberg’sche Unschérferelation. Sie besagt, dass
das Produkt der Varianzen von Ort bzw. Impuls (in Richtung /) nicht beliebig klein
gemacht werden kann. Ansonsten kdimen wir in irgendeiner Form doch wieder zur
Lokalisierbarkeitshypothese der klassischen Mechanik zuriick. A konnte man z.B.
als grofite Konstante definieren, sodass (iii) noch erfiillt ist.
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Die naheliegendste Moglichkeit der Zusammenfassung der Mafle po, und pigmp
wiire die Vorgabe eines Mafies v auf RS | sodass pion(B) = [ dv und pimp(B) =

3
BXRP

z,p’

[ dv fiir eine Borelmenge B (z.B. v = fiort ® fitmp)-
R2xB
Die Vorgabe so eines v wiirde jedoch der Moglichkeit 1 auf Seite 68 entsprechen.
Das Messobjekt wiirde sich dann wieder auf einer Trajektorie bewegen, wobei der
Raum aller Trajektorien mit einem gewissen Wahrscheinlichkeitsmafl versehen ist.
Prinzipiell unbestimmbare Beobachtungsgrofien (i.e. Trajektorien) gehen in dieses
Modell ein, das wir daher verwerfen.
Wir betrachten nun folgendes Modell:

®: LAR\0 —> L1 (R%) x LL(R3)
f s (17@) R, @nm) | f /M) = (o, ptap)

H
[l

Wenn wir f € HM N L2\ 0 wihlen, so erfiillt ®(f) (i), (ii) und (iii). (Den Be-
weis von (iii) fithre ich spéter etwas allgemeiner ) Wir erhalten so aber nicht alle
(fors ,ulmp) mit (1)—(iii) und wenn f € L2\ (HWNL2), so gilt nur [1(x)? duow(x)-
[ 1(p)? dptimp(p) = oo statt (iil). Dennoch verwenden wir nun dieses Modell, ein
Zustand (des freien Teilchens im R?) wird im Folgenden durch ein f € L? (R3)\ 0
reprasentiert. f und cf, ¢ € C*, stellen dabei denselben Zustand dar.

Nun zur Zeitentwicklung. port, fiimp, f héngen jetzt von der Zeit ¢t ab. Nach Hy-
pothese 2, 2. ist p...(t) fiir t > to durch die beiden u(ty) festgelegt. Das entspre-
chende nehmen wir von f an. Dies wird in der Quantenmechanik durch folgende
Hypothese weiter prézisiert:

Hypothese 3

1. Es existiert eine Operatorgruppe von unitéiren Operatoren
{A;: 7 € R} C L(L*(R?)), (d.h.

An oAy = Apen, Ag=1, A* = A),
sodass fiir ¢,ty € R gilt: f(t) = Ai—y, f(t0).
2. Es existiert H € Lsa : A, = ¢ /" mit h wie oben.

3. H ist ein Differentialoperator.



6.0 Das freie Teilchen in der nichtrelativistischen QM 71

Bemerkung

1. Nach einem Theorem von Stone kann die Existenz von H € Lsa bereits aus
der starken Stetigkeit von A, (d.h. Vo € H = L*([R?) : Vrp : lim A,z =

T—T0

A, ) gefolgert werden.

2. Nach einem Theorem von v.Neumann geniigt fiir die starke Stetigkeit der
A, die Messbarkeit von 7 — (A, z,y) fiir alle x,y € H, falls H separabel
ist.

3. Zu c): Wiirde in unserer Theorie das Prinzip endlicher Wirkungsausbreitung
gelten, so wire

suppf(€) C suppf(0) + {z : [z < c- €}

— suppH [ = supp li\I“% e ! [f(e) — f(())} C suppf(0)
= H ist "lokal”
—> H ist ein Differentialoperator.

4. Die eigentlich einschneidende Forderung in Hypothese 7 ist die Linearitdt
der A,. [Die entsprechende Abbildung (rox(to), ftimp(to)) > Hore(t) ist
sicher nichtlinear. (Ihre genaue Gestalt ist mir iibrigens unbekannt.)] Dies
nennen die Physiker Superpositionsprinzip. In Kap. 7 werde ich ndher darauf
eingehen.

Weitere Untersuchung: Aufgrund der Homogenitit des Raumes R? ist H ein Dif-
ferentialoperator mit konstanten Koeffizienten. D.h. 3P Polynom im R?® mit

H|pgs) : DR®) — D(R®) 1 fr— P(O)f.

R3) -
Da H € Lsa, muss P reelle Koeffizienten haben. Aufgrund der Isotropie des R?

ist P rotationssymmetrisch, d.h. P = Q(r?), @ Polynom im R!. Als einfachste
2

Moglichkeit erhalten wir so H = aA+(3, «, 8 € R. Wir wihlen a = —zh—mund setzen
= 0. (0 geht in die Physik nicht ein, betrachte port, fmp!)

[l ist durch die Forderung (iii) auf Seite 69 bestimmt. Die Einfiihrung von A in H
und Hyp. 3, 2. erfolgt zu dem Zweck, dem Operator H die Bedeutung der Energie
zu geben (siche Kap. 7), sowie im Grenzfall m — oo die klassische Mechanik zu
liefern.] In Beispiel 22, Seite 61, wurde dafiir A, bestimmt.
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Beispiel 24 Gauf}’sche Orts- und Impulsunschérfe.
a) Zunichst einige Formeln im R3? fiir Rea > 0, [ € R3, HZH =1
3/2
/e_’””2 dr = (E) ;
a
R3
— 3/2
e—az? — Z epr/(lla)
a )
2 10| /m\** 1 /7\*?
—ax l 2 d - _ - = s N e ]
/e (@) dz 3 da (a) 2a(a>
R3
b) Es sei fy := (2n0?) 3/4e=#*/Uo)+ike ¢ [2(R3) mit o > 0,k € R3.
Daraus folgt:
1foll =1,
NOrt(O) — (271_0_2)73/267902/(202)’
2
3l (P
/’lep(()) = (27Th) fO <i_i) )
fO _ (87T0_2)3/4e—02(p—k)2
7Th2 _3/2 _20.2 B—k’ 2
—_— ,U/Imp(t = 0) = <T‘.2) e (ﬁ ) .
T(t=0)=0, p=hk, Varl(z)=oc"firleR’ |I]|=1
(entsprechend (iii), Seite 69 ist Varl(z) := /l(a: —7)? dpon(2)),
h2
Varl(p) = —
2
Varl(x) - Varl(p) = T minimale Unschérfe!
¢) Nun zur Dynamik: Nach Bsp. 22 gilt
-~ 22 37w

2thm

oy g M 3/ i(ma2/(2th)~3m/a) | o2 (T
= (210 ) e e
(2 ) —ax k

3/2 PG
F(t) = (2m02) 3/ (i) /e—y2(1/(452)—im/(2m))—iy(%—k) dy_ei(

ohr th

MoRT 4

)
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- (2#02)*3/4 (%) _ ei(m%—%) _ e—(ﬁ—k)2/(4a)

: th -3/ thk\? m?o?
_ 2\—3/4 —3rwi/4 s _ _ - .
(2mo™) ™ e <2m02 1) P (x m ) t2h% + 4m2o*

| ma? thk\ > 2m3ot
cexpi —z— — . )
P 2th m t3h3 + dm2o4th

(Kleine Kontrolle: t — 0 ergibt f;.)
2m?o

(t) = : exp|—|x — thk 2 i
HortAP) = m(t2h? 4 4m?2o*) P m t2h% + Am?ot |’

d.h. die Ortsunscharfe bleibt Gaufl-verteilt mit 2p2
_ t t _ t
z(t) = - kh = - -p(0) und Varl(z) =02+ ey

Nach Ubung 1 ist frmp(t) = prmp(0).

N|w

d) Ergebnis: Das Zentrum des ”Wellenpaketes” bewegt sich nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik s = ¢ - v, die Ortsunschérfe vergréfert sich fiir
t — 4o00. Die Unschérferelation (iii) auf Seite 69 gibt also nur eine untere
Grenze, die im Allgemeinen nicht angenommen wird.

<0 >0

Bemerkung Das Auseinanderlaufen des Paketes fiir ¢ — 400 ist ein typisch
parabolischer Effekt und tritt bei Verwendung hyperbolischer Gleichungen (rela-
tivistische Theorie) nicht auf. Wesentlich und auch exakt giiltig ist die Gleichung

t_
_p'
m



6.1 Ubungen 74

Nun noch kurz zur Operatortheorie in der Quantenmechanik.
Es sei H = L*(R?), 2; € Lsa(H) wie in Kap. 3. Dann gilt fiir ein Teilchen im
Zustand f € D(&;) mit ||f|| = 1:

Ty = ([, ),

d.h. der Mittelwert der Ortsmessungen (in z;-Richtung) ist durch die zu z; gehorige
Sesquilinearform gegeben.
Ebenso ergibt sich, wenn f € D(—i0;):

2

AP

()
= —ih(2m) (0, f. f) = (=1hd; £, f).

d.h. Impulsmessungen entsprechen der Auswertung der —iAV entsprechenden Ses-

quilinearform. Der Zusammenhang zwischen diesen Beobachtungsgréffen und ihren

Operatoren ist jedoch noch viel enger:

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Messwert von z; im Intervall [a, b] ist nach Hy-
pothese 2

p; = (2wh) 3 /pj dp = h(27r)_3/uj{f(u)|2du

2

)

/ dpor = / |f(2)|"dx = ||(By — Ed) f

a<z;<b a<z;<b

wobei E) die Spektralschar von #; ist. Analog fiir den Impuls.

6.1 Ubungen

1. Zeige, dass fiir das freie Teilchen jiry,, von der Zeit unabhéngig ist.

2. Bs seien jug,, fip =: Himp die Wahrscheinlichkeitsmafe eines freien Teilchens
(der Masse m) im R?® zur Zeit ¢, k € R3.

thk
(a) Zeige: pb, (33 - , Wimp(p — hk) sind die Wahrscheinlichkeitsmafe

eines anderen Teilchens.

(b) Vergleiche dies mit der Galilei-Invarianz der klassischen Mechanik!

3. Untersuche, ob fiir ® auf Seite 70 gilt:
O(f)=P(g) <= f=cg, ceC.

(Ich weifl die Antwort nicht.)
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4. Esseifir f € D(—=A)=HP(R?*) mit |f||=1:

> p?e= /Zzﬁ - dptrp ()

1 == —
(0) Zeige: oS0 = (WS, ) =T
h2
(b) Begriinde die Wahl des Faktors in H = —2—A durch Vergleich mit der

m
klassischen Formel fiir die Energie eines freien Teilchens.

(c) Berechne H fiir das Beispiel zur Gauf8’schen Orts- und Impulsunschérfe,
Seite 72, und interpretiere die beiden Terme.

— 1
(d) Warum gilt nicht H = . > P77

t
5. Zeige, dass T;(t) = 7;(0) + —p, fiir f € D(&;) N D(—ihd;) C L*(R?) gilt.
m



Kapitel 7

Die Axiomatik der
Quantenmechanik

W. Heisenberg Physikalische Prinzipien der Quantentheorie
J. v. Neumann Die mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik

G. Ludwig Deutung des Begriffs “physikalische Theorie” etc., Lect. Notes in Phys.
Es sei ein quantenmechanisches System gegeben, Z sei die Menge seiner Zustidnde
zu einem festen Zeitpunkt. Eine (beschrénkte) Observable ist eine beschrinkte

Abbildung f : Z — R, die durch ein Experiment realisiert werden kann. Das soll
heiflen, es existiert eine Messapparatur V;, sodass fiir z € Z :

f(z) = Mittelwert der Messwerte von V; im Zustand z.

(In der gewohnlichen Mechanik hingegen ist die Mittelwertbildung iiberfliissig,
tiberdies erhélt man jede beschriankte Abbildung f: Z — R als Observable.)

M := Menge der Observablen.

Klarerweise fordern wir: Vz; # 2o € Z : 3f € M : f(z1) # f(22). Weiters setzen
wir voraus, dass fiir eine Abbildung A : R! — R!, h € £, und f € M durch

ho f(z) :== Mittelwert der Werte von h o Vy im Zustand z

wieder eine Observable definiert wird, d.h. ho f € M.

Vorsicht: ko f(z) # h(f(z)) (vgl auch Ubung 4, S. 75). h o f soll iiberdies un-
abhéngig vom gewéhlten V; sein.
My C M sei die Menge der Observablen, die durch eine Messapparatur mit nur 2
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Ausgéngen 0 und 1 entstehen. Es geniigt, M; zu betrachten, denn fiir f € M ist
fir A € R

gx(z) := Wahrscheinlichkeit, dass V; € (—o0, \)
= X(-oon O [ €M

und f(z) = /)\dg)\(z).

Ebenso erhalten wir fiir h € C, h: R' — R : ho f(z) = /h()\) dgx(2).

Diese Formeln kommen uns aus Kapitel 4 und 5 sehr bekannt vor!
Wir fordern nun:

Axiom
1. My — 27 f— f71(0) ist injektiv.

2.VzeZ:3f e My : f710) = {z}
(nach 1) ist f durch z auch eindeutig bestimmt).

Interpretation 1. Die Kenntnis der Zustdnde, in denen V; mit Sicherheit 0 ergibt,
geniigt um f zu bestimmen. 2. Fiir jeden Zustand existiert eine Observable in M,

die nur in diesem Zustand 0 ist.
Auch in der klassischen Mechanik gelten 1. und 2., die Abbildung in 1. ist dort
sogar bijektiv.

Wenn man noch geniigend weitere Axiome aufstellt, so gelangt man zum folgenden

Modell

Es gibt einen separablen Hilbertraum H, sodass
1. Z= {V<H:dimcV =1},

2.¢: LIH)NLs(H) — M : A+— <z =C.z2+— (Ax,:p)/Ha:H2> ist ein

Vektorraumisomorphismus,
3. Vh e C(R' — RY) : ¢p(h(A)) = hoyp(A),
4. Y(Ey) = g\ wenn {E)} Spektralschar zu A, g, wie oben zu f = ¢(A).
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Bemerkung

1. Die physikalisch relevanten Strukturen in H konnen iibrigens invariant defi-
niert werden:

(1) ARKY S Z - 21 + RZ9 = ﬂ{fﬁl(()) : f S M17f<zi) = O}
(ii) 21 = Cxy, 29 = Cag € Z = [21, 29] := cos® {21, 20}
2
= |(w1, 22) |/l [Pllz2ll? = (Paya, 22)/||22]* = f(22),
wobei P,,:=Projektion auf 2y = Czy und 1— f € M; zu 2; wie in Axiom
2) ist.

2. Die Tatsache, dass M ein Vektorraum ist, ist keineswegs selbstverstind-
lich, denn gleichzeitige Messungen verschiedener Gréfien sind im Allgemeinen
nicht moglich.

3. Aus 4. erhalten wir:
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Messapparatur im Zustand z = Cx einen
Wert im Intervall [a,b) liefert = g,(2) — ga(2) = ¢¥(Ey — E,)(Cz) = ||(E, —
Ea)xH2 / HxH2 (Man iiberpriife, dass dies ein Wahrscheinlichkeitsmaf defi-
niert!)
Speziell: Falls = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, so liefert die
Messapparatur im Zustand Cx mit Sicherheit den Wert \.

Wir erweitern nun den Raum der Observablen etwas, indem wir auch unbeschrénk-
te sa. Operatoren zulassen. So wie fiir beschrinkte Operatoren interpretieren wir

E,—FE,))x 2Nz||? als Wahrscheinlichkeit, dass eine A = [ AdFE) entsprechende
[(Bx=Ez|/

Messapparatur einen Messwert im Intervall [\, p) ergibt, A < p. (Streng genommen
gibt es natiirlich keine Messapparatur, die beliebig grofle Werte anzeigen kénnte.)
Der Mittelwert (Azx, x)/ HmHz existiert nun allerdings nur mehr fiir x € D(A).
Damit sind wir zu den Axiomen 1-3 der Einleitung gelangt.

Nun zur Zeitentwicklung. Wir betrachten ein abgeschlossenes System und nehmen
an (siehe auch Kapitel 6), dass der Zustand z(t) zur Zeit ¢ durch z(0) eindeutig
bestimmt ist.

Dann erhalten wir eine Abbildung

ar: Z — Z ¢ z2(0) — z(t).

Bekanntlich entspricht die Invarianz der physikalischen Gesetze unter Zeittransla-
tionen dem Energieerhaltungssatz. Wir fordern daher die Invarianz des “inneren
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Produkts” [z, zo] unter a;, d.h. [a;z1, a;2e] = [21, 22].

Nach einem Satz von E. Wigner (1939) existiert dann A; : H — H unitér oder
antiunitér, sodass a;(Czx) = C - Ax.

Als néchstes beweist man, dass (unter geeigneten Voraussetzungen) A; als stetig
abhéngig von t angenommen werden kann. Wegen Ag = [ folgt dann, dass A; im-
mer unitér ist. Dann zeigt man auch noch, dass sich die Identitét a;, o ay, = a¢, 44,
“liften” lésst, d.h. A;, o Ay, = Ay 44, bei geeigneter Wahl von A; (Theorem von
Bargmann, 1954). Unter Verwendung des Stone’schen Satzes (vgl. Bem. 1, S. 71)
gelangt man nun zur Darstellung A, = e /" H ¢ Lsa(H).

Damit erhalten wir Axiom 4, S. (iii). Die Interpretation von H als Energieoperator
werden wir allerdings erst spéter begriinden.

Definition 7.1 2z € Z heillt stationdrer Zustand: <=Vt e R: a;z = z.

Satz 7.1 )
Es sei z = Cx, x € H \ {0}. Aquivalent:

(i) z stationdr

(ii) = € D(H) und x ist ein Eigenvektor von H.

Beweis. (ii) = (i): Es sei E) die Spektralschar von H, © € R(E),+0 — E),) (d.h
Ho = M\x), y € H.  (e7 ¥y y) = /eit’\/h d(Exz,y);

T A> N
AL ,\( Ao+0 ,\O)I {0 COA< A
A A
— (E\z,y) = (2,9) 0
0: A< Ao
— (e_itH/hI, y) _ e_iw\O/h(:}j, y)
it/ =itho/hy,
= @z = z.
()= (ii): Es sei a;z = z, Vt € R, z = Cu, ‘SL’H =1

=Vt € R:3o(t) € Cmit |o(t)] =1: A = o(t)z; da Ay, 0 Ay, = Ay, ist
auch o(t1)o(ty) = oty + t2),
d.h. 0 : R — S' C C ist ein Gruppenhomomorphismus.
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o ist stetig:

N
lo(t) —o(0)]" = (A - De|* = lim /]e-iﬂ/ﬁ—1|2d(EAmN,xN)
-N

N—oo
(mit zy = (Exy — E_n)x)
= / ‘e_it’\/h - I‘Qd(EAx,x) —0 fir t—0
nach dem Satz von Lebesgue.

Daher ist o ein Charakter von R = I\g € R: o(t) = e /%,
Wir zeigen nun: x ist ein Eigenvektor von H zum Eigenwert \q. Fiir ¢t € R gilt:

0= H(At - 0(t))x”2 = 70 !e’it)‘/h - e’it)‘o/h}Zd(EAx,x).

Es sei \; # Ag = 3t so, dass |e /" — e710/h| >
=  Je>0:¥YA mit |[A— )| <e: |e*it)‘1/h—e*it)‘°/h} >0
—  VoeD((M—eXl+e)): /gp()\) d(Exz,z) =0
— A1 € supp i(E}\x,x).
dA

d
Somit: supp a(E,\:U,ac) C {\o}, dh. z = E\ 1oz, Exyv = 0 =2 € Hy C D(H)
fir N > |\o| und Hz = Aoz. O

Bemerkung

1. Wenn z = C - z stationér ist, so folgt aus dem Beweis, dass A,z = e #o/ig
mit Hx = A\gz. Dies bedeutet, dass die “Phase” von x mit der Kreisfrequenz
Ao/h schwingt. Fiir Lichtquanten (=Photonen) gilt nach Einstein:

Energie = h - Kreisfrequenz.

Unter Zugrundelegung derselben Beziehung fiir beliebige quantenmechani-
sche Systeme (de Broglie, 1924) erhalten wir:

Ao = (Hz, x)/Hz”2 = Messwert von H im Zustand z = Energie
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Daher interpretiert man H als den der Energie entsprechenden Operator.
Ubrigens ist H, ebenso wie die Energie, nur bis auf einen reellen Summanden
eindeutig:

H=H+c ceR = A=cl4 — d=a,.

2. Die “Schwingung” ist im stationéren Zustand z natiirlich nicht physikalisch
messbar, da a;z = z. Wenn jedoch z; = Cuz; Eigenvektoren von H zum
Eigenwert \; sind, so ist fiir Cx = z C 21 + 29, d.h. © = 121 + co2o:

az=C- Az =C- (e_‘t’\l/hclxl + e_lt)\Q/hCQ.flfg)

und das ist periodisch mit Periode 27h/(A; — Ao) fiir ¢ # 0, o # 0. Dies ist
physikalisch beobachtbar. Man beachte, dass wieder nur die Differenz zweier
Frequenzen in Erscheinung tritt.

3. Wir erhalten so auch die Moglichkeit einer eleganten experimentellen Verifi-
kation:
Wenn ein quantenmechanisches System vom stationéren Zustand z; in den
stationdren  Zustand 2z, iibergeht, so muss es die Energie
|¥(H)(21) — ¥(H)(22)| aufnehmen bzw. abgeben. (Diese Energie besteht im
Allgemeinen aus elektromagnetischer Strahlung.) Somit kénnen die Differen-
zen der Eigenwerte von H relativ einfach gemessen werden.

Als néichstes behandle ich die Unschérferelation.

A € Ls(H) N L(H) sei eine beschrénkte Observable, f = 1¢(A), V; eine Messap-
paratur zu f. V; gibt in jedem Zustand z ein Wahrscheinlichkeitsmaff auf R' :
[a,0) — gb(2) = ga(2).

(Wir nehmen dabei immer an, dass dieses Wahrscheinlichkeitsmafl nur von f
abhéngt. Dies liegt unserem ganzen Modell und bereits der Definition von h o f
zugrunde!)

Der Erwartungswert dieses Wahrscheinlichkeitsmafles ist:

/)\dg)\(z) = f(z) = (Ax,x)/HxHQ = Az, 2=C-u.

Die Varianz dieses (Riemann-Stieltjes-)MafBes ist:
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/()\ — Az)2dga(z) = [(A—A2)%0 f](z) = ([(/\ — Az)*(A)]x, a:)/||xH2
= (A= Az D2x,2)/||«||* = ||(A = Az - D ||*/ |22
= :var(A)z.

var (A)z gibt die Genauigkeit der Messung von f im Zustand z an.
Fiir A € Lsa machen wir dieselben Definitionen, falls z € D(A).

Satz 7.2 (uber die Unschdrferelation)
A,B € Lsa, z=Cx, x € D(A) N D(B), ||$H = 1. Dann gilt:

1. var (A)z - var (B)z > |Im (Ax,Bx)}z,

2. falls zusétzlich Ax € D(B) und Bz € D(A):
1 2
var (A)z - var (B)z > é_l‘ ((BA— AB)z, x)’ :

Beweis. 1. a:= Az = (Ax,x), b:= Bz = (Bx,z);

var (A)z -var (B)z = |[(A—al)z|*-||(B - bl)z|”
> ‘ (A—al)z B-b])g;)(2
= |(Az, Bz) — a(z, Bx) — b(Az, x +ab‘
= |(Az, Bx) — ab|* > |Im (Az, Bz)|”

2. Im(Az, Bz) = %[(Ax,Ba:) — (Bz, Az)| = %((BA — AB)z, x)
[

Bemerkung Der Satz gibt offenbar keine Information, wenn AB = BA. Es seien
f1, f2 beschriankte Observable. Sie heiflen gleichzeitig messbar, wenn es eine be-
schriankte Observable f und beschriankte Borel-messbare Funktionen hq, hy gibt,
sodass f; = h; o f. Wenn ¢(A;) = fi, ¥(A) = f, so ist h;(A) = A; und daher
A1 Ay = (hihy)(A) = AAy, d.h. die A; sind vertauschbar.

(In Kapitel 4 und 5 wurde h;(A) nur fiir stetiges h; definiert, mit etwas Maftheorie
kann man auch beschriankte, Borel-messbare h; zulassen.)
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Auch das umgekehrte kann man zeigen. Somit entsprechen vertauschbare Opera-
toren gleichzeitig messbaren Observablen.

Dass fiir diese im Allgemeinen keine Unschérferelation gelten kann, ist klar:

var (hy(A))z, — 0 falls var (4)z, — 0 und die h; stetig sind.

Anwendung des Satzes H = L*(R*), A=2;, B=—ihd;.
Zunéchst sei f € D, ||f|| =1, 2 =Cf, (Lor, tmp) = ©(f) (vgl. S. 70).
Nach S. 73 und dem Satz ist:

vr (A)zvar (B): = [ (a5 =2 o [ (o) = ) i
> |Ba-amyrnf
(BA—AB)f = —ih[0;(x;f) — x;(0;f)] = —ihf
h2

= var(A)z-var(B)z > R
Wenn f € HM N L2\ 0, so erhalten wir dieselbe Ungleichung mit einem Dichtear-
gument.
Nun will ich die Axiomatik noch an 2 einfachen Beispielen exemplifizieren.

Beispiel 25 (Freies Teilchen im R*Y)

Z € Lsa(H) sei der Operator der Ortsmessung. Aus Homogenitétsgriinden nehmen
wir an, dass 0,(%) = 0 und o(z) = R. Mit einer gewissen Notwendigkeit kommt
man damit zum Modell H = L*(R'), 2: L2 — H : f — zf.

Den Operator 7, : H — H : f+— f(z — h), h € R interpretieren wir als Ver-
schiebung des Beobachtungspunktes um h. Der neue Beobachter muss denselben
Impulsmesswert erhalten, d.h. (pr.f, 7f) = (pf, f) = pth = Tup, p := Impuls-
operator € Lsa(H).

Wenn wir annehmen, dass p|p : D — L? stetig ist, so folgt:

AT €D :p(e) =T * ¢ fir ¢ € D.

Den Operator g, : H — H : f — /ef(ex),e > 0, interpretieren wir als Ande-
rung des Langenmafstabes. Die Impulsmessung multipliziert sich dabei mit €, d.h.
(pocf,0.f) = elpf, f) = poc = coep = T(ex) = ¢ >T = T ist homogen vom
Grad —2.

Wenn wir noch die Spiegelung x — —z betrachten, so erhalten wir, dass 7" un-
gerade ist.

Rein mathematisch zeigt man, dass dann 7' = ad’, a € C, sein muss.

Da p € Lsa, ist a = ia,a € R.

Um die richtige Konstante in der Heisenberg’schen Unschérferelation und um die
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richtige Impulsrichtung zu erhalten, miissen wir p = —ih — : H) — L? setzen.

dz
[Das — entspricht dem — in A, = e /"],

Wie aus S. 83 und Kapitel 6 folgt, ist dann mi? (var (2)z - var (p)z) = h?/4.
zE

Den Energieoperator ‘H gewinnen wir aus p :

L., h? d?
& 2m)\ () 2m dz? H

Hierbei verwenden wir die Beziechung zwischen Impuls und Energie aus der klassi-
schen Mechanik. Nach S. 61, Bsp. 21, gibt es keine stationédren Zustédnde.

Bemerkung

1. Die Darstellung von Orts- und Impulsoperator, die wir in Kapitel 6 fiir das
freie Teilchen im R? erhielten, kénnte auch noch weiter begriindet werden.
Sie erscheint mir aber, ausgehend vom R'-Modell, sehr plausibel.

2. Eine andere Moglichkeit, die Konstante a = —ih herauszubringen, besteht
darin, die Zeitentwicklung eines Gaufi’schen Wellenpaketes (z.B.) zu unter-

suchen. Wenn man die Gleichung z(t) = z(0) + — p (die im Limes m — oo
m

nach den Gesetzen der klassischen Mechanik gelten muss) voraussetzt, so
erhdlt man wieder a in Bsp. 25.

Hier geht allerdings die Interpretation von ‘H in A; = e als Energieope-
rator ein. Man sieht, warum die gleichen Konstanten in der Heisenberg’schen
Unschérferelation und der de Broglie’schen Quantenhypothese auftreten.

—itH/h

Beispiel 26 (Der oo hohe Potentialtopf im R*)
Wir betrachten ein Teilchen, das im Intervall (0, a), a > 0, durch 2 undurchléssige
Wiénde eingesperrt ist. Wir wéhlen
H:LQ((07a)), T:H—H:f+—af.
Nun bestimme ich den Energieoperator.
Lokal gelten wieder dieselben Uberlegungen wie in Bsp. 1, d.h.
hz "

HD’H:D((O,&))—>H:L}”|—>—%L}C.

Da H sa. ist, muss

HOH: {f e HP((0,a)) : £(0) = f(a) = f(0) = f'(a) = o} — H
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sein. ﬁ ist jedoch nicht sa. Um die richtige sa. Erweiterung von ﬁ zu finden,
betrachten wir ein Teilchen im R!, das durch d-artige Potentialwille in 0 und a
behindert wird, d.h. es sei N > 0,

Huy {f e HO(R?Y)

—%f”—l—N[f‘a(x) _|_f5($ —a)} c LQ(Rl)} — LQ(Rl)

frs 2 P N0)0() + o) -8l —a)].
—— ~

kinet.En. pot.Energie
D(Hw) := [ D(Hn) = {f € HP(R)): f(0) = f(a) = 0} — L*(R'):
N>0
h2 "
fr— —2—f :
m
Wenn wir proj : L*(R') — L2?((0,a)) verwenden, so ergibt sich
D(H) = proj D(Ha) = { f € HP((0,0)) : £(0) = f(a) =0}
2
und  H: D(H) — L*((0,a)) : f+— —;—mf”.
h*m2n?
Nach Bsp. 23, S. 62 ist H sa. und besitzt die Energieeigenwerte F, = S

n=1,2--.
nmxr

Die zugehorigen stationédren Zusténde sind z, = C - sin —.
a

Bemerkung
1. Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist im Zustand mit der niedrigsten
Energie (= z;) der Betrag des Impulses = [p| = vV2mH = i > 0. (Klas-
sisch wiirde das Teilchen ruhen). ¢

2. Unser Modell ist aufgrund der undurchléssigen Wiande nur semikorrekt. Es
ist z.B. unmoglich, einen verniinftigen Impulsoperator

D E Lsa<L2((O, a)))

2
anzugeben, sodass H = 2]'; Exakter wire es, einen Potentialtopf grofler,

m .o
aber endlicher Tiefe zu betrachten (vgl. Ub. 8).
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7.1 Ubungen

1.

2.

Zeige, dass ¢ : {P € L(H) : P Projektor } —M;.

Es sei A € Lsa, z =Cuzx, z € D(A). Zeige:
var (A)z = 0 <= z ist ein Eigenvektor von A.

Untersuche das freie Teilchen auf dem Kreis
{R(cosp,sinp) e R?: 0 < p <27}, R> 0.

(a
(b

(c) Hat die Heisenberg’sche Unschérferelation in diesem Fall einen Sinn?

) Gib eine Darstellung fiir H,Z := R - ¢, p, H an!
)

Bestimme o (p), o(#H) und die stationédren Zusténde.

Die Operatoren &1, &> in H = L?((0,1) x (0,1)) sind vertauschbar.
(a) Bestimme A € L(H) NLs(H) und h; € C(R? — R!) mit
hi(A) = iy, i = 1,2.
(b) Kann man h; € C' wihlen?

Berechne alle f € L2NHWD(RY) \ 0 fiir die
d h?
s Y PR
var () f - var ( i dx)f
d.h. minimal ist.
Uberpriife die Heisenberg’sche Unschirferelation fiir die stationéren Zusténde

eines Teilchens im Potentialtopf (S. 84, Beispiel 26).
Hinweis: Setze p = 0, var (p) = 2mkE,,.

Berechne die stationédren Zustdnde und ihre Energien in einem oo hohen,
rechteckigen Potentialkasten 0 < z; < a;, j =1,2,3 im R®.

(a) Gib eine goniometrische Gleichung fiir die Energieeigenwerte des endli-
chen Potentialtopfes im R! an: H = L*(R!), 2, p wie iiblich,

h2
Hy - H(Q)(Rl) — H: fr— —%f” + V(1 - x0w) - f,

{1 c 0<ax<a

V>0, X = 0 : sonst.

(b) Was ist o(Hy ), op(Hy)?
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(c¢) Gib eine Néherungsfunktion fiir min o,(Hy ) fiir kleines V' an.

(d) Betrachte den Limes V — oc.
9. Hy, Hoo seien wie in S. 85. Zeige:

(a) Hy ist sa.,
2

(b) D(Hy) = D(Hoo) +C- <|x| + n?_N) (x — a)e™" +

h? 2
+C- (|x —al + _mN> - pe~(#ma)"

c) o,(Hy) = 0. Das bedeutet, dass man in der QM ein Teilchen durch
p
d-artige Potentialwille nicht einsperren kann (sog. Tunneleffekt). Ist es
klassisch auch so?

10. Welche Observable wird durch A - B représentiert, wenn
A, B € Ls(H) N L(H) vertauschbar sind?

11. Bestimme den Hamiltonoperator H und sein Spektrum fiir ein freies Teilchen
am halbunendlichen Intervall (0, 00).



Kapitel 8
Der harmonische Oszillator

H. Haken Quantenfeldtheorie des Festkiorpers
E. Henley, W. Thirring FElementare Quantenfeldtheorie

J. Glimm, A. Jaffe Quantum Physics

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich auf der reellen Achse unter der ,elas-

k
tischen Kraft* —k - = bewegt. Die potentielle Energie ist also V(z) = —z%

2
| ko,
Abbildung 8.1: V(z) = 5%
p* Kk
Seine Energie ist H(x,p) = o + 5:172. Die klassischen Hamiltonschen Gleichungen
m
sind:
oH . OH p

pz—%—— dp m
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mit der Losung: z = asin(wt + ¢), a,d € R, w = \/% Dieses System heif3t
harmonischer Oszillator.
Wir betrachten es nun quantenmechanisch. Nach Kapitel 7 setzen wir:

d
H = L*(R'), # = Ortsmessung, p = —ihd— = Impulsoperator,
x

. h? k
H: DR — H: fr— ——f"+ —2*f,
2m 2
und suchen eine selbstadjungierte Erweiterung von #. Der Einfachheit halber sei
h? k —
zunéchst o9 =3 = 1. Dann heifit der Operator H := ‘H Hermitescher Differen-
m
tialoperator.
Satz 8.1

‘H sei der Hermitesche Differentialoperator.
1. H ist selbstadjungiert,
2. H ist ein Operator mit reinem Punktspektrum,
3. ca(H)={2n+1:n=0,1,2,---},

d n
4. der Eigenraum zum Eigenwert 2n + 1 ist C - (x - d_) e /2,
x

Beweis.

a) H ist symmetrisch und daher abschlieBbar. Auch H = ﬁ ist folglich symme-
trisch. D(#H) = Abschluss von D in der Norm H]‘Hj1£ = ||f||2+ H’HfH2 enthéilt

jedenfalls S, da D C S dicht ist und H . H 5, eine Norm auf S ist. Klarerweise
gilt dann:
Hq ::H|828—>S:f% —f" 4+ 2% f.

b) Um die Eigenvektoren von H zu finden, zerlegen wir H;:

Hlf:(x—%)(aﬂ—%)fjtfﬁirfeé’

A::x—i:S—MS
dz

d
B=x+—:8§—S
dx

= H,=AB+ 1 und AB = BA - 2].
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Essei0# feS, Hif =2f, AeC
— M1 Af = (ABA+A)f = (A(AB+2])+ A)f
= A(Hi+2D)f = (A +2)Af,

d.h. Af ist 0 oder ein Eigenvektor von H; zum Eigenwert A 4+ 2. Ebenso ist
Bf 0 oder ein Eigenvektor zum Eigenwert A — 2.

H, € Ls(H) und

(Hf. 1) = (ABE O + £ = 1B+ 17 = |71

— alle Eigenwerte von H; liegen in [1,00) = B¥f = 0 fiir A — 2k < 1.

Es sei k so, dass B¥f =0, B¥"1f £0 =
Hi(BYUf) = ABYf + B = B
— B*1f ist ein Eigenvektor zum Eigenwert

A=2k—1)=1=A=2k—1.

Somit liegen alle Eigenwerte von H; in {1,3,5,---}. Wenn A\ = 1, so ist
Bf =0,d.h. f'+zf =0, f = ce /2. Der Eigenraum von H; zum Eigenwert
1 ist also C - e **/2. Ame=*"/2 £ (), denn die Gleichung

Af =xf—f'=0

hat nur die Losungen f = ce” /2 ¢ S. Daher ist A" /2 ein Eigenvektor
zum Eigenwert 2n + 1.

Es sei f, = ¢, A" /2 ¢, > 0, so, dass |fal| =1, n=0,1,2,---. Induktiv
zeigt man, dass

fn = (Polynom vom Grad < n) - o—e/2.

Da H; € Ls(H), sind die f,, orthogonal und folglich ist

fn = (Polynom vom Grad =n) - o722

Die f, sind auch vollstindig in H: Es sei f € L*R), f L f, fir
n=01,2-;

- (—iz&)" —22/2 —iz€—a2/2 .
VfE]R:Z o e —e fiir n — 0o
k=0 )
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in L?(R.) nach dem Satz von Lebesgue (Majorante: el#¢/=#%/2)
— VEeR: fLe™?2 = veeR: /f(x)e_”ﬁ/2 e " dr = 0

= (f(z)e="/?)"= 0 = f = 0. Somit bildet {f, : n = 0,1,2,---} eine
ONB in H.

Noch zu zeigen bleibt:
Durch den Isomorphismus

:H = P(No): fr— (f, fn)
geht D(H) iiber in 13 := {(a,) € I*: (na,) € *} und H in
2n+1:1f — I*: (an) — ((2n+ 1)ay,).

Denn fiir 2n+ 1 gilt der Satz (vgl. etwa den Beweis von Beispiel 23 auf Seite
62), sodass er auch fiir H folgt.

Durch ® geht H; iiber in einen Operator C' € Ls(/?) mit
DcCCC2n+ 17 wobei D = (277, + 1)’{(11”): nur endlich viele an,#0}"

Wegen D = 27 + 1 und H; = H folgt die Behauptung in c).

Bemerkung

1.

2.

3.

A wird auch Erzeugungsoperator, B Vernichtungsoperator genannt.

d n
Die Funktionen f, = ¢, | x— e e~"*/2 (siche Seite 90) heiBen Hermitesche
x

Funktionen. Induktiv zeigt man leicht, dass
o= (1), (o)

1
und ¢, = ————. Die Polynome H,(z) = (—1)"e**(e=*")™ heiBen Her-

\2mnl\/m

mitesche Polynome.

Aufgrund des Satzes hat H nur die einzige selbstadjungierte Erweiterung

H = H. H muss daher der Hamiltonoperator sein.



8.0 Der harmonische Oszillator 92

Folgerung Der quantenmechanische harmonische Oszillator wird beschrieben durch

H="™H,

. 12 k
H:D— H:fr— ——f"+ Z22f.
2m 2

Er hat das diskrete Energiespektrum

{)\n:h\/£<n+1) :n:0,1,2,---}.
m 2

[km
Die stationdren Zustiande sind z, = C - f, (x ¥ T ), wobei f, die n-te Hermite-

sche Funktion ist.

Beweis. Wir betrachten den Isomorphismus H — H : f —— /c f(cz) mit

Wk /
c = h—n; Der Hermitesche Differentialoperator geht dabei in 2 %H iiber,

‘H wie in der Folgerung.

2 %7—[ hat also reines Punktspektrum o4 = {2n + 1 : n € Ny} mit den Ei-

genrdumen C - f,(cz). Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung Der einzige stationédre Zustand im klassischen Modell ist x = 0. Er
entspricht dem stationdren Zustand C - fo(cz). Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
ist dabei:

4] km .ekamIQ/h
)

pore(z) = c’fo(cx)’2 = h272

d.h. ist Gauf3- verteilt mit Varianz

. Die iibrigen stationédren Zustinde z,

h
2vkm
haben kein klassisches Analogon.
Fiir beliebige Zustdnde gilt wie im klassischen Modell:

Satz 8.2
k
Jeder Zustand z = C - f, 0 £ f € H, ist periodisch mit Kreisfrequenz w = {/ —
m
und Periode T := il (Das soll nicht heifien, dass 7" im Allgemeinen die kleinste
w
Periode von z ist.)

Explizit: .
ATf _ e—lT’H/ﬁf — _f
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k
Beweis. g, = /¢ [u(cx), ¢ = 4/ h_T’ ist eine ONB von Eigenvektoren von H mit
den Eigenwerten A\, = hw(n + %) Daher ist die Spektralschar von H:

An<A
und -
ei””@?zt/}f“VthAQ==§:e“N”W94h)-gm
n=0
aus e TAn/h = _1 folgt die Behauptung. O

Bemerkung Im Gegensatz zum klassischen Oszillator sind auch groiere Frequen-
zen als w moglich. (Warum?)

Zur Illustration des Schwingungsverhaltens betrachte ich nun noch einige instati-
onére Zusténde. Zuvor:

Lemma 7 H beschreibe ein quantenmechanisches System mit Hamiltonoperator
H e Lsa(H),0# fo€ D(H), f: R — H:t+— e /" f, Dann gilt:

(i) f ist stetig differenzierbar

(i) 7'(1) = — e

(iii) Vt: f(t) € D(H) und e /" fo = Hf(t).

Beweis.
(i),(ii) Der Beweis von Satz 7.1 auf Seite 80 zeigt bereits, dass f stetig ist. Die
Differenzierbarkeit folgt aus

f@) = ft) |1 mm
t—t +ﬁet o
e-m(w
t—t

2
lim

t—t1

lim
t—t1

2
+%Hﬁ)H:
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(e~ ™M/h ist unitér nach Ubung 8 auf Seite 67)

2

- . f(r)—fo i
o llg(l) T + ﬁHfO
7 e—iTMR _ L
= lim + A d(E,\fo, f[)) —0
7—0 T h

—00

nach dem Satz von Lebesgue, da

e—iTAR B cos(%) —1- isin(%) A <Tl>\> A (72)\)

h

= = ——sin —1i—cos
h

T T h h

0 < |7, 72| < |7| und / N A(Eyfo, fo) < oo.
Somit ist f'(t) = —% e H/M f, und das ist stetig nach dem Beweis von Satz 7.1.
(111) fN = (EN — E_N)f(). Dann gllt fN — f(), HfN — Hf(),

H efitH/th — efitH/herN;
9N

gy — e /N f da e M ¢ L(H), Hgy — e /" fy, H abgeschlossen =
e /N fo € D(H) und He W/ fy = e THIM f, O

Bemerkung Aus (i) und (iii) ergibt sich die Schréidingergleichung ihf'(t) =
Hf(t) fir fo € D(H).

Ich untersuche nun, ob es Zusténde gibt, deren Ortsunschéarfe sich verzerrungsfrei
bewegt, d.h.

port () = port(to) (x - a(t))~
Diese Untersuchung ist heuristisch; alles, was differenziert wird, sei differenzierbar.
Es sei also fo € D(H), f(t) wie im Lemma, |f(t)| = ‘h(m - a(t))’, h, a reelle

Funktionen (wir kénnen A nicht positiv voraussetzen, da es dann im Allgemeinen
nicht differenzierbar wire) = es gibt eine reellwertige Funktion




8.0 Der harmonische Oszillator 95

b(t,x) mit f(t,z) = f(t)(z) = h(z — a(t)) - *®D) =

() = % = [—a'(t)h’(:v —af(t)) +i% ~h(z - a(t))] e’ — (Lemma) =
i ih (0* km
= 0= g (g ) =
ih ib(t,x) ob
! eQm [h"(x —a(t)) + 2i %h’ (z—a(t) +

MGRGRSIE

Wenn b linear in z ist, ergibt Trennung in Real- und Imaginérteil:

(I) =d'(t) = —%% == b= %xa’(t) +d(t), d(t) eine reelle Funktion
(IT) (%xa”(t) + d’(t)) h(z —a(t)) = %h(w —a(t)) =
h

= e —a(t) — (mra (02 + o) b — alt)

2m

2

Daher ist ];ih + %xa"(t) +d'(t) + %ia’(t)2 eine Funktion von = — a(t).

Sie heiBe g(z — a(t)).

Offenbar ist ¢ ein quadratisches Polynom, d.h. g(s) = as? + s + vy =

= a = L B —2aa(t) = UL N a”+£a _ B a = @+ecos(wt+5)
2h’ h m m’ k ’

w = \/g, 0, e € R.

Fiir h erhalten wir nun aus (II) folgende Differentialgleichung:

h

g(x —a(t))h(z — a(t)) = %h”(:c — a(t))
— (as® 4 Bs +7)h(s) = %h"(s); o:=s+ %, h(c) == h(s)
— (a0? +7)h = %fz”, A== f—a;

. . . 1\ -
he€ D(H) = Hh=—-hyh = 7 = —w(n + 5), h € C- fu(cx), wobei ¢, f, wie
auf Seite 92 sind, n =10,1,2,--- .
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2a
b= —% xsin(wt 4 0) + d(t)

= f(t) = const. - edt) . gmimewh ™ esin(wi4d) . £ (3 — ce cos(wt + 0)).

h(z —a(t)) = ﬁ(ﬁ +a— % — ecos(wt + 5)) = ﬁ(x — ecos(wt 4 0)),

Wegen f(t) € S(RL) ist es nun im nachhinein nicht schwierig, exakt zu beweisen,
_itH

dass f(t) = e » f(t = 0). Man zeigt zunéchst, dass %f(t) = —%Hf(t) (z.B.: in

D'(R})). Dieselbe Gleichung gilt fiir g(t) := e % f(t = 0), (vgl. das Lemma 7,
Seite 93). Daher ist fiir ¢ € D: % <@, ft)—g(t) >=0=

Vo € D:< y, f(t) — g(t) >= const.(p) = 0 fiir ¢ = 0 und folglich f(t) = g(¢).
Ergebnis: f ist ein Zustand, dessen Ortsunschérfe verzerrungsfrei mit Frequenz

w und Amplitude € um den 0-Punkt oszilliert. Seine Ortsunschéirfe hat dieselbe
Verteilung wie die eines stationdren Zustandes.

Bemerkung

1. Die Zusténde, die sich fiir n = 0 ergeben, deren Aufenthaltswahrschein-
lichkeit also GaufB-verteilt mit Mittelpunkt ecos(wt + ) ist, heilen auch
kohdirente Zustinde. Bild aus Henley-Thirring, p. 29 (6 = 0, e=d, 2=¢):

Abbildung 8.2: Darstellung der Bewegung des Wellenpaketes |d >. Die Bewegung
des Zentrums des Paketes und seine Breite Aq’ sind dargestellt. Gezeigt ist auch
die Verteilung des Paketes fiir ¢t = 0.
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2. Das Ergebnis, dass sich das Wellenpaket als Ganzes und somit auch der
Erwartungswert z(t) der Ortsmessung entsprechend den Gesetzen der klas-
sischen Mechanik bewegt (hier: £ = ecos(wt + 0)) haben wir bereits beim
freien Teilchen erhalten. Das Entsprechende gilt allgemein, wir hitten also
in der obigen Rechnung von vornherein a(t) hinschreiben kénnen. Dies will
ich im Folgenden begriinden.

Satz 8.3 (Heisenbergsche Gleichung)
Bezeichnungen wie im Lemma 7, B € L(H) N Ls(H). Dann gilt:

(i) (Bf(t), f(t)) ist stetig differenzierbar,
(ii) falls Bf(t) € D(H):

%(Bf(t), £(t) = +%([H, BIf(t). f(t)), [M.B]:=HoB—BoH.

Bewezs.

(i) folgt aus Lemma 7,
(i)
—(Bf(®), f(1)) = (Bf (), f(1) + (Bf@), f'(t))

= (BH(H) ~ HB(1), £(1).

]

Um auch unbeschrénkte Operatoren B € Lsa betrachten zu konnen, benétigt man
folgende Fassung:

Satz 8.4

In der obigen Situation sei B € Lsa(H) und f : R — D(B) stetig differenzierbar,
wobei D(B) mit der Norm Hg”?B = HgH2+ | Bg 2 ge D(B), versehen wird. Dann

gelten wieder (i) und (ii).

Der Beweis ist der gleiche.
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Anwendung
Es sei der letzte Satz verwendbar und H = L*(R"),

H = —%AH—FU(%,...@”),
dz;(t) i . ‘
20— (31100, 50

B:/.CE\]':>

o h? h?

M3, =~ [AF) = o [0, 7] = — 5,
S0 _ 1w 1) = L0,
Ebenso ergibt sich dpézgt) = —g:gj(t). (Das wird auch als Theorem von Ehrenfest
bezeichnet.) Insbesondere m% =-VU.
Speziell beim harmonischen Oszillator: mz = —kz, d.h. Z bewegt sich wie ein

Massenpunkt im klassischen Modell.

8.1 Ubungen

fn bezeichnen immer die Hermiteschen Funktionen, siehe Seiten 91, 92.

1. (a) Beweise das in Bemerkung, 2., Seite 91, Behauptete.
(b) Berechne die ersten 4 Hermiteschen Polynome.
2. Berechne J?n und bestimme die Eigenrdume von
F i L(R") — L2(R").
3. H sei der Hermitesche Differentialoperator. Beweise:

(a) D(H) =L3NH®,

(b) H:D(H) — L*: f— —f" + 22f.
Hinweis: Zeige zunichst D(H) = {f € L?: Y n?|(f, fn)‘2 < oo} und
dann: f € D(H) = zf + f', 2*f + f" € L~
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4. Es sei s := {(ca) € CNo :Vm € N : sup |ca||a|™ < oo}.
a€eNgy

Zeige:

(a) s ist ein Fréchetraum mit den Normen
m
[l = sup (jal + 1) e,
aeNg

) SE) 559 (00l o (5] ).

(/ Fea(@1) - fan (20)g(x) )

ist ein Isomorphismus von Fréchetraumen.

5. (Fortsetzung) Beweise:
(a) ' ~ {(da) €CN :3m e N: sup |ca|(lo|+1) " < oo},

a€eNg
h— (h((5a,5)6))a,
1: a=p
(9a)s € ) dap = {O : sonst

(b) S'(R") 5 ' : T v (< fay (1) e+ fu(20), T >) .

d
6. (Fortsetzung) P<x, d—> :S'(RY — S'(RY) : T — 22T —T".
x
(a) Zeige: P ist bijektiv und hat dieselben Eigenvektoren wie der Hermite-
sche Differentialoperator.

(b) Bestimme die Greensche Funktion von P in &', d.h. Ty € §'(R}) mit
2T —T! = 3(z — €), E€R.
M= HIOSCAES) )

analytische Fortsetzung von \/EK1/4(%2), z>0.)

(Losung: Te =

7. (Fortsetzung von 5.) Beweise den Kernsatz (von L. Schwartz) in S”:
B : S(R}) x S(R) — C sei bilinear und stetig. Zeige: 37" € S'(Ry;™) :
Vo € S(R?) : Vo € S(R™) :< () - ¥(y), T >= B, ).

8. z=C.e tmehwsin(wi+d) . f(¢(x — e cos(wt + §)) ist der kohirente Zustand
mit Amplitude € und Phase ¢. Berechne die Wahrscheinlichkeit w;, in diesem

1
Zustand die Energie \; = hw<j + 5), 7 =20,1,2,---, zu messen.
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Hinweise:

(a) w; = }(\/Efj(m;)’fﬂ , wobei 2 =C- f, c = 4/ k;;? (warum?),

(b) wj; ist von der Zeit unabhéngig. Betrachte daher einen Zeitpunkt, in
dem cos(wt +0) =0

(c) Partiell integrieren!

9. (Fortsetzung) z sei wie in 8).

(a) Berechne Hz = > w; - A; und var(H)z.

=0
(b) Vergleiche die Energie und ihre Unschérfe im Zustand z mit den Verhélt-

nissen im klassischen Modell im Fall einer makroskopischen Schwingung:
= 1[g]. k = 1[g/sec?], € = l]cm].

10. Es sei H der Hermitesche Differentialoperator, 7 > 0, A := e~ ™*. Zeige:
(a) Ae L(H

) Af = /f K(1,&,x)d¢ mit K(71,&,x) =

e~ coth@n)(@?+€%)/2+a€/sinb(27) (\fehlersche Formel).

27 sinh(27)

Hinweis: K(7,&,2) = S e~ @07 £ () £,(€), verwende die Darstellung
n=0

d
fo = (=1)"c,e™"/ Zd—(e_”*’Q) und Fouriertransformation.
xn

Bemerkung Y (7)K(7,&, z) ist die Greensche Funktion von 0, + H, d.h.
(0, — P+ 2HK(1,&,x) =0(1) @ (z — &), VE € RL.

h k
11. (Fortsetzung) Es sei nun wieder H f = —Q—f” + §x2f, Al =e T,
m
K, der Kern von A;.

2
(a) Zeige: Ki(7,&,2) = cK (\/%T, c§,cx>, c=4 2—?
h2

(b) Bestimme die Fundamentallésung von 9;—9? durch Einsetzen von o =

— =
1 und £ 0.
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12. (Fortsetzung)

(a) Durch analytische Fortsetzung in Re7T > 0 und stetige Fortsetzung in
ReT > 0 zeige man, dass fiir f € H, t € R gilt:

/f(f)Kz(t,ﬁ,x) d¢: t g2z
efiwt/2f((_1)wt/7rx) . te Zg,

f(t) — e—it%/hf _

—im/4;—|wt/7T
wobei Kg(t,f,x) = ce” Mt/ e102 [COt(Wt)($2+§2)/2—mf/sin(wt)]‘

2 ’ sin(wt) ‘

(b) Berechne f(t) fiir f =e @@/ g c R, b> 0.



Kapitel 9

Das Wasserstoffatom (ohne Spin)

Zur Geschichte: Urspriinglich hielt man Atome fiir nicht weiter zerlegbare Teil-
chen. Aus der Dichte g eines festen bzw. fliissigen Stoffes sowie der Teilchenzahl
pro mol: L = 6-10%* (Loschmidt, 1865) kann man den ungefihren Durchmesser d
der Atome bestimmen:

0 ~ my/d®, myg = Atommasse = Molmasse/L. GroBenordnungsmiiflig ergibt sich
fiir das H-Atom: Molmasse ~ 1g, my ~ 1072*g, o ~ lg/cm?®, d ~ {/my/o ~
1078 cm.

Aus seinen Streuversuchen folgerte Lord Rutherford 1911, dass in den Atomen
fast die gesamte Masse in einem sehr kleinen, positiv geladenen Kern (Durchmes-
ser &~ 1071? cm) konzentriert ist. Daraus entstand das Planetenmodell der Atome:
Der positiv geladene Kern wird von negativ geladenen Elektronen umkreist. Ich
will nun am H-Atom, das aus einem Proton und einem Elektron besteht, beschrei-
ben, zu welchen Schwierigkeiten dieses Modell fiihrt.

Wir kénnen das Proton in 1. Ndherung als identisch mit dem Schwerpunkt des

H-Atoms betrachten. Das Elektron lauft im Potential des Coulombfeldes V(x) =
2

_|e_| auf einer Ellipse um das Proton. (Kepler! Wir verwenden das GauBsche Ein-
x

heitensystem.) Fiir unsere Uberschlagsrechnung geniigt es, eine Kreisbahn mit Ra-

dius r zu betrachten. Die Beschleunigung des Elektrons ist dann a = |VV|/m =

62

2 m = Elektronenmasse, e = Elektronenladung.
Nach Beispiel auf Seite 8 erzeugt das kreisende Elektron das Lienard-Wiechert—

Potential:
ec

At —t1) —w(ty)(z —u(ty))’

mit u(t) = Ortsvektor des Elektrons, c(t — t) = |z — u(t1)|.

Pe(t,z) =
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Fiir grofie x (verglichen mit u, d.h. dem H-Atom) gilt:

ot || N e
b ¢’ T x| /e

Wenn wir das Potential des Protons addieren:

1 1 BU(t1>$ . ) o
“\e—azse [2) T , d < ~ 10 '
e (!x\ —uz/c ]1’\) cl|z|? a ul <c (|| cm/sec)
Ebenso ist
Ao p o _citt)
¢ cla] —ult)r

Fiir die elektromagnetischen Felder erhélt man damit:

- 1, - e . x(z, i) 5
E=-Vp— -8A= -
© cat =T [ (S FE ] + O(|z]7%)

G -
- W[(u x z) x z] + O(|z|7?)
und . . .
H:rotA%W(u'xx).

Hiebei muss man |u| < ¢ beriicksichtigen. Fiir den Poyntingvektor S ergibt sich:

e’x

c
4| x|

47

- - c €T - -
Ex H)=— .~ |E||H =
(B i) = - o 1B 1A

§:

i x z|?.

Durch eine grofile Kugel mit Radius R wird also pro Zeiteinheit die Energie

S ido— & i x wl2d
= S-n 0= 13 |t X w] dw

|z|=R |w|=1
2 oo 2|2
ety . 3 _2et|u
= 47T03|u| / / sin® ¢ dddy = .3
=0 ¥=0
e? 2¢5
abgestrahlt. In unserem Fall ist |i| =a = ——, dh. [ = ————.
3c3m2rd
Die Energie des Elektrons im Coulombfeld ist
e mov? e
E = E,, Eyn = —— —Q = — .
pot Pk r * 2 2r



9.0 Das Wasserstoffatom (ohne Spin) 104

Damit erhalten wir die Differentialgleichung

dE e2r 2¢6 5 dett
dt + T2 + 3c3m?2rt T "o

3m2

Das Elektron néhert sich also, um die Energieabstrahlung aufrecht erhalten zu

konnen, auf einer Spiralbahn dem Proton.

racdim?

4et
Mit 7o &~ 108 cm, ¢ &~ 3 - 10 cm/sec, € ~ —5 - 107092 cm? /sec, m ~ 10~27g
erhalten wir 7'~ 1071% sec.
(Da die Umlaufzeit ~ 107! sec betriigt, erkennen wir a posteriori, dass es gerecht-
fertigt war, die Spiralbahn durch Kreisbahnen zu ersetzen.)
Nach dem Rutherford’schen Modell hétte das H-Atom somit nur eine Lebensdauer
in der Gréflenordnung von 10710 sec.
Um diese mit der Erfahrung nicht vereinbare Instabilitit der Atome zu vermei-
den, postulierte N. Bohr 1913, dass das Elektron auf gewissen ausgezeichneten
Bahnen keine Energie abstrahle. Erst um 1925 wurde diese sogenannte Bohr-
Sommerfeld’sche Quantenmechanik von E. Schrodinger und W. Heisenberg theo-
retisch untermauert und in mancher Hinsicht korrigiert. Ich will nun im Rahmen
der Axiomatik von Kapitel 7 das H-Atom behandeln.
Wir nehmen wieder an, dass das Proton im Nullpunkt fixiert ist. Es sei daher

Es erreicht das Proton zur Zeit T =~

o h2 2
Hy : D(R®) — H = LXR) : f—s ———Af— f.
2m T
Satz 9.1 ”;tH ist wesentlich sa. und fiir H := 7?[ gilt:
h2 2
D(Hu) = HO(R?), Hyy : HORY) — H: f — ——Af = “y
m r

Beweis.

1. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz 2.5 ist
2
HO(R?) € Co(R?) und folglich ist fiir f € H® auch —f € L2, d.h. Hy wie
r

im Satz ist wohldefiniert.

2. Es sei x(x) € D(R?) mit

1 <1
x(x) = ! Ix(z)| <1,Vz, feHP, N>0=
0 :lz|>2
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|2 <fo(Nx) +Hf\1—x(Nx)|
ril2 ™ 2
) 1/2
<umsliol ([ Far) veu,
Nlz|<2
Coy
< == [f e + Cnll ]l

_\/_
\me=WM2=/ﬁ+ﬁﬂﬂ%wsammE+QMMNi

\/—HAJ‘|!2+C’NI|J‘HQ~

Da —A : H® — H sa. ist (vgl. Belsplel 21 auf Seite 61), folgt die Selbst-
adjungiertheit von Hy aus dem Satz von Kato (wihle N so groB, dass

C(4)/\/N < 1!).

o

3. Noch zu zeigen ist D(H) = H®. H? ist vollstindig mit der Norm HinLH =

Hf“ + HHHf” (vgl. Satz 3.2).
Nach der Abschitzung in 2. ist HfHH < C- ||f||H(2)7 d.h. die Abbildung

( H HH(2> ” (7—[(2 || HHH) ist stetig. Nach dem Graphensatz ist auch
die Umkehrabbildung stetig, d.h. ||

”HH und H . ||H(2) sind aquivalent. Da

D(’;I,H) = Abschluss von D(R?) in der Norm H : HHH ist und D ¢ H® dicht

ist, folgt D(’ﬁl) =H®?,

Bemerkung
Aufgrund dieses Satzes betrachten wir Hy als Hamiltonoperator des H-Atoms.

Satz 9.2 [0,00) C 0.(Hn).

Beweis. Es geniigt [0,00) C o(Hpu) zu zeigen, da das diskrete Spektrum nur aus
isolierten Punkten von o besteht.

Es sei 0 # ¢ € D, ¢ = 0 in einer Umgebung von 0, ¢ reellwertig, ¢ := ¢3/%(ex)

h2 p2

fiir e > 0, f. := 1, - e'P® mit 5 = A > 0. Dann ist
m
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1. Hf€H2 :/|w(a:)‘2da: = konstant,

2. (Huy — M) fe — 0 fiir € — 0,
denn
Af. = —p*f. +2i(p- Vo) - P + Ay, - e”

h?
= [ (s = AD)L| < 5 (2lel - (19| + [ a]) +€2lfu/r]|

da Vi = 2(V)(ex), Ay = €/2(AY)(ex), Ve 1 = /2 (1 /1) (ex).
Somit folgt A € o(Hy) aus dem Weylschen Kriterium (siehe Satz 5.3). O

Bemerkung

Es gilt sogar o.(Hu) = [0, 00).

Um das Punktspektrum zu berechnen, macht man einen Produktansatz in Kugel-
koordinaten (r, 9, ¢) : f(r)-g(0, ¢) sei eine Eigenfunktion von Hy, d.h. Hy(f-g) =
Ef-g.

Wenn wir A in Kugelkoordinaten umrechnen, so gilt fiir r # 0 :

2 1 1 ) 1 .
A:83+;6T—T—QB, B:—,—ﬁ&g(smﬁ&g)——ag fir 9#0,7

sin sin?y ¢

und daher ist

(f"+§f’+<a+¥)f) ‘gzé-Bg,

. 2mFE me?
Vr%O,ﬁ,gomltoz:F,B:F
2 2 A
= Bg=2)g und f”+—f’—|—(a—|——6——2>f:O.
r T T

Ich behandle zuerst das Eigenwertproblem fiir g.

Definition 9.1 Essei H = L*(S"), S" = {z € R"™" : |z = 1}.
B: C*[S") — H: g(w) — —A <g(|$—|)>'
T

heiflt Beltramischer Differentialoperator.

|z|=1
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Bemerkung

1.

2.

B ist unabhéingig von der Wahl des orthonormalen Koordinatensystems im

R"*1 B hingt nur von der Riemannschen Metrik auf S* ab. B kann in jedem
Riemannschen Raum definiert werden.

Fiir n = 2 und 9 # 0, 7 erhélt man die Darstellung der obigen Bemerkung.

Satz 9.3

1.

2.
3.
4.

d.

B ist wesentlich sa.,

B = é hat reines Punktspektrum,
oa(B)={l(l+n—-1):1=0,1,2,---},

der Eigenraum zum Eigenwert [(I +n — 1) ist V; := {P(w) : P(z) ist ein
homogenes, harmonisches Polynom vom Grad [},

dime Vi = (777) — (77?) fiir 1 > 2.

n

Beweis.

a)

Es sei P(x) ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad | = Vr # 0 :
0=AP = A(r'P(z/r)) = Art- P(z/r) + 2Vt - VP(z/r) + r'AP(z/r) =
(l(l+n—=1)) -2 P(z/r) + "' AP(z/r), da Vi' = lar'™2 L VP(z/r).

Somit ist BP(w) = —AP(z/r)| _ =1(l+n—1)P(w).

Da B € Ls(H), konnen wir aus den in a) gefundenen Eigenvektoren von B
ein ON-System in H bilden (denn die Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten sind orthogonal). Wenn es noch gelingt, die Vollstandigkeit dieses
Systems zu zeigen, so sind 1) - 4) des Satzes bewiesen. (Vgl. den Beweis des

Satzes 8.1, ¢),d).)

Da C(S™) C H dicht ist, geniigt es ein f(w) € C(S™) durch Summen von P(w)
wie in a) zu approximieren. Nach dem Satz von Weierstraf ldsst sich die ste-
tige Funktion r - f(w) durch Polynome in {z : |z| < 2} gleichméfig (also
auch in der H-Norm) approximieren. Wir kénnen daher oEdA voraussetzen,
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dass f = Q(w), wobei Q(z) ein homogenes Polynom vom Grad m ist. Es
[m/2]
reicht nun zu zeigen, dass Q(z) = Y. r** P, _a(x) wobei P,,_ g, harmonisch
k=0
[m/2]

und homogen vom Grad m — 2k ist. (Denn dann ist f(w) = Z Phok(w)).

Dies erfolgt durch Induktion iiber m. m = 0,1 ist klar. Schluss von m — 2

auf m: -
m/2]—1 ~
AQ ist vom Grad m — 2 = AQ = >, r*P, o o(7); nach a) ist
k=0

A(r?* P o) = A('rmf’m Qk(a:/r)) = (m+n— D™ 2P,_gi(z /1) — 1™ (m —
2k)(m — 2k +n —1) -2 Py o (/1) = 2k(2m — 2k +n — 1)r™ 2Py _or(z /7).
Daher setzen wir:

me2k .
P, _on = f k=1,---, [z d
* T ok@m —2%k+n—1) 7] wo
/2]

Q= Z T%me%(x)
k=1

= AQ, = AQ = Q = Q, + P,,, P, ein homogenes, harmonisches Poly-
[m/2]

nom vom Grad m = Q = >_ r**P,,_q..
k=0

d) W sei der Raum der homogenen Polynome vom Grad [ im R"*!. dimc W, =
(H") Nach ¢) ist ®; : W; — W,_5 : P — AP surjektiv = dim(ker ®;) =

(") — (%777 falls [ > 2. Aus der Bijektivitat von U; : ker & — Vj :

n

P(x) — P(w) folgt die Aussage 5) des Satzes.

Bemerkung

1. Die Elemente von V; heilen auch Kugelfiichenfunktionen vom Grad I.

2. Fiir n = 1 ergibt sich dimV; = 2 fiir [ > 1. Eine Basis von V] ist Re (w; +
iwy)!, Im (w; + iws)!. Unter dem Isomorphismus

LA(SYH) = LQ((O,QW)) D fw) — (t — f((cost,sint)))
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geht B iiber in

B {g e HD((0,27)) : g(0) = g(27), ¢'(0) = g'(27r)} — L2((0,2m))
g— _g//'

3. Firn = 2 ist dimV; = 21 4+ 1 fiir [ > 0. Eine explizite ONB von V] findet
man bei Wahl eines Systems (7, ¥, ¢) von Kugelkoordinaten folgendermafien:

Y (0.0) = \/ il P s e,

m=—,—l+1,---,[—1,] und
P[(t) = zugeordnete Legendresche Funktion

1
T2
Um dies zu beweisen , zeigt man (Ubung):

dit*k
(1 . t2)k/2

W( —tz)l, k:O,l,"',l.

(a) vt Y™(9, ) ist ein homogenes Polynom vom Grad I,
(b) A(r'Y;" (9, ) =0,

27 ™
- . !/
(c) / /Ylelm’sim‘}dﬁdgo:{O $m 7 m

1 :m=m.
p=0 9=0

Nun zum Eigenwertproblem fiir f (vgl. Bem. auf Seite 106). Wir setzen
fit) =Vitf(yt), v=131y/—L. E und damit o seien negativ.
Aus der Differentialgleichung fiir f erhélt man eine fiir f:

1+4X
; fi=28B7f1.

Aufgrund von Satz 9.3 setzen wir A = (Il + 1) =

2
—4(tf1) + {t + M] f1 =8B f1.

—Abf A+

Definition 9.2 Es sei H = Lz((O, oo))7 a > 0. Die Differentialoperatoren

Eoofnm et oo fies(osa)} — i1 f—s ity + (145 )

heilen Laguerresche Differentialoperatoren.

Dabei ist S([0, 00)) = {f1 € C>([0,00)) : Vn,k >0 t”j—;fl e L>(]o, oo))}.
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Satz 9.4 Esseia > 0.

1. L, ist wesentlich sa.,

2. L, := L, hat reines Punktspektrum,

3. 0a(La) = {22k +1+a): k=0,1,2,---},

dk
4. der Eigenraum zu 2(2k 4 1 + a) ist C - e!/2t=/2. @(e_tt’”“).

Beweis. (vgl. den Beweis von Satz 8.1)

a) L, € Ls(H) rechnet man leicht nach. (Wesentlich dafiir ist, dass der Diffe-
rentialoperator (tf7)" in “Divergenzform” ist).

° 1
b) Es sei z(t) ein Eigenvektor von £, zum Eigenvektor u, z, := tx’ — —tx +

2
2 1 -2 °
'MI x, x_ =tr' + Etx A x. Dann sind xz, z_ € D(L,) und x4 ist

0 oder ein Eigenvektor zum Eigenwert p &+ 4 (nachrechnen).

o

Fiir beliebiges x € D(L,) gilt:

oo

o 2
(Low,2) = / [4t\x’|2 + (t+ %) W] dt >0

0

— alle Eigenwerte liegen in [0, co).
Es sei nun «(t) ein Eigenvektor zu p und z_(t) = 0 =

1 w—2
tr' = —=t
x 21:+ 1

o 2
Andererseits ist pxr = Lo = —4(tz'") + (t + %) r =

d
r |- 45 = —4(tz') = 2(x + ta') — (p — 2)2".

2 -2
pr = (2 —p+2t)x + 2—|—t+a— x; o=t x—£:>
t 4t 2
—92)2
(a2—% %z():>,u:2j:2a:>
1 ar T 1 a
t/:——t i—,—:——ﬂ:—, cC. ft/Qt:I:a/2'
TR T T Ty Ty ©

Wegen t~%2z € C([0,00)) muss p = 2+ a sein. Die Eigenwerte von £, liegen

alsoin {2(2n+1+a): n=0,1,2,---} (vgl. S. 90). Fiir 0 # = € D(L,)
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z hat nur die

1
ist ,y # 0, denn die Differentialgleichung tz’ = —tz — a

2
Losungen c - e/2t°1" ¢ L2((0,00)).
Es seien nun L¢ = coe /%42 ... (L2 | = ¢, 11(L%)y, ¢, > 0 so, dass
|Z5]| = L.
Die L? bilden dann ein ON-System in H.
Induktiv zeigt man, dass L2 = &,e'/2t=%/2 (e tn+a)(m),

Noch zu zeigen bleibt lediglich, dass {L¢ : n € Ny} vollsténdig ist. Offenbar
ist L2 = ¢,e /2192 . P* wobei P ein Polynom vom Grad n ist.
Essei f € LQ((O,oo)), fLLY n=0,1,2,---. Fiir t <0sei f(¢) := 0. Dann

: 1
folgt wie auf Seite 90: f - t%/2 1 e"=1/2+Y) fiir |b| < 5 (f,e**t%/?) ist eine
analytische Funktion von z in Rez < 0 = ¥z mit Rez < 0: (f,t%/%e*) =
0= F(f-t?.e")=0= f=0.

[]

Bemerkung
Die Funktionen L¢? des Beweises heiflen auch Laguerresche Funktionen, die Poly-
nome P2 heiflen Laguerresche Polynome.

Nun zuriick zu Hy:

Satz 9.5

1.

2.

3.

me*
op(Hu) N (—00,0) = {—W N = 1,2,"'},

me*
2h2N?
eine Orthogonalbasis dieses Eigenraumes ist

2 2
{r—wﬁéﬁ_l (o) Y00 =01 N = 1, =t ’H}'

der Eigenraum zum Eigenwert — hat die Dimension N2,

RN
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Bewezs.

h2
a) Essei F € 0p(Hu), E<0,0#F € HOR?), HyF = E-F = —Q—AF =
m

2
(e_ + E) F;
r
h2
es sei p € D(R*\ {0}) = —%A@F) =
2 h2
= (% + E) oF — T (2Vp - VEF + F - Ap) € HY(R?)

— A(pF) € HY = r20F € L3(R?)

— oF € L2(R3) => pF € H®).

Wenn wir so fortfahren, erhalten wir mit dem Sobolevschen Einbettungssatz,
dass F' € C>=(R?\ {0}).

b) Fiir r # 0 ist also F(rw) € C*(S?) C L*(S?) =

F(rw) = Z Z am(r)Y™(w), wobel ¢ p,(r) = # F(rw) - Y™(w) dw.

=0 m=—1 lol=1

(Die Konvergenz der > >~ ist immer in L*(S?) zu verstehen.)
Wegen F(rw) € C*°(R?\ {0}) ist ¢;n(r) € C>*((0,00)) und

OFerm(r) = # OFF(rw) - Y™ (w) dw.

jwl=1

Dabher ist

0o l

OFF(rw) =Y > (Ohcim(r)) - Y™ (w).

=0 m=-1
Weiters ist

BF(rw) =3 3 din(r) - V()

mit o
dym(1T) = (BF(rw),Ylm(w))LQ(SQ) = (da B € Ls)
= (F(rw), BY}m(w))LQ(Sg) =1l + 1)cpm(r).

Insgesamt: In r # 0 gilt:

) l

AP =3 S (—af - gaT + l(l; 1)) cm(r) - Y7 ()

=0 m=-—I
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Daraus folgt:
0=(Huy— E)F

_ 3 i (% (aﬁ + ;ar - l(l:; ”) 4 672 +E> (1) - Y™ ()

=0 m=—1

2 2 I(l+1
— Vi,m,Vr #0: cgfm—%;c;’m%—(a%—g—%) Cn =0

(bzgl «, 5 siehe Seite 106).

Es seien [ und m fixiert,

f(r) =cm(r), fi(t) =Vt f(yt) (vgl. Seite 109)

2
= —4(tf]) + {t + @] fi=8pyf1 firt>D0.

c) Wie in d) gezeigt wird, folgt aus der letzten Gleichung, dass f; € D(L,) und
L. f1 =8P~ fi. Satz 9.4 ergibt dann: (a := 20+ 1)

(i) 88y =22k +1+a): ke{0,1,2,---},
(ii) fi1 = const. - LE(t),

d.h.

und

2mFE
f1 = const. - r~/2. L <2r — T;; )

me*

Daher ist £ = —W

N:=k+1+1.
Bei vorgegebenem F folgt aus ' =

2 2
und f = const. - ril/QLilH <% 7“), wobei

me*

2h2N?
fiir [ > N. Damit ergibt sich der Satz.

und N = k+[+1,dass ¢, =0

d) Noch zu zeigen bleibt f; € D(L,), Lo f1 = 8B~ f1, wobei a = 2] + 1.
F
Wegen F € H?(R?) ist — € L*(R?) (vgl. Satz 9.1) =
T

l

oo>/‘F(as)2(i—f: /OO#\F(m)fdwdrz /Ooi S em ()] dr

=0 m=—1
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—s e € L2((0,00)) = % £1(t) € L2((0,00)) = f1 € L*((0, 00)).

fi1 erfiillt die Differentialgleichung
—At(tf]) + (t + a®) fr — 8871 = 0.

Durch den Potenzreihenansatz f; = t¥ - ) a,t" findet man 2 linear un-
n=0
abhéngige Losungen. Fiir v erhélt man die Gleichung

42 +a* =0, v==+a/2

Wegen t~%/2 ¢ L2 ((0,00)), daa=20+1,1>0ist v =a/2, dh. t7¥%f, €
€ ([0,00)).

Fiir g, € D(Loa) folgt damit:

(fi, £ agl /f1 l (tgy) <t+%> gl] dt

1/e
: a? '
= ll—r:% / fi- { (tgy) (t + 7) 911 dt (part. integr.)

1/e

= 11_{% 4t(fign — flg/1)|€1/E + / 8By f1-g1dt

€

= (man beachte, dass t~*/?g; € S([0,00)) und dass der Limes existiert)
= (8671, 91)

— fieD((L£.)") = D(L) und Lof =8By fr. -
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Bemerkung

1. Es gilt tibrigens auch o, (Hu) N[0, 00) = (), der Beweis davon ist jedoch etwas
miithsam (siehe Triebel, Lemma 36.1).

2. Wenn das Elektron aus einem stabilen Zustand in einen anderen iibergeht, so

L . . met| 1 1
wird eine elektromagnetische Welle der Energie om | VT I abgestrahlt
bzw. absorbiert. Thre Kreisfrequenz ist nach Einstein
1 1 4
w=21R N el B Zriﬁ = Ruydberg-Konstante. Diese Frequenzen

werden in der Spektroskopie durch Wellenzahlen (WZ) ausgedriickt. (Wellen-
zahl = Anzahl der Perioden einer Welle pro Lingeneinheit = Wellenlinge ™).
Pro Zeiteinheit schreitet die elektromagnetische Welle ¢ Léngeneinheiten fort

R| 1 1
und produziert dabei % Wellenberge =— WZ = % =<3 "l
Lyman Balmer Paschen
“——> 4-—> <-—>
(ultraviolett) (visible) (infrared)
n = oo ............................
n=4 N[ O
3 2
n=3 oV ~V ¥
™ < A
(%] <o} (92]
N o o
5l Sy 8
[e0] —
Lo (©)]
N
8! &
n=1 Yy V'Y

Abbildung 9.1: Beobachtete Uberginge im Wasserstoffatom mit einigen Wel-
lenzahlen in cm~!. Die Frequenzen erhilt man durch Multiplikation mit ¢ =
2.99792458 x 101% cm/sec. Bild aus Glimm-Jaffe, p. 26, N=n.
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3. Unsere Betrachtung des H-Atoms ist in folgender Hinsicht unvollstéandig:

(a) Die Bewegung des Kerns wurde vernachléssigt. Das kann durch Erset-

M
zung von m durch die reduzierte Masse m, = - 0,99945 - m
m+ M

(M = Protonenmasse) beriicksichtigt werden.
(b) Unsere Theorie ist nicht relativistisch invariant. Mit Hilfe der Dirac-
Theorie erhilt man die Eigenwerte

o\ —1)2
En,k:mc2<1+oz2(n+vk2—a2) 2) y
a=— n=01,2,--, k=12

Die Differenzen der E,, j stimmen in 1. Ordnung (bzgl. o) mit den Ener-
giedifferenzen aus Satz 9.5 {iberein. N entspricht dabei n+ k. Dies nen-
nen die Physiker die Feinstruktur des H-Spektrums.

(¢) SchlieBlich miisste man noch die Koppelung des Kernspins mit dem
Spin des Elektrons beriicksichtigen. Das nennt man Hyperfeinstruktur.

4. Wie sich aus der Formel in 3. (b) ergibt, wird der Eigenraum zum Eigenwert

me*

2h2N?
leicht zu erklidren. Da das H-Atom rotationssymmetrisch ist, definiert jeder
Eigenraum V' des Hamiltonoperators eine Darstellung von SOj3:

bei relativistischer Betrachtung aufgespaltet. Das ist algebraisch

SO3 — L(V): Ar— (F(z) — F(A '2)).

Aus Satz 9.5 erhalten wir Darstellungen der Dimension N2, die sich in N ir-
reduzible Darstellungen der Dimension 2l +1, [ =0,1,--- , N — 1 aufspalten
lassen. Diese irreduziblen Darstellungen miissen unter stetigen, radialsymme-
trischen Korrekturtermen entsprechend (a), (b), (c) oben, erhalten bleiben.

9.1 Ubungen

1. Berechne H = rot A fiir das kreisende Elektron (siehe Seite 103) unter der
Verwendung des exakten Wertes von A. Bestimme dabei V,t; durch impli-
zites Differenzieren.

h2
2. Zeige, daB H : HOR3) — L*(R?) : f — —%Af + V- f sa. ist fiir

V(x) € L* + L*™.



9.1 Ubungen 117

3. Betrachte den Operator A : C*([-1,1]) — L2*((-1,1)) = H : [
—((1 - tQ)f’)/. Zeige: A ist wesentlich sa., 0(A) = gq(A) = {I(l+1) : | =
!
0,1,...}, der Eigenraum zu (I + 1) ist C- P’ = C - %(1 —12)n.

4. Beweise die Behauptungen a), b), ¢) in Seite 109.

5. Berechne den mittleren Atomradius 7 = / r dpor () im Grundzustand des

) 2
H-Atoms, d.h. N =1,1 =0, F = const. - 7’_1/2[/(1) ( Tgf r).



Kapitel 10

Gelfandsche Raumtripel
— Rigged Hilbert space

Gel’fand-Vilenkin Verallgemeinerte Funktionen, Bd. IV, Kap. I
Reed-Simon Functional Analysis I, Kap. VI

A. Pietsch Nukleare, lokalkonvexe Rdume

A) Motivation

Bekanntlich lasst sich fiir einen Hilbertraum H jedes A € Lsa (H) durch eine Spek-
tralschar darstellen: A = / AdE, (vgl. Theorem 5.2, S. 57). Dies verallgemeinert

die Zerlegung der Eigenrdume fiir dim H < oo : A = > \;E;, E; = Projektor auf
ker (A — A\ 1). Im Allgemeinen besteht allerdings das Spektrum o (A) nicht nur aus
op(A), den Eigenwerten. Die Bedingung z € 0,(A) <= 30 # 2 € D(A) : Az = zx,
die im endlichdimensionalen wegen o = o0}, geniigt, wird nun durch das Weylsche
Kriterium ersetzt:

z € 0(A) <= 3z, € D(A) mit ||z,||=1: (A—2[)zx,, =0

(vgl. S. 58, 59). Dies ist zum Rechnen ungiinstig und in der Physik verwendet man
stattdessen sogenannte “verallgemeinerte Eigenvektoren”, z.B. fiir

g:{fel’®RY) :af(x)e L’} — L*: f—af

gilt 0(2) =R, o,(z) =0,
die verallgemeinerten Eigenvektoren sind {d(z — z¢) : 29 € R}.
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Diese Methode soll im Folgenden exaktifiziert werden.

Nebenbei fillt auch ein Beweis des Kernsatzes ab, der etwa fiir D besagt, dass jede
partiell stetige Bilinearform B : D(R") x D(R") — C in der Form B(p, 1) =
(p(x)(y), K(z,y)) fir ein K € D'(R*") dargestellt werden kann. Um die Bedeu-
tung dieses Satzes fiir die Quantenmechanik zu erkliren (genaues siche Kap. 11),
werde folgende Aufgabe damit gelost: Beschreibe alle Hilbertraume H, welche ste-
tig in D'(R") eingebettet sind.

Losung: j : H — D'(R") stetig <= j7 : D — H' und j7D dicht in H'. H’
ist auch ein Hilbertraum, D x D — C : (p,%) — (jTp, j74) g ist ein stetiges
bilineares Funktional und folglich: (7, j79) i = (@(z)¥(y), K (z,y)). AuBerdem
gilt <g0(x)m, K(z,y)) >0, d.h. K ist von “positivem Typ”. Wie spiter gezeigt
wird, ergibt dies einen eindeutigen Zusammenhang zwischen {(H ,j:H—=D):H
Hilbertraum, j stetig, linear und { K (z,y) € D'(R?") von positivem Typ}.

B) Kompakte Operatoren

Definition 10.1 Hy, H, Hilbertraum.

1. A€ L(Hy, Hy) hat endlichen Rang <= dim A(H;) < oc.
Lf (Hy, Hy) := {A € L(H;, H>) mit endlichem Rang}.

2. A € L(H,, Hy) kompakt < A({x € Hy: ||z < 1}) C H, kompakt.
Lc(H,, Hs) := {A € L(H,, H,) kompakt }.

Satz 10.1 (Geometrische Charakterisierung von Lc)
H, Hy, Hy Hilbertraume

1. Ae Ls(H)NLc(H). Dann gilt:
0(A) C 04(A) U {0} und die Spektraldarstellung von A hat die Form
A =>"NE;, wobei I abzahlbar ist; {\; : ¢ € I} C R\ 0 hat hochstens 0 als

il
Haufungspunkt, E; € Lf. Dabei sind \; die von 0 verschiedenen Eigenwerte
von A, E;(H) die zugehorigen (endlich-dimensionalen) Eigenrdume.

2. A € Lc(Hy, Hy). Dann gilt: 37 abzahlbar, 3\; € (0,00),7 € I, nicht notwen-
dig paarweise verschieden, 3{¢p; : i € I} C H; orthonormal 3{¢); : i € I} C
H, orthonormal, sodass {); : i € I} hochstens 0 als Haufungspunkt hat und
A= lim A;in L(Hy, Hy) (mit der Normtopologie: ||Al| = sup | Ax|m,),

#J<oo |2||H1S1
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wobei Ay = > Nj(p, ;) mt; fir #J < oo. {\; i € I} mit diesen Eigen-
jeT

schaften ist eindeutig bestimmt, es gilt {\; : i € [} = o(VA*A) \ 0.

Bewezs.

1. Es sei 0 # X € o(A); ||z,]| = 1 mit Az,, — Az, — 0; da A € Lc, hat
Az, eine konvergente Teilfolge Az,, — w — Mz, — w = Aw =
A lim (Az,,) = A lim Az, = Aw und ||w|| = hlim Az, |l = A # 0, d.h.

— 00

k—o0 k—o0

A € 0,(A). Es sei G der von den Eigenvektoren von A in H erzeugte Unterhil-
bertraum, A‘GJ- : Gt — G ist ebenfalls kompakt und o, (A‘GJ_) =) =
(nach dem obigen) = o(Algr) = {0} = Algr =0 = G+ =
{0} = H= © H(\), wobei

AR
H(\) ={z € H: Az = Az} = Eigenraum zum Eigenwert \.

dim H(\) < oo fiir A # 0, denn die Einheitskugel von H(X) = A(H()))
muss kompakt sein wegen A € Lc. Weiters folgt aus [A| > |Ay] > -+ und
H(X\;) #0, dass \; = 0, denn wenn x; € H(\;), [|z;|| =1, so ist z; L x; fir
1 # 7 und daher

| Az; — Axjl* = | Niws — N> = A + A7
und folglich \? — 0, da Ax; eine konvergente Teilfolge besitzt wegen A € Lc.

2. Essel B=A*A € Le(Hy)NLs(Hy). B ist positiv semidefinit, denn (Bz,x) =
(Az, Az) > 0, Vo € Hy. Nach 1. gilt B= Y N.E; mit {\,:i € I'} C (0, 00).

=
Es sei F; = Projektion auf @ C- ik, lleixll =1,
k=1

A1 = \/A_/la U )/\Tl = \/A—/h _)\T1+1 = \/)\_/2 etc.,

OLI= QL1 Py = Pl Pl = P21 et ;= A/ = (Y5, ¢r) =

1
(A Ay, 08) = 2, 0k) = 6
>\J)\k ( SOJ, Sok) )\k ((10]7 (ka) 7,k

Wenn A;, J C I, #J < oo, wie im Satz definiert ist, so gilt
Ajp; = Ap; fiir j € J und daher folgt fir x € Hy, * = 21 + 22, 21 L

o, T Loy, €T |[(A=Apz|]” = || (A= A)z +(Awy — Aja)||” =

0 0
(Azo, Azy) = (Bxa, z2) = > M| Bz ||* < [|z||? - max{\, : E;xy # 0} .

i€l

—
—0 fiir J /T
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Die Eindeutigkeit der {\;} ergibt sich aus der Darstellung
At Ap = SN (9, 25) 5

jel

Satz 10.2 (Algebraische und topologische Eigenschaften von Lc)
1. Lf C Lc sind Vektorrdume;
2. Lc = Lf, — = Abschluss in der Normtopologie;

3. A€ L(Ho,Hl), B e LC(Hl,HQ), Ce L(H27H3) —
CBA € LC(HQ,Hg);

4. Ae LC(Hl,HQ) — A* e LC(HQ,H1>.

Beweis.

I. ) LftCLe: Uy:={xe€H :|z|| <1}
Aelf = AH, =V, dimV <o0; ||Az|| < C - |z|]| =
AU c{yeV |yl <C={yeV:|y| <C} kompakt.
(ii) Le Vektorraum: Ay, Ay € Le = AUy, AyU; kompakt
— VA e C: (A +  Ay)U; € AU, + AA3U; kompakt
— A; + A, € Le.

2. (i) Lc C Lf, da A = lim A; nach vorigem Satz.
(ii) Le beziiglich Normtopologie abgeschlossen:
Es seien A,, € Le, A, = A, y; € AU;, x; € AU, mit

1
|z; — ;|| < =, x; = Au;. Zeige: x; hat Haufungspunkt.
Aju; hat eine konvergente Teilfolge, da A; € Lc; fiir eine Teilfolge davon
konvergiert wiederum Asu;. Das iibliche Diagonalisierungsverfahren ergibt:
Jj(k) 1 Vn @ Apuj) — We;
e — eyl = Tim [ Ayrgay — Aw] <
< Sl;p[HAnuj(k) = Auj | + | Amuja) — Aujn ] <

< |An — A|| + ||Am — A]] — 0 fiir n,m — o0 = w, ist eine C-Folge
= w, = W;

| Awjey —w|| < ||A = Ayl + |[Antjry — wyl| + [|Jw, —w|| — 0 filr & — oo und
passend gewéhltes n.

Somit: z; = Au; hat eine konvergente Teilfolge, A € Lc.
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3. CBA(Uy) C ||A] - CB(U:) = |A|| - C(B(U:)) kompakt.

4. Wenn A = #hm > Aj(—,¢;)Y; wie im vorigen Satz, so ist
jeJ

A= lim > Aj(—,v;)p; € Lf = Le.

#J<OOJEJ

Bemerkung Aus den Sétzen ergibt sich, dass A € Lc <=
A= Ni(—, )i, A \( 0 oder endlich, {¢;}, {¢;} orthonormal.

C) Zusammenhang mit der Theorie
der Integralgleichungen

Satz 10.3
H Hilbertraum, A € Le(H). Wie in S. 58 sei o(A) = {A € C : 3B € L(H) mit
B(A—-\I) = (A A)B =1} und o(A) =C\ o(A).

1. Fir A € C\ 0 gilt:

a) H =Tm (A~ )@ ker (A* — \I)

b) A€ o(A) <= A€ o(A*) <= ker (A — ) #£0 =
<= 0 < dimker (A — \]) < o0

2. 0(A) hat hochstens 0 als Hiufungspunkt.

Bewezs.

1. a) @) Im (A — M) L ker (A* — \I) :
Y1 = (A= M)p, (A" =Xy = 0 = (¢Y1,¢2) = ((A— M)p,¢0) =
(SD» (A" — X1—)@@2) =0.
B) Im (A — AI) abgeschlossen: Es sei ¢; = (A — X )p;, ¥; — ¢ # 0. Zeige:
e Im(A— ).
OEdA ¢; € [ker(A — A )]L; wegen 1 # 0 konnen wir weiters annehmen
(durch Ubergang zu einer Teilfolge), dass ||¢;|| — ¢ € (0, o0]; da A kompakt

ist, lasst sich eine Teilfolge wéhlen, sodass A — .

llesll JH
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1
Wenn wir o= 0 setzen, so folgt:
1 . . _ ¥
- = hm(A ) —z—Alim 2 — P, = Gl:
¢ ”SOJH =00 ||yl HSOJH A
(Hier wird A # 0 verwendet!) — Yo lim(A — )\I) i || = (A —\)p.
C J 2

LFal c<oo = ¢p=(A—-MN)cpelm(A— )
2. Fall: c=00 = goEker(A—)\[) [ker(A—)J)]L:O

ioil -

v) Es sei p € Im (A — \)* :> Vi € H: 0= (p,(4A= X)) =
((A* =X, ¥) = ¢ € ker (A* — XI).

= 4 zu |p|| = lim

b)a) BA-N)=1 = (A* - X)B*=1
B) ker (A — AI) endlichdimensional, da fiir
U= {p€ker(A—\): || <1} gilt: AU = AU = AU kompakt.
7v) Es sei ker (A — AI) = 0. Nach a) ist H = Im (A — AI), d.h.
= (A—XI)~! ist wohldefiniert und nach dem open-mapping-theorem auch
stetig = X € p(A).

2. Annahme: Es existieren \; € 0(A) paarweise verschieden mit \; — X\ # 0.
Es sei 0 # ¢; € ker (A — A\;I). Wie iiblich sieht man, dass die ¢, linear

unabhéngig sind.
2 — (Y1, p2)Y1

Es sei thy = —, g =
lon Il

j—1
(Q/Jj,l/Jk> = 0Ojk — Al/J] = )\ﬂ/}j — kZ: Cj,kl/Jk = fir j >k gllt HAIDJ —
=1

AY|* > |N\j|? = Ay hat keinen Hiaufungspunkt = 4 zu A € Le.

etc., d.h.

Nun sei Q C R™ messbar, K(z,y) € L*(Q x Q).
Fir A: L*(Q) — L*(Q) : f(z) — /K(a:,y)f(y) dy gilt A € Lc(L*(Q)) (siehe
Punkt D).

Satz 10.4 (Fredholmsche Alternative)
), K wie oben, A € C\ 0. Dann gilt: Die Integralgleichung

/ny y)dy — M(z) = g(x) € L}(Q)

hat eine Losung f € L*(Q)) <
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a) A& o(A) oder

b) A€ g(A) und( ,h) = 0 fiir alle h € ker (A* — \E)
:{h€L2 [ h(z)K (z,y) de = Ah(y )}

Beweis. g € Im (A — A\E) <= g L ker (A* — A\E) nach dem vorigen Satz. O

Beispiel 27 Q = [0,1]; K(z,y) = min{x,y}. Dann ist A positiv definit und
symmetrisch = o(A) C [0, 00).
Bestnnmung der Eigenwerte: Es sei 0 < A\, f E L? und

xT

/f :vydy—/yf dy+x/f

= f'e L' und \f'(z /f Ydy — zf(z)
— ffellund \f"+f=0 = f—acosvx—l—bsmwzz mit vy = 1/v/\;
1

/K(m, y)|acosyy + bsinyy] dy = A(acosyzx + bsinyz)—

b
—Aa—l—x(gsinv——cosy) =— a=0, bcosy=0 =
v Y
1 1

—(2i 4+ 1)m, ¢ € Ny und somit \; = ————,
2 w2 (i + %)2

ker (A= AE) = C-sin(n (i + )a), i =0,1,2,-+- und

:}")/:

/f K(z,y)dy — Af(z) = g(x) € L*(0,1) hat eine Losung f € L?(0,1) <=
DAZ{N: i=01,2-}
1
oder 2) 3i: A=\ und /g(m)sin(w(i+%)x> dz =0

0

Bemerkung Eine weitere Betrachtung zeigt, dass A = B™!, wobei
B:{feH?P0,1): f(0)=0, f/(1)=0} — L*: f+r— f”
siehe auch S. 63, Bsp. 23, und Ubungen 5 u. 7 in S. ??.
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Beispiel 28  C R" beschrinktes Gebiet mit C>-Rand, n > 3. B
Das Dirichletproblem lautet: Fiir g € C(99) bestimme u € C*(Q) N C(2) mit

= d Au=0in Q. Es sei E(x) = — die Fund -
Uy = g und Au in s sei E(x) DI ie Fundamen
tallosung von A,,, die in oo verschwindet und

A LH09Q) — L2(09Q) : f — /f(y)<(VE)<:c —y),7(y)) do(y),

wobei 7i(y) = Einheitsnormale nach aulen, do = Oberflichenma$. (A reprisentiert
die Potentiale der doppelten Schicht mit Dipolbelegung f). Es ldsst sich zeigen,
dass A wohldefiniert und € Le(L?(99)) ist, obwohl der Kern ¢ L*(9Q x 0€).

u(z) = /f(y)<(VE)(x — y),ﬁ(y)>da(y) erfilllt v € C*(Q), Au = 0 in  und
9

u‘ag = —3f + Af falls f € C(0%). Somit zu lésen: Af — 3 f =g.

1 & 0(A), denn sonst existierte 0 # f € L*(Q) mit Af — 1 f = 0. Man kann zeigen,

dass f dann stetig ist. Das zugehorige u verschwindet dann auf dem Rand und

nach dem Maximumsprinzip iiberall —= f=0 = 4.

Weitere Details vgl. Triebel, Hohere Analysis. Die numerische Diskretisierung der
Gleichung (A — %] ) f = g liefert die “Boundary Element Method”.

D) Hilbert-Schmidt-Operatoren

Satz und Definition

Es sei A € L(Hy, Hy). Dann gilt:
FONB {p; ;i €I} C Hy: Y ||Agi||7, < o0 <=
VONB {g;:iel} C H;: i | A3, < oco.
In diesem Fall heifit A Hilbert-Schmidt-Operator.
L2(H,, Hy) := {A € L(H,, Hy) Hilbert-Schmidt}.
Beweis. {¢;}, {¢;} ONB in H; bzw. Hy;
40 = 2 [(Aen vl = 2 fow A =
o Ag P =32 | (s, A*¢j)|2 = > [|A*;||? ist also von der speziellen Wahl der
6NB {¢i} unzij}iangig. J O
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Definition 10.2
1/2
Fiir A € L2(H,, Hy) sei ||A]l, := [EHA%H , {¢;} C H, ONB. Nach dem
i€l

obigen Satz ist dies wohldefiniert und eine Norm (denn [|A||; = H ([ Ags])) el
(2 l2

Satz 10.5 (FEigenschaften von L2)
1. Ae L2 = ||A] < ||A]l2;
2. Ae L2(Hy,Hy) = A" € L2(Hy, Hy), ||All2 = ||A%||2;

3. A S L(Ho,Hl), B € L2(H1,H2), C € L(HQ,Hg) —

4. Lf(Hl, HQ) C L2(H1, HQ) C LC(H17H2);
5. Mit (A, B)s = > (A, Boi)m,, {vi:i€ 1} ONB von Hy, ist L2 ein Hilbert-
T
raum und Lf ist darin dicht;

6. A€ Le, A\, i € I, wie in Satz 10.1, 2. Dann gilt:
A€ L2 <= > A\ <oound in diesem Fall ist ||A||2 = > A2,

Beweis.

1. ge Hy, {g;:i€l} ONBin Hy = Ap =73 Api(p,¢i), |Ap|? <

i€l
2 2
< (Shaelle.0l) < Sldel?- o0l = 1413 el =
1€ 7 J
[A[ < [|All2-

2. Siehe Satz oben.
3. (i) |CBJj3 = XIIHCB%HQ <|IC|?-Bll; = CB e L2;

(i) CBA = (A*(CB)*)"; (CB)* € L2 nach (i) und 2. = A*(CB)* € L2
nach (i) = CBA € L2 nach 2.

6. A€ Lec<= Ap => (¢,9i) - \ithi, Ai — 0 oder endlich,

T
{p:} C Hy, {1;} C Hy orthonormal; wenn wir {y;} zu einer ONB von H;
erginzen, so gilt also fiir A € Lec :

AcL2e= ) [Ap|’ <o =Y N <o
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4.

Beispiel 29 M;, du; o-endliche MaBraume, H; = L*(M;,du;), j =1,2.

Dann

Wegen 6. ist Lf C L2. Essei A € L2, {¢;} ONBin Hy, J C I endlich A ¢ :=
1.
Y (o, p)Ap; = Ay eLf, A=Al <[[A=Aslla= > [ Apil]* — 0 fiir

jET iel\J
J Iy = {i€1:Ag; £ 0} (I, ist abziihlbar). Daher ist A € Lf | = Le
und sogar A € Lf I,

. Wenn {g; :i €I} C H ONB und {¢; : j € J} C Hy ONB, so gilt

T L2(H1,H2) SN ZQ(I X J) A — (A()Oi,’gbj), wobei
(A, B)2 = 2(Api, Boi) = > (2 vi(Api, 1), %:%(B%,W)) =
i i g

= Z(AQO17¢J) ) <B90i7¢j) = (T(A)’T(B))P([xj)'

Z7J
Die Dichte von Lf ist unter 4. gezeigt worden.

Y

gilt: L2(M, x Ma, din ® dps) ~ L2(Hy, Hy)
fﬁ%wkﬁﬁuw+/ﬂﬂK@wMM@)

ist ein Isomorphismus von Hilbertraumen.

Denn

wenn {goz(»j) :1 € I;} C L*(M;,dp;) eine ONB, so ist {gogl)(x)gogf)(y) (i, k) €

I, x ]2} eine ONB in L*(M; x M, duy ® dus) und es gilt:
LQ(Ml X MQ, d[Ll ®d[1,2) ~ 12([1 X [2) ~ LQ(Hl,Hz),

WObel

(Apt)

ar= |

KF%ﬂk@w#wmﬂwwmmmwﬁA

,ol) / K (2, 9)0" ()02 (y) dps () dpa(y), dh.

K(z,y)f(zr)dz.
My
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E) Spuroperatoren

Definition 10.3
A € L(Hy, Hy) heifit nuklear oder Spuroperator: <= V{p; : 1 € [} C H;
V{t; :i € I} C H, orthonormal: 3 |(Awp;, ¢;)| < oc.

iel

Ll(Hl,Hz) = {A S L(Hl,HQ) nuklear}.

Satz 10.6 (FEigenschaften von L1)
1. Ac L1 — A* ¢ L1:

2. A S L(Ho,Hl), B S Ll(Hl,H2>, C S L(HQ,H:;) -
CBA € L1(Hy, Hs)

3. LfC L1C L2
4. mit Al = sup{ S| (Agi, )| < {piti € I} € Hy, {wiii € I} C H
1

orthonormal ¢ wird L1 ein Banachraum und Lf ist darin dicht. Weiters gilt
[All2 < [|All;

5. A€Lec, {\,} =0(VA*A). Dann gilt:
A€ Ll < > )\, <oound in diesem Fall ist [[A|; = > An;

6. A S Ll(Hl,HQ) ~— 4B € L2(H2>, C S L2(H1,H2) A= BC

Beweis.
2. a) Aunitér, B € L1(Hy, Hs); dannist Y- [(BAgp;, ¢;)| < oo, da {Ayp;} wieder
T
orthonormal ist = BA € L1;

B) Hy = Hy, A symmetrisch, B € L1(H;, Hs).
(LAl

A= / AdFE), sei die Spektralzerlegung von A,

—lAll
Al

1
A= VIAPT=2 = [ VIAF =3By — (A id) witir,

—llAl
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denn
[(A+iA)e|” = (A 1A (AFiA)p, ) = (A2 + AD)p, 0) = AP ¢l
Aus «) folgt daher BA € L1.

1 .
7) Ho=Hy, A€ L(H) = A= (A+A7) —§(i(A-4")).
sa.

sa.

Nach ) folgt BA € L1.

0) dim Hy < dim Hy, j : Hy — H; sei eine Einbettung von Hy, d.h. j :
Hy — Imy ist Isometrie.

Ay € L(H,) sei so gewéhlt, dass

H, 2 H,
j\‘ H, /All

kommutiert. BA; € L1 nach v) = BA = BA,j € L1 nach «).
Somit ist nun gezeigt: A € L(Hy, H,); B € L1(Hy, Hs),

dlmHQ < d1mH1 — BAc€ Ll(H(), HQ)

Der Rest von 2. wird spéter gezeigt.

5. Esseli A € Le, Ap =Y A\u(w, on)tbn, mit {,}, {¢,} orthonormal.
Ae Ll = Y |(Apn, )| =2 An < 00
Umgekehrt: Sei >\, < oo und {¢;} C Hy, {¢}} C Hy orthonormal =

Zl: (Al yf)| = ; | ; A (), 0n) (Un, )|

< E (@l on) (W, )] < sz (¢ on)| S (s
< S hallenll - ]l = S A

3. a) Lf C L1 nach 5.
B) L1<H17H2) C L2<H1,H2) fir dim H, <dim H, :
Aell = A* € Ll = A*A € L1(H,) nach dem bereits gezeigten Teil
von 2. = fiir {¢;} C H; ONB gilt:
S A@il? = 30 |(A*Api, i) | <00 = A€ L2.
v) Nun sei dim H; > dim Hy,
H % H
PT\‘ keI“AJ‘ /‘A1
Ay € Ll(ker At Hy), da {p;} C ker At orthonormal = {¢;} C H,
orthonormal.
Daher ist nach 3) A; € L2(ker AT, Hy) = A= Ajopr € L2(H,, Hy).
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4. |- |l : L1 — Ry ist wohldefiniert nach 5. und 3. und offenbar eine Norm.
Wegen [|A]l3 =327 < (32 An)* = [|AlIT gilt Al < [|A]l2 < Al
Weiters ist Lf C L1 dicht, da ||A; — All1 = > A\ — 0, wenn A, wie in B)
ngJ
definiert ist.
L1 ist vollstandig: A,, € L1 sei eine C-Folge —
|An — Amlla < JJA, — Aplli — 0 fir min{n,m} — oo
— A, C-Folgein L2 — A, — A€ L2;
A€ L1, denn ) ‘(A%ﬂﬂi)‘ = SJUII) > ’(A%‘,wz'” =
T cr g

endlich

= sup lim > ‘(Angpi,@/)iﬂ < sup || Anl|1 < o0.
endlich nTeCied "

Ebenso folgt ||A, — A1 — 0.

o
o

) B € L2(Hs, H3), C € L2(Hy, Hy)
‘(BC%&%H = 21: |(C%‘;B*¢z‘)| < Z |Cpi [| B*i| <

7

N =~

(S lCeP - SB 2 <Clls - 1Blls = BC € L1 und |BC||y <
I1B]l2 - IC].-
B) Umgekehrt: A € L1(Hy, Hs), Ap = Ni(p, pi)thy = A = B-C, wobei

B,C e L2.

2. folgt aus 6.

]
Satz und Definition
H Hilbertraum, {y; : i € I} ONB. Die Abbildung (genannt ,,Spur®)
Sp: L1(H) — C: A+— Z(Agpi,goi)
I
liegt in L1(H)" und ist von der Wahl der ONB unabhéngig.
Sp (A*) = Sp(A), Sp(AB) =Sp(BA) fir A € L1, B € L; || A, = Sp(VAA*).
Beweis.
L. Essei Ap = > Ni(p, pi)thi, DA < 00, {pi},{¢i} ONB, A\; > 0 und B €

L(H). Dann gzlel{c
S (AByi, i) = Y2 (X M(Bei, o) (U, 1))

i€l el kel
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die letzte Doppelreihe ist absolut konvergent, denn

> 2 |(Bew o] Ml 2] = 0 2 |(Ben ) 2|
<Su[S Bl Sl el]

J/

'

1 B*ox 1

= Z};MHB*%II <||B*| - 32 Ak < oo

Daher gilt:

> (ABwi, ¢i) = 32> (Bwi, or) (Apr, i)
i ki N———

1
(pi,B*pr)

= 2 (Apw, Bror) = 2 (BAwk, or)
Fir Ay :=UA, U € L(H) unitér, erhalten wir:

ST (Arer, or) = DS(UTA U, ;) = Do(A1, i), wobei 1, = Ugp;. Wenn
wir A; festhalten und U variieren, so ergibt sich daraus, dass Sp wohldefiniert

ist, d.h. von der Wahl der ONB unabhéngig ist.

2. 1SpA| < | A, —> Sp € L1(HY:
SP(A*) = > (A"0n, n) = 3 (n, Apn) = Sp(A);
1AL = XA = 2 (VAA* ¢, ,) = Sp (VAA*), wenn wie iiblich Ay =
Z An(@, cpn)/lﬁn’

]

Beispiel 30

(M, du) Mafraum, H = L*(M, dp);
N

I: F:= {Zlgj(x)hj(y) : NeN,gj h; e H} — Lf(H)
]:

K(z,y) =32 g;(@)hi(y) — (f(2) = 2 hi(f.55)).
Dann gilt: ’
Sp: F -5 Lf(H) NG K(z,y) — /K(a:,x)dp(m).

Denn: Z(IKgomgon) ZZ hj,on) - (%Onagg):Z(hjvg_j)

:j;/gj(l') /Kxxdu j
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Spezialfall: M = N, /d,u = #A. Dann ist ¢,(z) = J,, eine ONB und Sp :
A
L].(H) — C: (Cbij> — Za”

i=1
F) Nukleare Riaume und Kernsatz

Definition 10.4
Ein vollstandiger topologischer Vektorraum F heifit abzdhlbarer Hilbertraum
<= 3 Skalarprodukte (—, —), auf E mit

1. Vn,m: (—,—), und (—, —),, sind kompatibel, d.h.
or C-Folge bzgl. || - ||, und ¢ — 0 bzgl. m = ¢, — 0 bzgl. || - ||n;

2. E tragt die von || - ||, induzierte Topologie, d.h.
{o el <& lelln <€} :neNe> 0} ist eine 0-Umgebungsbasis
von L.

Bemerkung 1) Abzdhlbare Hilbertraume sind spezielle Fréchet-Raume.
2) OEdA. [|@|lm < ||@llm1 fiir alle m
(sonst definiere (p, 1) == (0, 9)n41 + (9, 9)m)-
Wenn E,, die Vervollstandigung von E bzgl. || - ||, bezeichnet, so gilt:
(1) E,D>FE,D---
i) E= ) E,
n=1

(
(Denn (i) folgt aus der Kompatibilitét;
(ii): wenn ¢ € () Ep, so existiert Vm : ¢, € E mit [[¢ — @mllm < . @ ist

m=1

C-Folge in F und ¢, — ¢ in E.) Weiters ist (per definitionem) E' = (J E!..
m=1

Beispiel 31 1) E=S®R"), [[f|Z= X [ |0°f@)] - (1 +]z*)" da.

la|<m
2) E =D;2, E,, = H™ = Sobolev-Raum, vgl. S. 24.
3) E=D(K)={f€D(R") :supp f C K} fir K C R" kompakt,
o 2
= 5 [ fo"5(a) o

|| <m
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Definition 10.5
Ein abzéhlbarer Hilbertraum E heifit nuklear:<= Vm € N : dn > m : i, :
FE,, — FE,, nuklear.

Bemerkung Da die Zusammensetzung zweier L2-Abbildungen eine L1-Abbildung
ergibt (vgl. Satz 10.6), konnen wir ebensogut die Nuklearitidt durch die Bedingung
charakterisieren Vm € N: 3n > m: i,,, € L2(E,, E,,).

Beispiel 32 1) A >0, B,:={z e R*:Vj <d: |zj| < a},
E:=D,:=D(B,) ={p € D:suppyp € B,} ist nuklear.

d
Denn: {gpk(x) =exp(Z 3 kja;) 1 k € Zd} ist orthogonal und dicht in F},,, wobei
j=1
F = {p € C®R") : p(z + ak) = ¢(z), Vk € Z*}. Weiters gilt: ||pp]|3, =
> (k) m/“hnxm>F<tv:: S (=) Mk 2o kg - (2a)%, Ao,

a

la[<m A la|<m
0<Ci(m) < \\ST£|!Lfm < Cy(m), |k| > 2.
Firn > m gilt: F, — F, : ¢ —> > lnll .(907 Yk ) R |
ekl F, ol £, Fp x|l 7.
A
k

YA < oo fiirn>m+d.
k

E,, ist ein abgeschlossener Teilraum von F), und daher ist auch

U @ By — F, — F,, — E,, in L1 fir n > m + d.
proj.

2) E = S(R%)ist nuklear. Denn nach Ubung 4. in S. 99 ist

Sm%lmWWH(/mum~mwmamﬁ ,

keNgd
wobei f; die Hermiteschen Funktionen sind und

sa={(cx) € CY :¥m e N: [ (ce)llm < 00}, H(ck.)an = Z(l + ]k|)2m|ck|2.

(In S. 99 stehen andere Normen, welche zwar dieselbe Fréchetraumstruktur auf
sq erzeugen, jedoch keine Struktur als abziéhlbarer Hilbertraum.) Eine ONB in
(sahm = {(&x) + [[(e0)]],, < o0} ist {2} = {Gura/ (1 + ko)), : o € N¢} und
(14 |kol)™

imm © (Sa)n — (S4)m ist nuklear, wenn ) ~———~% < oo, d.h. fir n > m +d.
ko (1 + ’k0|)



10.0 Gel’fandsche Raumtripel = Rigged Hilbert space 134

Abstrakter Kernsatz FE, F seien abzihlbare Hilbertraume und einer von bei-
den sei nuklear, z.B. E.

B : E x F — C sei bilinear und partiell stetig (d.h. Vo € E: V¢ € F: B(p,—)
und B(—, 1) sind stetig). Dann gilt

dn,m e N:3A € LI(E,, F)) : V(p,¥) € E X F: B(p,¥) = (Ap)(¥).

Beweis.

1. B ist stetig. Denn:
Es sei p,(v) := sup{‘B(gp,w)} el < 1} € [0,00] fiirp € F =
(i) Vi € F: In=n(y) : po(vp) < oo, denn B(—,¢) : E — C ist stetig;
(i) pr1(¥) > po(v) > +--, wenn wir [|¢|l, < ||¢llns1 voraussetzen (siehe
S. 132);
(ili) pn konvex, d.h. p,(A) = [A|p,(¢) fiir A € Cund p, (Y1 +1P2) < pu(1) +
Pn(1h2), denn | B(p, —)| ist konvex fiir jedes ¢ € E;
(iv) pn ist nach unten halbstetig als Supremum von (unten halb-)stetigen
Funktionen.
Nach (iii) und (iv) ist A, := { : p,(¢)) < 1} absolut konvex (d.h. ) Vz € C
mit |z| <1, Vi € 4, : 290 € A, und
BYV0 < c<1:Vi,e € A, i cthy + (1 — )iy € A,,) und abgeschlossen.
Nach (i) gilt | k-A, =F.

k,neN

Nach dem Baireschen Satz gilt dann:

Tn: A, A0 = TImeN o€ F:Ir>0:{v: || —tollm <7} C Ay

A, absolutkonvex = {v : |||, < 7/2} C A4, = ImneN:IF >
1
0: [[0n <7 = pa¥) < 1] = pa(®¥) < Sl = |Blp,9)] <

1 .
Sllln - [l = B stetig.

2. Definiere A; : E, — F), : o — (¢ — B(p,v)).
1
Dann ist |(A10)(®)| = [B(e, )| < Sllellnl|¢llm

1
= Al < Zllelln = A€ L(Ey, F).

m—,r.l

3. Da E nuklear ist, existiert p > n mit 4, : B, — E,, nuklear —
A=A o0i,, € LI(E, F)).
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Bemerkung Die Darstellung von B durch A; ist, wie der Beweis zeigt, in Fréchet-
rdumen immer moglich. A € L1(E,, F,) bedeutet:
AN >0, YA < oo, Her}t C E,, IH{Hi} C F), orthonormal mit

Blp,v) = Z Ae(0, k) nHi (V).

k=1

Kernsatz in §
Es sei B : S(R?) x S(R?) — C ein partiell stetiges, bilineares Funktional. Dann
existiert

K(l’, y) € S/(Rfcfly) mit B(@? W = S(RQd)<(10($)w(y)a K(l‘, y)>3/(R2d)'

Beweis.
B(p, ) = > M, or)nHi (1) sei die Darstellung nach dem abstrakten Kernsatz.
Definiere K € S'(R*)

(oo ). 1) = 3 Ml (ol ), oule), ).

Dies ist wohldefiniert, denn 1 (y) := (¢(z,y), cpk(x))n =
= ||Z (1+J2*) 07 p(z,y) - 9°pi(w) d € S(RY)
al<n
2
und |Hy(p)|” < [[Hll3, - 1kl = ||¢k||72n2:
= ImZ /(1+ !y\z)m’(é’f@(%y),s&k(m))n dy <
<m
< X [(1+WP) m!lsoan g, yl, dy =
|8]<m
[0 W ) ot ey,
|B|<m la|<m
das letzte ist eine Norm auf S(R??) und folglich ist K € &'. O

Kernsatz in D
B : D(RY) x D(RY) — C sei ein partiell stetiges bilineares Funktional. Dann
existiert K (x,y) € D'(R2) mit B(yp,v) = (p(x) (z,y)).

Beweis.
Da D, nuklear ist (vgl. S. 133), kann auf B eingeschriankt auf D, x D, ebenso wie
im Fall § der Kernsatz angewandt werden. Dies ergibt:

Va>0: 3K, € D'(B, X B,) : Yo, ¢ € D(B,) : B(p,¥) = (p @9, K,).
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Definiere K € D'(R*) durch (p(z,y), K) := (p, K,), wobei
supp ¢ C B, X B,. ]

G) Gel’fandsche Raumtripel

Definition 10.6

E sei ein nuklearer abziahlbarer Hilbertraum, (—, —) : E x E — C eine steti-
ge, positiv definite hermitesche Sesquilinearform, H die Vervollstdndigung von F
antilinear

bzgl. (—,—). Dann gilt £ <— H < = E’. Dies nennt man ein Gel’fandsches
Raumtripel, H wird als rigged Hilbert space bezeichnet.

Beispiel 33 F = S(R"), (f,g) = /f(x)md:r, H = L*(R"),

E<—>H(—>E_’:S’.

Lemma
E C H=L*X,du) C E’ sei ein Gel'fandsches Raumtripel. Dann gilt

Vee X :3T, e E':Vp e E:p(x)=(p,T,) p—f il
Beweis.

1.¢: EF — H stetig =— dn:i,: E, — H stetig — dn:1,: E, — H
nuklear = 3\, D A < oo, Her} C E,, I} C H orthonormal:

Vo € By tin(@) = D0 Mn(0, 0r)n-
Definiere

k
2. Fiir u—fast alle x ist T, wohldefiniert und liegt in E/ C E’. Denn:

Tac,k : En — C: Y 1/}k<x)(907§0k)n

liegt in EI, p—f . und || Toplle, = |e(@)] - [loklln = |r(2)| und folglich
ist T,, = > ATk tiberall dort wohldefiniert und in E!, wo alle T}, ; definiert

k
sind und Y- A |t (x)| < co. Diese Summe ist aber p—f. ii. konvergent, da
k

OIEVIAGIIED SE SPUIE,
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und

/ZAkm<x>|2d#(w> = Ml =D A < o0,

3. p € E = v => MWUr(¥, or)n, wobei die Konvergenz der Reihe in
H = L*(X,du) gemeint ist. Nach 2. gilt aber auch, dass die Reihe
ST Me(x) (0, o1)n p—f. ii. konvergiert. Da eine in L? konvergente Folge ei-
ne f. ii. konvergente Teilfolge (mit demselben Grenzwert) hat, gilt ¢(x) =

(o, Ty) p—1. .
m

Definition 10.7 F C H C E’ Gel’fandsche Raumtripel.

1. Ein Operator A € Lsa(H) heiit selbstadjungiert auf dem Gel’fandschen
Raumtripel: <= (i) £ C D(A); (ii) A: E — E stetig.

2. Lsa(H, F) := {A wie unter 1.}.
3. T € E' heifit verallgemeinerter Eigenvektor von A zum Eigenwert \ <=

Vo e E: (Ap,T) = N, T) <= ATT = \T (wobei AT : E' — E' der zu
A transponierte Operator ist.)

Hauptsatz (Gel’fand-Vilenkin, p. 121)

E C H C E' Gel'fandsche Raumtripel, A € Lsa (H, E).
Dann ist ¢({T" € E' verallg. Eigenv.}) dicht in £’ (in der Topologie o(E', E)).

Beweis.
im Spezialfall H = L*(R,du), du Radonmaf auf R,
A {f : fa:2‘f(x)|2d,u(:v) < oo} — H

fr—af,
der nicht so weit vom allgemeinen Fall entfernt ist, wie es zunéchst erscheinen mag.
Da A: EF — FE stetigist, dn : A : E, — F, stetig. n sei weiters so gewéhlt,
dass die Darstellung (¢, T,) = > Me¥k(z) (@, k)n, ¢ € E,, aus dem Beweis des

k

Lemmas gilt.
E, ist separabel, denn wenn ¢ € E, und Vk : ¢ L ¢y, so folgt p(z) = 0 f. i
= p=0.

Fir ¢ € £, und z € R\ N, /d,u—()gilt
N

B0 AT T g = (Ap, Ty) = () = (g, 2T).
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Wenn {1, ¢, -} C E, dicht, so ist N := |J N, eine Nullmenge und A'T, =
j=1

2T, fir x € R\ N, d.h. T, € E’ ein verallgemeinerter Eigenvektor fiir € R\ N.

Weiters ist ¢({T, : « € R\ N}) C E’ dicht, da

(p,T,) =0, Ve e R\ N = ¢(z) =0 p—f i. = ¢=0. O

Bemerkung 1. H und A lassen sich in der im Beweis vorausgesetzten Form
darstellen, wenn A zyklisch ist, d.h. 3h € H : {A’'h : j € No} C H
dicht. (Im endlich-dimensionalen Fall bedeutet dies, dass A keine mehrfachen
Eigenwerte besitzt.) Der allgemeine Fall ist technisch etwas aufwendiger, man
verwendet das sogenannte direkte Integral von Hilbertraumen.

2. Der Sinn des Satzes besteht darin, dass ¢ € FE durch die Kenntnis von
(p,T), T € E' verallgemeinerter Eigenvektor, festgelegt ist. Hierauf aufbau-
end folgt dann die Theorie der einem A € Lsa entsprechenden Fourierzerle-
gung von ¢ € F. Physikalisch: vgl. Landau-Lifschitz, 2. Band der Kurzfas-
sung, § 5; mathematisch: K. Maurin, General eigenfunction expansions etc.
p- 76.

Beispiel 34
1) H=L*R,d)\), E=8(R"), A=1,
2) H = L*(R,d\), £ = S(R), A

T, (&) entspricht 6(& — z).
= jd
(i¢/(6),67) = 2(p, ). d

, T,(6) = e denn (Ap, T,) =

10.1 Ubungen

1. Zeige, dass A € L1(Hy, Hy) <= 3{p; :i € I} C Hy ONB mit > ||Ap;|ln, <
0.

2. Konstruiere A € Lf (1) C L1(I*) und eine ONB {¢, } C I? mit
2. [ Aen]l = oo

3. Zeige, dass £(R™) nuklear ist.



Kapitel 11

Axiome der relativistischen
Quantentheorie

Bogolyubov, Logunov, Todorov Azxiomatic quantum field theory
L. Schwartz Matemdtica y fisica cudntica

O. Forster Riemannsche Fldichen

A) Das Heisenberg-Bild

In S. 77 sind die Axiome der Schréodingerschen Quantenmechanik angefiihrt. Auf-
grund der verschiedenartigen Behandlung von Raum und Zeit, ist diese Beschrei-
bungsart fiir eine relativistische Theorie nicht gut geeignet. In diesem ,,Schrédinger-
Bild* ist der Mittelwert der Messergebnisse einer Apparatur V; fiir einen Zustand
z durch (Az, z)/||z||* gegeben, wobei z = C-z,2 € H und A € L(H)NLs(H) der
Observablen f entspricht (vgl. S. 76-77). Weiters geht der Zustand z im Zeitpunkt
t =0 in den Zustand z(t) = e /"2 . C zu einem spiteren Zeitpunkt ¢ iiber (vgl.
S. 78, 79) und die Messung ergibt dann den Mittelwert

eitH/hAe_itH/hx, x)

]2 ’

(Aefit?-l/hx’ efitH/hx)/HefitH/thZ _ (

da e /M ynitar ist. Wenn wir A(t) = /" Ae /" setzen, so konnen wir die

Zeitabhéngigkeit der Messungen in den Operator verschieben und den Zustand z
zeitunabhéngig lassen. Damit gelangt man zu folgender Axiomatik (das sogenannte
Heisenberg-Bild):
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Axiom 1 Die Zustidnde eines physikalischen Systems entsprechen den 1-dimen-
sionalen Unterrdumen eines Gel’fandschen Raumtripels E € H C E'; Cx, x €
E' heilen verallgemeinerte, Cx, x € E heiflen reguldre Zusténde. Die Zustéande
werden als zeitunabhéngig aufgefasst.

Axiom 2 Die Observablen entsprechen den selbstadjungierten Operatoren L(H)N
Lsa(H, E). Der Mittelwert der Messwerte der A entsprechenden Observablen
im Zustand C -z, x € H, ist durch (Az,z)/|z||*> gegeben. Die Observa-

blen werden als zeitabhéngig betrachtet mit der Zeitentwicklung A(t) =
eltH/h A (()e—itH/h,

Beispiel 35 n ungekoppelte harmonische Oszillatoren. Nach Kap. 8 setzen wir

0
H = L*(R"), &; = Ortsoperator des j-ten Teilchens, p; = —ihi—,

Ox;
° h k
H:SR") — H: f+— (—%Ajt §|x|2>f, E =S8(R"), E' = §'(R"). Der
2
Einfachheit halber sei h = 1, g =1, 2h— = 1. Nach S. 91 sind die (verallgemei-
m

nerten) Eigenvektoren von H durch { Jo = 1] fo,(z;) € E: a € Ng} gegeben,
j=1

D L, dt
wobei fi(x) = %7 e? /2 e (e=*") die Hermiteschen Funktionen sind. E

wird nicht zufillig gleich S gewéhlt, sondern es gilt:

E:{fEH:VPolynome P(z,y) : P(Z1, -+ ,&pn, p1,--- ,pn)fEH}
:mD(P(i‘lv winapla'” 7pn))-
P

1
Wenn wir a; = —= (&, + ip;) setzen, so gilt

V2
[0 =11
fo,(x5) = | | == o,
i =1 vyl
wobei &g = [] fo(z;) = 74 /2 der Grundzustand in der Ortsdarstellung ist.
j=1

Wegen
H = P(Ng): fr— (], fa)
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kénnen wir auch auf [2(N7) rechnen. f, geht iiber in

(0 ,B BENY 5 (Z 205 + 1) aﬁ) senn’ aj = (\/ Bj 5oc+(0---}0---0)75)04”361\13‘
j=1 “P=To J
Dies gilt fiir t = 0.
H bleibt weiterhin zeitunabhéngig, aber a;(t) = ea;e " = q; - e,

B) Die Poincaré-Gruppe

Unsere Raum-Zeit ist (nach Einstein) eine Menge M mit folgenden Strukturen:
1. 3V reeller Vektorraum der Dimension 4,

f:MxV — Mmit (i) f(m,0)=m
(i) £(£m,u),0) = fm,u+0)
(iii) Vm € M(oder 3m € M) :
fm V. — M :v+— f(m,v) ist bijektiv.

Bemerkung

a) Wenn my,my € M, so ist myms5 das eindeutig bestimmte v € V, sodass
f(my,v) = my;

b) fiir f(m,v) schreibt man auch m + v.

2. M ist C*°-Mannigfaltigkeit vermoge einer der Bijektionen f,,. (Das Ergebnis
ist unabhéngig von m.)

3. Auf V ist eine Lorentz-Metrik gegeben, d.h.
VxV—R:(u,v) — [u,v], [—,—]
ist nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform mit Signatur 1,3.

4. Auf V ist eine Orientierung w gegeben, d.h. ein Element der zweielementigen
Menge V: AVFAV*AVH/R,.

5. Auf V ist eine Richtung der Zeitachse gegeben, d.h. eine der beiden Zusam-
menhangskomponenten von {v € V : [v,v] > 0} wird als positiver Lichtkegel
V., ausgezeichnet.

Definition 11.1

Die Gruppe von Transformationen A : M — M, die 1. — 3. invariant lassen, heif}t
erweiterte Poincaré-Gruppe P; diejenigen, die auch 4., 5. invariant lassen, bilden
die eingeschrinkte Poincaré-Gruppe PI.
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Bemerkung
Dass A 1. invariant lasst, bedeutet, dass A(f(ml,QOg)) = f(Amy, AmaAms).
Daraus ergibt sich sofort, dass die Abbildung

AV —V :mgms — AmyAms

wohldefiniert ist. Aus 3. ergibt sich, dass A eine Lorentztransformation ist. Durch 4.
und 5. wird eine Untergruppe vom Index 4 aus der Lorentzgruppe £ ausgesondert,
die sogenannte eingeschridnkte Lorentzgruppe /51.

In Koordinaten auf V' mit [z,y] = 2%° — z'y' — 2?y* — 2°y* = g, at2”,

w=Ry -dz" ANdz! Ada? Ada®, Vi C {2° > 0} gilt:

L= {(a}) € GL(R) : afguna} = g},

LL={AcL:detA=1, a >0}

Wenn mqg € M, so gilt

P={A:M — M mit Im; € M :3JA € L:Ym € M : Am = my + Amgm}.

C) Der Zustandsraum eines Elementarteilchens
mit Spin 0

Die Annahme Spin = 0 besagt, dass wir nur skalare Wellenfunktionen betrachten,
d.h. H besteht aus Funktionen f(z), x € M. Etwas allgemeiner lassen wir zu,
dass H C D/(M) und machen die Annahme, dass die Einbettung j : H < D'(M)
stetig ist. Der Kernsatz ergibt nach S. 119, dass

K € D'(M x M) : Vo, € DIM) : (70, 770 = (p()(y), K.

Offenbar gilt K (z,y) = K(y,z) und (p(z)¢(y), K(z,y)) > 0, Ve € D, d.h. der
Kern K ist ,positiv definit*.

Umgekehrt: Wenn K € D'(M x M) positiv definit, so ist B : D x D — C :
(¢, 0) — (p(x)¥(y), K(x,y)) eine positiv semidefinite Sesquilinearform. Wenn
wir N := {cp €D : (p(x)e(y), K(z,y)) = O} setzen, so ist D/N ein Prahilbert-
raum, seine Vervollstandigung werde H' genannt, der Dual H.

Die kanonische Abbildung j7 : D — H’ hat dichtes Bild, ihre konjugierte

j: H— D' ist injektiv.

Explizite Bestimmung von H : H' = Vervollstéandigung von D/N,

H = (H) = {T : D — C: (i) T|xy = 0 (ii) T linear (iii) 7" stetig bzgl. der

Halbnorm p(p) = \/<g0(:c)@, K(z,y)) } =
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= {TeD' 30> 0:VpeD: |(p, 1)’ < O-<so(x)@7f<(x7y)>}-

A
Weiters ist || T||g = sup ‘<<p >|

Nenner #0 \/<90 :L‘ y)>

Dies ergibt den

Satz 11.1
{H c D'(M) Hilbertraum} ~ {K € D'(M x M) positiv definit }

Seit Einstein nehmen wir an, dass die Gesetze unserer Welt unter allen Abbil-
dungen A € PI invariant bleiben, d.h. ein von uns verschiedener Beobachter des

Universums, charakterisiert durch A € PI, muss zum gleichen Zustandsraum wie
wir gelangen, d.h.

VAEPl: Vo e H: p(Az) € H und (p,%) = (p(Az), ¥(Az)).
Das bedeutet: YA € P! : K(Az, Ay) = K(z,y).
Insbesondere ist fir v € V' die Abbildung A, : M — M : 2 — =z +v = f(z,v)
in PI.
Wenn wir K € D'(M x M) vermoge des Isomorphismus
MXxV — MxM:(z,u)— (z,z +u= f(z,u))

nach M x V transportieren, so erhalten wir K; € D'(M x V'), und es gilt Vo € V' :
Yo, € DM x V) :

(p1(2,u0), K = {ou(a,7), K(z,y)) = (Invarianz von K unter A,)
= (pi(z, 79), ($+v y+v)>
- <901(9U - »@ >
= <901(ar —v,u), Kl(x, u)>,

d.h. K;(z,u) ist von x unabhingig.

d\ sei ein Haar-Mafl in M (d.h. ein unter A, invariantes Maf}). Dann ist

D(V) = {T eD(MxV):T(x,u) von z unabh.}

S — ((p(:c,u) = ([ oz, u) dA(z), S(u)>)
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Fiir K(z,y) ergibt sich also: 35 € D/(V') mit
<<,0($, y)> K> = <<10($a x + U), K1<.’L', u)>

— <fg0(:13,$+u) d)\(x),S(u)>.

Dass K positiv definit ist, bedeutet: S = S und

0 < (p@)e(y). K@) = ([ el)pl+u)dr@),s,)
= <95 *©, S)
(wobei, wie iiblich, ¢(x) = p(—x)).

Definition 11.2
Eine Distribution S € D’(R") heifit von positivem Typ (geschrieben S > 0) :<=

Vo € D: (p*p,S) > 0. (Diese Bedingung impliziert S = ).

Theorem (Bochner-Schwartz) B
S > 0 < d positives Mal y € S'(R™) : S = Fp.

Beweis. -
leichte Richtung: p € S'(R™) pos. Mal =— fiir ¢ € D mit v = Fop gilt:

(p+5,Fp) = (F(p*9),n) = (Fo- Fp, ) = /w(—w)w(—w) dp();

J/

schwere Richtung: L. Schwartz, Théorie des distributions, Ch. VII, §9. O
Somit erhalten wir: 3 pos. Ma y € S'(V') mit

(o), K (2,)) = / / / (. + 1) dA(z) ¢ dA(u)dp(w),

weV!'ueV zeM

wobei d\(u) nun auch ein Haarmafl auf V' bezeichnet.

Auf V' erhélt man wie iiblich durch Dualitdt eine Lorentzmetrik und die Invarianz
von K (z,y) unter A € P! bedeutet: VA € Pl : K(Az, Ay) = K(z,y) <=

VA € £ S(Av) = S <= VA, € LL(V') : p(Ayw) = p, d.h. p ist invariant unter
der eingeschrénkten Lorentzgruppe.

Angenommen, wir haben einen unter P! invarianten Hilbertraum H C D'(M)
gefunden. Dann liefert

Pl — L(H) : Av— (f(z) — f(A™"2))
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eine unitdre Darstellung der Liegruppe PI (ndheres dariiber unten). Diese Dar-
stellung heiflt irreduzibel <= die einzigen unter PI invarianten abgeschlossenen
Teilrdume von H sind 0 und H. Wenn die Darstellung reduzibel ist, so 30 # G < H
mit AG = G, VA € PI, G = G. Dann ist auch G invariant, da die Darstellung
unitér ist. Somit: H = GOG* und in diesem Sinn ist der Zustandsraum auf zwei
elementarere Zustandsraume zuriickfithrbar.

Definition 11.3
Ein Hilbertraum H C D’(M), der invariant unter PJTr ist, heifft Zustandsraum eines
Elementarteilchens:<—=> die obige Darstellung ist irreduzibel.

Fs sei H irreduzibel, dh. 0 £ G € H = Vo € D(H):

(p(@)p(y), Kul(z,y)) = 1770l > 1577 ¢lle = (p(@)¢(y), Ka(z,y)), dh.
Ky — K¢ positiv definit, d.h. Sy — S¢ > 0, d.h. uy — pe positives Maf.
Wegen G # H sind py und pg nicht proportional.

Auch das umgekehrte ldsst sich zeigen, vgl. Schwartz, § 24.

Definition 11.4
Ein positives El—invariantes MafB p heifft minimal: <= V0 < py < p mit
1 El—invariant: <a<l:pu =au.

Der Zustandsraum eines Elementarteilchens wird also durch ein minimales posi-
tives ﬁl—invariantes Maf} charakterisiert. Eine einfache geometrische Uberlegung
zeigt, dass dann g in einer der folgenden 6 Klassen enthalten ist (in Koordinaten

mit [z, y] = zoyo — -+ — T3Y3) :
a) suppp = {0} <= p=c-4;
7, &) d

b) suppp = V| pos. Lichtkegel <= (¢, u) = c/ MT;
T

(In b) und ¢) wird auBerdem 1 ({0}) = 0 vorausgesetzt.)
c) suppp = V' neg. Lichtkegel;

d) 3M > 0:suppp = {z: [z,2] = M?, 10 >0} <
M2+ |22 7))
<90,u>=6/¢( |l )d:r;
/M2 + |72

e) IM > 0:suppp = {z : [z,z] = M?, x5 <0};
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f) 3k > 0:suppp = {z : [z,z] = —k?}

’Sfrag replacements

X1
T2, T3

Zo
a) x2x3
b

- O A0
S N N N

Ubergang in den Impulsraum:
H = {T €D'(M):3C >0:Yp e DIM) : (0, T)]" < C - (p()p(y), K (x,y)) =

C-<¢*¢,S):C<|J-‘go|2,u>} — VT € H:3C>0:3k>0: VYo e D(M) :

|<30,T)‘ < Cmax{(l + |3:|2)k|}"90(:)3)|}

— H C §'(M). Nach Wahl eines Nullpunktes in M ist F : §'(M) — S'(V')
definiert und damit H := {FT : T € H} mit dem Skalarprodukt

Ully = 0 F 'Ully = su —K%Tfl(])‘ - (2m)* = su —KWUM

Ul := (2m)7]] 7 %g\/m (2m) weg\/m

— YU € H:U € (L*(dp))" ~ L*(dp) =

— H~L*dp) = {f : suppp — C messbar bzgl. dp mit [ |f[>dp < oo}
fdp— f

and (F dp,g )y = [ F(2)30@) dlz), denn

| J 9@ (@) du()
191l £2(ap)

Ifdullz = ;Tég = |1 fll z2(aw-
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Darauf aufbauend wird spéater der Fock-Raum konstruiert. Speziell, wenn p wie
im Fall d) ist, so gilt: .

(M? = [z,z])p=0,d.h. VU € H : (M?* — [z,2])U =0, d.h.

VT € H: (0} — A+ M*)T = 0, Klein-Gordon-Gleichung.

Wenn wir PI durch {(a, A):aeV Ace El} darstellen, so operiert

P! auf M (0 in M gewihlt, M ~ V) :

Pl — End(M) : (a, A) — (m — a + Am); es operiert auf D’(M) so:

Pl — End(D'(M)) : (a, A) — <T — T(A™(m — a))), ebenso auf H und
daher auf I? S0:

Pl —s L(H) : (a, A) — (fd;u—>f[( '(fdu)) (A (m—a))} = etilaw) (AT )dﬂ)
(Man beachte, dass w € V' und AT : V/ — V).

D) Relativistische Invarianz

Entsprechend den Axiomen 1 und 2 sei £ C H C E’ gegeben. Relativistische
Invarianz bedeutet, dass

VAGPJ_:HTA:{CJL’::UEH}—>{Cx:x€H},

sodass fiir TA((Cx) = Czy, TA(Cy) Cyy gilt: }(1' y)‘ ‘(x1,y1)| '
Il gl fla ] ]

(Im Spezialfall H ¢ D'(M) in C) wurde Ty (C Uz )) = CU(A™'z) gesetzt.)
Weiters gelte TA AF! = Ty, 0 (Th,) ! und A — T)Cuz stetig, Vz.

Theorem 1 (Wigner, 1939)
Wenn T : {Cx: 2 € H} — {Cx : x € H} so wie oben (d.h. Winkel erhilt),
sogilt: 37 : H — H: (i) T(Cz) =C-Tx
(ii) T linear, unitéir oder T antilinear, antiunitér (d.h. (Tz, Ty) = (x,y) ).
T ist bis auf einen Phasenfaktor €7, v € R, eindeutig durch 7" bestimmt.

Theorem 2 (Bargmann, 1954)
Wenn VA € PJTr TA wie oben, so kénnen T unitdr gewédhlt werden mit
TA(Cx = CT'\z, so dass T, Ty, = £Th, a,-
(Dass man gelegentlich auch — erhilt, liegt daran, dass Pi nicht einfach
zusammenhéngend ist.)
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Definition 11.5

Ein kurvenzusammenhéngender topologischer Raum X heifit einfach zusammenhén-
gend: <= jede geschlossene Kurve in X l&sst sich zu einem Punkt zusammenziehen
<= Vf:[0,1] — X stetig mit f(0) = f(1) =2z :3A:[0,1] x [0,1] — X stetig
mit:

Ve [0,1]: A0, 1) = f(t), A(Lt) =z, A(t,0) = A(t,1) =z

At
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Allgemeiner nennt man zwei stetige Kurven f, ¢ : [0,1] — X mit f(0) = ¢(0) =
f(1) = g(1) homotop, wenn ein A wie oben mit A(1,t) = g(t) existiert.

Die Menge aller Aquivalenzklassen unter der Homotopierelation bildet bzgl. der
Zusammensetzung von Kurven eine Gruppe, welche mit (X, z) bezeichnet wird
und von x im wesentlichen unabhéngig ist.

X einfach zusammenhéngend <= (X, z) ~ {1}.

Es gilt m (P!, A) ~ Z/2Z. Eine auf Dirac zuriickgehende Konstruktion, welche
zeigt, dass die Kurve

cos2nt  sin2nt O
f:[0,1] — SOz :t —— | —sin2nt cos2nt 0 in SO3
0 0 1

nicht nullhomotop, die Kurve f o f ~ f(2t) jedoch schon, findet sich in Bieden-
horn/Louck, Angular Momentum in Quantum Physics I, p. 12. (In der Tat ist auch
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Definition 11.6 )

X, Y topologische Raume. f : Y — X heifit (unverzweigte, unbegrenzte) Uber-

lagerung: <= Vz € X : 3 Umgebung U : f~3(U) = J V}, V; paarweise disjunkt,
jed

offen und Vj € J : flv : V; — U Homoomorphismus.

Beispiel 36 exp:iR — S!, exp: C — C\ 0.

Satz und Definition
X, Y zusammenhéngende endlich dimensionale Mannigfaltigkeiten,
f Y — X unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerung. Aquivalent:

1. Y einfach zusammenhéngend,

2. Vg : Z — X unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerung, Z zusammenhingend,
YyeY, ze€ Zmit fly)=¢g(2) :Fh:Y — Z mit goh = f und h(y) = z.

Man nennt f : Y — X universelle Uberlagerung von X.

Beweis siehe Forster, § 5.

Definition 11.7

Eine endlich-dimensionale (reell) analytische Mannigfaltigkeit G mit (reell) ana-
Iytischen Gruppenoperationen G x G — G, (=)' : G — G heiit komplexe
(reelle) Liegruppe.

Ein Satz von Gleason, Montgomery, Zippin (1952) besagt, dass man eine lediglich
topologische Liegruppe (d.h. mit C°-Mannigfaltigkeitsstruktur iiber R") so para-
metrisieren kann, dass - und (—)~! analytische Funktionen sind.

Satz 11.2

X zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine universelle Uberlage-
rung f : Y — X und diese ist bis auf Homéomorphie eindeutig (vgl. 2. oben).
Wenn X eine Liegruppe ist, so kann man auch Y zu einer machen und f zu einem
Liegruppenhomomorphismus.

Beweis siehe Forster, § 5; Naimark/ Stern, Theory of Group Representations, Ch. IX,
§ 3, VIL.



11.0 Axiome der relativistischen Quantentheorie 150

Speziell fiir die Lorentzgruppe: Es sei R mit der Metrik [z, z] = gy, 22 =
(%) = (2')? — (2?)* — (2°)? gegeben.

F: R* = Ls(C? ={Aegl,(C): A" = A}

20423 ! —ia? N
T — . = 1%
a2t +iz? 2 — o? @

. 10 0 1 0 —i 1 0
wobei 0¢g = 01) =01 0) 2=y o) 9={og _1 )

1
F1A)r = §Sp (0,A), (mit Sp = Spur: gly(C) — C), [z, 2] = det F(z).
7 SL(C) — £ . B +— (:C — F_I(BF(:v)B*)> ist wohldefiniert, denn

[7(B)z,w(B)z] = det F(n(B)z) = det(BF(z)B*) = det(F(z)) = [z,2] =
Im7m C L;

7 ist stetig und Sly(C) zusammenhingend = Imx C L.

117rySU : SU,(C) — SO3(R), denn

B € SUQ((C — B! = B* = Sp(BF(z)B*) = Sp(F(z)) = 22° dh.
n(B): (7) — ().

.TO

o 1 3 .
B_ cQsﬁ sin 3 — 7(B)z = x cos25—l;x sin 23 ’
sinf  cosf x
—2tsin 28 + 23 cos 23
20
e 80 2! cos 2 — x?sin 23
B = ( 0 &) = m(B)r = xlsin 283 + 22 cos 23
3
x

Dies zeigt, dass m(SU(C)) = SO3(R).

3P 70+ 5007 =7

N =

B:(g 701),77&077€R:>7T(B)x: i
s(P+72 + 577 =7 2)a”

Da sich ganz El aus solchen speziellen Lorentztransformationen (“boosts”) und

SOj3 bilden lasst, folgt dass 7 surjektiv ist.

7(B) =id <= VA € Ls(C?) : BAB* = A = speziell fir A=1):

B!'=B* = VAeLs(C?:BA=AB = VA€ g,(C): BA=AB —

B=X, AeC = B=4%I.
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Somit gilt kerm = {£1}.
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass Sly(C) zusammenhéngend und einfach zusam-
menhéngend ist (siche Ubung). Daher ist 7 ,,die“ universelle Uberlagerung von Ll
und gilt m (L) = Z/2Z. Ausgehend von 7 erhiilt man die universelle Uberlage-
rungsgruppe Fp von PI :

Py~{(a,A):a e R AeSL(C)}, (a,A)o(b,B) = (a+m(A)b, AB),

T:Py,— Pl:(a,A) — (z— a+7(A)z),
ker T = {(0,%1)}, I = Einheitsmatrix.

Das Bargmannsche Theorem kann nun so formuliert werden:

Theorem .

VA € PI seien T wie zu Beginn von D).

Dann existiert ein stetiger (bzgl. der starken Topologie) Gruppenhomomorphismus
0: Py — {U € L(H) unitér}, sodass ¥(a,A) € Py : Yz € H : Co(a, A)z =
TT(a,A) (C{E)

Beweis in D.J. Simms: Lie Groups and Quantum Mechanics.

Es sei noch bemerkt, dass Py (und auch die universelle Uberlagerungsgruppe von
L) koordinatenfrei definiert werden konnen:

Py={(A,s): A€ P[, s Weg von I nach A} /Homotopie.
Mittels des letzten Theorems gelangen wir zu

Axiom 3 Es existiert ein stetiger Gruppenhomomorphismus o : Py — {U €
L(H,FE) unitar}, sodass fiir zwei Beobachter, deren Bezugssysteme durch
A e PI ineinander iibergehen, die beobachteten Zusténde jeweils C - x und
C-o(T*(A))z, (z € H\0), sind.
(Stetig bedeutet dabei stark stetig, d.h. Vo € H : p — o(p)z stetig.)
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11.1 Ubungen

1.

[\

Zeige, dass £1 und PJTr zusammenhéngend sind.

. Zeige, dass Sly(C) zusammenhéngend ist.

Zeige, dass Sly(C) einfach zusammenhéngend ist.

Hinweis: Fiir einen geschlossenen Weg ( g((lf)) Z((?) > ist jedenfalls ( ‘CL((E)) >

in C*\ 0 nullhomotop.

Zeige, dass SUQ((C) einfach zusammenhéngend ist.
Hinweis: SU5(C) — S3: A +— A( 7).

Zeige, dass
s(al? + 18P + 71> +16°) Re (a7 + B0) Im (ya + 65)
ﬂ(a B)_ Re(aﬁ—irfyé) Re (87 +ad) Im (3 + oa)
v 6 ) | Im(aB+19) Im (75 + ad) Re (ad — 57)
s(lal> + 1P = 181> = 16P*) Re(ay—p0) Im (65 + a7)

s(lal> + 1877 = [v* = [a%)
Re (a8 —~9)
Im (a3 + 67)
sl + 101 = |82 = 17]?)



Kapitel 12

Endlich-dimensionale
Darstellungen der Lorentzgruppe

B.L. van der Waerden Group theory and Quantum Mechanics
J. Belinfante, B. Kolman Lie Groups and Lie Algebras

J. Humphreys Introduction to Lie Algebras and Representation Theory

A) Lie-Algebra von P!

G sei eine reelle/komplexe Lie-Gruppe, e = Einselement in G,
M :=T.G = Tangentialraum in e an GG. Dann gilt:

{f:R/C — G analytisch, multiplikativ} ~ M : f — f(0).
Exp: M — G : £ — f(1), f wie oben mit f'(0) = &.

M ist eine reelle/komplexe Lie-Algebra mit

2

0
6] = oy [0S ](0,0).

Ein (reell-) analytischer Gruppenhomomorphismus ¢ : G — GI,,(R/C) heifit n-
dimensionale Darstellung von G. Dieser liefert eine Darstellung von M :

T.o: M — gl (R/C).
Dass das eine Darstellung ist, bedeutet:
Too(l6,n) = [T0(€). Teo()] g/, = Tee(&)Tooln) — Toon)Too(6).

Umgekehrt gilt:
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Satz 12.1

G einfach zusammenhéngende reelle bzw. komplexe Lie-Gruppe. Dann ist

{o0: G — GI,(R/C) Lie-Gruppenhom.} ~ {0 : M — gl,(R/C) Lie-Algebrahom.} :
0 — T.o bijektiv.

Beweis siche Nafmark/Stern: Theory of Group Representations, Ch. XI, § 1.

Wir betrachten daher als néchstes die Lie-Algebra von Fy, die isomorph zu der von
Pl ist, da diese zwei Gruppen lokal isomorph sind. PO,PJTr sind 10-dimensionale
reelle Lie-Gruppen.

Allgemein, wenn die Lie-Gruppe G eine Untergruppe von Gl,(R/C) bildet, so
kann 77(G) als Teilraum von gl, (R/C) aufgefasst werden und exp als gewohnliche
Exponentialabbildung von Matrizen (vgl. Kap. 2, S. 23). Die Lie-Klammer ist

dann:
2

[B,C] = % [e*Pel“ePe™C)(0,0) = B-C — C - B.

Mit Koordinaten wie in Kap. 11 gilt:

cl = {(a",) € CL(R) : ar,a*, = g, det(a”,) =1, a% > 0}.

d
Wenn V¢ € R, e € L1 so folgt 0 = e [(eB) 5. (eP)* ](0) = by + b, Vi, v,

d.h. (b,,) ist schiefsymmetrisch.
Umgekehrt, wenn (b,,) schiefsymmetrisch, so ist

(e = (€7 F)r, A (€P)au(P)Y, = ((€)7) (), = g

BA

Daher ist die Lie-Algebra von 51 :
TI(£1) = {(b#u> S gl4(R) : bw/ = _by,u}-

In der Physik werden (b*,) € T7(£1) als infinitesimale Lorentztransformationen
bezeichnet.

L € TI(ETF) werden durch (1,)as = Gualvs — Gvagus definiert, d.h.

(L) 5 = 6,°gup — 6,°gup- Offenbar bilden [, > v, eine Basis von Ty (Lh).

Nun zur Poincaré-Gruppe:

Pl ~{(a,A):acR" Ac L]} =
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0
TPl = {(ﬁAw ,B) :£eRYBe TI(LQ)}.

9,
o O) wird mit py bezeichnet. Die Lie-Algebra-Struktur von T\ p P! ist durch
a

die folgenden Formeln bestimmt:

[pmpu] =0, [luwpg] = GvoPu — GuoPv,

[l)\;u lgo] = gugl)\a - g)\gl,ua + g)\alug - gual)\g-

Uberpriifung etwa fiir die 2. Formel:

Exp (tpy) = (tapy, 1), ax® = 6,27, (a,A)o(b,B) = (a + Ab,AB) =
82

[l;wapg] = @ [(0, GSZW) o (ta(g), ]) o (0, efSll“’) o (—ta(g), ])] (0, 0) =

0? 0
D50t [(eSlW (tag) — tagy), [)] (0,0) = ((lul/)aﬁdﬁg dae 70) = (luu)agpa =

gu,gpu - g,ugpu'

Wegen det(e?) = e5P4 erhalten wir fiir Sly(C) die Lie-Algebra

slh(C) = {A € gl,(C) : SpA = 0}.

Da 7 : Sl,(C) — £1 wie in Kap. 11, S. 150, ein lokaler Gruppenisomorphismus
ist, muss Ty @ sly(C) — T7(LY) ein reeller Lie-Algebra-Isomorphismus sein.
Konkret: 5

(1) (A1) =( 5 )0)0) = 5 Sblore a0ne )0
= % Sp [O'N(A.TQO'Q + ZEQUQA*)} )

. . . 01 0 0 1 0 .
Eine C-Basis von sly(C) ist a = (O 0) , b= (1 0) , h = (0 _1) und es gilt

[h,a] = 2a, [h,b] = —2b, [a,b] = h.

Mit Hilfe der obigen Formel und unter Verwendung von Sp(o,0,) = 2J,,,
Sp(ojoror) = 2ig i erhdlt man: (Tym)(h) = 2los, (Tym)(ih) = =29,

(T[’H’) (a) = l01 + l13, T[ﬂ'(i&) = —log — 123, T[W(b) = l()l — 113,

(Tym)(ib) = log — los.

Die Lie-Algebra der Untergruppe SO3(R) von El wird durch l;;, i,j € {1,2,3} er-
zeugt. Die universelle Uberlagerung 7r|SU2 ©° SU,(C) — SO3(R) ergibt folgenden
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Lie-Algebren-Isomorphismus

sup(C) = {A €sl,(C) : A* = —-A} — s03(R)
ih — =2l

a—0b — 2113

i(a+b) — —2ly3

B) Die komplexen Darstellungen von Sl,(C).

Definition 12.1 M Lie-Algebra.
1) I < M heifit Ideal: <= Ve e M, Vye I :|z,y] € I.
2) M heiBt einfach: <= {Ideale von M} = {{0}, M }.
3) M heifit halbeinfach: <= 31, -+, [,, < M mit

) M=5L& &L,
ii) Vj: 1, Ideal
iii) Vj : I; ist einfach.

Satz 12.2
slo(C) ist eine einfache komplexe Lie-Algebra. sus(C) ~ soz(R) =~ sly(R) sind
einfache reelle Lie-Algebren.

Beweis sieche Ubung.

M sei eine Lie-Algebra tiber dem Korper F (mit Charakteristik 0), V' ein endlich-
dimensionaler Vektorraum iiber F. Eine Darstellung von M auf V' ist einerseits als
Abbildung ¢ : M — EndpV auffassbar, andererseits bedeutet dies, dass V' ein
,Modul“ {iber M ist, d.h.

r-v=o0(x)(v), Ve € M, Vv e V.



12.0 Endlich-dimensionale Darstellungen der Lorentzgruppe 157

Dabei ist zu fordern, dass

[,y v=2-(y-v)—y-(z-v).

Definition 12.2 Eine Darstellung heif3t

1) irreduzibel: <= {M-invariante Unterrdume von V} = {{0},V}.
(Eine Lie-Algebra M ist also einfach <= die adjungierte Darstellung
M — EndsM : z — (y — [z,y]) ist irreduzibel)

2) vollstandig reduzibel: <= 3Vi,--- |V, <V mit

i) V:Vl@...@vﬁ17
ii) Vj : V; M-invariant,
iii) Vj : M operiert auf V; irreduzibel.
(Eine Lie-Algebra ist also halbeinfach <= die adjungierte Darstellung
ist vollstandig reduzibel.)

Bemerkung FEine unitére Darstellung ist immer vollstdndig reduzibel, vgl. S. 145.

Satz 12.3 (H. Weyl)
Wenn M halbeinfach ist, so ist jede endlich-dimensionale Darstellung vollsténdig
reduzibel.

Beweis: Humphreys, 6.3.

Definition 12.3
Zwei Darstellungen von M auf V bzw. W heiflen dquivalent: <= 3M-Modul-
Isomorphismus f: V — W.

Es sei nun eine endlich-dimensionale komplexe Darstellung der Lie-Gruppe Sly(C)
gegeben, d.h. a : Sly(C) — GI,,(C) ein komplexer Lie-Gruppenhomomorphismus.
Dies ist gleichbedeutend mit einer komplexen Darstellung von sly(C) nach A).
Diese ist vollstédndig reduzibel. a, b, h € slo(C) seien wie in S. 155.

Satz 12.4 und Definition
o :slh(C) — gle(V), dimeV = n, sei eine irreduzible komplexe Darstellung
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(komplex bedeutet o(iB) = io(B)). Dann existieren eindimensionale Unterraume
VovonV, p=1-n,3—mn,---,n— 1, sodass gilt:

iii) aVH:{ Vu+(2) Zi;ﬂj

. Vet v#FEL=n
iv) bVM—{ 0 p=1-n

v) Man kann Basisvektoren v, in V,, finden, sodass

_ n—p—1 ntptl _ n—p+l  ntp—1
AU =1/ 72 2 Unt2, bu, = 2 o Up—2-

Insbesondere sind alle komplexen Darstellungen der gleichen Dimension dquivalent.

Die Darstellung der Dimension n werde mit D(%l) bezeichnet.

Beweis.
a) h ist diagonalisierbar in der adjungierten Darstellung:
[h,a] = 2a, [h,b] = —2b, [h,h] = 0 = h ist in jeder Darstellung diagonali-

sierbar. Dies gilt allgemein fiir ein Element einer halbeinfachen Lie-Algebra iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik 0, vgl. Humphreys,

6.3. In unserem Fall kénnen wir auch mit einem ad hoc-Argument arbeiten:
2mi
exp : sly(C) — Sl (C), exp(27ih) = <e0 egm> = I, d.h. die eindimensionale,
reelle Lie-Gruppe G, die von ih erzeugt wird, ist kompakt (und isomorph zu S!).
(Das ist kein Wunder, da (Tjm)(ih) = —2l;9, d.h. ik in der Lorentzgruppe einer
infinitesimalen Drehung um die z-Achse entspricht.) Nun kommt der Unitarian
1

Trick: b(v, w) sei irgendein Skalarprodukt auf V, b(v, w) := / b(e*™ iy, e?mihtyy) dt,

0
wobei e*™" € Sly(C) und Sly(C) nach A) auf V' operiert. G' operiert auf V unitér
bzgl. b : b(e™*Mv, e*hw) = b(v,w). {e*" : V — V : 0 < s < 27} bilden also eine
Menge von unitéren, vertauschbaren Operatoren und kénnen simultan diagonali-
siert werden. Folglich ist auch h diagonalisierbar. (Gewohnlich wird der unitarian
trick verwendet, um zu zeigen, dass eine Darstellung einer kompakten Liegruppe
unitdr gemacht werden kann und daher vollstédndig reduzibel ist.)
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b) hv = pv = h(av) = a(hv) + [h,a]v = (u + 2)av.
Wenn also V,, = {U s hv = /w}, so gilt aV, C V4o, OV, C V, .

c) Es sei ReA maximal mit V) # 0, 0 # v € V).

Dann ist avy = 0; v; := by, j € N, m := max{j : v; # 0}.

hvj = (X — 2j)v;, avy = abvy = bavy + [a, bjlvg = hvg = A,

avy = abvy = bavy + [a, blvy = bAvg + hvy = 2(A — 1)vy - - - (Induktion)

(M)j = j(/\ — j —f- ].)Uj_l.

Daher ist der von vy, - - - , v, erzeugte Vektorraum in V' sly(C)-invariant und folglich
gleich V. Die v; sind linear unabhéngig, da sie Eigenvektoren von h zu verschie-
denen Eigenwerten sind. Weiters ist n = m + 1 = dim¢ V, alle Eigenrdume von h
sind eindimensional.

0=avp1=(m+1)A=—m)v,, = A=m=n—1.

d) Wenn wir v, rekursiv durch die Vorschrift bv, = w Vym2 = Culpu—2

: : —p—1 1
definieren, so gilt av, = abv,qa/cuq0 = 1/ 55— - % Upga- ]

Bemerkung In der Quantentheorie wird dieses Ergebnis verwendet, um die end-
lich-dimensionalen Darstellungen der Drehgruppe zu klassifizieren. Man geht da-
bei aus von einer unitdren Darstellung o von SOz bzw. SU, auf einem endlich-
dimensionalen Eigenraum H des Hamiltonoperators. Daraus erhélt man die Dar-
stellung To : so3 ~ suy — L(H). ['%,1?3 3! bilden eine Basis von sos.

Die sogenannten Drehimpulsoperatoren M7* := —ihT o(1%) sind hermitesch (denn
R — L(H): s+ Q(Exp(sljk)) gibt eine Gruppe von unitéren Operatoren,
nach Stone ist

o(Exp(st’*)) = exp(s(T0)(1"%)) = AL VLN Ls(H)).

Das bedeutet, dass ausgehend von der reellen Darstellung T'o : so3 — L(H) ihre
Komplexifikation

(To)c : (s03)c := 803 +is03 ~ sly(C) — L(H)

betrachtet wird, bzw. dquivalent dazu, eine komplexe Darstellung der zugehorigen
Lie-Gruppe Sly(C).

Explizite Realisierung der irreduziblen Darstellungen

Wenn Sly(C) wie iiblich auf V' = C? operiert, so nennt man die transformierte
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Grofle Spinor. Damit operiert auch Ly auf V' :

1

Lo — Sly(C) : (A, 3) — ((;) — 71 (A) (;)) ,

wobei entsprechend dem Weg s das Vorzeichen zu wihlen ist. (Der Querstrich auf
s bedeutet Aquivalenz bzgl. Homotopie.) Drehungen um die 23-Achse wirken etwa
diagonal:

xo Zl 6_1521
Ag:xz— [ 2tcos2B —a?sin28 | = (A5,§)< 2):i(ei522)’
rlsin 28 + 22 cos 23 o

vgl. S. 150. Durch Betrachtung von Tensorprodukten erhélt man alle irreduziblen
Darstellungen: £y wirkt auf C* @ --- ® C* 3 (2*7*"), a; € {1,2} und damit
auch auf dem Raum der symmetrischen Tensoren z®1on = zolen)-olon) 5 c g

Dieser Raum ist (n + 1)-dimensional mit Basis {2y : j = 0,---,n}, wobei
o1 1 : a; =1 genau j-mal .
Z(jl) - { 0 : sonst und hz(;) = (27 - n)z(j)’

d.h. h € sly(C) wirkt wie in der irreduziblen Darstellung D"/?.

C) Reelle Darstellungen von £, 2.

Zum Unterschied von B) werden hier Darstellungen von £, £y auf Gl1,(C) be-
trachtet, welche stetig bzw., dquivalent dazu, reellanalytisch sind. Man beachte,
dass die durch 7 auf 51 definierte komplex-analytische Struktur von 7 abhéngt
und daher physikalisch bedeutungslos ist.

Somit werden wir reelle Darstellungen (jedoch auf komplexen Vektorrdumen) von
slo(C) betrachten, d.h. o : slo(C) — gl,,(C) reeller, stetiger Lie-Algebren-Homo-
morphismus, ¢(iB) und io(B) kénnen verschieden sein.

Allgemein sei M eine komplexe Lie-Algebra, M, die gleiche Lie-Algebra als re-
elle aufgefasst; fiir das Element i - m,i = /=1, werde nun j-m geschrieben.
M,. := M, & iM,. Eine reelle Darstellung von M, induziert eine komplexe Dar-
stellung von M,...

Satz 12.5
M,. = My & M_, wobei My Ideale von M,, sind, My = {m £+ ijm : m €
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M}, M_~ M : 3(m—ijm)— m,

(m + ijm) — m, wobei M = M als reelle Lie-Algebra, jedoch

ElS
[
E

Beweis. a) n € Mye, n = ny +ing, ng € M,, m € M, = [n,m £ijm| =
[n, m] £i[n, jm] = [n1, m] +i[ns, m] £i(j[n, m] +1jne, m]) = p1 £ijp1 + pa £ ijpo,
wobei p1 = [n1,m|, ps = Fj[na, m]. Das zeigt, dass My Ideale sind.

b) m,n € M, = [n—ijn,m —ijm| = p; — ijp; + p2 — ijpa, wobei

p1 = [n,m], ps = jl—jn,m| = [n,m] = M ~ M_:m > 5(m — ijm) ist ein
reeller Lie-Algebren- Isomorphismus

Er ist sogar komplex, da jm — 3(jm +im) =1i- 3(m —ijm). Ebenso zeigt man,
dassM_M+.ml—>2(m+1jm). O

Insbesondere gilt, dass T1(£1)c ~ sly(C),e ~ sly(C) @ sly(C), d.h. die Komplexifi-
zierung von Ty(L)) ist eine halbeinfache Lie-Algebra mit zwei einfachen Idealen,
welche isomorph zu sly(C) sind. (Beachte, dass sly(C) ~ sly(C) : B — B.)

Explizit: sb(C) @ sh(C) =~sL(C). "&°Ty(Lh),
=(h—a_,b—)  =(h4,a4,by)
hy— = (h +ijh) — lo3 F il12
a4 —— —((Z + lja,) (101 =+ 113 F1 (l02 —+ 123))
bi — (b + ljb) (101 — l13 + i(loz — lgg)),

vgl. S. 155.
Die zwei Ideale von Tl(ﬁl)c werden also durch ly; F ilas, loo Fil31, lo3 F il1o auf-
gespannt.

Satz 12.6

DY) J =0, é, -+ seien wie in Satz 12.4, S. 158, die irreduziblen komplexen

Darstellungen von M = sly(C). Dann gilt: Jede irreduzible komplexe Darstellung
von M,. ist zu einer der folgenden dquivalent:

{D(J’K) M, — g1(2J+1)(2K+1)(C) = gl(C2J+1 ® (CQKH) J, K =0, ;’ T }
M_>m_. — 'D(‘])(m_) b
M+ > my —— I (059 D(K)(m+)

Beweis. hy sind diagonalisierbar (vgl. S. 158). W sei der Eigenraum von h, mit
maximalem Eigenwert 2K. [hy,M_| = 0 = M_ liasst W invariant. Wy sei
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ein bzgl. M_ irreduzibler Unterraum von W, auf dem M_ mit der Darstellung
DY) operiert. Da [M,, M_] = 0, induziert M_ die gleiche Darstellung D) auf

2K 2K
W, = (b)) Wy, 0 <1 <2K. @W, ist M-invariant = V = @ W,, und die

1=0 1=0
Darstellung von M ist D), O]

Zusammenfassung

Aus dem bisherigen folgt, dass die reell-analytischen, C-irreduziblen Darstellungen
Ly — G1,(C) genau den Darstellungen DY5) auf T;(Ly), ~ sly(C),. entspre-
chen. C-irreduzibel bedeutet dabei, dass in C™ kein nicht-trivialer Ly-invarianter
C-Untervektorraum existiert.

Explizite Realisierung Die in B) angegebene Spinordarstellung von L, ent-
spricht D1/20 | denn eine komplexe Darstellung von M lisst M., C M, trivial ope-
rieren: o : M —» gl (C), o.: M,. — ¢l,(C) und g.(m+ijm) = o(m)—o(m) = 0.
Die Darstellung D©1/2) ergibt sich so:

Dg’l/z) : Lo —> Sl(C) : (A, s) — (('z;) — DS/Z)(A, s) (2;)) . (D¢ bezeichnet hier
die Gruppendarstellungen.)

In der Tat ist dies eine reell-, aber nicht komplexanalytische Darstellung von Ly,
die folglich D(GO 1/2) Sein muss. Natiirlich folgt das auch direkt daraus, dass

o(jm) = —jo(m), m € TiLo = sl(C), ¢ = DO
T

Es ist {iblich, Vektoren z € C?, auf denen Ly oder sly(C) entsprechend D%)l /2
operiert, mit punktierten Indizes zu bezeichnen: z = (z;) Die Darstellung Dg K)
wird auf (C*°® -+ ® C? )ym ® (C? @ - -+ @ C? )y, realisiert:
—_————— —_——————
2J 2K

DG (A)

o1

A ((Za1~--0c2.1,31--ﬂ21<) N (ng/Z)(A)oqu .. D8/2)(A)042J

02J

... ’D(Gl/z)(A>52KUQK 291~-92J571'-'t'721<).

Die Darstellung Dg ) von Ly ergibt eine Darstellung von El genau dann, wenn
Dg’K)(—I) =1, —I € Sl,(C) ~ L. Wegen DS/Q)(—I) = —I ist das dquivalent
dazu, dass 2(J + K) gerade ist.
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D) Die komplexe Lorentzgruppe

Die reell-analytische Abbildung 7 : Sly(C) — £ induziert den Lie-Algebren-
Isomorphismus (vgl. S. 155) Ty7 : sly(C),=T;(L!). Dieser kann komplexifiziert
werden: (Tm). : sly(C)p. — TI(ETF)C. Dabei ist (T]ﬁl)c ={A+iB: A B €
T 1/31}. Die gleichen Uberlegungen wie in S. 154 zeigen, dass die komplexe Lo-
rentzgruppe L€ := {A € GL(C) : ayatv = gw,} als Lie-Algebra (TIEL)C hat.
Die Zusammenhangskomponente von I in £¢ist £ = {4 € L°: det A = 1}. Es
gilt wieder: A € L¢ <= [Az, Aw] = [z,w], Vz,w € C*. Nach Satz 12.5 gilt weiters:

kan: slp(C) @ sla(C) ~  slh(C)- @ sly(C) 4 = sl(C),e
(A,B) — L(A-ijA)+3i(B+1ijB) = i(A+B-ij(A-B))
(C+jD,C+jD) +— C+iD

ist ein komplexer Lie-Algebren-Isomorphismus.

slo(C) @ slp(C) ist die Lie-Algebra der einfach zusammenhéngenden Lie-Gruppe
Sly(C) x Sly(C) und entsprechend Satz 12.1 existiert ein komplexer Lie-Gruppen-
Homomorphismus

7 : Slp(C) x Sly(C) — L so, dass T'w = (Ty7). o kan.
Der zu sly(C) < sly(C),e = sly(C) @ sly(C) : B — B + (B, B) gehorige Lie-
Gruppen—Homomorphismlll(gni_slt
k : Sly(C) — Sy (C) x Sly(C) : A—> (A, A).
Da das Diagramm

sh(C)  — Ty (L)

So(C)pe T T(LS) = To(L)).
nach Konstruktion kommutiert, gilt dasselbe fiir
Sl,(C) oLl
I I
Sl (C) x SL(C) — £°

und 7 ist der einzige komplexe Lie-Gruppen-Homomorphismus, fiir den das gilt.
Dabher:

7 1 S(C) x Shy(C) — LS : (A, B) — (x — F’l(AF(:c)BT))
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Direkte Verifikation (vgl. S. 155):
((Tu,n7) (A, B)x)" = 5 Sp[o,(Az0s + 200 BT)];

((Tym). o kan(A, B)z)" = ((Tmc(%(A +B—ij(A— E))x)“

- 3([Em+ B) - (4 - B))’

=15p [au{(A + B)1%0y + 2%04 (A + B)* + (A — B)1%0, — 1%0,(A — B)*}]

=15p [au(Axaaa + 2%, BT)].

Wieder gilt, dass 7 ,,die“ universelle Uberlagerung von LS ist. Die Darstellungen
D) Jassen sich nun auch als die Menge der irreduziblen komplexen Darstellungen

von L§, der universellen Uberlagerungsgruppe von L, auffassen.



Kapitel 13

Unitare Darstellungen der
Poincaré-Gruppe

G. Warner Harmonic Analysis on Semi-Simple Lie Groups I

L. Schwartz Applications of Distributions to the Theory of Elementary Particles in Quantum
Mechanics

Gel’fand-Graev-Vilenkin Generalized Functions V, Ch. 111

Eine nicht-kompakte Liegruppe mit einfacher Lie-Algebra (so wie El) besitzt keine
nicht triviale endlich-dimensionale unitédre Darstellung (Warner, p. 250, Ex. 4).
Daher werden nun Darstellungen im Hilbertraum betrachtet.

A) Impuls- und Drehimpulsoperatoren

Entsprechend Axiom 3, Kap. 11, S. 151, gehen wir aus von einer stark stetigen
unitdren Darstellung von F :

0: Py — {U € L(H,E) unitdr}, Vo € H : Py — H : A — o(Ax) stetig.

M :="TonkP = T(OJ)PI ist die Lie-Algebra zu Fy. Fiir m € M ist

t—> Q(Exp(tm)) eine stark stetige Operatorgruppe, welche nach Stone einen
,infinitesimalen Generator® A,, € Lsa(H) besitzt so, dass o(Exp(tm)) = e4m.
Damit erhalten wir eine Abbildung

To: M — Lsa(H) : m+—— A,,.
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Eine Basis von M bilden py,{,,. Die zugehérigen Operatoren in Lsa(H) werden
mit Py, M, bezeichnet und heilen Impuls- bzw. Drehimpulsoperatoren.

Beispiel 37 H = L*(R?), F = S(R?),
0: Py — Pl — {U € L(H, F) unitér}

R x L 5 (a, A) — (f(x) — f(A (@ - &>))

. 0
Q(Exp(tp,\))f = flx —t0%)) = f = P, =i e
Ebenso gilt M, =z, P, — z,P,.

Problem M ist zwar eine Lie-Algebra, Lsa(H) jedoch nicht einmal ein Vektor-
raum. Um auch im oo-dimensionalen Fall die Lie-Algebra zur Klassifizierung der
Darstellungen einsetzen zu kénnen, fordern wir

Axiom 3.1
Vee E:o,: Bp— E:Av— o(A)z ist C*™.

Bemerkung Dieses Axiom scheint sehr stark zu sein, jedoch nach Resultaten
von Garding (1947), Harish-Chandra, Nelson (1959) existieren immer dichte Un-
terrdume F von H, auf denen Axiom 3.1 gilt, vgl. Warner, Ch. 4.4. (Differentiation
von Funktionen mit Werten in topologischen Vektorrdumen ist in der iiblichen Wei-

se definiert: f : R — E differenzierbar: <= Vi, € R : lim —f(t) — f(to)

t—to t— 1t

existiert

in £.) Axiom 3.1 ist z.B. im obigen Beispiel erfiillt.

Definition 13.1

d
Tpo: M =TonPy— L(E,E) : m+—> (a: — o(Exp(tm))x

(Dabei ist L(E, E) = {f : E — FE linear und stetig}.)

)

Satz 13.1
Tro ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus.
(L(E, E) ist eine co-dimensionale Lie-Algebra mit [f,g] = fog—go f.)

Beweis.
a) Tro ist wohldefiniert:
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Exp(tm))x — x
o(Exp(tm)) = (punktweiser Limes von stetigen

d .
T Q(Exp(tm))x‘tzo = lim

t—0

t
Abbildungen) € L(E, F) nach Banach-Steinhaus.

bd) f(t) = Exp(t(m1 4+ m2)) - Exp(—tmy) - Exp(—tms) = o(t), t = 0 =
T g(f(t))x’tzo =0 = Tgo linear.

c) f(t):= EXpQ(tml)Exp(tm2)Exp(—tml)Exp(—tmg) = Exp(t*[m1, ma]) + o(t?),

d .
t— (0 — D Q(f(t))x’t:() = (ldngere Rechnung)

= 2(Tgo(m1)Tro(ms) — Tgo(msa)Tpo(m))x = 2To([m1, ms).
Somit geht bis auf a) alles wie im endlich-dimensionalen. O

Von vornherein ist nicht klar, welche Beziehung zwischen T'o(m) und Tgo(m) be-
steht. Es sei A, := To(m).

Es gilt [:E € D(A,,) < emy differenzierbar in H ] (eine Richtung siehe Kap. 8,
S. 93) und folglich, da E < H stetig, ist £ C D(A,,), d.h. Tgo(m) = iTo(m)| .

Nach Reed/Simon I, Th. VIII.10 gilt sogar Tro(m) = iTo(m) (T bedeutet dabei
Abschluss eines Operators), d.h. —iTgp(m) ist wesentlich selbstadjungiert und be-

stimmt To(m).

B) Die universelle einhiillende Algebra

Definition 13.2
M Lie-Algebra, U assoziative Algebra mit Einselement, j : M — U linear. Das
Paar (U, 7) heifit universelle einhiillende Algebra von M, wenn gilt:

a) j([z,y]) = j(@)i(y) —j(y)i(x)

b) Vi : M — U’ mit a): 3¢ : U — U’ Algebrenhomomorphismus mit
jl=®oj

Theorem (Poincaré-Birkhoff-Witt)

Fiir jede Lie-Algebra M existiert eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte uni-
verselle einhiillende Algebra j : M — U. Wenn x4, - - - , z,, eine Vektorraumbasis
von M ist, so ist {j(zy,) - j(z;) : k=0,1,2,---, 1 <j; <--- < jp < n} eine
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Vektorraumbasis von U.
Beweis sieche Humphreys, § 17.

Im Folgenden wird M als Teilraum von U aufgefasst (was nach dem PBW-Theorem
moglich ist), d.h. j(x) = x geschrieben. Wenn o : M — L(E, E)) eine Darstellung
auf einem endlich- oder unendlich-dimensionalen Vektorraum FE ist, so konnen wir
L(E,E) = U', 0 = j setzen und erhalten & =: oy : U — L(E, E), d.h. eine
Darstellung der assoziativen Algebra U. Auch das umgekehrte gilt natiirlich: Eine
Darstellung von U ergibt eine Darstellung von M.

Beispiel 38

M = Ty,nFPy = eine Basis von U bilden

pM o p Rl e () <\ < <)y <03, ;< vj,
(:uhyl) < S (Hrayr)v k+T:071a"' .

(Fir k& +r = 0 ist das Einselement in U gemeint.)

Definition 13.3
u € U heiB3t Casimir-Element: <= VYm € M : um = mu < Yv € U :
uv = vu <= u € Zentrum (U).

Beispiel 39

1) M = Tonhy. u= p*py ist ein Casimir-Element in U, denn

a) P papt = prp’pa,

b) pApAlt” = p*(IMpx + 0¥ 5p” — 8Vap*) = p* 1"px = (ebenso) I"p*py,
vgl. Kap. 12, S. 155.

2) M =sly(C), u:= h?+ ab+ ba.

a) uh = %h3 + abh + bah = %h3 + ahb + bha + 2ab — 2ba = %h?’ + hab + hba = hu,
b) ua = sh*a+ aba + ba® = 1hah + ha+ a*b+ aba — ah — ha = $ah* + ah + a*b +
aba — ah = au und ebenso ub = bu.

Bei einer Darstellung der Drehgruppe bzw. SU, erhélt man nach Komplexifikation
Z ~ 18 4 {128 (vgl. Kap. 12,
S. 159, 156), d.h. uw ~ —2[(1*%)?+ (I**)2+ (1**)?]. Die linearen Transformationen, in

die I7* bei einer Darstellung o : so3 —> gl (C) iibergeht, sind nach S. 166 (h)iM7*

eine Darstellung von sly(C), wobei h =~ 2il'?,
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und folglich gilt
O'U(u) _ 2[(M12)2 + (M23)2 + (M13)2} _ 2[22

in der Notation von Landau-Lifschitz. Fiir eine irreduzible Darstellung ist bekannt-
lich L? eine Konstante und das ist kein Zufall.

Lemma (Schur)

o : M — gl (C) sei eine irreduzible Darstellung einer komplexen Lie-Algebra
und A € gl (C) sei mit o(M) vertauschbar (d.h. AB = BA, VB € ¢(M)). Dann
ist A=cl, ce C.

Beweis. ¢ sei ein Eigenwert von A, V = (A — ¢[)C" = dimV < n und V
ist o(M)-invariant: v € V. = og(m)v = o(m)(A — cl)w = (A — cl)o(m)v € V.
Aufgrund der Irreduzibilitdt der Darstellung folgt V =0 — A =cl. m

Nun zu co-dimensionalen Darstellungen. Wie in A) seien o : G — {U € L(H)
unitéir} eine stark stetige Darstellung einer reellen Liegruppe und

To: M =T,G — Lsa(H).

Definition 13.4
o heiBt (topologisch) irreduzibel: <= {g-invariante abgeschlossene C-Untervektor-
riume von H} = {{0}, H}.

Satz 13.2
To(m) = / /\dEgm) sei die Spektraldarstellung von To(m). Aquivalent sind:

a) o irreduzibel;
b) H; < H abgeschlossen, Ym, VA : E/(\m)Hl CH =— H, e {{O},H}.

Beweis.

a) = b): BE\"H, ¢ H, = &Temp, = / NAENMH, ¢ Hy = H,
o-invariant = H,; € {{0}, H}.

b) = a): Wenn g(x)H, C Hy, so ist auch o(x)Hi- C Hi.

Fir m € M ist daher Q(Exp(tm)) eine Operatorgruppe auf H; und auf H} =
o(Exp(tm)) |, = et4n Al € Lsa(H,) und dhnlich fir HX = To(m) =
AL @ AL E™M = B g B — E™WH, c Hy. m
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Satz 13.3
o : M — Lsa(H) sei irreduzibel im Sinn von b) des obigen Satzes, A € Lsa(H ) sei

mit o (M) vertauschbar, d.h. A = //\dE,\A und VA, u, m : E,\AEM(m) = Eu(m)E)\A.
Dann gilt A =cl, ce R.

Beweis.
H, := E\*(H) ist unter £\ invariant = 3¢ € R : VA < ¢ : E\*(H) = {0}
und EAH)=H = A=cl. O

0: G — L(H,FE) sei wieder eine irreduzible, unitére Darstellung einer reellen
Liegruppe, Tgo: M — L(E,E), Tyo: U — L(E,E), T5o: U @ iU =: U —
L(E,E). u € U¢ heifit hermitesch: <= u = @, wobei = : U¢ — U* die R-lineare
Abbildung ist, die

a) m=—m

b) iy = Uty

¢) iu = —iu fiir u € U°, m € M erfiillt.

Wegen (Tgo(w)z,y) = (z,Tio(w)y) fiir 2,y € E, ist T5o(u) auf E symmetrisch
fiir hermitesches u.

Axiom 3.2
u € U°¢ hermitesches Casimir-Element.

a) T5o(u) wesentlich sa.

b) T5o(u) (d.h. der Abschluss) ist mit T'o(M) vertauschbar.

Bemerkung Fiir ein Casimir-Element « ist natiirlich immer 7} 0(u) mit Tro(M)
vertauschbar, d.h. auf E sind die Operatoren vertauschbar, da um = mu fir
m € M. Leider folgt daraus im Allgemeinen nicht b) von Axiom 3.2, d.h. die
Vertauschbarkeit im Sinne des letzten Satzes (Nelson’s Gegenbeispiel). Die Vor-
aussetzung a) ist bei richtiger Wahl von E) immer erfiillbar (vgl. Warner, p. 269,
Ex. 2).

Der letzte Satz ergibt, dass T 0(u) = const I, falls die Darstellung irreduzibel ist.
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C) Die Spektralbedingung

p py ist eine hermitesches Casimir-Element, dem physikalisch das Betragsquadrat
aus dem Viererimpuls, d.h. Masse? entspricht. Fiir eine irreduzible Darstellung
von Py ~ R* x Sly(C) gilt also (P)? := P*P, = const I. Da die P* vertauschbar
sind, besitzen sie ein totales System von gemeinsamen Eigenvektoren. Dies ist
eine leichte Verallgemeinerung des Hauptsatzes in S. 137 (vgl. Gel’fand-Vilenkin,
p. 121). o(P?):={\* € R*: 0 #£ f € E' : P*f = \*f}.

Axiom 4 o(P*) C V, ={x:2° >0, [z,7] >0}, vgl. S. 141.
Insbesondere folgt o ((P)?) C [0, 00).

Axiom 5 a) 30 < my < -+ < my, : 0,((P)?) = {0,m3,--- ,m}}; der Eigenraum
zu0ist C-Q C E.
(C - Q wird Vakuum genannt.)
b) 0. ((P)?) C [4m}, c0) U {mi,--- ,mi}.

Bemerkung Axiom 4 wird in Analogie zur klassischen Physik gefordert, wo m =
Masse > 0 = m? = (P)?> > 0 und m = P = Energie im Ruhesystem des
Teilchens > 0 = P* € V.. Axiom 5 bedeutet ,,anschaulich“, dass es endlich
viele Moglichkeiten fiir eine definierte Ruhmasse gibt und dass der Grundzustand
eindeutig ist.

Situationen des Typs \A/ sind dadurch ausgeschlossen.

D) Die irreduziblen, unitiren Darstellungen von F,
mit positiver Masse

Nach Axiom 4 ist bei einer irreduziblen Darstellung (P)* = m?I, m > 0. m wird
als Ruhmasse des Teilchens interpretiert. Im Folgenden wird nur m > 0 betrachtet.
FEine zugehorige irreduzible Darstellung wurde bereits in S. 146 konstruiert:

(. >_/g0(\/m2+|f|2,f)df
907 ,LL - \/m )

H = IL*dp), Pl — L(H): (c, A) — (f dpr— e f(ATw) dp),
E = S[RYdu.
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Nun sollen heuristisch alle irreduziblen, unitdren Darstellungen von Fy mit m > 0
gefunden werden.

Definition 13.5
W, 1= %g,\wapAZW € U (wobei €0 = sign(Apura)) heifit Pauli-Lubanski-Bargmann-
Vektor.

Er erfiillt: [wy,p,] = 0, w,p* = 0, [wy,w,] = €mapwp®, whw, ist ein Casimir-
Element.

—Tyo(wy) =: W, ist fir P =0 (d.h. im Ruhsystem) durch 22ija M gegeben und
folglich entspricht W, dem Eigendrehimpuls = Spin.

Im Folgenden sei 7(A) : V! — V' :a — n(A)T La.

Nun sei E,” C E’ der Eigenraum von P® zu einem festen 4-Impuls ¢ € R* mit
ata, =m?.

Wegen [W*#, P¥] = 0 bleibt E,” unter W* invariant und es gilt a,W* = 0.

Unter der Annahme, dass dim¢ E,” < 00, erhalten wir eine endlich-dimensionale
Darstellung der von w® erzeugten Lie-Algebra. Fiir A € £,=Sly(C) gilt

J(A)E, = B/, wenn b = 7(A)a und ¢ : By — L(E', E'), o'(A) = op(A™ )T :

T € Ea/ — cO‘Pa( /(A)l') = ‘Hdi I(Exp(tcapa) ’ A)x|t:0

_+1% (A Exp((m(A ):c (A)"1e)" Pazx

= J(A)z - (n(A))", ( (A)a), - (A)
AuBlerdem ist
E J(A) E/
caWal l(W(A)c)aWa
_—
E, J(A) E/

kommutativ.

(In einer etwas abstrakteren Sichtweise ist p eine Differentialform auf R* mit Wer-
ten in T(OJ)PI =: M, dh. pe L(R* M), | = (I") eine 2-Form, wo w = %p NS
L(R*®3 U); p,l sind invariant unter B € El (fiir p ist das die obige Rechnung),
d.h. unter

B : L(R** M) — L(R*®* M) : f — (v +— B~ f(Bz)B)

und folglich gilt dasselbe fiir w (wenn man M durch U ersetzt.))
Die Darstellungen fiir verschiedene a sind also alle dquivalent, wir kénnen a = (Tg)
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setzen. Dann gilt w® = 0, w; = ;;#’%, d.h. die von w® erzeugte Lie-Algebra ist
soz. Nach Komplexifizierung ergibt sich eine komplexe Darstellung von sly(C) auf
E,'. Wenn ¢’ auch auf E’ irreduzibel ist (das alles ist nur heuristisch!), so ist diese
Darstellung gleich D). Fiir a,b € V, mit [a,a] = [b,b] = m? existiert genau eine
positiv definite Matrix Hy, € Sly(C) mit 7(Hp,)a = b.

(Existenz: OEdA a = (7); A € SL(C) mit #(A)a = b, H,, = VA*A, denn
H\/A*AZ“ = ||AZ|| — Hl;lA e SU;, = %(HI;IIA) € SO0;3 = ﬁ(Hba)a =
T(HpoH,, A)a = 7(A)a = b.

Eindeutigkeit: 7#(H)a = a, a = () = #(H) € SO3 = H € SUy; H positiv
definit = H =1.)

Wir identifizieren nun E," und E}’ vermoge o(Hy,). Fiir beliebiges b und A ist

damit die Wirkung von o(A) auf E,’ festgelegt: a = (73)

Eb/ Q(Hab> Ea/
—
Q(A)l lg(U) , wobei U = H, z(ap0AoHy, den Punkt a fest lésst
%
Eloay  o(Hzapa) Ed

und somit in SU, liegt und daher o(U) entsprechend DY) wirkt. Mit dieser sehr
heuristischen Analyse gelangen wir zur folgenden Darstellung von F :
H = L*(dp) ®c C**1) dp wie in S. 171, SU, unitér auf C*/+1,

P » L(H)

(e, 1) — (fdp@vr— ¥ fdu®v)

(0,4) — (Fdp@vr—s f(7(A)"y) duDY) (Hoyo Ao Hyiyy,)0)

a= (73), y entspricht 7(A)b von oben, DY) : SUy — Glys41(C);

hier ist £ = Sdu® C**', E' ~ S'(R}) @ C*'*', E,' ~ Cé(y — a) @ C*/*.

Nach einem Satz von Wigner (1939) sind dies (bis auf Aquivalenz) alle irredu-

ziblen, unitdaren Darstellungen von Py mit positiver Masse. Dies ist die sogenannte
Wigner-Darstellung.

E) Der Zustandsraum von Spin-Teilchen nach L. Schwartz

Die irreduziblen, unitaren Darstellungen von Fy sollen nun mit derselben Methode
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wie in Kap. 11, C) abgeleitet werden. Dabei ergibt sich fiir positive Masse auch
H = L*(du) ® C*’*!, jedoch eine einfachere Darstellung von Py auf H aber dafiir
ein kompliziertes Skalarprodukt in H.

W sei ein C-Vektorraum der Dimension 2.J + 1, auf dem £, entsprechend D0
operiert, M sei wie in Kap. 11, B). D'(M; W) bezeichne den Raum der Distribu-
tionen mit Werten in W, d.h. T' € D'(M;W) <= T : D(M) — W linear und
stetig. Gesucht ist ein stetig in D'(M; W) eingebetteter Hilbertraum H, der unter
P, invariant ist, d.h. (vgl. S. 151):

VS,T € H : YA = (a,A) € Py : Ty := DY(A)(T o T(a,A)™") € H und

(S, T)u = (Sa,Th)n-
T DY(A)
Genauver: Tp : D(M) — D(M) — W ——
p(z) — ¢(T(a, A)z)
inj: H — D'(M;W) fiihrt zu inj" : D(M;W') — H' und zu einer bilinearen
Abbildung D(M; W') x D(M; W') — C_
B (0, 9) — (inj" @, inj" ) s
(1 bedeutet hierbei ~ bzgl. einer Basis w; von W’, d.h.
W — W dw; — dwj). B
Nach dem Kernsatz liefert das K € D'(M x M;W @ W) mit (inj” o, inj"¢)y =
(p(2) @ ¥(y), K(z,y)), .0 € D(M;W).
K muss positiv definit sein, d.h.

—_——

K(z,y) = K(y,x) und <g0(m) ® o(y), K> >0, Vo € D(M,W’), wobei
T WeW —WeW iu®v— v u.
Die Translationsinvarianz fithrt zu S € D/(V; W @ W) mit {(p(z,y), K) =

</go(x,a:+u)d)\(x),5u> fir p € D(M x M; W' @ W’).

W.

M
Die Positivitat von K bedeutet fiir .S :

<
*

ou) = / oz +u) ® () dA(z)).

Nach Bochner-Schwartz wird S durch ein ,positives Ma8* P € S'(V';W @ W)
dargestellt: S = FP. Positiv wird definiert z.B. durch

i) (p,P) = (B, P), Yo € S(V; W' @ W’) und
i) (p@p, P) >0, Vo € S(V;W).

Dies ist &dquivalent dazu, dass P eine positiv definite, hermitesche Matrix von
temperierten Maflen ist. P ist invariant unter L.
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Genauer: Fiir A € Ly = Sly(C) gilt:

a) K = (DY)(A) @ DU)(A)) (K om(A)~"), wobei

DU (A)w := DY) (A)w,

— b) S =D)(A) @ DU (A)(S om(A)™?)

— ¢) P=DY)(A) @ DU(A)(Por(A)T), m(A)T V' — V",

Um eine irreduzible Darstellung zu erhalten, wird wieder P minimal vorausgesetzt,

d.h.

P>0,P-P >0 = P=aP, 0<a<l1 (vgl. Def. 11.4, S. 145).

Dies bedingt, dass auch der Tréger von P minimal wird und daher hat P die Ge-
stalt P(y) = G(y) du.

G :suppdpy — W @ W du-messbar, du wie in S. 145.

Da auch G Ly-invariant sein muss (d.h. G(y) = DY) (A)@DV)(A) (G(W(A)Ty)>, ist
G(y) durch Angabe von G(a), a € supp du, bestimmt. G(a) muss eine positiv defi-

nite, hermitesche Matrix sein, welche auierdem invariant unter D/)(A) @ D) (A)
fiir alle A € £§ = {A € SI,(C) mit 7(A)Ta = a}.

Spezialisierung: dy = obere Schale eines 2-schaligen Hyperboloides [y, y] = m?
a=(7), L& =SU,. Auf W’ werde ein inneres Produkt (—|—) eingefiihrt so, dass
es unter DY) (A)T A € SU,, invariant bleibt (Unitarian Trick!).

Offenbar ist dann 7 e W@ W, I : W' @ W — C : (z,w) — (z|w) hermitesch
(dh. I(wy,wz) = I(we,wy)), positiv definit (I(w,w) > 0), invariant unter £§
und eindeutig (bis auf skalare Vielfache) mit diesen Eigenschaften (diagonalisie-
ren, SUy operiert irreduzibel auf W)

Somit: G(y) = DY) (A,) ® DU(A,) I mit A, € Slg((C), m(A)Ty=a =

Gly) : WeW —C:z0w— (DYT(A,)DYT(4, ) ), wobei

DIT(A) : W' — W’ die duale Abbildung zu D) (A) ist

Ubergang in den Impulsraum wie in S. 146:
H={T e D'(M;W):3C 2 0: ¥ € DLW : (9, T < C (p(@)p), K) |
—_—— —
:<?¢®?¢7P>
FH =: H hat das Skalarprodukt

W= sp ——29

vestw) iy @9, P)
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(Y @, P) =/W(y)@@(y)ﬂ(y»du(y)Z/IID(J)T(AyW(y)IIiV,

dp(y) =: [|[¢]*.
H = Dualraum zu {1 : supp(dp) — W’ messbar mit [|¢[|> < 0o}

(bzgl. der Auswertung (¢, U)) = {U = f(y)dp, f : supp(du) — W messbar

mit ||U]|? = DY) (A du ) < 00 ¢, wobei || - ||w dual zu || - ||y und
w

in den obigen Mengen - wie iiblich - zwei Elemente Uy, Uy mit ||U; — Us]| = 0
identifiziert werden.

Explizite Realisierung W = {z = (z*"®*) symmetrisch, o; € {1,2}}, dim W =
n+1=2J+1, (zlw) = 2w, . (Hier ist w* = w,),
DD(A) W — Wt 20— A%y ... A%y 2B fiir A € Sly(C) (vel. S. 160).

DDA F )5y = (PDD(AAD " F W) (), m(A)Ty =a.

Essei kan: V — V' : 2% — x,, kanz = y und F wie in S. 150. Dann gilt:

m(Ay) 'y =a<=1r= W(Ay)(rg) =Fr! <AyF((73))AZ> = (Aym<(1) ?)AZ) =

HAA) = F(x)/m = A A;, (AA;) " =mPF(x)" = F'(y)/m,
F': V' — Ls(C?) : y = Y ya04-. Daher folgt:

i = {u= o) o -
= /B(y)alsl-"B(y)anﬁnzﬁl'"ﬁ"(y)zal”'“"(y) du(y) < OO},

13 47
wobei B(y) = F’ m=— WOa, At = ———— .
() = Fly)/m =2y W=

P, operiert auf H entsprechend der Einbettung H € D'(V"; W) (vgl. S. 151 oben):
0:Py~V xSh(C) — L(H) : A = (a, A) —>
(=) duy) s o Aty o A, 2080 ((A)Ty) du(y))

Aquivalenz mit der Wigner-Darstellung H; bezeichne den Hilbertraum H
von S. 173. Wenn dort C?/*! = W gesetzt wird, so ist

H = {Ulzfl(y)du:fl(y) ew, ||U1H2=/Hf1(y)||3vdu(y)<OO};

m(A)"y = a = (AyA;)"" = H,? in der Notation von S. 173 (beachte, dass
dort m(A,) dlrekt auf V’ w1rkt d.h. dem 7(A4,)"! von S. 175 ff. entspricht) =
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013, = [ (04,4 )l ) / 2 1) £ ) —

— U :H — H: f(y)dp (y) — DY (H,,) f(y )d,u( ) ist ein Hilbertraum-
[somorphismus. Die angegebenen Darstellungen von Py sind vermoége U dquiva-
lent: U; € Hl, A€ SlQ(C) — \D(Ql(A)Ul) =

‘I’<D (H AH(ayrya) - i (W(A)Ty) : dM) = D(J)<AHW(A)Ty,a)f1 (W(A)Ty) dp =
o(A) (DV)( yzz)fl( )du) = o(A)¥(Uh), wenn Uy = fi(y) dp

F) Raum- und Zeitspiegelungen

Der Zustandsraum einer relativistischen Theorie sollte auch unter Raum- und Zeit-
spiegelungen invariant sein, d.h., wenn P die volle Poincaré-Gruppe bezeichnet, so
sollte VA € Pein Ty : {Czx : 2 € H\ 0} — {Cz : z € H\ 0} mit den
Eigenschaften von S. 151 existieren. Nach Wigner existieren also unitédre oder
antiunitdre Operatoren o(Is) bzw. o(I;) : H — H, welche den Spiegelungen
I, bazw. I, : R* — R* : 2 +— (f;) bzw. (*;fo) entsprechen. Es sei weiters
o(ls), 0(Iy) : E — E stetig.

Satz 13.4
1) Fiir u € {s,t} gilt: o(I,) kann so gew&hlt werden, dass

a) o(I,)* = £1dy,

b) o(L)o((a, A))o(1.) ™" = o((L.a, A*™)) fiir (a, A) € Py,

&) o(L)Pro(L) ! — { jzg; = (PP 583 it
(Das ist eine Gleichung in Lsa(H).)

2) o(I) ist unitér, o(I;) ist antiunitér.

Beweis.

1) a) Da o(I,,)? unitéir ist und auf dem Zustandsraum wie I operiert, gilt:

Ja € R : o(I,)? = eI. Wenn o(I,,) unitér ist, so kann o(l,)"" = e~ '%/2p(1,)
gesetzt werden. Wenn o(/,,) antilinear ist, so gilt o(f,) = A - K, A linear,
K:H— H:Y cifj — >.¢f;, {f;} C HONB. Mit A := KAK folgt dann
AA =6, e =clo] = AAd = A =e A =e%Ad = & = +1.
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b) In der erweiterten Poincaré-Gruppe P gilt:

I,T(a, A)I;' = (Lua, I,m(A)L, "), (a,A) € R*xSL(C) = o(I,)o(a, A)o(L,)" =
/@A) o(I,a, A*71), wobei f(a, A) € R, denn: 7(A*1) = I,w(A)I, = I,7(A)L,~".
Py = R* x SI,(C) — C : (a,A) —> (@4 ist eine kommutative Darstellung,
Py={pep~ ¢ :p,qg€ P} = el =1 VY(a,A) € P,

c) Fir z € E folgt aus b) mit A=1:

—i%g([u)g(at,[)g(lu x|t 0= 1di o(l,a, 1) l“t 0

= —io(lu)ianPo(l.) e = (La)Pz; o(1,)i = io(L.).

2) o(I,)P*o(I,) =P’ * ist der Impulsoperator im gespiegelten System. Er muss
ebenfalls Axiom 4 erfiillen und folglich ist P = +P°, o(Is) unitér, o(l;) anti-
unitar. []

Speziell fiir den Zustandsraum H eines spinlosen Teilchens (vgl. S. 146) setzen wir
o(ls) : H — H : f(y)dp — f(yo, —y) dp,

oly) : H — H : f(y)dp — f(yo, —¢) dps.

(o(1;) muss antiunitér sein und den Impuls umkehren.)

Wenn man dann fiir A; € PI, A=A I, € P, ue {{} stst},

L = I Iy, o(Is) = o(Is)o(I;) definiert o(A) := (A1) - 0(1.), so erhélt man eine
Abbildung ¢ : P — End(H), die multiplikativ ist. Denn ¢ : Pt = PIUPI-]S —
L(H): (a,A) — (T — e T(ATy)) ist klarerweise multiplikativ und fiir
Ay, Ay = (a, A) € PT gilt:

@) oM A L) T = o(AAs)o(L)T = o(AA2)T,
o(A1)o(Ma L) T = o(A1)o(A2)T = o(A1Ag)T

B) o(Miluha)T = o(Ai(—a, A)L)T = o(Ar(—a, A))T,
Q(Allst) ( _) :e ( 1)o(ls ) Ka.w) T(AT )=
o(Ay)e T (ATy) = o(Ai(—a, A))T;
v) 0(Ailg - Aoly) = o(A1lg) - 0(Aals) ebenso.
In diesem Fall lasst sich also sogar eine Darstellung der erweiterten Poincaré-
Gruppe auf dem Hilbertraum angeben. Wenn o([;)? = —Idy (was sich wegen

der Antiunitaritét von o(I;) nicht durch Multiplikation mit einem Phasenfaktor
verdndern lasst), so ist das offenbar nicht méglich.



Kapitel 14
Die Garding-Wightman-Axiome

Reed-Simon Methods of Modern Mathematical Physics II, Ch. I1X.8, X.7
Streater-Wightman PCT, Spin and Statistics, and all that

R. Jost General Theory of Quantized Fields

A) Relativistische Feldoperatoren

In der klassischen Physik ist ein , Feld“ ein (z.B. kontravariantes) Tensorfeld
PrMe(x) € T, M@+ -@T, M auf dem in Kap. 11 B) betrachteten Minkowskiraum
M (der in dieser Vorlesung als nicht gekriimmt angenommen wird.) Auf diesen
Feldern operiert die Poincaré-Gruppe in der iiblichen Weise:
A=@wA)eVvxLl =P —

/~\(<I>’\1"'>"“(x)) = A/\l,L1 e A)"“ukcb’“"'“k (A_l(x — v))

Mathematisch: Wenn T'A : T*M — T*M die Tangentialabbildung zu
A: M — M ist, so ist A(®) = (TA)P(A'z).
Ein Beispiel ist der elektromagnetische Feldtensor

0 —E, —-F, —Fs
E1 0 —H3 H2
E2 H3 0 —H1 ’
Es —Hy, H,; 0

FM = vgl. Landau-Lifschitz II.

Etwas abstrakter kann man sagen (hier ist wesentlich, dass M nicht gekriimmt ist
und folglich alle Tangentialraume identifiziert werden kénnen): ® : M — W, auf
W operiert die Lorentz-Gruppe, d.h. o : ,Cl — GL(W) ist vorgegeben, und fiir
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A = (a,A) € Pl gilt A(®) = p(A)P(A'z). B(z)M"* € R wird als MessgroBe =
interpretiert, d.h. etwa fiir ® = F* als elektrische bzw. magnetische Feldstirke.
Gelegentlich erweist es sich, dass ®(x)** in einigen Punkten co bzw. undefiniert

1
wird, wie etwa die Fundamentalldsung der Wellengleichung —— 5(x0 —|Z |)

Diese Phédnomene lassen sich dadurch bewiltigen, dass man ¢ als vektorwerti-
ge Distribution auffasst: ® € D'(M; W) (vgl. Kap. 13, E)). Das bedeutet, dass
PrMe € D'(M) bzw., dass & : D(M) — W bzw., dass ® : D(M;W') — R.
Wenn ¢ hochstens polynomial wichst, konnen wir & : S(M; W’) — R vorausset-
zen. In der Quantentheorie entsprechen ®(x)*1* selbstadjungierten Operatoren
und fiir ®(z)** € C sogar beliebige Operatoren, d.h. ® : S(M; W') — Lu(H).
Um von der Linearitdt von ® reden zu kénnen, nimmt man L(F, E) anstelle von
Lu(H).

Mit ¢ wirkt ¢ kanonisch auf S(M; W) : 6(A)(¢(z)) = o(A)To(T(A) ).

Wenn U : Py — L(H, E) entsprechend Axiom 3, so wirkt U kanonisch auf
L(E,E):U: Py — End(L(E,E)) : A — (B~ U(A)BU(A)™).

Dies entspricht der iiblichen Praxis in der Quantentheorie: Wenn U : H — H die
Zustande transformiert (unitéir oder antiunitir) und B € L(H) N Ls(H) eine Ob-
servable ist, so sollte die transformierte Messgrofie B im transformierten Zustand
C - Uz dasselbe ergeben wie B in Cx, d.h. (BUx,Ux)/|z||*> = (Bz,2)/|z|? <=
B = UBU'. Auf der Menge aller Abbildungen ® : S(M; W') — L(E, E) wirkt
Py kanonisch so

AD() = T(M)@(5(8) ") = UM (o(A) o (T(A)z) JU(A) ™

Damit gelangen wir zu

Axiom 6 H,E wie immer, U : By — L(H, E) wie in Axiom 3, W sei ein C-
Vektorraum auf dem Lg entsprechend o = DY) operiert.
Ein (relativistisch invariantes) Quantenfeld ist eine lineare Abbildung
¢ S(M;W') — L(E, E) mit folgenden Eigenschaften:

a) Vo € S(M;W') : @*(p) := @(¢)*|, € L(E, E);
b) ® schwach stetig, d.h. Vo,y € E: &,y : S(M;W') — C
p— (2(p)r,y),

ist stetig.
c) VA = (a,B) € Py : A® = & oder ausgeschrieben:
Vo € S(M; W) @ (o(A) 1o (T(M) 1) ) = U(M)@()U(A)
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Fir ¢ € S(M; W) wird ®(yp) als Integral iiber die Feldoperatoren ®(z) mit der
Dichte p(z) aufgefasst, d.h. ®(¢p) :,,/ o(x)®(z) dz*. Diese Gleichung ist nur sym-

bolisch, da ®(z) = ®(6(z — &)) i.a. nicht existiert.

Wenn z,y € M mit [z —y,z — y|] < 0, so sollten die Feldoperatoren ®(z), ®(y)
zugleich gemessen werden konnen, d.h. vertauschbar sein (vgl. Kap. 7, S. 82). Dies
fithrt zu

Axiom 7 (Lokalitatsprinzip)
Es seien o, € S(M;W') und [z — y,z —y|] < 0, Vo € suppp, Yy
suppty. Dann gilt entweder Vi € E : [®(¢), ®(¢)] _h = [®(p), ()]

(()0() — (L) (¢))h = 0 odex
Vhe B [0(p), 0(0)] b = (D(£)0(8) + B(4)B(2))h = 0.
Die entsprechenden Gleichungen sollen auch fiir ®(p), (1)) gelten.

S

Bemerkung

Die zweite Moglichkeit ist gegeniiber der Quantenmechanik neu. Wie noch gezeigt
werden soll, ist nur die ,+-Quantelung® mit den iibrigen Axiomen vertréglich,
wenn 2(J + K) ungerade ist, d.h. ¢ keine Darstellung von 51 ist. Umgekehrt ist
fir 2(J + K) gerade nur [—, —]_ moglich. Dies ist das ,,Spin-Statistik-Theorem®.

Axiom 8 (Zyklizitéit des Vakuums)
CQ sei das Vakuum entsprechend Axiom 5. Dann ist

<{q)<*>((p1) B ()0 k EN, ¢ € S(M; W')}> CH  dicht.
C

Das bedeutet etwas Ahnliches wie Irreduzibilitiit bei einer Darstellung einer Lie-
Gruppe.
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B) Der Fockraum

Der 1-Teilchen-Zustandsraum von Kap. 13 reicht nicht aus, um Feldoperatoren zu
definieren, da durch Messungen Teilchen erzeugt bzw. vernichtet werden koénnen.

Definition 14.1
H,, H, Hilbertraume. H;®H, := Vervollstindigung des algebraischen Tensorpro-
duktes Hy ® Hs bzgl. des Skalarproduktes

(Zle ®gi1’ Zf]?®g]2> = Z(le7f]2)H1 ’ (gil:g?‘)Hz'
i=1 Jj=1

1’7]

Satz 14.1
1) Das obige Skalarprodukt ist wohldefiniert.

2) Wenn {¢;} C Hy und {¢;} C H, ONBasen, so ist {¢; ® ¥;} C H; ® H; eine
ONB von H1®H2.

Beweis: Ubung.

Beispiel 40 Wenn H; = L*(X;, dy;) separabel sind, so ist

H1®H2 ~ L2(X1 X XQ, d,u1 & d,ug) (2 LQ(Hl, Hz))
feg +— [f(z1)g(z2)

Definition 14.2
H Hilbertraum.

1) H* = H®---®@H; H° := C;

k-mal

2) F:= @ H* heifit Fockraum iiber H;
k=0

3) o € Sy = Permutationsgruppe: ¢ : H* — H*
P10 Q Pr = Po1) @+ @ Po(k)
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HE o i ={p € H" : Vo € Sp: 6(p) = ¢ bzw. signo - ¢};
Fy, == @ HE, < F heifien symmetrischer bzw. antisymmetrischer Fock-
k=0

raum. Iy, sind abgeschlossene Unterrdume von F, Py, : F' — Iy, seien

: : 1 1 R
die Projektoren darauf, d.h. Py.(p1 ®@ - @ ¢ ) = o P { sign o } a(p).
©

4) Flsja) bezeichne einen der 3 Raume F), Fy, F,.

Beispiel 41 1) H = L?(X,du) separabel —
k
F~ {(z/}k(‘rla o ,Q?k)) : ¢0 € Cv wk € L2(H deu®k)7 k€ N7
j=1

12012 = [l +Z/ iy, )| dp(a) - dp(ay) < OO}-
k=1

2) H sei wie in Kap. 13 E), d.h.
= {U =2 dp = 2o () dp: U] =

[ B+ B0 )G duls) < 00| wobe B) = 2. 3 o

Zur Abkiirzung sei B(y)as = B(Y)aip - - B(Y)anp,- Dann ist
ik = {U = e O,y ®) ap(y®) - du(y®) - U =

/ By awpm - Bly™)aw gm0 2?7 (1) 26060 () dpu(y™) - - - dp(y®) < OO},

wobei y =y, -+ y® und o) = ol ... o) ete.

Es gilt also H* CS(V' x -+ xV; W - @W).
% e

Bemerkung Wenn H wie in Kap. 13 E), so kénnen wir H", H, H" als Raum
der ((anti-)symmetrischen) n-Teilchen-Zustinde ansehen. Aus ¢ : Py — L(H)
ergibt sich kanonisch op : Py — L(Flsja))-

Satz 14.2 .
H sei wie in Kap. 13 E) und F,|,) die zugehérigen Fockrdume. Sie erfiillen Axiome
4 und 5, siehe S. 171.
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Beweis. a) Die Operation von Fy auf H* ist gegeben durch

0: Py — L(H")
A=(a,A) — (z(y) dp(y) —s eilev® 4" 4 (m(A)Ty) du(y)), wobei
2y) =27 y0, ey W), dp(y) = dp(y™) - du®),
W(A>Ty = ( (A) y(l)v T 77T<A)Ty(k))a Az = Aa( )5(1) te Aa( )5(k)zﬁ( )l )7

j (5) o) .

Aa<)5(y) =AM g AN e, J =1k

={z(y)dp:z € SV*We®---@W) )}. Dann ist Axiom 3.1 auf H* erfiillt.
Da E das Bild unter der Abblldung S(V*Wwek) — E(k) 2(y) — z(y)dp
ist, ist E’ (k) = {f es’ V’k, W) : suppf C suppdp X -+ X supp d,u}.
Der Impulsoperator ist auf £ gegeben durch

.0
—i=(ola, Dzdu) = (5O 4+ +y®)a - 2(y) ds
fEE’(k pof = )\af — <y(1)+ +y( ) Fodaf —
suppf C {(y(” y®) sy Dy ® =3} =

((Pa)) C{y® + . 4 y® 40 e suppdu} C {y ly,y] > m2k?, ¢° > 0}’ denn
W+ 4y y(1)+ Ay®] = 3 w9, y®] und [y, yV] = (Lorentztranst.)

155,1<k
m /
= [(0) ]z m% B
Insbesondere gilt auf H*, dass a((PO‘)) C V.. Eine genaue Betrachtung ergibt,
dass o ((P)?) = [m?k?, c0).

Po(zdp) =

b) Der nukleare Raum in F (sla) Wird durch die Rédume E) so gebildet:

el = s ()" Y |16,

7) er3 ) .

Yy ER2, —

1<j<k \'Y(J)_lfn Jj=1
sis 1<j<k

(wobei y = (/m2gM 2, g, ...)) definiert die Topologie in E);

E = {f = (fi) € [T By« Y2 pulf) = 1fol + ;knpkm(f’f) < OO}‘

k=0

Genauer ist dies in Bogolyubov etc., p. 197 ausgefiihrt. Damit ergibt sich wie oben
U((Pa)) C V+.

¢) f = (fr) € Flyay mit (P)2f = Af, wobei hier
0= (1] = Wk L (0 4y R = Ay
— suppfr C {(yD, -, y®) e V/ x -  x V' (D 4o y®)2 = AL,
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Fiir k > 2 oder k = 1, X\ # m?, hat diese Menge Ma$ 0 bzgl. du ® --- ® du, d.h.
op((P)?) = {0,m?}. Bei Betrachtung verallgemeinerter Eigenfunktionen findet
man, dass o ((P)?) = {0, m*} U [4m?, co). O

C) Die kanonischen Kommutatorrelationen

Wie sich in Kap. 11 A) gezeigt hat, lassen sich die Ortsoperatoren &, von ungekop-
pelten Oszillatoren durch a;, @} ausdriicken. Dabei gilt [a;,ar] = 0, [a;, ay] = 0;z.
Die Feldoperatoren ®(x) entsprechen in etwa &; (® +— 2, x <— 7). Wenn wir
annehmen, dass sie ebenso durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus-
driickbar sind (d.h. die einzelnen Feldoperatoren ,harmonische Schwinger® sind),
so gelangen wir zur

Definition 14.3
G, F seien Hilbertraume, E; < F dicht, Q € Ey, ||| = 1. Eine Darstellung der

kanonischen + Kommutatorrelationen (+ bzw. — KKR) iiber G ist eine lineare
Abbildung a : G — {f : E; — Ej linear} mit

i) a*(g) == a(g)”

ii) Vg,h € G : [a(g),a(h)] . =0 auf By, und [a(g),a*(h)], = (9,h)q - 1dg,;

B geht von E; nach Ey;

iii) Vg € G:a(g)=0und E; = <{@*(gl)---a*(gk)9: ke Ny, g; EG}>.
c

Satz 14.3

Zwei verschiedene KKR desselben Typs (+ oder —) ay,as iiber G sind unitér
dquivalent, d.h. 3U : F; — F, unitér, sodass Vg € G : az(g9) = Uay(g)U . U ist
eindeutig bestimmt, wenn U, = 2y gefordert wird.

Beweis. a) Eindeutigkeit: Wenn U existiert und U2, = Q erfiillt, so gilt:
U(ai(g1)---ai(ge)h) = a3(g1) - - - a3(ge)Q. Damit ist U auf E; festgelegt und
folglich eindeutig, da F; < F) dicht.

b) Existenz: Es sei A; = aj(g1) - aj(gx), j = 1,2,
Bj = a;"(hl) . (Ij(hm>QJ, j = 1, 2, g, hl eq.
(A5, Bj)r, = (a;(h1)ai(g1) - - a3 (gr)Qy, al(ha) - - al (b))

J
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L Va0 - @ lg)ad () - a9 @ (he) - a3 ()) .
=1 ( 1) J

wobei 1 bzw. (—1)" fiir — bzw. + Quantelung zu nehmen ist.
Durch Induktion erkennen wir, dass (A;, B;j)r; von j unabhingig ist, d.h.

(A].7 Bl)Fl - <A27 B2)FQ
Wenn also Z Ay, = Z ai(g1n) - ai(gr,n)h = 0 in F, so folgt:

n=1 n=1
B1 : (Z Al’”’Bl)F1 =0 = VBQ . (Z A27n’B2)FQ =0 = ZAZJL =01in FQ,
da Ey < F5 dicht.
Daher ist U : By — Ey: > A1, — > Aa, wohldefiniert und unitér, ldsst sich
also zu U : F| — F} stetig fortsetzen. O

Beispiel 42
1) H Hilbertraum, F Fockraum dazu, Q =1€ H'=C, a: H — L(F) : g+ f

mit i) f(Q) = ii)f‘Hk:Hk—>Hk*1:cp1®---®<,0kr—>(901,9>S02®---®90k.
@) a(g) € L(F ) denn fiir p = p; @ --- @ ¢}, € HF gilt:

(01,9)
“gw“_|%gmmm”M“H:mmmywmksmmwmmdn

(9)
alo) iy < Ngllzzr-
Blo=p1 @ Qpp, V=018 - Q-1 =
(a(9)e, V) p = mle1, 9) (02,011 - - (rs k1) = (9, G ® ) e, Wobei
H’ t—Nl> H: g+ g mit (¢1,7)n = g{p1, 9)n. Daher gilt:
()|, HY — H* o p— g @ 9.

7) [%(gﬁ,a(h)}iwl ®- - @pr = ((p1, h) (@2, 9) £ (@1, 9) {02, h)) - 3@ -+ @ # 0

2) Fy, betrachtet, 1 =1, E, = {Z CnPin @+ @ Prom € Fyq 1 cn € C 5 €

n=1

H}, a:H — {f: Ey — E linear} : g — f, wobei
f(Q) =0, f}Hkl = \/EfBeispiel 1|Hk‘ .
Man beachte, dass fiir ¢ € H% auch f(¢) € H* . Die Rechnung in 1 3) ergibt

sla sla*
a*(g)

Die Rechnung in 7) funktioniert nun: [a(g), a(hﬂjE = 0.

Hy Hs|a—>Hf‘:1 @Z“—> Vk+1ps|a(§®w)

Nun soll noch [a(g), a*(h)} berechnet werden.
=Y el @ ®¢) € H, = alg)a*(h)p =
j
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= a(g)Vk +1Pgu(h©¢) = alg)Vk +1 2 ¢ lﬁlul'

{hepl® - 0pltpl@he- @ +l0Wehe- @@ +---}=

=Y ci{(hg)pl® - el + (o, 9)(Fh® - QL+ Pl @h® - @l £--)} =
J
=(hg)p £ ci{pl,9) k- Ppa(h@py @ @) =

= ((h,§)u £ a*(h)a(g))e => [a(g),a*(h)], = (g,h)r - 1dp,,.

Weiters ist klar, dass By = c({a*(g1)---a*(gx)2: k € No, g; € H'}).

Somit ist dies die bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte Darstellung der KKR
iiber H'. Man beachte, dass im antisymmetrischen Fall a(g) sogar ein beschriankter
Operator ist, da

la* (@)l + llao)e
Ha(g)HL(Fa) < |lglz-

2 N ..
r = ([a00).0°(9)] 0 0) = gl llelly, fir o € B1 =

D) Das freie, neutrale Skalarfeld

Nun sei H wie in Kap. 11 B), j: H — §'(M), F, der symmetrische Fockraum. Es
ist ®(¢) fiir p € S(M) zu definieren.
. 1 . y
jt i S(M) — H', ®(p) := 7(@(9%) +a*(j7¢)).
2
®(p) sollte C-linear sein, ist dies so aber noch nicht, da a* antilinear ist. Daher
wird ®(p) wie oben nur fiir reellwertiges ¢ definiert und allgemein durch

B(p) = %(au%) L a'(7P)).

Ubergang in den Impulsraum: F : H — H induziert F : F, = F,, wobei F, der
symmetrische Fockraum zu H ist. Auf Fy erhalten wir ® durch ®(y) := 7—"@(90)?_1

und ebenso a, a*.

Fiir f=2(y®, -+ ,y®)duy™)- - du(y®) € H* gilt:
~ - . ——1 - —1
a(@)(f) = Fa(]TSD)f f= \/Efx(1)7,..7x(k71) <<g0(y), .Fy7y(1)7,,,7y(k—1)2dﬂ>>
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N (2—\{7-%)4 <f90(y)7 Z(y, y(1)7 T 7y(k_1)> d’u>
- (Z—{T@/ﬂy)z(y,y(”,m ED) duly) - dply™) - duly™Y), ¢(y) = Foly).

Wenn a;,a* wie in C) die Darstellung der —KKR auf F, ist, so ist also

alp) = (27) *ay (kan @),

wobei

kan : S(V') — H' 1) — (f dp — /1/;(y)f(y) du(y)) :

Daher ist a*() = (2m)~* ot (kan®); $ = p(—y); fiir fe H* ist a*(g9)f = Py(§® f),
wobei ~: H' —» H. Insbesondere gilt fiir g = kanp, dass g = @(—y) du(y).

antilin.

Insgesamt ergibt sich: .
Es sei f = (z(y™,- -, y®)du(y™) - d,u(y(k)))keNo € F,, ¢ € S(M). Dann ist

(@) f), ", y") = #)4{%% 1/¢(y)zk+1(y,y(”, oy ™) duly)

VRS D) (5, ))}du( DY dp(y®),

1
wobei Py (¢(—y)ze1 (yP, -, y™)) = - [p(—y D)z 1 (¥, -+, y®))+p(—y @)
e (M, g3y s Sy Bz (gD, - ’y(k71)>]‘

Eigentlich ist ®(¢) nach C) auf F; definiert, es ist jedoch offenbar auf E C F,
(definiert im Beweis des Satzes in B) in gleicher Weise definierbar.

Satz 14.4 Axiom 6 ist erfiillt.

Beweis. 1
) folgt aus @ (¢) = —= (ai79) + °(77¢) = (@)
b) fay, fr) € E. Zu zeigen ist z.B. (im Impulsraum), dass

S(M) —C: ‘P'—>Z\/k+ / a1y y D,y ™)
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2oy p(y®, - y®) du(y)du(y™) - du(y™)

stetig ist. Die rechte Seite ldsst sich durch die L?-Norm von ¢ und die Normen
Pn(f1)): Pn(f2)) von S. 184 abschétzen. Ahnlich fiir den anderen Teil von ®(yp).

c¢) Wieder im Ortsraum soll die Poincaré-Invarianz von a(j7¢) nachgepriift wer-
den. A = (a,A) € P, ¢ € S( ), oBdA f = Ty ® --- ® Ty € H*. Dann ist
U(Na("e(Ae)U(A) 2 f = a(7¢) f 7 zeigen.

UAN)a(jTe(Az))UA) f =U(N)a(j7¢ )T1 Az) ® - ® Tj(Ax)
=U(A) H<T1(A=$)7JTSO(A$)> - T(A ) - ® Tk(Ax)
= s(p(Az), Ti(A2))  To @ - @ Tj, = (i, T >T2 ®-- T, =a(jTe)f. O

Bemerkung () ist fiir reellwertiges ¢ sogar wesentlich selbstadjungiert nach
Th. X.41, Reed-Simon. Weiters gilt
®(O+m?)p) =0, da (j7(O+m?)e)(T) = (¢, (O+m*)T)=0fiir T € H.

Satz 14.5 Axiom 7 ist erfiillt.

Beweis.

o0 € S(M) = [8(¢),2(0)] = 5 ([a(70), 0" TD)]_+ [a"(7),ali"v)] )

((jTSOMjT@)H’ - (ijan@)H’) : IdFs

((pl@)ey), K) = (p(@)o(y), K)) - 1d

(px1 — g, S)-1d, wobei K € D'(M x M), S € D'(V) wie in S. 142 ff.

l\')lr—k N = DN~

Also: [®(p), ®(¥)] = (pxh, A), A= %(S — S) heiBt Kommutatorfunktion.

1 —
A € §(V) ist durch A = §f<sign(yo) ) gegeben, wenn nach S. 144

I
vm?+y?
S = Fpu. A ist offenbar ungerade und ist Lorentz-invariant, da S es ist. Aufgrund
der Lorentz-Invarianz lisst sich A in {[z,2] < 0} so darstellen (Methée):
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3D € D'((—o0,0)) : Ve € 'D({:z: Dz, 2] < O}) ;

N < / D> wobei

[z,z]=t

/ Q= /// dz.
t
[z,x]=t |Z|2>—t
20=v/72+¢

Aus der Schiefsymmetrie von A folgt daher suppA C {x [z, x] > 0}.
Wenn nun ¢, 1) wie in Axiom 7 sind, so ist supp(@ * ¢) =

= supp </ (& —x)(§) d€) C suppt) — suppy C {z : [2,2] <0} =
= (px1,A) =0. O

Bemerkung Auch Axiom 8 ist erfiillt, da
c<{§>(gpl) D(pp)Q:kEN, ¢; € S(M > = (Induktion) =

@<{d*(cpl) i*(p0)Q &k € Ny, p; € S(M > — ENE, C F, dicht.

E) Ein freies Feld mit beliebigem Spin

Es liegt nahe H wie in Kap. 13 E) zu wéhlen, j : H — S'(M; W), Fj, zugehoriger
1
Fockraum, ®(y) := %( a(jTe) + a*(j7P)) fiir p € S(M; W).

® ist jedoch von der Wahl einer Basis w; in W' abhéngig, vgl. S. 174. Auch
K, S, P,G héngen von der Wahl der w; ab, wihrend das Endergebnis, die Hilbert-
riume H, H, natiirlich davon _unabhéngig ist. Aus dem expliziten Ausdruck fiir H
in S. 176 sieht man, dass H, H eindeutig durch die Aktlon DY) von Co auf W und
die Masse m bestimmt sind. (Der Ausdruck <<,0 U(y), K(z,y > = (jT, T )
héngt also nicht von der Wahl der Konjugation — ab.) Ebenso eindeutig sollte sich
® ergeben. Ein weiteres Indiz dafiir, dass die obige Definition nicht zielfiihrend ist,
liefert die Untersuchung des Lokalitatsaxioms. Es ergédbe sich wie oben, dass

[D(p), 2(4)], = % (p*1, S £ 8), wobei
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~mWOW —WW u@vr— veu; S=F(G(y)du).

In Koordinaten wie in S. 176 ist
G(y)(z,w) = (DDT(A,A)2]w) = (DU)T(%)Z\@), d.L.
Gly) = (M)alﬁl . (M)anﬁn7 kanz = y.

m m

Folglich ist S(z) = (I*ﬂ(_ia))mﬁ1 - (M)Q"B"SO, Sy = Fdu, 0* = % = g2

m m

< F(—i T
Leider erfiillt der Differentialoperator Q(9) vor Sy nicht ) = +£Q), denn ( (m18))
F(—i0)

Es ergibt sich jedoch die VOIIT Koordinatensystem unabhéngige Aussage, dass sich
S in der Form Q(0)S, schreiben ldsst, wobei Q(0) ein homogener Differential-
operator vom Grad n = 2J mit Koeffizienten in W ® W ist. Q(0) héngt ebenso
wie S von der Wahl der Basis w; ab. Die Funktion Q(9)(¢ * ¥) € ) fiir
o, € S(V;W') ist jedoch koordinatenunabhingig, da (j7 ¢, j7¢) g = ( Sy =
(_1)71 S(V)<Q(a) (95 * w)v SO>3/(\/)'

Ebenso invariant definiert ist daher die antilineare Abbildung

t:S(M;W') — S(M; W) : ¢ — Q(9)1, wobei

Q)= > 0% coa €eWRW, o : W — W =W"

|a|=n

,da ol = —09, 0L =04, a#2.

ist nicht proportional zu o

S(V
Pxp,

fr—(9—(carg®f)).

Denn (57, j7¢) = (—1)" s<v>< wop(u — ), 1(¢) (u)),y, So>$,(v)'

Eigentlich briuchten wir eine antilineare Abbildung S(M;W') — S(M;W’).
Das erreichen wir so: £, operiert auf W vermoge DY) = o und damit kanonisch
(dual) auf W' : o : Lo — GI(W’) : A — o(A)T!. Wie wir wissen (S. 157),
existiert bis auf Aquivalenz nur eine irreduzible komplexe Darstellung von L
auf einem Vektorraum der Dimension n. (¢’ ist auch irreduzibel, denn lieBe es
0 # W{ £ W’ invariant, so liefle o T/Vl’l invariant.) Folglich existiert U : W —+ W'
mit Up(A)w = o (A)Uw fir w € W, A € Ly. (U ist eindeutig bis auf skalare
Vielfache nach dem Schur’schen Lemma.) Damit setzen wir

B(p) = %(a(jTgo) L at(TU)).

Da alles invariant definiert ist, ist & Poincaré-invariant.
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Uberpriifung der Lokalitit

Vorldufig sei ®(¢) auf F, bzw. F, definiert und entsprechend wird [® (), ®(¢))]
untersucht.

— bzw. +

(", i U £ (7, 57 Uto) i)

DN | —

[2(p), 2()], =

1 .
= §<¢ « Ut + 1+ Utp,S) (-Idg genau genommen).
In der Standarddarstellung (S. 176) gilt:

1 o e .
a=ap o Qn B= 01 By (tgp)o‘ = WF(_I(a)aﬁSOB? (ng)a = <a590'87 wobei
: 0 1 . _f(a b .
( =ioy = (_1 0) , denn fiir A = (c d) € Sly(C) gilt
AT = (_db _j) = CAC™ (Cap = Canp *+* Cans, etc.) Daher ist

S 1 .
(@ *x Ut )ap = Pa * C/jw_ F<_ia>76 Vs =
e (B T S) = (~ 1) F(—i0) 50 5 Gy o1 (~1) F(—i0) - 5, o),

Fo)" Gy = (det Flp ))"/2. (%ﬁz()) (e = (det F(p))" - ¢*PF(p)™'" 4,
s1 (C)p

— (o2 U1,5) = ( (L) gt v 50 )

det F(—i0) = -0 —

[2(p), 2(4)], = % (BaC® 15 £ $al % g, (—55)"Sp)

- %<@a<a5¢ﬁ,50 + (—1)”5’0> wegen (% = (—=1)"¢P und —OS, = m2S,, da
(ly,y] —m?) du = 0.

Invariant geschrieben erhalten wir

[(@(0), @()], = (~1)"{ip U™, 5 (S0 = (1",

Wir wissen bereits, dass Sy — Sy in [z, x] < 0 verschwindet. Sy + S, verschwindet
dort nicht, da

Solz) = 7y(d—g> = Ik (/e fir [z,2] < 0.

N N
Folglich ist das betrachtete Feld lokal genau dann, wenn mit (—1)""! gequantelt

wird, wobei n = 2J, J = Spin. Ein erster Hinweis auf das Spin-Statistik-Theorem.
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(Eigentlich ist fiir die letzte Aussage noch nachzurechnen, dass [@(gp), @*(w)] L=
<<p * 1), %(:I:So + (—1)"SO)>. Dadurch ist U bis auf el”, 7 € R, festgelegt.)

Explizite Realisierung von ¢

Fyj, sei je nach Spin der richtige Tmpuls-Fockraum, ®(¢) = ]_:q)(@)]_:_l,

f = (zg@---a(‘“)(y(l),... ’y(k))d'“(y(l))"'dl‘(?/(k)))keNo c Fs‘m o) — O[gl)...ag),
vgl. S. 183, ¢, (x) € S(M;W’).

Ebenso wie in S. 188 gilt

~ aD)...qk)

VEk+1 X aa®q®
(2r)? [/ Ga(y) 2zt Ty, y D, y®)) dﬂ(y)} dp(y™M) - dp(y™®).

Etwas schwieriger ist der 2. Teil von @ zu berechnen.
a*(p) = aj(kan @) - (27r)~* (siehe S. 188 ), wobei

kan : S(VI; W) — H' < o (y) — (f“(y) dp — /wa(y)fa(y) du(y))
~:H — H:kanp— g*(y)dp, wobei (vgl. S. 186):

antilin.

/%(y)f“(y) du(y) = (fdp,gdp)g = /B(y)aﬁfﬁ(y)y*—(y)du(y) nach S. 176

= B(y),ga@ = Gar ) = (By) " )73 = By) 1295,

F(y)\ "~ N e ——
- m Py = (a ((,O)f)k = (27T) PSIa(kanSO ® fk—l) =
F y(l) a(1>67 .
= sa( ( m> SDﬁ.(y(l))zgizi ak) (y(2), . ,y(k))du(y)) mit

dp(y) = du(yW) - duy™).
Wir haben nicht a*(¢), sondern a*(Uty) zu betrachten;

N 1 Y ~ %
(Ute)a = Cas— Fy)1 05 = (@ (Ut)f), =
1 P »
= (27T)‘4Psa(g F(yW) g — FyM)iags(—y M)z 5 (4@, - ,y(’“))du(y)> =

= (2m) 4Py (¢ 25 (—y M) 228 ) (@, y®) duly)).

Das Endergebnis ist daher:

(®(0)f), = m{vk +1/@a(y)Z?if)"“(k)(y,y(”, oLy ™) duly)+
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1 & , g A , (1) .= GHD) .. () . ,
—— (1) AN B G (g (). ot el TRl a® g (1) g G g G ()

vk =1

dp(yM) ---du(y™), J = Spin, vgl. Streater-Wightman, p. 103.

F) Freie Felder mit Ladung

Ausgehend von der Vorstellung, dass ein Teilchen mit Zustandsraum H wie in
Kap. 11 B) auch eine bestimmte Ladung tragen kann, bilden wir H. := H, & H_,
wobei Hy beide wie in Kap. 11 B) zur Masse m, j1 : Hy — S§'(M). Fiir x € Hy \0
wird Cz als Einteilchenzustand mit Ladung +e angesehen. Allerdings tritt nun
eine zusétzliche Schwierigkeit auf: Die in einem Zustand gemessene Ladung ist bei
jeder Messung die gleiche und verdndert sich durch die Messung nicht. Dies ist
eine experimentelle Beobachtung.

Als Zustandsraum ist daher Z = {Cz : € (H; U H_) \ 0} anzusehen. Als Ob-
servable betrachtet man alle mit den Projektoren Py : H. — Hy vertauschbaren
Operatoren in Lsa, d.h. solche, die Zusténde in Zustédnde abbilden. P, nennt man
Superauswahlregeln. F, sei der symmetrische Fockraum iiber H., E C F, der
nukleare Raum, dessen Fourierbild in B) angegeben wurde.

®:S8(M)— L(E,E): o — %(a(jfgo) +a* (7).

Dann gilt [®(¢), ®(¢)] =0 (da Hy L H_) und [®(p), ®*(¢)] =

1 . . Ry Ay A 1 < - Y * *
= (T, 579) = G20, 579)) = (@ * ¥, So — So) und [@*(p), ()] _ = 0.
Man beachte, dass wir als Zustandsraum iiber Fy nicht {Cz : z € F;\ 0} an-

sehen konnen, sondern eine kleinere Menge. Es gilt F, = @ F(i), wobei F) die
keZ

kohdrenten® Teilrdume der Ladung ke sind, z. B. ist Fioy N H? = P{(Hy @ H.).
Genauer: Wenn {¢}}, {¢,} ONBen in Hy sind, so ist Fy der Abschluss von

C<{Ps(g0f{1 ® By @Y, ® Q) j—1= k}). (Bei Fg) ist noch CQ
dazuzunehmen). Der Zustandsraum ist {Cx : x € |J Fi) \ 0}.

kEZ
@(g&) : EﬂF(k) — EﬂF(k,l), q)*(gp) : EﬂF(k) — EﬂF(k+1), d.h. ®* erhoht, ¢
verringert die Ladung. Dementsprechend sind ®(¢), ®*(¢) keine Observable und
nur Produkte von Feldoperatoren, in denen &, ®* als Faktoren gleich oft auftre-

ten, sind beobachtbar. Ebenso lédsst sich ein freies, geladenes Spinorfeld definieren.
Jx : Hy — S'(M; W) seien wie in Kap. 13 E) Einteilchen-Zustandsrdume mit Spin
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J, Masse m, H. := H, ® H_, Fj, je nach Spin der entsprechende Fockraum iiber
He, ® : S(M;W') — L(E,E) : ¢ — %(a(ﬂg@) + a*(jTUty)), U,t wie in
S. 191. Wie oben gilt dann [® (), (I)(Q/J)Lt =0,

[®(0). ()], = & (T 5T, + (TU, TUtg) ) =

= (p*ty, %(1—5*0 +(—=1)"So) ), n=2J, vgl. S. 193.

G) Bemerkung zu den Superauswahlregeln

Die oben angefiithrte Darstellung des Zustandsraumes Z = {Cx cx € (HL U
H_)\ 0} ist offenbar nicht mit den Axiomen 1 und 2, S. 140, vertréiglich. Man
konnte sich zunéchst auf den Standpunkt stellen, dass unter allen Zustdnden
Cx,z € Hy @ H_\ 0, durch physikalische Uberlegungen eine Untermenge von
,beobachtbaren Zustdnden“ ausgesondert wird. Wir kommen jedoch fiir halbzah-
ligen Spin (d.h. 2J ungerade) dann mit Axiom 3, S. 151 in Konflikt. Denn wenn
F, = @ H} der antisymmetrische Fockraum iiber H wie in S. 176 mit ungera-

n=0
dem 2J ist (man konnte auch den symmetrischen Fockraum nehmen, aber dann

gibt es kein Feld darauf), so gilt fir 7" = (Tix))ren, € Fo und die in S. 184 be-
trachtete Darstellung o : Py — L(F,), dass o(—1)T = ((—1)*T() wobei

keNg’
-1 0
iy (0 _1) € SL(C) C Py,

Fir A = (0,1) € P| ist T-}(A) = {(0,1),(0,~I)} C Py und CT, Co(—I)T soll-
ten nach Axiom 3, S. 151 denselben Zustand darstellen. Das ist nur der Fall, wenn
TeF, UF, 6 wobei F,, .= H>", F,_ := @ H>""'. Wir erhalten also eine
n=0 n=0
1
neue Superauswahlregel, die durch die Projektoren Py (T) := = (Tix) &+ (—1)*T())

2
gegeben ist. Daher werden Axiom 1 und 2 so abgeéndert:

Axiom 1’ Die Menge der Zusténde ist durch Cz, = € |J H; \ 0 gegeben, wobei
i€l
ECH=@H,; CE ein GRT ist.
il
Axiom 2’ Die Observablen entsprechen den Operatoren in L(H)NLsa(H, E), die
mit allen Projektoren P; : H — H; vertauschbar sind.

Man beachte, dass dann auch im neutralen Fall fiir halbzahligen Spin ®(p)+®*(p)
keine Observable ist, da ®(¢) : Fox — Fuz, ©(¢)P*(¢) jedoch schon.



Kapitel 15

Das Dirac-Feld

P.A.M. Dirac Die Prinzipien der Quantenmechanik
E.M. Rose Relativistische Elektronentheorie

Bjorken-Drell Relativistische Quantenmechanik

A) Der 1-Teilchen-Zustandsraum nach Dirac

Bei der Ermittlung der 1-Teilchen-Zustandsrdume nach L. Schwartz (Kap. 13 E))
wurde ohne Erkldrung angenommen, dass Ly auf W vermoge einer Darstellung
DO operiert. Dies ergab schon alle unitiren Darstellungen von Py fiir positive
Masse (Satz von Wigner). Wenn wir mit einer Darstellung DYX) starten, tritt
in S. 175 eine Schwierigkeit auf: G(y) ist nicht (bis auf Vielfache) eindeutig, da
SUsy dann nicht irreduzibel auf W operiert, es sei denn K = 0 oder J = 0. Die
Darstellung D) fijhrt genau wie in S. 176 in Standardkoordinaten auf

i = {v =t 0P = [ B0 T duty) < oo

1
By) = — E =2K.
(y) m YOy, N

Py operiert auf H" so:
0: Py — L(ﬁ[) A= (a,A) —> (wd‘ dp — ei<“’y>r‘“5w5 (W(A)Ty) du).

In der Tat sind die Darstellungen auf H und auf H " dquivalent fir J = K :

H~H" :wdy— DD (H,,)DYO(H,,)  wdy,
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vgl. S. 176 unten. Explizit ergibt sich
w*dp — D(y)* 5 -~ D(y)* 5 w’(y) dp,

wobei
D(y) = 1 m? +myo+ Y3 —iy1ye 2 (m + yo + ys3) )
m(m + yo) —iya(m +yo —ys) m*+myo +y3 — iy )’
falls ich mich nicht verrechnet habe. Es ist auch — : H —s H" : U — U eine

(allerdings antilineare) Aquivalenz.

Wir fassen H. als Teilraum von S'(V’; W) anstelle von S'(V'; W) auf.

Wenn ¢ : Lo — GI(W) die Operation von Ly auf W ist, so operiert £y auf W’
dual: ¢ : Lo — GIW’) : A— o(A™1)T und folglich operiert Py auf H, so:

Py— L(H):A— (wd dp — el (Z_IT)dﬂwB (m(A)"y) du).

Eine noch bessere Herleitung dieser (natiirlich ebenfalls zu der auf H #iquivalenten)
Darstellung ist die folgende: £, operiert auch kanonisch auf W' := {f : W — C
antilinear} vermoge o' : Lo — GI(W') : A— (f — foo(A)7Y).

Dies ergibt gerade die betrachtete Operation auf H., denn in Standardkoordinaten
gilt:

sym ? 0 sym

A7/ 2 _ ) .
W= CEn 2 2, wlw®, za)w, = w2a;

W = Cg®n (A)Za — AO‘BZB, W' C2®n S Za, Q/(A)Za = (Afl)ﬁa 28,

wiw, 0"(A) ) E w(o(A) " w, 2)p, = (A, z) = (A5 wh 24 =

1 — 1 B
(w, (A l)ﬁd z5), dh. (0'(4)z), = (A 1T)d 25, Wie es sein muss.

Anstelle des Hilbertraums H wird nun Hp := HGQH. C S'(M; W@W ') betrachtet,
wobei H, H kanonisch zur Masse m und zu den gegebenen Darstellungen von L
auf W und auf W' bestimmt sind. (Eine kleine Unbestimmtheit besteht hier noch
insofern, als die Skalarprodukte in H und H. nur bis auf einen Faktor bestimmt
sind. Diese Faktoren sind so zu wéhlen, dass die SUs-invarianten Skalarprodukte

I auf W’ und auf (W')" (vgl. S. 175) dual sind.)

1 g
Fir J = 5 ist Hp der Dirac’sche 1-Teilchen-Zustandsraum. Hp > U = u(p) du

heifit Bispinor (ab hier wird p anstatt y € V' geschrieben.) In Standardkoordina-
ten ist u(p) = (2%, w;)(p) und

1U|* = /[B(p)aﬁzﬁz_“r (Wﬂ)aﬁ.wﬁa} du(p)
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1 3
mit B(p)ag = BP)awss - B(P)ans,, B(p) = — Y. paoy, vgl. S. 176. Wenn wir
m x=o0

Blp) : W — W': 2% — (u* — B(p)dﬂzﬁﬁ) und
B(p): W' — (W) =W : Wy (ve — B(p) _lTanB%) setzen, und weiters
i =WeaeW'

A

— = WxW —C: ((z1, w1); (22, w2)) — wi(22) 4+ wa(21), so gilt

U1 = [ )6 + wEew) | die) = [ (buwg i)

Da (—, —),;; eine nicht ausgeartete hermitesche Sesquilinearform (mit Signatur
(n+1,n+1)) ist, ist die lineare Abbildung p eindeutig bestimmt und insbesondere
koordinatenunabhéngig definiert. (Man konnte hier noch etwas abstrakter werden
und direkt von einem 2(n + 1)-dimensionalen Vektorraum W ausgehen mit einer
solchen Sesquilinearform, die unter £, invariant bleibt.) Wie sich in Koordinaten
gezeigt hat, ist p ein homogenes Polynom vom Grad n = 2J in p mit Werten in

L(W). Weiters gilt B(p) = B(p)™' = B(p) - B(p) = Iy,
B(p)-B(p) =Iw = p-p=1Iy.
P = p bzl (=, )y, da

U V)g, = /(zbu,v)wdu(p) =V, U)g, = /(u, pu)y du(p), YU,V € Hp.
Mit U = udp € Hp ist auch pudy € Hp, da

Ipdul’ = [ pu. oy du(p) = udul®.

Der Operator udy — pu(p) du ist also unitdr und selbstadjungiert und besitzt
folglich nur die Eigenwerte +1. Die Projektoren auf die 2 Eigenrdume sind:

- . - 1
Pi:HD—>HD:ud,ur—>§(u:|: pu)du

und offenbar gilt Hp = I~{+ ®H_, Hy = IBi(I:ID). Die Distributionen Ty € Hy
erfiillen eine Differentialgleichung n-ten Grades, welche fiir n = 1 als Dirac’sche
Gleichung bezeichnet wird, ndmlich

o,
(1:|34D>Ti20, DN:_I%'
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i 0 0 I , 0 —o;
_ — A 0 _ J = J
In Koordinaten ist fiirn =1: D = 7 D’ Y ( I O) y Y (aj 0 ) )

P, sind mit der Operation von Py auf H), vertauschbar, da sie invariant definiert
sind. Genauer: A = (a, A) € By, = ||U|]? = ||AU||*> =

[ BV () D), SV Au(r(4)7)), dulp) =

/ (VA" AV (A, ), dpp),

wobei V(A) die Operation von Lo auf W bezeichnet, d.h. V(A) = o(A) @ ¢(A).
(Man beachte, dass (—, —);;, nach Konstruktion V(A) invariant ist.) Da (—, =),
nicht ausgeartet ist, folgt V(A)™' w#(AY =p-V(A) =y =

PL(AD) = 55 + PPV (A)u(n(4)7p) du =

ei<“’p>V(A)%(] + 7 A p ) u(r(A)Tp) dp = A(PLU).
Die Darstellung von Py auf Hp zerfillt also auf zwei Weisen:

Hp=H®H = H, ® H_. Fir n =1 werden T, als Positron- bzw. Elektron-
Wellenfunktionen angesehen. Als Zustandsraum wird entsprechend S. 194
z={Cx :2 € H UH_\ 0} betrachtet. Man beachte, dass von den je 4 linear
unabhéngigen Losungen der Dirac-Gleichungen (1 F p)U = 0 durch die Spektral-
bedingung jeweils 2 ausgesondert werden.

Auf H. erhalten wir iibrigens die Wigner-Darstellung, denn U € H, —

017 = [pu) =5 [ (b £pww) du=3 [(huw = @wydn —

U2 = + / (w0) du(p).

Bei Wahl einer (von p abhéingigen) ONB in den (n+1)-dimensionalen Unterrédumen
(1£p)W von W und Identifikation mit C*/*! ergibt sich die Wigner-Darstellung.

B) Diskrete Transformationen

Die Sesquiliniearform (—, —);;, induziert einen Antiisomorphismus ~: W~ W .
U —> (v = (v, )y, ) Fiir v € W wird @ als Dlrac-konjuglerter Spinor be-

zeichnet. In Koordinaten ist u = (2%, w;), @ = (Wa, zf’) (=uy? fiir J =3).
Die Darstellungen V(A) von Lo auf W und V(A)~7 auf W’ sind dquivalent (vgl.
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S. 191), daher existiert wieder U : W — W so, dass U (V (A)u) = V(A)77-U(u).
Da DU und DY) indquivalent sind, muss gelten

U=U,0Uy,, Uy W — W, Uy : W' — (W'Y,

Clgalﬁl T Canﬁn 0

In Koordinaten ist also U = 0 CoCii . Clinim

C \ 0 zunéchst beliebig wihlbar sind.

Der Antiisomorphismus C' : W~ W U—1> W soll der Ladungskonjugation ent-
sprechen, d.h. C': Hy — H+ und C? = +1 (mehr lisst sich fiir eine antiunitéire
Abbildung nicht verlangen, vgl. S. 177). Somit ist C'p = —pC zu fordern. In
Koordinaten:

) , wobei ¢q, ¢y €

Cpu=C(Bpw, B(p)2) = (C—ll Bz, C—tU%@)

- (B@)Cic*z B(p)éc-%) =¢O(§z,§w)-

1 C2
Also ergibt sich die Forderung ¢; = —cs.
Wegen (? = (—1)"I ist C* = (=1)""ey| 721, d.h. |ey| = 1, C* = (=1)"" . Ich
setze ¢ = 1, ¢ = —1 (dies letztere ist natiirlich koordinatenabhéngig). Wenn
wir C auf H c S'(V/; W) durch die Wirkung von C' auf W definieren, so ist
C'Pi = ]Bié’ und C' antiunitér:

Cudulf = [ (HCuCpgedn =~ [ (CFuCulg du= [ (Husuwy de = fudul?,

da (Cu,Cv)y, = —(v,u)y;,. Durch Fouriertransformation erhalten wir schlielich
die Ladungskonjugation C': Hp — Hp. Fiir T' = (f*, ;) € Hp gilt
CT=UY3,,f%) = ((CHg,, —(¢1)5,(f9)Y). Aufgrund des Schurschen Lem-
mas (S. 169) ist C': Hp — Hp eindeutig (bis auf Vielfache) durch die Forderun-
gen

(i) C antiunitér,
(11) C.H — H:F7
(iii) Cola, A) = o(—a,A)C, (a,A) e V x Lo =Py (0: Py — L(Hp)) bestimmt.

Als néchstes werde die Rauminversion I betrachtet. (Es ist iibrigens durchaus
moglich, Raum- und Zeitinversionen auf H allein darzustellen, wobei ein dhnliches
Argument wie bei der Aquivalenz der Darstellungen auf H und H. zu verwenden
ist (sieche S. 196). Der Grund fiir die Verdoppelung der Dimension von W liegt
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also lediglich in der Ladung.) In S. 177 wurde I, koordinatenabhéngig definiert
(Is(2°, %) = (2", 7)) und gezeigt, dass o(I,) unitér ist und o(I)o(a, A)o(I,) ™ =
o(I,a, A*71), (a, A) € By, erfiillen muss.

Es sei o(I,) : Hp — Hp : udp — gou(IIp)du, wobei p, = (7). Dann ist
Ps (2%,w5) = (W, z5) und die obige Bedingung ist erfiillt.

POT sei die Uberlagerungsgruppe der orthochronen Poincaré-Gruppe. In Koordina-
ten ist POT = PyUPB, - I, mit den Multiplikationsregeln I - (a, A) := (I,a, A*71) I,
I, -1, = (0,1). Noch konkreter: P} ~ R* x Sl,(C) x {#1} mit der Multiplikations-
regel

[ (a+7(A)b, AB,9) : e = 1
(a,A,g)O(b7B,5) —{ (CL+7T(A)[Sb,AB*_1,_5) N — _1 .

Wenn wir o((a, A) - I,) = o(a, A)o(I,) definieren, erhalten wir also eine unitére
Darstellung von PJ auf Hp und mittels F auf Hp.

Allgemein heifle eine Poincaré-Tranformation R : M — M Rauminversion,
wenn sie in einem Koordinatensystem die Gestalt I, hat. Wenn I, wieder wie
oben die Rauminversion beziiglich eines bestimmten Koordinatensystems bezeich-
net, so ist R = AILA™Y, A € P!. Wenn (a,A) € Py mit T(a, A) = A, so
ist also o(R) = o(a, A)o(I;) - o(—m(A)'a, A71). Folglich gilt, dass o(R)udu =
elo=Rap) g a(RTp) dp fiir udp € Hp, wobei R = w(A)I;m(A™Y) : V — V wie in
S. 142 und pr = 7(A)T"!p, der eindeutig bestimmte Vektor in V' mit

PR pr) = m* und RTpp = pp ist.

In Koordinaten sehen wir unmittelbar, dass p o(I5) = o(ls) p, und somit erhalten
wir eine Darstellung von P] sowohl auf H, als auch auf H_ (nicht aber auf H und
H).

Nun zur Zeitinversion [, zundchst koordinatenabhéngig. Da o(/;) antiunitir sein
muss, liegt es nahe, o(I;) : Hp — Hp : udp — p Cu(—IIp)dp zu setzen,
Py = (73) Dann wiirde jedoch wegen C'p = —pC gelten, dass o(L;) p = —po(ly),
d.h. o(I,); Hy — Hs wire nicht observabel (vgl. S. 199). Daher betrachtet man

r_ C,1Ca,8 0 /,ANA/U'_lA
U—(O IR cCWeW — W.
Dieses C” erfiillt C'y = j/C’ und C"* = (—1)"(c})2I.
Wieder sei ¢ = 1. Die sogenannte Wigner’sche Zeitumkehr wird daher so
definiert: . .

o(Ly) : Hp — Hp :udp — $, C'u(=1p) dp

und man sieht leicht, dass o(I;)o(a, A)o(l;)™! = o(L;a, A*71) erfiillt ist (was bei
der vorigen Definition zwar auch richtig gewesen wire.) Dann geht o(I;) offenbar
von Hy nach H.. Weiters gilt o(I;)o(Is)o(l;) ™" = o(I) und o(L;)* = (—1)"I.
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Daher erhalten wir eine Darstellung der Uberlagerungsgruppe P der vollen Poin-
caré-Gruppe P, wenn wir definieren P .= POT L'JPOT - I; mit den Multiplikatonsregeln
I - (a,A,e) = (La, A*' e) und I, - I, = (0,(—1)"1,1). (Die zu wéhlende Grup-
penstruktur in P hingt also vom Spin ab!)

Allgemein folgt genau wie oben, dass eine Zeitinversion Z = ALA™!, A € PI,

A = T(a, A) durch o(Z)udp = e@24P) p_ C'u(—ZTp) dp dargestellt wird, wobei
Zsz = — Dz, [pzapz] = m27 D € V—I—/'

Die Transformation I, - I; : M — M ist durch die Angabe ihres Fixpunktes ein-
deutig bestimmt (denn I 1,:V—Vi v —v). o(Is1;) ist daher bis auf eine
Phase vom Koordinatensystem unabhéngig und es ist

o(LsIy)(udp) = C'u(p) dp.

C - o(Is1;) ist ein unitédrer Isomorphismus von Hp und wird auch als PCT be-
zeichnet (P=o(Is), T=0(l;); eigentlich betrachten wir CPT = —PCT. Es gilt
C - o(LI)(udp) = CC'(2%, ws) dpu = (—2%,wz) du. PCT ist ebenfalls bis auf eine
Phase bestimmt.

C) Das Dirac-Feld

Fj), sei entsprechend dem Spin J der symmetrische bzw. antisymmetrische Fock-
raum iiber Hp, n = 2J.

Wie iiblich ist j : Hp < S'(M; W), 57 : S(M; W') — H},.

PL . H}, — H}, seien die Projektionsoperatoren, die sich aus Py : Hp — Hp
durch Transposition ergeben.

Ahnlich seien C7 bzw. C'" : Hly — H}, : f — (T > f(CT) bzw. f(C'T)).
Das Dirac-Feld wird definiert durch

1 T 1 [ a*(PTCTjTp) : n gerade
EG(PJ“J »)+ _{ a*(PTC’TjTgb) : n ungerade

V2
Offenbar gilt [®(¢p), <I>(¢)]jE = 0.

P(p) ==

Fiir T € Hp gilt: 1, (T, PLj" )y = (PeT. j"0) = s(p, PoT)s =
(.30 £P)T) = (51 &£ =D, T), dh. Pej'p = j"

Wegen Py - P_ =0 ist also PTj7[(1F =D7 )p] = 0.



15.0 Das Dirac-Feld 203

Fiir gerades n ist Weiters P_TCTjTgb = CTPLjT¢ und PL;7[(1 —7DT)<,0}V =
PT [( /BT) } _

Fiir ungerades n ist hingegen PTC"" j7¢ = ¢"" PTjT% und PT 57 [(1—=B7)yp] V=
PTiT[(1+=DT)¢] = 0.

Also folgt in beiden Fillen, dass ®((1 — =7 )p) =0 bzw. (1 - P )P = 0.

Zur Uberpriifung der Lokalitét ist [®(p), ©*(¢)] N

1 . . . . , .
=5 [a(PL57¢) + a* (PTCUT T ), a*(PLjTv) +a(PTCOT )],

1 1 .
2( %P ) + 5(0(’)TjT¢,P_TC(’)TjT¢)Hb zu berechnen.

2) (e, PLi™0)m, = 5+ T+ =D 10, 5)
= 1<¢ * (Y+ B(—D)v,7+ B(—D)Ty), S>;

t+ 2
p=(y,v)
S = (B(OD) B(OD)) So € S'(ViW @ W), vgl. 8.190 = (7, P{j"9)
= 2 (¢+(B(-D)7+(-~1)*B(-D)B" (D), B(~D)o+(~1)" B-D)B' (~D)7), )
(—0jm2)"
— %(—1)"<¢; « (B(D)y + v, B(D)v +7), So>
_ %<_1)n< px (1+ D)0, S~ W'~ W

(y,v) — (9,7).
b) (C(/)TjTIL,PTC’(/)TjT@)H/ (C(/T 'TQ[} C(')TPIJ'T@)
= (CUT antiunitér) = (PLj7¢, /™) = (7%, PIJ'T )
= (nach a)) = (~1)" <90*( )"+ P, so>—§<¢* (1+D)3,5).

Zusammen: [@(g&), @*(w)]i = <<P * (1 + ID) ( (_1)n50) >=

=l(so—‘:§0)=:A0

2

womit das Lokalitatsaxiom erfiillt ist. Als Kommutator ergibt sich in Koor-
dinaten: (¢ = (z,w), v = (y,v)) :

[2(p), ®*(v)], = %(—U"@*(@“+B(D)QB@B)+wd*(ya+B(D)mﬁ),Ao> -

(p®@,A), ¥ =(1,9),

l\D||—~




15.0 Das Dirac-Feld 204

a=30 (5 py PGP B0 o s e

D) Zusammenhang mit Kapitel 14

Zunéchst werde das ,,Dirac’sche Skalarfeld”, d.h. der Fall n = 0 betrachtet. Dann
st W=CoC=C%y W -—W:(2,w) — (0,2),
Hy={(T,Tz) € Hp : Ty F T, = 0}, C(T1,Tz) = (T, —Th),

! : + + Ao PP PP
q)(gpl,gpQ):E(a(jT(@lQ@Q?‘Pl2902>>+a <jT<—('012S02, 12902))).

1
Wenn ]:I: Hp — D/(M) : (Tl,T2> — §<:|:T1 +T2), SO ist

L DOE) 5 Hy b 57 (50.0) ) wnd daber @(p1,0) = Wier + ),
1

wobei W (1)) = ﬁ(a(ﬁw) +a*(jT1)) wie in S. 194 definiert ist.

Nun sei wieder allgemein W=Wwao W/

+ZHD—>S/(M;W) (Tl,TQ (Tl—l—B )
_Hp — S (M;W) : (Th, Ty) — ( 1)"(~Ty + B(D)T»)
— jLS(M; W) — Hpy i p — j7 (

(¢, '<—D>T¢>);

7Y, so ist also

N —

wenn ¢ = (p1,3) € S(M; W' = W' @
: (1
Pl =" ( (L+=D") )

= Jji (o1 + B(=D)"s).

Etwas komplizierter ist der 2. Teil von ®(¢p) :

COTjTp = T ((-)CPn () = PICVT)

=77 ((=)¢®2 — B(=D)"¢%,.CP1 — B(=D)" (-)(By);
wenn U, t wieder wie in S. 191 definiert sind, so ist andererseits:
: —T

Ut(901+B(_D)T902) = CB(D) (@1+B(_D) @2) = B(D)TC¢1+(—D/m2)"Cs02 —
JTUT (o1 + B(—D)Tpy) = PTCYT 4§75 und somit
O(p) = @(p1,92) = ¥ (g1 + B(=D) ),

wobei W(1)) = %(a(jfw) + a*(jTUt)) wie in S. 195.

N)I»—t %

T~ (¢1+ B(=D) s, 5 + B(—D) 1)



Kapitel 16

Die Wightman-Funktionen

R.F. Streater - A.S. Wightman PCT, Spin and Statistics, and all that
V.S. Vladimirov Generalized Functions in Mathematical Physics

E.J. Beltrami - M.R. Wohlers Distributions and the Boundary Values
of Analytic Functions

A) Definition und Beispiele

H, E,Q seien entsprechend Axiom 1-8 (H entspricht Fy, bei den freien Feldern).
Nach Axiom 6 b) ist fiir z,y € F das multilineare Funktional

S(M;W') x V X S(M§W/Z—> C: (o1, , 1) — ((I)(%)"‘q)(@z)x,y)H

l

partiell stetig und folglich (Kernsatz) durch eine Distribution

TeS(Mx--xM;We

darstellbar. Wenn manche der ®(;) durch ®*(p;) ersetzt werden
(wobei — : W) ~ W) antilinear im folgenden fest gewihlt ist), so gilt dasselbe.

Definition 16.1
Fir x = y = Q heit T" Wightman-Funktion oder Vakuumerwartungswert oder
[-Punkt-Funktion.
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Beispiel 43 Zunichst werde das freie, neutrale Skalarfeld aus S. 187 betrachtet.
(pr® - @ T) = (2(p1) - @(20)2, Q)
=272 ((a( 1) + @ (1720)) -+ (aliT00) + " (7)) 2. Q)

=272 3 (a., (1) -+ a, ()2, Q),
5j6{+7_}

wobei a_(¢;) := a(§7¢;), ar(p;) = a*(j1%;).

l
EHZaj : Z&'j 20
j=1

a61(901) T aEl(SOl)Q l
=0 : Z €; < 0
j=1

!
= (a,(¢1) - a., ()2, Q) = 0 fiir Zsj # 0.

J=1

!

Daher ist jedenfalls 7; = 0 fiir ungerades [. Fiir > ¢; = 0 und & = + ist
j=1

e, (1) -+ ag, ()2 = 0 und wenn €; = €9 = -+ = ¢ = — und €441 = +, SO

gﬂt e (¢1> Fle (QO[)Q Z (e, ((‘01) s (90j> e ask<90k)aek+2 (ka+2) T g (@l)Q ’
(Pj * Yrt1,50) (vgl. auch S 185) Also ist

1/2

Qgq (Qol) e aez(gﬁl)Q = Z H<¢Jz * Pk SO> - Q

{17'“7l}:{jlv"'7jl/2}u{klv'“vkl/z} =1
Ji<kj, €5, = Eki:+

(Wenn die Summe leer ist, ergibt sich 0). Insgesamt fiir gerades [ :

1/2

—1/2 o — ! l
Tl(mla"' ’ml):2 / § : | |So<mjzmk1) ES(M>7
(L =1 g 2Lk oy ) i1
Ji<k; (=1, ,1/2)

z.B. fur [ =4 : Ty(mq, ma, mg, my)

= Z{So(mlm;)so(msmi) + Sg(mlmé)So(mgmi) + So(m1m4)So(m2m§)}.
Fiir das Spinorfeld aus S. 191 unten folgt in gleicher Weise:

1/2
_ ali) (ki)
Ti(ma, - my) =272 3 TJ(=1)rkdm gt o™ sy (mymy) € S' (MY W),
Ji<k; i=1

n=2J,J = Spin.
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Allgemeiner, wenn (1 ® -+ ® ¢, 1) = (@51(901) D ()82, Q) mit

B () = { O(p) fur +

q>*<¢) fur )
so gilt
1/2
- n(k;—j;— aldi) g (ks —
T.=272 5" T (1)t UAqﬁM()&ﬂn%ﬂnm%
Ji<k; =1
wobei A,y =(, A,_=B(D), A_, = B(D)T, A —é‘D——pi
++ = 5 +- ) -+ = ) -— - ) [T Oxh

B) Eigenschaften der Wightman-Funktionen

Im Folgenden sei wieder — : W — W (und dual dazu von W’ nach W) fixiert,
Dt (p) == (), D (p) := ®*(@). Lo operiert vermoge o = DK auf W (vgl.
S. 180), ot =0, 07 : Lo — GI(W) : A— (w — o(A)(W) ).

Satz 16.1 (Poincaré-Invarianz)
Fiir T € S'(M'; W®') mit
(1@ @@, T)=(2(p1) - 2 ()2 Q), ¢ € {+ -}

gilt: T" ist Poincaré-invariant, d.h.

VA =(a,A) € R+ (0(A) @+ @ ¢ (A)T(T(A) "ma, -+, T(A) "my) =T.
Beweis.
a) U : Py — L(H) sei die unitére Darstellung von Py auf H; p*p, ist ein Ca-
simirelement der Lie-Algebra von Py = auf F sind die Operatoren (P)? und
TrU(u), u € Tio,nFo vertauschbar = TgU(u) lisst CS2, den Eigenraum von

(P)? zum Eigenwert 0 fest = VA € Py : U(A)CQ C CQ =
VA€ Py: U(A)Q = Q (vel. S. 178).

b) <901 XK R 301,T> = ((I)el(‘;pl) : ..Q)El((pl)Q’Q) =

= (U(N)®* (1) -+ P () U(A)1Q,Q) = (Axiom 6)
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_ <q>61 (0 (Ao (T(A)Hm)) -, Q>

(o (Ao (T(A) ) @ -+ @ g (A u(T(A) '), T)
={p1® @ (MA@ © 1 (A))T(T(W)ma, - T(A)m) )

fir A =(a,A) € B. O

-1 0
0 -1
05 (A)zeranbrfn — _z0B = 9] m = 2K (vgl. S. 162) und T(A)m = m,
dh. (=1)'T = T bzw. T = 0 fiir ungerades [. Somit verschwinden die [-Punkt-
Funktionen fiir ungerades [ bei einer Darstellung D) von £, die keine von El
ist.

Bemerkung 1) Speziell fiir A = (0, ( )) € Py und J + K ungerade ist

2) Die Translationsinvarianz von 7" bedeutet:

FHeS(Vx---xV ;W mit T(mq,---,my) =t(vy, - ,v_1), vj = mmji.
-1
(D.h (o, T) = <f @(my,my +vi,my +vr + v, my F v+ U) dm1,t> )
Wenn wir die Wightman-Funktionen der freien Felder betrachten, so sehen wir,
dass sie aus Faktoren des Typs So(m;my), j < k, gebildet werden.

S() = ?,u Vgl. S. 144 — So(ﬂm) = So(Uj+' . '—|-Uk_1) = (?/L)('Uj—f—' : '—I-Uk_l)

= F[py;)0(y; — yjs1) - - 6(y; — ye—1)]-
Ft besteht ‘aus Faltung_en solcher Distributionen und daher ist
supp Ft C V| x --- x V|, V| = positiver Lichtkegel in V".
—_———

-1

Satz 16.2 (Spektralbedingung)
t werde wie oben aus einer [-Punkt-Funktion gebildet. Dann ist supp Ft C Wl_l.

Beweis.

a) U: Py — L(H, E) sei die Darstellung von Py nach Axiom 3. Aus technischen
Griinden benotige ich hier eine Zusatzvoraussetzung zu Axiom 3.1, welches besagt,
dassVe € E: Py — E : A — U(A)x C* ist, namlich:
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Axiom 3.3 Vx € E : V — E : v — U(v,I)xz wachst hochstens polynomial,
d.h. wenn p,, die E definierenden Halbnormen sind, so gilt:

Vn :3m Vo i p, (U(v, Dz) <m(1+ |v])"
(| - | eine beliebige Norm auf V).
(Wenn etwa E = S(M), so ist das mit m = n erfiillt. Nun sei # € E fest. Dann ist
h:E —S8'(V): f+— <v — E<U(v,])x,f>E')

wohldefiniert und stetig, denn wenn p_,, die dualen Normen zu p,, sind (vgl. S. 132
ff.), so ist

(U2, )] < palf) - m(1+ Jo])"

falls p_,,(f) < oo.

Wenn speziell P, f = yof (vel. S. 171), so ist h(f) = e %) . (z, f) und y € VL
nach Axiom 4, d.h. Fh(f) = const - d,, supp F(h(f)) C VI. Da die Menge dieser
Eigenfunktionen in E’ total ist, folgt: Vf € E’ : supp F (h( f)) C konvexe Hiille

o(P,) C V. Wenn speziell f € H < E’ (vgl. S. 136), so ist h(f) = (U, D)z, f),
b) Essei 1 <j <, p; € S(M;W’). Die Abbildung
V—C:vr— (2 (p1) - @ (p;)U(v, 1)@+ (pj41) - - -, Q)
= (#8585 (2 — ) - 97 o — 1)) 2.)
= <§01®"'®9017T(m17"'7mj7mj+1+va"'7ml+v)>
= <¢,t(7}1> e, U5-1, 0y + UV, Vjq1," 7Ulfl)>
(wobei ¢ = f ©1(ma)p2(my +v1) - @i(my + v+ -+ v-g) dmy)
liegt nach a) in &’ und ihre Fouriertransformierte hat Tréger in V_J’r -

— V€ SIVLWE) ssupp Fo (0, Hon, - vy 40, ) €V =
— Vx € §(V’) mit supp x ﬁV_jr ={} gilt:

0 = < ,fv<<¢,t(vl,--~,vj—|—v,---,vl_1)>>>:
()40 ()0, (P 7o)
= 2m) D (Fop(y), Ft- (Fx)(v), e@90))
(2m) 2 (F(y), F - x(y)) = @m) "2 (x(yy) Fo, Ft)

— suppFtC 74:1
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]

Bezeichnungen Fiir ¢, ,g € {+,—} sei T. = T,..., € S'(M";W®) durch
(p1 @ @, Ty = (D (1) - - D ()2, Q) definiert und Ty =1 € C.
Fir o € S; sei 0(T%) := Taa(l)"'ea(l)(mo'(l)’ C M)

Satz 16.3 (Hermitizitét)
_ 1 2 ... l
T ey =0(T2), 0 = <l o 1) .

Satz 16.4 (Lokalitét)

c=(+—j+1)es, 1<;j<l-1 =

= supp(o(T2) £ T2) € {m € M": [mymy31, mjmyi) > 0}
(£ fiir +Quantelung).

Beweis Ubung.

Satz 16.5 (Positiv-Definitheit)
0O e, oM eSM;W), -, oW eSMLW™h, ) e {4+, —}. Dann gilt:

!
Z <Sp(i) R gp(j),aij(T_a(%(j)» > 0,

i,j=0
. IS R A A e B A ]
wobei 0;; = (z 1 il i+j) € Siyj-

Beweis. 4 ' '
Wenn speziell ) = gogj) ® - ® gDy) € S(M7;W'™), so ist

Lo, LD, Ghall?
o (o) - 04 ()0

i=0

0<

l OB o@D @) e . ) ‘
= Y (= (@) e () (0 - 25 ()0, Q)

i,j=0
l = N .
= Y (D@D, 0i;(T_cor.)).
i,j=0
Die Behauptung folgt daraus mit einem Dichteargument. O]
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Beispiel 44
Die 2-Punkt-Funktionen 7. ., € S'(M x M;W @ W) lassen sich nach Satz 16.1
durch t. € 8'(V; W @ W) darstellen, wobei ¢. Lorentz-invariant ist:

0" (A) ® 0*2(A)t.(m(A)"'v) = t. fir A € SIy(C). Nach Satz 16.3 sind die t. be-
reits durch ¢, ., t,_ und t_, bestimmt. Satz 16.5 liefert (¢ x@,t,_) > 0, Vp €
S(M;W"), d.h. t,_ ist positiv definit im Sinn von S. 174.

Wenn speziell W = C, so erhalten wir (mit Satz 16.2) die Darstellung Ft,_ =v =
positives, Lorentz-invariantes Mafl mit supp v C V_fr v lésst sich daher durch ein
positives Mafl dX auf [0, 00) darstellen:

</¢ s2 442, y)dy,dA(s)>+c¢(0),c20.

x2_|_y2

Dies heiflt Kéllén-Lehmann-Darstellung der 2-Punkt-Funktion.

Satz 16.6 (Eindeutigkeit des Vakuums)
Fiir w € V mit [w,w] < 0 gilt in §'(M'; W®!)

lim T.(mq, -, mj,mjp1 + sw, - ,my + sw) =
S5—00
- TE1--~€j(m17”' amj)T6j+1~~-€l(mj+17' t 7ml)‘
Beweis.
a) e =g, € =g e, M= (M, my), M= (Mg, my).
e 1 2 ... j j+1 - 1\
NachSatzl6.41stfura—(j+1 o112 e )

T. + o(T.) = 0 wenn mymy, € Vo, UV_, V1 < i < j, Vj+ 1<k <. (Dabei steht
— bei —Quantelung und (—1)’%=9)+1 bei +Quantelung.)
U(s) := (T. £ o(T2)) (m/,mjs1 + sw, -+ ,my + sw)

~
=m/"+sw

—> Vs > 0:suppU(s) C M'\ s B, wobei B ={m € M": |m| <1} und
| - || eine geeignete Norm auf M. Denn: 0 sei ein beliebig gewiihlter Nullpunkt in
M = (0,---,00eC:={meM mm+wgVoUV_, V1<i<j, Vj+1<
k <1} und C ist offen und wenn B C C, SOiStS-BCS-C:{m:m—l—SwQ
Vo UV_} c M'\ suppU(s). (M Vektorraum, da 0 gewiihlt.) Weiters sei

l 1 : mG%B
XGD(M>7X:

0 : m¢gB.
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Fiir p € S(M'; W' gilt:

i (1 o(mYY ()
VpGN.SILnOLs <1 X(s)) ¢=0in S.
Da T, € & gilt weiters: AN : U(s) - sV = 0in &'
Insgesamt: Vp € N : Vo € S(ML W'

Sli_>nolo sP{p,U(s)) = sli—>nolo sP <<1 — X(%)) -, U(s)> =
= lim <sp+N <1 - X(%))(p, S*NU(3)> =0, d.h.

5§—00

Vp € N: lim sPU(s) = 0 in S'(M; W,
S5—00

b) Wenn wir Beweisteil a) von Satz 16.2 nidher betrachten, so sehen wir, dass
supp Fh(fo) C {v e V] :[v,0] > m}} = V], falls fo(Q) = 0.
Denn o(P,) C {0}UV, nach Axiom 5) a), b), S. 171, und wenn fo € E', fo(2) =0,
so kann fy durch Eigenfunktionen von P, approximiert werden, deren Eigenwerte
+0 sind. Im Beweisteil b) von Satz 16.2 liefert diese Beobachtung, dass die Fou-
riertransformierte beziiglich v von
(@ (1) -+ D=9 () U (v, DP=+ (i9101) - D (121) 2, ) -
(@ (p1) - @7 (9)2, Q) - (D74 (041) - - 27 (21)02, Q)
Trager in V_T;M hat.
(Hier ist @ — 0%+ (i0741) -+ D1 (), [ = B5(7,) - @“1(3)0 € H > E,
Jo=[f—Q-f(Q))
Daher ist fiir p € S(MY W' .

supp F, [(@, T.(m/,m" + v) — T (m')T.n(m"))] C V.

Die Betrachtung von (®%+(pj41) - - B () U (v, 1) D% (1) - - - D% (p;)Q2, Q)
—(@°1 (1) - P9 ()2, Q) - (D541 (pj41) - - - D (1) Q, Q)
ergibt ebenso, dass

supp Fy [ (@, e (m” — v,m’) — To(m/)Tn(m"))] C V.

¢) U(s,v) :== (T £ o(T.)) (m/,m" + v + sw) = A+ B + C, wobei
A=T.(m/,m" +v+ sw) — To(m')Tn(m"),
B = +t[o(T.)(m',m" + v + sw) — T (m/)Ten(m")],
c— { 0 fir -
2T (m/)Ten(m”)  fir 4+ d.h. fir +Quantelung und j, (I — j) ungerade.

Wenn ¢ € S(MY; W’®l), so ist Vs : Suppfv(«p,A)) C V_n’“,
supp Fy, ({0, B)) € =Vy,.., supp F, ((p, C)) C {0}.
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Andererseits gilt nach a), dass Vp :

lim s?U(s,v) =0 in S'(M'xV;W¢) =

= ILm P F,({¢,U(s,v))) =0 in S'(V).

Aufgrund der Trégerbedingung folgt: Vp : lim s?{p, A) = 0 in S'(V') und damit
S§—00
die Behauptung. O

Bemerkung Aus dem Beweis folgt auch, dass C' = 0, d.h. die [-Punkt-Funktionen
eines +gequantelten Feldes verschwinden fiir ungerades /. Dies stimmt (bei Zugrun-
delegung des Spin-Statistik-Theorems, vgl. S. 224) mit der Bemerkung in S. 208
iiberein.

C) Der Rekonstruktionssatz

Theorem (Wightman 1956)

o =DV . £y — GI(W) und — : W) — W seien vorgegeben. Fiir [ = 0
sei T =1 und fir | = 1,2,---, ¢ € {+,—} selen T. € &'(M';W®') mit den
Eigenschaften von Satz 16.1 bis 16.6. Dann existieren ein GRT £ C H C FE’
und ein Quantenfeld ® : S(M;W') — L(E, E), die die Axiome 1-4, 6-8 und
Eindeutigkeit des Vakuums erfiillen und mit den [-Punkt-Funktionen 7. & ist
eindeutig bis auf unitire Aquivalenz.

Beweisskizze By == {o = (p.) €D @ SMEW'™) Vo :3k:VI>k:Vee
=0 eec{+,—}
{+,—}": . = 0} mit der kanonischen Operation von P :

Py — L(E) - A= (0, 4) — (o (¢ (D)@ 00" (A)pe (T(A) Hmr, ) ),

wobei ¢ : Lo — GI(W'), o7 =0, o (A)w = o (A)w.
Wenn Ve : . = pl @ -+ ® ¢, so sollte ¢ dem Element Y ®°1(pl)--- &% (ol)Q
entsprechen. Daher definieren wir: (¢, ¥)g, = >, <E€ ® gpsl,a‘susl‘(T,E’E/» mit

5:(517'“ 751)7
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[ - 1 0+1 - 147
Die Eigenschaften der Sétze 16.1,16.3, 16.5 bewirken, dass (—, —) g, eine Py-invariante
positiv semidefinite Sesquilinearform wird.

DY “ .. /
8/:(5/1"" 75;’)7 |€| = |5/| =1, oy = (1 L l+l) € Sir.

Oy S(M;W') — L(Ey, Ey) - h— (o — ¥),

wobei
e = 0 e =
Ol h®ps o= (+,¢).
7 : S(M;W') — L(Ey, Ey) - h— (p — ¥),
wobei

h® e : = (—,€).
Der * ist hier noch formal! Aber es gilt
Vh e S(M; W) Vo, ¢ € By (1(h)p,0) . = (¢, D} (h)).
Nun sei By := E1/{¢ € Ey : (¢,¢)r, =0}, H := Vervollstindigung von E,, kan :
E, — Es.
Wegen |(@(h)p, @(h)¢)| = | (¢, @ (M@R)¢)| < llls, - | (W@(R)g, sind
®, d* auf F, iibertragbar. Die Sétze 16.4 und 16.6 ergeben die Lokalitdt und die
Eindeutigkeit des Vakuums. © := kan(1,0,---).

wEZ{O I€1I+

(%3 () -+ B ()2, Q) . = (kan(p),2)

Eo
wobei
0 e#£éE
v { h®&---®@h : e=¢ — (kan(gp),Q)Ez =@ @),
es ergeben sich also die geforderten Vakuumserwartungswerte. £ := Vervollstandi-
gung von Fj bzgl. der Normen p,(kan ¢) := wlgbf > lel™pien(ps), mit
! by
kan(p—1)=0

|517 e ’Ell = lu p|5|7n(g05)

wp (14 1el)" 3 07620 e

= s

zeMI jal<n
Die Eindeutigkeit der Konstruktion bis auf Aquivalenz (abgesehen von E; dieses
kann verschieden gewahlt werden) folgt aus Axiom 8, S. 181: vgl. den Beweis in
S. 185. Weitere Details: Streater-Wightman, p. 118; Bogolyubov, p. 287.
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D) Holomorphe Fortsetzung der Wightman-Funktionen

V sei ein reeller, endlich-dimensionaler Vektorraum, I' C V"’ sei ein abgeschlossener,

spitzer, konvexer Kegel mit Spitze in 0 und I" # {}, z.B. VJ’F

S'():={T €S8 (V') :suppT C I'} mit der von &'(V’) induzierten Topologie.
C:=T":={veV:Vyel: (v,y) >0} heit dualer Kegel,

H(C):={h:V +iC — C analytisch : 3n : p,(h) < co}, wobei

pn(h) == sup{‘h(u)|(1 + Jlul) A W) u=v+iw €V + iC’} und Ag(w) =

sup{|jw — wi|| : wy € OC}, || - || Norm auf V +iV. H(C) wird mit der induktiven
Limestopologie bzgl. p, versehen.

Satz 16.7
L:8(T) — H(IT)

T +— (u=v+iwr— Fy(T e @¥) = (e¥) T) ist ein topologischer
Isomorphismus. Fiir T € S§'(T") ist

FT = lim (LT)(v + iw) in S'(V).

Beweis Vladimirov, § 12.

Anwendung Wenn t wie in S. 208, so gilt also nach Satz 16.2: (2m)% % =
lim h(v 4 iw) in 8'(V*=1), wobei h = L(Ft). Man beachte, dass V] = V.
wEV_~__1

w—0

Nach Satz 16.1 ist ¢ Lorentz-invariant:

VA e Ly: gal(A) ® - @0 (A) t (7(A) g, w(A) o) =t

=:0°(A) ::W(X)*lv

Fiir Ft gilt daher:

VA € Lo : o°(A)Ft(m(A)Ty) = Ft und fiir h folgt:

VAE Lo:Vo+iwe VT +iVI: o (A)h(r(A) (v +iw)) = h(v + iw)

0° 1 Lo — GL(W®) ist eine reelle (fiir | > 2 reduzible) Darstellung von

Ly ~ Sly(C). Nach S. 162-164 erhalten wir durch Komplexifizierung eine komplexe
Darstellung ¢ von Sly(C) x Sly(C), der universellen Uberlagerungsgruppe von LS
0¢ konnte ganz analog zu 7 in S. 164 durch Komplexifizierung der entsprechenden
Lie-Algebren-Darstellung konstruiert werden (sly(C),. ~ Sly(C) & Sly(C) etc.) Da
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0¢ analytisch ist und da das Diagramm

A SL,(C) Ly G

| L S
(A, ) SL(C) x Sk(C)

kommutieren muss, konnen wir das Ergebnis in Standardkoordinaten sofort hin-
schreiben:
W=C2EreCEm n=2J, m=2K

sym sym

0o = JK> L S1y(C) — GUW) : A — (28 — A2 AB; 29,
o~ )1 Sly(C) — GUW) : A (298 s Ad, AP 270),

Qa — Q€1®"'®Q€l>

o S(C) x Sl(C) — GIW) : (4, B) — (2°F —s A* BP; 27%),
0~ SL(C) x SL(C) — GI(W) : (A, B) — (2% —s B A% 279),

Fo= R ®.

Wir betrachten nun wieder die Gleichung

UZU+iw€Vl 1 Vl e I—1, AGSb(C)

Beide Seiten sind bzgl. A lediglich reell-analytisch, lassen sich jedoch als Ein-
schriankungen der folgenden holomorphen Abbildungen auffassen:
f1 X = Slg(@) X SlQ(C) -1 — C
(4, B, u) — ~(A B)h(u);
fo: Y ={(A,B,u) € X : 7(A,B)(u) € T.1} — C
(A, B,u) — h(7(A, B)u).

fi, f» stimmen iiberein, wenn B = A, und daher auch fiir alle (A, B,u) in einer
Umgebung jedes (Ag, Ao, u), ug € Tr—1, denn die Koeffizienten der Taylorreihen
sind durch Kenntnis der Funktionen f;, f, fiir B = A bereits festgelegt.

Wenn sich h von 7;_; analytisch fortsetzen ldsst zu h auf

Ty = U (A, B)Ti-1 = U CTi-1,
(A,B)eS1x(C)? cec§

so konnte auch f; unmittelbar auf X analytisch fortgesetzt werden. Wegen der
Eindeutigkeit einer analytischen Fortsetzung in die zusammenhéngende komplexe
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Mannigfaltigkeit X miissen f; und f iiberall {ibereinstimmen, d.h. es gilt der

Satz
Wenn sich h analytisch zu h auf 7,/ | fortsetzen lisst, so gilt

h(7(A, B)u) = (A, B)h(u) fir (A, B,u) € X.

Dass sich h nach 7, , analytisch fortsetzen ldsst, ist nicht selbstversténdlich: Es
konnte ja &(Al, Bl)h(ul) 7é ’QVE(AQ, Bg)h(Ug) sein fiir 77((141, Bl)(ul) =
7}(142, BQ)('U,Q), (Al, Bia Ul) e X.

Theorem (Bargmann, Hall, Wightman 1957-60)

0: Ly — GI(W) sei eine endlichdimensionale reelle Darstellung,
h:Tpn=V™4+iV]"» — W sei analytisch und Ly-invariant, d.h.

o(A)h(u) = h(m(A)uy, - -+, 7(A)uy,). Dann ldsst sich h in 7, analytisch fortsetzen.

Beweis.

a) Ebenso wie oben (wo W +— W® o <— ¢°) sei die ¢ die Komplexifizierung
von g. Angenommen, es sei bereits gezeigt, dass V(A;, B;,u;) € X : (A, By)(w) =
(A, B2)(u2) = 0(Ar1, Bi)h(u1) = 0(Asz, Ba)h(uz).

Dann ist die Abbildung

wohldefiniert, offenbar analytisch und ﬁ| -+ =h

b) Wenn wir A = A[' Ay, B = By !B, setzen, so bleibt noch zu zeigen:
V(A,B,u) € X : 7(A,Bu € T, => 06(A, B)h(u) = h(7(A, B)u)

oder, anders ausgedriickt, dass fo = f; {Y. Dafiir wiederum geniigt es nachzuweisen,
dass Y (weg)zusammenhéngend ist.

c) Es sei (4, B,u) € Y; wenn C, D € Sly(C), so ist auch (CAD,CBD, n(D)™u) €
Y, denn
#(CAD,CBD)n(D) 'u = 7(C)7(A, B)r(D)n(D) 'u € T,,.

Es sei nun (A1, By,uq) € Y vorgegeben. Da die Menge
{(A, Aju) : A€ Sl(C)ue 7;,1} C Y zusammenhangend ist, geniigt es, einen Weg
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g:10,1] — Y mit g(0) = (Ag, Ag,up), o € Tr, g(1) = (A, By, u1) anzugeben.
Wenn g: [0,1] — Y : t — (A(t), B(t), u(t)) mit

§(0) = (I,1,7(D) 'w), (1) = (CAD,CBiD, (D) 'uy)

ist, so hat g(t) := (C_lA(t)D_l,U_lB(t)ﬁ_l, 7(D)u(t)) die erforderlichen Eigen-
schaften. Anstelle von (él, By, u1) € Y, kénnen wir also

(Ag, By, ug) := (CA;D,CB;D,m(D) u;) vorgeben. Wenn wir speziell

D = A7'C™! setzen, erhalten wir (As, By, us) = (I, OB A, 'C 7(CA)uy). Durch
geeignete Wahl von C' bringen wir 31Z;1 in Jordan’sche Normalform, d.h. oEdA

- (£l 1 (v O
AI—I, Bl—(o :l:l) Od@I‘Bl—(O 1/7),/}/EC\O
d) Es werde als erstes der Fall By = _01 _11) betrachtet. Wir zeigen, dass die-

ser Fall gar nicht auftreten kann, da Yu € T, : (I,B1,u) € Y, dh. Yu € T,
7(I,By)u = F71(F(u)BT) & Ty, (Alles ist hier wie immer komponentenweise zu
verstehen: w = uy, -+ , Uy, F(u) = F(uy), -+, F(un) etc.)

Ab hier sei oEdA m = 1.

- _ _ 00 (vt —iu? 0
i = F(F(w)Bf) = ~u+ F 1(”“) (00)) = (T o) =
1 3., 1 o2
5( 20 + u! —iu?, —2u! +ud —u?, —2u? — O +iud, —2u® + ! —iu?);
u=v4+iw, u= U+1w —

1
wzé(—Zw +w! —v?, 2w +w® —w?, —2w? — v’ + 03, —2wd 4+ w! —v?). Wenn
u € Ty, so ist w € V. und daher w° > w?® und damit @° < @3, d.h. @ & 7.

e) Als zweites werde By = ( 01

L 1) betrachtet. Wir setzen A(t) = I,

B(t) = (1 t) , 0 <t < 1. Zunéchst sei u(t) = uy = (1,0,0,0) € 7;. Dann liegt

01
(A(t), B(t),u(t)) in Y, denn 7 (A(t), B(t),u(t)) = 0) € 7i. Wenn ande-
rerseits (I, By, up) € Y, so ist auch ([, B1,5u0 + (1 eYfir0<s<l1,da

71 konvex ist. (Gleiches Argument fiir 7,,!)

(555
—s)ur) €

e 0
0 e~
trachten. Wiederum geniigt es, einen Weg von (I, I, ug) zu (I, By, up) fiir irgendein
ug € 71 anzugeben (vgl. das Argument oben).

f) EsbleibtderFallBlz( ), z=a+1if, a € R, —7 < g < 7 zu be-

(u® +ud)e*  (

= F(F(u)Bf) = F! ((ul +iu?)e? (ul()_—lg?’))s ) B
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= (u’ch z + u’sh z, u'ch z +iu’sh z, —iu'shz+ u’chz, u’shz 4 u’ch z)

Speziell fiir ug = (ai, 0,0,b0), a >0, b € R ist 4y = g + 1wy mit
Wy = (acos B+ bsin f)(ch,0,0,sha) € Vy <= acosf+bsinf > 0 <

(1) ()

Wenn || < 7, so ist das letzte fiir geeignetes

~—

A
| N

Z erfiillt und es gilt dann sogar

a cos [/ T i o
'K (b) , (sinﬁ’)‘ < 5 fiir 5" zwischen 0 und S.

(a,b)
Bild:

PP

ot(a+ip) 0
Daher ist in diesem Fall g(t) = (I, ( 0 e_t(a+iﬁ)) ,uo) , 0 <t <1, ein
Weg der gesuchten Art. Der Fall f = 7 kann hingegen nicht auftreten, da fiir
u=v+iw € T und B = 7 gilt @° = —u’cha — u?sha, d.h. & = ¥ + iw und
0 = —w’cha — w3sha < 0 und somit @ & T;. O
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E) Jost-Punkte und Beispiel

Definition 16.2
uw € T, NV™ heifit Jost-Punkt.

Die Jost-Punkte sind also reelle Punkte v, in denen ¢(vy, - -+ ,v,_1) analytisch ist.
Satz 16.8
v Jost-Punkt <= VA, -+, A, > 0 mit Y\ > 0 gilt:

[Z /\j’Uj, Z )\jvj] <0

j=1 j=1

Beweis.
“ =" BEs sel v = (A, B)u = (7(A,B)uy, -+ ,7(A, B)u,) mit u € T,, =

Z )\j'l}j = ﬁ(A,B)(Z )\jﬂj) = ﬁ'(A, B)’ILU S 7-1 — R > [Z )\jvj; Z )\jvj] =
j=1 j=1 =1 j=1
[, o).

=

Es sei ug = vg + iwg, wo € Vs [ug, ug] € R = [vg, wp] =0
= [vo,v0] <0 (wegen wy € V) = [ug, uo] = [vo, vo] — [wo, wp|
<0 = [Z )\j'Uj, Z)\jvj] < 0.

* «<=" Unter der angegebenen Bedingung spannen vy, - , v, € V einen konvexen
Kegel K auf, der zur Génze in V' \ (VL UV _) liegt. (Bild 1)

Bild 1: Bild 2: I
|4

~
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Daher existieren ax € V' mit [ax,a+] = 0 und (ay,v) > 0 fir v € Vi und
(ag,v) <0 fir v € K (Bild 2). Bei geeigneter Wahl von a+ und der Koordinaten
ist ax = (£1,—1,0,0) und folglich +v° — o' < 0, ' > [o°] fiir v € K. Die
Transformation C : u — (iu', iu®, u?,u?) liegt in £ und Vv € K : Cv € Ty, d.h.
(v1,+ yUm) €T O

Beispiel 45 a) Wir betrachten zunichst die 2-Punkt-Funktion des freien, neu-
1 \ 1 1—
tralen Skalarfeldes, vgl. S. 187, S. 206: T, = §So(m1m2), t= 550 = E}"(du),

d(yo — /m? + 2 1
dp = (v0 m+ ) ; wie in S. 215 sei h = LFt = —LFF(dp) =
v/m? +y? 2
1
(2m)*L(dp) = 2(27r)4]-"y(du ce W) e VL
du - e (W) ist ein integrables Mafl —>

1 .
5 — 2(%) / =) dy = (2m)" / ) gy

l\l)lr—l

Speziell fir v =0, w = (w0,0 0) ergibt sich:
h == 27T / v m2+?j2 —

m2+y

1 WOTZ r?dr 1
= _(271)* -4 —wOvmir? L = —v/m?2 2| =
2(7r) ﬂ/e ——— (s - m+r)
0

= (2ﬂ)5m2/e_w05des = (27)° mANmw ) 1(7(;,“0 ) :

w

1
Fiir v = 0 muss h Lorentz-invariant sein, d.h.

, (27)°m . . :
h(iw) = [ ]Kl(m [w,w]) fir w € Vy. Da h analyisch ist, folgt nun
w, w
- (2m)°m )
allgemein fir u € 77 : h(u) = ﬁKl(m [—u,u] ). Beachte, dass fiir
—U, U

u=v+iw € Ty gilt [—u,u] € C\ (—00,0] (vgl. “ =" im Beweis des letzten

Satzes). In C\ (—o0, 0] sind K(2) und /2 analytisch. Wie wir wissen, ldsst sich h

analytisch zu h in T} fortsetzen. Da Ty C {u : [u,u] & (—o0,0]}, gilt dasselbe auch

fiir 7; (tatséchlich ist 7] diese Menge). Weiters ist ¢t = (27)~* 3161‘1/1 h(v+iw) in S
w—0

da h in die Jostpunkte [v,v] < 0 analytisch fortsetzbar ist, folgt insbesondere:

So = % - Ki(m/[—v,v]) fiir [v,0] <0.

In [v,v] > 0 ist der Limes etwas schwieriger zu berechnen. Fiir v € Vo und w € V.
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ist £[v,w] > 0, d.h. [—u,u] — —[v,v] Fi0. Wegen v/—x £10 = +iy/z und
K (+imy/x) = —g[ m\/_) FiNi (V)] fiir z > 0 folgt

21%m

So =
[v, 9]

[Ni(mA/[v,0]) FiJi(my/[v,0])], v e V.

2 1
Wegen N (g) = ——+O(5 Ine), Ki(e) = g—l—O(a Ine), e \, 0, ist die Distribution

27[r m] [ 1 (my/[v,0]) FiJi(m [v,v])];vevi
1= 41;;
= Ki(my/[-v,0]) : [v,0] <0

1
in dhnlicher Weise wie vp — definiert, d.h.
x

(.5 =l [

‘[v,v]‘>a

Es gilt jedoch noch nicht Sy = Sy (bisher wurde nur gezeigt, dass supp(Sp — 51) C
{v:[v,0] =0} =9V, UIV_. Dies liegt daran, dass dhnlich wie bei der Formel

1
von Sochozkij (h\r‘%(a: +ie)™! = vp— Fird in D'(R})) noch §-Terme auftreten.
€ T
Es sei ¢ € D(V).

1 = °m lim v ot (m [—u,u]) ! v—
lim (¢, h) = (27)°m 1 o )( = + ]) d

wev+ wevt mlu, u

w—0 w—0
@y tim [ 29y,

weve ] luul

. Kl (m [—U, U] ) .. . .

lim lasst sich mit dem Satz von Lebesgue behandeln
[—U, U] m[u’ U’]

(da Ki(z) — 1 = O(|z|In|z]) fiir = — 0) und es ergibt sich die lokal-integrable
Sh 1

Funktion + .
dmm  mlv, ]

Wenn ¢(v) = 0 fiir (v°)? + 02 > N2, so ist weiters:

1
wlér‘}@r <gp, [u,u]> = ( speziell w = (5,0,0,0)) =

w—0
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= lim/ SO(U) dv = ( Substitution s = 00 — 7?)
N0 J v, v] + 200 — g2

. . /( Vs +02,7) N o(—V's+02,7) ) ds
= lim U :
e\0 s+2ievVs+ 02 —e2  s—2ievs+ 02 —¢e2) /s + 02

der erste Tell ergibt:

_ Vs + 02, 7)) o(]9], 0) ds
lim [ dv — — -
e\0 2\/s+v2 2|7 s+ 2iev/s + U2 —

2

ul,v) d
%_]inl EiEL_L__z.dU J/1 - 5 = frg
e\0 2|7 ) s+ 2ievis + U2 —¢?

——in+log(N2/72)
(majorisiert bzgl. ¥)

/ds/{ (s +7)p(Vs +72,7)  o(|, )]dv_l/ e(1,9) (o

s+v2 2|7 2|

_N2

. e(Vs+02,0)  _ds . [e(lt],7) ..
= lim dv — —im | ———=dv
e\0 25 + 12 s 2|7
|s|>e
s>—72

Nach analoger Behandlung des zweiten Teils folgt:

So = S1 + 4ir? sign(v°)é ([v, v]), wobei

<<P,sign(vo)5([v,v])> :/cp(|17|,17) 2_|;T(_|17|’17) dv.

Bemerkung

1) Man beachte, dass Sy in [v,v] # 0 reellanalytisch ist, nicht nur in den Jost-
Punkten [v,v] < 0. Das bedeutet, dass & in 77 nicht die einzig mogliche analytische
Fortsetzung von Sy ist. Allerdings ldsst sich Sy in kein 7] umfassendes Gebiet in
V 41V analytisch fortsetzen.

2) 7{ ist symmetrisch, d.h. u € T/ = —u € T/, denn (u — —u) € LS. Somit
kann man auch lim % (u) bilden, erhilt aber S, da h(—u) = h(u).

weV_
w—0

12
b) Nun sei [ gerade, Ty = 2742 5= T So(my,mx,),

Ji<kii=1
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12

t=2"25" 11 So(vy, + - +vg,_1), h=LFt = (2m)* =Yt in den Jost-Punkten.
Ji<k;i=1

Durch analytische Fortsetzung folgt also fiir u € 7/, :

1/2

47TmK —Uj, — = Up, 1, U, o U,
Ji<ki i=1 Uy — = Uk;—1, Uj; + o0 uki—l]
Wieder gilt [—uj, — -+ — up,—1,uj, + -+ + ug,—1) € C\ 0 fir uw € T 4.

F) Das Spin-Statistik-Theorem

Theorem (Liiders, Zumino, Bourgoyne 1958)

®:S(M;W) — L(E, E) sei ein Quantenfeld mit e-Quantelung, ¢ € {+, —} (vgl.
Axiom 7, S. 181). Die zugrundeliegende Darstellung von Ly auf W sei dquivalent
DUE) Dann ist ¢ = (—1)2H+ oder & =0, dim H = 1.

Beweis.

Nach Satz 16.4 (Lokalitét, S. 210) gilt T _(my, ma) + T—4 (m2,m1) = 0 in
[mams, ) < 0. (Dabei ist (01 @ @2, Tho) = ((01)2*(7,)2, Q) ,,.)

Es sei wieder Ty_ = t,_(imym3), ho— = LFt,_ und analog h_,. Nach D) ist
hy—(u) analytisch fortsetzbar zu hy_ in 7/ und insbesondere in die Jost-Punkte
V\ (V,UV_). Dort gilt nach dem obigen f/L:(U) + Ef/L:_(—"U) = 0 und dies folgt
mit analytischer Fortsetzung in ganz 7/, d.h.

hy_(u)+eh_(—u)=0 fir ueT].

Der Satz in S. 217 besagt, dass mit A = I, B = —I, d.h. 7(4, B)u = —u gilt:
h_+(—u) = (—1)2(J+K)h +(u) (denn Q—+(I —I) = (—=1)2V+K))_ Somit;:

ho (W) +h_(u) =0, ueT], & =e(—1)2+K),

Dies gilt insbesondere auch fiir h und wegen
(2m)*t = lim h(v+iw) folgt ¢, + &'t =0
weVy

w—0

— T, +eT ., =0 = Vo, € S(M;W') :
0= ([2(p1)0"(72) +07(21)0(2)]2, 2)

= (2*(Z)2, @ (1)) + &' ((122)Q2, ©(%)2).
Speziell mit ¢ = @y = P, und & = + folgt:
Vo : ()2 =0, d.h. H=CQ (Axiom 8, S. 181). O



Kapitel 17

Ausblick

A) Stérungstheorie
R.P. Feynman Quanten-Elektrodynamik (BI 401)
Bjorken-Drell Relativistische Quantenfeldtheorie

N. Nakanishi Graph Theory and Feynman Integrals

j:H <= S8(M), ] :f[ < S'(V') seien wie in Kap. 11, B), F}, F, die symmetrischen
Fockraume und &, ® wie in S. 187 das freie, neutrale Skalarfeld.

N . 1
Wenn a;,a; die KKR auf H darstellen, so ist ®(¢) = (2m)*—=(a1(G" %) +

V2
a;(37%)), vel. S. 187.
Die Felder ® und @ sind dquivalent vermoge F : H ~ H, F,~ F,, d.h.
D(p) = ]_:(I)(gp)?_l. d ist also nicht die Fouriertransformation des Feldes; sondern
die Darstellung des Feldes auf H statt auf H.

Definition 17.1
In M sei ein Nullpunkt gewéhlt und damit M ~ V' identifiziert. ® sei ein Feld
entsprechend Kap. 14.

FOo :S(V',W') — L(E,E) : p — O(Fp)

heifit Fourier-transformiertes Feld. Analog ist F® definiert.

Beispiel 46
- 1 —
Fiir das freie, neutrale Skalarfeld wie oben gilt F®(y) = E(al(ij) +a;(779)).
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Fiir ®; = F® oder Fo gilt also (m2 — ly, y])@l = 0, was bedeutet, dass
Yo : ®1<(m2 — [y,y])go) = 0. In diesem Sinn ist also supp®; C {y y,y] = mz}.
Man beachte, dass ®; wegen des V Triager auf beiden Schalen des Hyperboloides

[y,y] = m? hat. (Natiirlich ist ®; kein Quantenfeld im betrachteten Sinn, da es
nicht lokal ist.)

In der Physik ist es iiblich, F®() durch ein Integral iiber ¢(y) auszudriicken. In
der Tat sind
a(§): E— E: (z@W, - ,y")du), — (VE+ Lz (g™, y®)dp),,
wobei § = ( m? +g2,g) und

ai(7): O — B f = (VERO( =y ) fea @,y ™))
(mit g, (z(y™) dp, 6(y — y(l))>E1 := z(y)) wohldefiniert und es gilt:

(Tp) = / o @) duly), @G = / P()al(@) duly).

Definition 17.2
N:E — E: (fx) — (k- fr) heifit Teilchenzahloperator.

N ist wesentlich selbstadjungiert und mit der Darstellung der Poincaré-Gruppe
vertauschbar. Offenbar gilt

N = /a*(y_')a(y]) du(y) in folgendem Sinn:

Vg€ E: plg Nf)w = / 29, a*@)a(@)F) ,, du(y)
~ [ (@@)g.al@T) , dulo)

(wobei By C H — EEI) sz dp — (22 dp — [ 2129 d,u), nicht ganz kanonisch!)
Die letzte Formel gibt eine Moglichkeit an, den Operator a*(;)a(72) unabhéngig
vom nuklearen Raum E durch eine ,,quadratische Form* zu definieren, vgl. Reed-
Simon, VIIL.6. Ebenso lésst sich a*(4) - - - a*(Uk)a(Yk+1) - - - @(Yp+;) definieren, je-
doch nicht a(y)a* (7).

Fiir den Impulsoperator gilt:

Pf o= (W4 +y"f(y),  (val S 184)
= (ROVAW), = | [ @ad) dnt] 1.
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Speziell fiir A = 0 ergibt sich der Hamiltonoperator. Auch das Feld lasst sich nun
als Integral auffassen:

Fd(p) = % (/ w(y)al(ﬁ)du(y)+/@(—y)ai(§)du(y)),

i) = @0 ([ewa@ i+ [ enaa )
= /gp(x)&)(:p) dz, wobei
Bx) : E-— B fr (27) \f/ @V ay () + a3 ()] duly) f =

+ps(\/Ee iy >>Zk71(y(2); .. 73/(’“)))} du(yu)) . du(y("’)))k-
Es ist nicht sehr verwunderlich, dass das freie Feld physikalisch nicht befriedi-
gend ist, da es aus dem Bild nicht wechselwirkender Oszillatoren abgeleitet wur-
de. (Dass das freie Feld keine Wechselwirkung hat, kann mathematisch prazisiert
werden, vgl. Bogolyubov, Kap. IV.) Man versucht daher, den Hamiltonoperator
P° durch Wechselwirkungsterme zu ergéinzen. Dies bedeutet allerdings, dass nun
sowohl Zustdande, als auch Observable zeitabhéngig sind, sogen. “Interaction Re-

presentation”.
Sehr oft betrachtet wird das ®*-Modell:

H="P"+ A/@(o,f)%:ﬁ.

Da wir wissen, dass Ausdriicke der Form a(¢)a*(7) sinnlos sind, wird ®(0,%)*
durch den , Wickgeordneten“ Operator : ®(0, ¥)* : ersetzt, in dem alle a rechts von
allen a* stehen. Damit ergibt sich:

X0 Y //// e i) s R () - a5 (§a) ¢ dplyr) - - dp(ya),

e€{+,—}4

. - +_ &
mit a; = a1, aj = aj.

/ . ®(0,7)* : dZ sollte zumindest auf Q anwendbar sein. Es folgt jedoch:

- 2(0,2)" de:c///// PO g3 () -+ af (50) Q2 dp(y)AE
U//// ) A7 2V6 P, [6(yn — y™) - 6(ya — y™)] dulyn) - - dulya)
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dp(y® - dp(yW) = XGE()mltE ) (2(y ,---,y(4))du,X>E£4):

c(2n) 2/17 U U3, (=11 — Yo — U3) ) dy1dysdys
7T =2 2 7 = 232 2’
VI m2 3 A mE G A m? (G G+ )+ m
Das Ziel der Renormierungstheorie ist, Terme wie das obige X € E’\ F, durch
,Renormierung in F, hineinzubringen.

B) Euklidische Feldtheorie
B. Simon The P(®)y Euclidean (Quantum)Field Theory

J. Frohlich  An Introduction to some Topics in Constructice Quantum Field Theory,
in: Many Degrees of Freedom in Field Theory, ed. L. Streit

Wir wissen, dass sich fir ¢ = eq,--- ,¢; die Wightman-function T.(myq,--- ,my)
durch t.(vy, - - ,v;_1) ausdriicken lisst und dass t. = (27)~4(=1 lim h(v + iw).
w€V+
w—0
Dabher ist auch T, = lim 2m) VG S, - aad) -
g=m+ine Ml 4iM! “

-—
V. n.; 0
g~ g(qi,+ @)

g ist also analytisch in T, := {q € M' +iM": (@, qd) € Ti1}
Weiters lésst sich g analytisch zu g in

= {qe M'+iM" (@G, aadh) € Ty}

fortsetzen. Aber es gilt noch mehr!

T} := U oT) = U {(toq)s - to)  q € T}

oeS; ogES]

Satz 17.1
g lésst sich analytisch auf T} fortsetzen.

Bemerkung
Hier geht wesentlich das Lokalitdtsaxiom ein.

Beweis.
a) Fir o € S; sei g,(q1,---,q) die holomorphe Funktion in T, die von T5.
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herriihrt (so wie oben g von 7).

Iy 10 Ty = {g € M'+iM": (g1 » Go) € T)} — W&
q > T34o(do1), "+ 5 9o(1))-

Dabei steht + bei —Quantelung und sign o bei +Quantelung. Wenn noch gezeigt
wird, dass

v0—1702 € Sl . vq € 0—1_1 TE N 02_1 T; : g(crl)(Q) = ,5(02)((])7
so konnen wir g durch
§: T — W g gioy(q) (fiir g € 07'TY)

analytisch fortsetzen.

b) Durch Betrachtung von ¢’ = 01q, ¢ = 0907 ", &' = 01 sehen wir, dass es geniigt
zu zeigen, dass
Vo €S :YqeT,No T : é(g)(q) = 3(q).
Es sei 7 : Sly(C) x Sly(C) — End(M' +iM?)
(A, B) — (q — (g1, q1 + #(A, BYGds, -+ @1 + (A, B)ql‘qé)).

Dann ist T) = U{#(A,B)q : A,B € SL(C), ¢ € T;} und §)(7(4,B)q) =
0° (A, B)é(o)(q) fiir ¢ € 07! T} (vgl. den Satz in S. 217). Daher geniigt es zu zeigen,
dass Vo € S;: Vg e T,No ' T, : g(q) = §(o)(q)-

c) Esseio € S fest, gy : Yy :=TyNo™? T, — W@’l
q > 9()(q).

Y) # 0, da 0! (T}) reelle Punkte enthiilt und 0T; D M".

Die Jostpunkte von 5(0), d.h. M'Ne=1 Ty, sind also Randpunkte der offenen Menge
Y1. g1 hat dort den Randwert +0(7%) und g hat den Randwert 7.

Weiters ist 7. = +o0(7%) in der Menge

Z:{mGMl:V1§i7ék§l:[mimk,mimk]<0}
nach Satz 16.4, S. 210. Nach Satz 16.8 in S. 220 gilt M'No~ ' T} =

-1 -1 ;
{TTL . v>\1, s ,)\171 Z 0 mit Z )\j >0: [U,’U] <0 firv:= Z )‘j mg(j)mg(jﬂ) } -
j=1 j=1

ZNM No T, # 0 (2.B. ist fir a € V mit [a,a] < 0 und my € M beliebig
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(mo+ o7 '(Da, -+ ,mo+o*()a) € ZNM N T}.)

Daher haben g und g; dieselben Randwerte in der offenen Menge Z N M' N o~ 'T;
und sind (nach dem Edge-of-the-Wedge-Theorem) in einer offenen Teilmenge von
Y1 gleich. Um g1 = gy, zu zeigen, geniigt es daher nachzuweisen, dass Y; zusam-
menhéngend ist. Y7 = pry(Y'), wobei

pry: Y = {(A4, B,u) € SLL(C) x SL(C) ® T, : #(A, B)o(q) € T,} — Y
(A, B,q) — q.

Es geniigt zu zeigen, dass Y zusammenhéngend ist.

d) Es seien A, B € Sly(C) mit Z;"? = {(A,B,q) € Y : g € T/} # 0. ZMP st
konvex und daher zusammenhingend. Wenn C, D € Sly(C) und (A, B,q) € Y,
so ist auch (CAD, CBD, ﬁ(D,E)*lq) € Y (vgl. S. 217) und durch einen Weg
in Y mit (A, B,q) verbunden, da Sly(C) zusammenhéngend ist. Daher ist auch
zE = {(CAD,CBD,q) € Y : q € Ty, C,D € Sl5(C)} zusammenhéingend. Es
ist noch zu zeigen, dass () # Zf"B, va’B/ fiir verschiedene (A, B), (A’, B') mit-
einander verbunden werden kénnen. Da ZZAPCBY — 748 geniigt es, A = A =

I, B,B € {(i()l il) , (g 197) :yeC)\ 0} zu betrachten (vgl. S. 217).

: =0 :
e) Es sei B = (eo e_z)’ z=a+18, 0 < |8 <7, ¢:=(q1, -, q),

¢ = (ji,O,O,J‘l(j)l(l + ]ctgﬁ|)> — ¢ € T; und

(+(1, B)o(a))..., — (+(1, B)o(a)), =

(1, B)(0(0)j+1 — 0(a);) = 7(A, B)@o(@oi41)) =

#(A, B) (i(a(j +1) = 0(j)),0,0,1(1 + yctgﬁ\)) = O + iw; mit

w; = (O(j +1)— J(j)) cosﬂ+l(| cos | —i—sinﬂ)(cha,0,0,sha) eV, (vgl. S. 219),
dal+o(j+1)—0o(j)>0und 0 < |B| <.

Daher sind die Mengen Z;*7, Zf’Bl mit B, B’ wie oben und 3,3 € (0,7) oder
3,6 € (—m,0) durch Wege in Y verbunden. AuBerdem ist Z,"¥ = Z['"" fir B =
e 0 , (e * 0 1 ot e _ (01
(O ez> und B’ = ( 0 ez) , da CBC~! = B' fiir C = (1 0) € Sl,(C).
. +1 1
Noch zu betrachten wéren B = ( 0 :I:l) und B = +1.
Da Y offen ist und Sl (C) x Sly(C) x T, lokal zusammenhéngend, existiert fiir ein sol-

ches (I, B,q) € Y auch ein zusammenhéngendes offenes G C Y mit (I, B, q) € G.
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In G liegen jedoch Elemente (I, B',q) mit CB'C~! = <% egz) : O

Bemerkung

Der Beweis ergibt insbesondere, dass §(q) = +3,(cq) fiir ¢ € 0~'T}, wobei g, zu
T4y gehort. Speziell fiir die 2-Punktfunktion ist dies die Gleichung

ho_(u) +eh_(—u) =0, vgl. S. 224.

Weiters ist § Poincaré-invariant:

Go € M +iM, T : Sly(C) x Sly(C) x (V +iV) — L(M +iM)
~ ) ) (A, Byu) — (g — u+7(A, B)(q04))
— 0°(A, B)g(q) = g(T°(A, B,u)), YA, B,u wie oben.

Definition 17.3
Euklidischer Punktraum heifit ein affiner 4-dimensionaler reeller Unterraum Mg
von M +iM, auf dem gilt:

(Dabei ist [—, —] die C-Bilinearform auf (V +1iV) x (V +iV), die auf V' x V das
Minkowski-Produkt ergibt, vgl. S. 163.)

Bemerkung

Vi = {@is - ¢ € Mg} ist also 4-dimensional. Weiters ist [—, —] : Vi x Vg — R
negativ definit.

Es sei 0 # ug € Vg mit [ug,up] = —1 und z® Standardkoordinaten auf V' (d.h.
(1), T()] = 20y 20y =T (1) T(2)). Dann existiert C' € L{ mit Cug = (i, 0) =: uj (z.B.
C = ﬁ(iF (ug) ™4, T )) Vi := CVg ist offenbar auch ein euklidischer Punktraum
(genaugenommen gy + Vi = Mg) und wenn U := uf- N Vg und o' = (v°,7) +

i(w’ @) € U, so gilt:
a) v =w"=0,da[u,up) =0
b) v L, da [u/,u] € R.

Red
Imu

)

Wennpr172:V+iV—>R3:ur—>{

so ist also pry(U) L pry(U) und U C pry(U) @ ipry(U)
dimprU =3 = U =pr,(U)@®ipry(U) = U =pr(U) =R? da [—,—] auf U
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negativ deﬁnit
Somit: Vi = CH{ (iz x € R

Satz 17.2 (Schwinger)
¢, ,q € Mg seien paarweise verschieden. Dann ist ¢ = (qq,--- ,q) € T}.

Beweis.

Es seien in M Nullpunkt und Standardkoordinaten gewéhlt, uy € Vg = Mg mit
o, uo) = —1 und [ug, Giqj] # 0, Vi # j; C € L mit Cup = (i, 0),

My, = CMg, Cq; = (iz},T;) (vgl. die Bemerkung) — a Fa, Vit] =
Joe S aty <<zt = (Clhmle Clotonlo >) € 72_1 =

oqe Ty}, qeTy. ]

Definition 17.4 3
Mp euklidischer Punktraum, ¢ = €, ,&;, g sei zu T, entsprechend dem Satz
17.1, S. 228, konstruiert. Die (reell-)analytische Funktion

Se: M. ={q € My:q#q;, Vi#j} — W :q— j(q)

heifit Schwinger-Funktion.

Beispiel 47

Fiir das freie, neutrale Skalarfeld sind T, ...., und S;,...,, nur von [ abhéngig. Es sei
I gerade und zuniichst My ~ Up = {(iz*,Z) : © € R*}. Wenn speziell ¢ € M},
mit xf < xy < -+ <z, 80 ist

1/2

Si(q) = glg) = (s.S.224) =272 > 11

=1

)

drmK, (ml|zy, —

Y

’a:ki — Ly,
Ji#k;
{drsdpyayuike, ko t=
={1,---,1}

wobei |z| = /(24)? + Z2.
Durch analytische Fortsetzung gilt diese Formel in ganz M ;ﬂ,nc' Wenn Mg ein

beliebiger euklidischer Punktraum ist, so gilt analog

1/2

g1 Z H drm K, m|q]1qk

Jz?ék i=1 |q‘]1qk‘ |

) I
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wobei |u| := \/[—u,u| fiir v € Vg. Man beachte, dass S; sogar lokalintegrable
Funktionen darstellen, da |z, — x5 72 € L] (RS ).

10C T1T2

Bemerkung .
1) Die Poincaré-Invarianz von g (s. oben) impliziert, dass SE(TC(A,B,u)q) =
0°(A, B)S:(q) fiir A, B € Sly(C) mit #(A, B) = C € L{ so, dass CVi = Vp. Wenn
SO4(VE) wie iiblich, so ist

SO4(Vi) = LSt Av— (q1 +iga — Agy +iAgy).

In Standardkoordinaten und fir Vi = {(iz*,Z) : = € R*} gilt: #(U1,U,) €
SO4(VE) —U; € SUQ(C), denn:
q€ Vg <= F(q)F(q)* = —det F(q) - I (vgl. auch S. 150).

Somit erhalten wir:

! ] !

und 7, = 7?‘ SU;xSUs ist ,,die“ universelle Uberlagerung von SO,4. Die Poincaré-
Invarianz der Schwinger-Funktionen bedeutet also: Yu € Vg, VA, B € SUy(C) :
S, (TC(A, B,u)q) = 0°(A, B)S:(q).

2) Physikalische Betrachtungsweise:
Es seien vy, ,u1 €V, v1,- -, 9 € S(M) =
W s I(v) = (g1 ® - @, Te(my,ma + v, o1+ -+ v1)) =
<901 ® pa(m —v1) @ -+ @ @(m — vy _"'_'Ul—l)aTe> =
(@51(@1)@52 (('OQ(Alm)) O (gol(Al_lm))Q, Q), wobei Aym =m —vy — -+ — v,
Nach Axiom 6 ¢), S. 180, gilt:
% (¢ (Ajorm)) = U(Aj—1) 7' () U (Aj-1),
d.h. . .
1(0) = (87 (1) - P07 ()3 0, 9).
In der letzten Formel kann auch u € 7;_; statt v eingesetzt werden, denn
u=v+iwe Ty = w; €V, = A:=w}P, hat Spektrum in [0, c0)
= e 4 = el ist wohldefiniert (vgl. S. 196 etc.). Damit ergibt sich formal fiir
w1 =+ = = 0 die Schwingerfunktion:

S.(q) = (q)el (O)Qi(mvm@ez 0)-- .ei(qz—1qz,P>@6z(Q)Q’ Q)
= (@El(ml)e_<m’P>®52 (mg) -+ - =1 (my)QY, Q)
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firg=m+in e T, P = (H, P, P», P;) = Impulsoperator.

Speziell in Koordinaten:

q; = (ir;, ;) = Se(q) = (2°1(0, &1 )e~ 2D P=2(0, ) - -- Q, Q) fiir
rf <3+ < z}. Was passiert fiir andere x?

Ganz allgemein ist S. durch § gegeben, d.h. wenn 2 @ << mi(l)’ dann durch
:l:ga(O'Q), d.h.

Ss<q) = :I:(q)ea(l) (O, fg(l))ei(xi(Q)ixi(l))H . Q’ Q)
und somit:

Se(q) = (T2 (0, @) 3D 0%(0,7)2, )
mit Zeitordnung 7'

3) Durch S. ist mit analytischer Fortsetzung ¢ und damit auch 7. eindeutig be-
stimmt.
Definition 17.5
—:V4+iV —V4+iViv+iwr— v —iw
Bemerkung
Wenn Vg unter — invariant ist, so existieren Standardkoordinaten mit

Ve = {(iz?, #) : x € R'}. Im Folgenden wird Vj unter — invariant vorausgesetzt
und sind die Koordinaten so gewéhlt. Auflerdem sei in Mg ein Nullpunkt gewahlt.

Definition 17.6
1) So(Mp; W) := {p € S(Mp; W) mit suppp C Tr};
2) Sy (VEH W) = {p e S(Vi s W™ suppp C Ti1 .
Fiir p € Sy (V5L W' sei

liplln == sup{ (T+1ym) >

laf<n

Ty € Rw’l),
wel

/xae@”’wgp(w) dz

(z,y) =xiyt +- -+ a1y, ¥y <0, V=1, ,l—l}.
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Theorem (Osterwalder-Schrader, 1973)
Mg C M +iM sei ein euklidischer Punktraum, so dass Vg unter — invariant ist.

1) S: seien die Schwinger-Funktionen eines Quantenfeldes. Sie erfiillen:
OSy (Temperiertheit): 35¢ € S'(ML) : Sg‘M%’M = S..
OS; (Poincaré-Invarianz): S. (TC(A,B,u)q) = 0°(A, B)S.,
VA, B € SUy(C), Vq € My, Yu € Vg.
0S; (Spektralbedingung): Ve : 3n > 0:3C > 0:Vp € S, (VL W’®l) :
[ et G S@)yente] < € Dol

OS3 (Hermitizitét): S_.(q) = 0(S:)(q) := Soe)(0(q)), Vg € M}, wobei
(12 .. l
7= l .92 1)
0S, (Lokalitdt-Symmetrie): Vo € S;: 0(S.) = £65.
(4 fir —Quantelung, sign o fiir +Quantelung).

OS5 (Positiv-Definitheit): V@ € C, oM € S (Mp;W'),---,o" €
Sc(M; W), eW) e {4, -}

l
> / D@, 8) V(G Gi4s)03(S_cr0)) (@) d > 0,

4,7=0

M+
: (1 2 .- i+l - 14
WObGlO’Z]—(Z. e 21 i . i+j)€S’+J'
0S¢ (Eindeutigkeit des Vakuums): Vo € So(ML:W'®): V1< j<I:
VO #£aeR3:
SILIEJ 90(637 o 7617Qj+17 T 7Ql) [S€1~-~€l(q17' o 7Qj7Qj+1+Sau T 7QI+86)_
Mp

—Ssl---sj((h, T 7Qj)S€j+1"'€l (qu, T Mﬂ)} dzy---dx; = 0.

2) Wenn S. OSg - OS¢ erfiillen, so sind sie die Schwingerfunktionen eines ein-
deutig bestimmten Quantenfeldes.

Beweis.
siehe Simon, p. 64-73. O]



